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ABSTRACT

Cheias, fogos, furacdes, secas e outros acontecimentos extremos tém fornecido uma razao
para os desenvolvimentos recentes da teoria de valores extremos (EVT, do inglés, extreme value
theory). A estatistica de extremos é hoje em dia confrontada com muitos desafios, especialmente
em topicos relacionados com a modelagao de risco e a eficiéncia e robustez das metodologias
que nos permitem compreender a complexidade dos acontecimentos extremos nas mais diver-
sas areas. O compromisso entre robustez e extremos necessita pois de novos desenvolvimentos
e de novas abordagens. Para além da estimacdo do indice de valores extremos, o parametro fun-
damental em EVT, consideraremos a estimacao de quantis extremais e de periodos de retornos de
niveis elevados.

Key-Words: Caudas; estatistica de extremos; médias generalizadas; risco.

1. INTRODUCAO

A teoria de valores extremos, muito frequentemente denotada EVT, do inglés extreme value theory
ajuda-nos a controlar acontecimentos potencialmente desastrosos, de grande relevo para a socie-
dade e de elevado impacto social. Em EVT, a ordenacdo da amostra é primordial, e isso permitiu-
-nos chegar a uma vasta metodologia estatistica e associada teoria distribucional relativas a
amostras ordenadas, como pode ser visto nos variados livros sobre estatisticas ordinais (EO’s) e
sobre EO’s extremais, de que referimos Arnold et al. (1992; 2008).

Existe, por um lado, um interesse natural pela ordenagio: os extremos sao importantes como
expressao do pior ou do melhor que pode ser encontrado numa amostra (temperaturas minimas,
niveis maximos de barragens, tempos de vida minimos em teoria da fiabilidade ou anélise de
sobrevivéncia). Alternativamente, um conjunto de observagdes pode ser deliberadamente orde-
nado, de forma a facilitar a analise estatistica pretendida. Mencionamos, por exemplo a existén-
cia de varios métodos rapidos para estimagdo de parametros ou para testes de significancia
baseados em estatisticas sistematicas (combinagdes lineares de EO’s), como a amplitude e a
semi-amplitude.

Os dominios de aplicagdo da EVT sao muito variados. Mencionamos, entre outras, as areas
de bioestatistica, engenharia estrutural, finangas, seguros, e também ambiente (hidrologia, meteoro-
logia, sismologia...). Terramotos, fogos, cheias e outros acontecimentos extremos tém levado a
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re-desenvolvimentos recentes da andlise de valores extremos (EVA, do inglés extreme value analy-
sis), estatistica de extremos univariados (SUE, do inglés, statistics of univariate extremes), e também
extremos multivariados e espaciais. Embora seja possivel encontrar alguns artigos de interesse
histérico relacionados com acontecimentos extremos, o campo remonta a Gumbel, em artigos
publicados a partir de 1935, e sumariados em Gumbel (1958; 2004). Gostariamos ainda de mais
uma vez realcar o nome de um portugués pioneiro da drea de extremos, J. Tiago de Oliveira,
membro efectivo da Academia das Ciéncias de Lisboa desde 1985 até a sua morte prematura
em 1992, com 63 anos de idade (veja-se Gomes, 1993a, 1994; Tiago de Oliveira, ].C., ed., 1993,
entre outros).

Figura 1
Tiago de Oliveira com o seu cachimbo

Até ao inicio dos anos oitenta a estatistica de extremos era essencialmente de indole paramé-
trica, baseada em resultados assintéticos da teoria de valores extremos. Deu-se entio uma
mudanga para abordagens semi-paramétricas e mesmo nao-paramétricas. Mas a modelacao
paramétrica tornou-se recentemente muito popular, particularmente em aplica¢des espaciais
da EVT.

Os topicos a abordar sao os seguintes: comecaremos por uma breve motivacio para a necessi-
dade da EVT, tentando responder a questao, Porqué a teoria de valores extremos? Procederemos em
seguida a uma também breve referéncia a estatistica de extremos, com a apresentagao de dois estu-
dos de casos, que amplamente justificam os modelos extremais. Para além da estimacao do indice
de valores extremos (EVI, do inglés extreme value index), um dos principais pardmetros em EVT,
referiremos brevemente a estimacdo de outros parametros de acontecimentos extremos, como o
value-at-risk (VaR), dando énfase a utilizagao de médias generalizadas (GMs, do inglés generalized
means) e a metodologia PORT para a estimagdao do EVIe do VaR, onde PORT é o acrénimo de peaks
over random thresholds.

2. MOTIVACAO PARA A NECESSIDADE DA EVT

E perfeitamente natural perguntar qual o porqué da EVT. Para motivar o interesse por este
tema, damos alguns exemplos de grande relevancia para a sociedade, e que envolvem esta teoria.
Para alguns destes exemplos, e outros, veja-se Beirlant et al. (2004) e Gomes et al. (2013), também
entre outros livros na drea de extremos aplicados, de que referimos Coles (2001), Reiss & Thomas
(2001, 2007) Castillo et al. (2005) e Markovich (2007).
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2.1. Extremos e Ambiente

2.1.1. As cheias no Mar do Norte
Na madrugada de 1 de Fevereiro de 1953, o nivel das dguas excedeu os 5.6 metros acima do
nivel do mar, destruiu as defesas maritimas, tendo inundado 4dreas na Holanda, Inglaterra, Bélgica,
Dinamarca, Franca, e cerca de 2500 pessoas morreram.

Figura 2
A cheia no Mar do Norte, 1 de Fevereiro de 1953

2.1.2. O furacdo Katrina
Nova Orledes encontra-se situada abaixo do nivel do mar, no meio de dois lagos, a norte e a
este, e do rio Mississipi a sul. A inundagdo provocada pelo furacao Katrina, no dia 29 de Agosto
de 2005, deveu-se, sobretudo, a uma brecha de 60 metros num dique junto ao lago Pontchartrain.

Figura 3
Nova Orledes ap6s o Katrina, 29 de Agosto de 2005
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2.1.3. Terramoto no centro de Itdlia
Este terramoto ocorreu a 30 de Outubro de 2016 numa regido que, apenas quatro dias antes, ja
havia sido castigada por uma série de tremores de terra. Contudo o novo sismo causou danos,
mas NAO deixou mortos, inclusive em cidades que, em Agosto de 2016, tinham sido destruidas
por um tremor de terra que matou mais de trés centenas de pessoas.

Figura 4
Destruicdo em L’Aquila, 30 de Outubro de 2016

2.14. Ciclone Idai
Segundo a ONU, tratou-se da pior tempestade de sempre no Hemisfério Sul. Este ciclone teve ori-
gem numa depressao tropical que se formou na costa leste de Mogambique no inicio de Marco de
2019 e foi ganhando forca a medida que seguiu rumo ao continente, com ventos até 177 km/h,
centenas de mortos e milhares de desalojados.

Figura 5
Ciclone Idai, Margo 2019

2.1.5. Alguns comentdrios
Traduzimos de forma livre parte de uma noticia do New York Times, Sept’05, intitulada New
Orleans After Hurricane Katrina: An Unnatural Disaster? Dizia o redator que teriam de construir um
sistema de diques adequado, para o que necessitariam de engenheiros holandeses, capazes de
desenhar essas estruturas. A primeira estrutura deveria ser uma barragem com pelo menos 40-50
pés de altura, construida ao longo do lago e de cada canal com ligacdo ao lago.
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Tratar-se-ia de um plano que custaria bilides, mas seria sensato que se aprendesse a licao, de
modo a NAO se ter uma repetigao dentro dos proéximos 20 anos.

Na realidade, como resultado das cheias do Mar do Norte, o governo holandés constituiu uma
comissao (Delta Committee). E decretou que os diques deveriam ser construidos com uma altura
tal que “a probabilidade de uma inundagao num determinado ano fosse de 1 em 10.000”. Mas o
periodo de observagao dos dados é muitissimo mais curto!... E entdo necessério proceder a uma
extrapolagdo para além dos dados observados! E a EVT consegue dar respostas fidedignas sobre
a altura da referida barragem, entrando em linha de conta com aquilo a que chamamos periodo de
retorno de um acontecimento extremo, que nao é mais do que o intervalo de tempo médio entre
ocorréncias de um determinado valor extremo, como o furacio Katrina ou a cheia no Mar do Norte
ou o terramoto no centro de Itdlia ou o recente ciclone Idai, ja seguido pelo ciclone Keneth. A
estimacgao desse parametro de acontecimentos raros depende de forma crucial de uma estimacao
fidvel do chamado EVI, j4 atras referido.

O mesmo tipo de extrapolagao é necessaria e desejavel relativamente a sismos que ocorrem em
locais especificos, tal como o que ocorreu em 2016, no centro de Itdlia, entre muitos outros regis-
tados pelos sismologistas por todo o mundo. E relativamente a este tltimo t6pico varias questoes
podem ser colocadas: (1) Com base nos dados, o que é que se pode aprender sobre a distribui¢ao
dos terramotos no espago, no tempo e em magnitude? (2) Conseguimos encontrar modelos esta-
tisticos que descrevam de forma fidedigna a distribuicao dos abalos sismicos? (3) E podem esses
modelos ser usados para prever futuros sismos? A EVT consegue responder parcialmente as
questdes postas anteriormente (veja-se Pisarenko and Sornette, 2003, Beirlant et al., 2004, 2016b,
2019, e Gomes et al., 2013 e Gomes & Pestana, 2019, entre outros autores). O grande desafio para
sismologistas e estatisticos consiste exatamente em estimar de forma precisa quao frequentes e de
que magnitude esses grandes abalos sismicos podem ser.

2.2. Extremos no mercado financeiro

O Comité de Basileia sobre controlo bancério formula normas e directrizes de supervisao e
recomenda boas préticas para as institui¢des financeiras. Entre outras medidas de risco, essa
regulamentacdo envolve a estimagdo do chamado VaR, que ndo é mais do que um quantil extremo
da distribuicdo de perdas e ganhos. E existem contribui¢oes altamente positivas da EVT, que
entram em linha de conta com as caudas pesadas (EVI > 0) dos log-retornos didrios (em percen-
tagem), i.e. de R,=1001log (P,/P, ,), com P, o preco de fecho no dia  (veja-se Embrechts et al., 1997,
entre outros).

2.3. Extremos em Biologia e Medicina
Em analise de sobrevivéncia estamos interessados em X = tempo de sobrevivéncia do doente
ap6s a deteccao de determinada doenga maligna, e possivelmente na estimagdo de um limite
superior do suporte de X (EVI<0). Mas, com Z = tempo até morte ou tempo de duracao do estudo,
temos usualmente dados sujeitos a censura aleatéria, i.e. temos de admitir a existéncia de uma

varidvel ndo-observada, Y, sendo observados valores de Z = min (X, Y) e de J = I[ onde a

X<Y)
varidvel indicatriz, J, determina se X foi sujeita a censura. A estimagdo de parametros de
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acontecimentos extremos relativos a X depende pois da estimagao de parametros equivalentes de
Z e de metodologia inovadora, com intimeros desenvolvimentos recentes (veja-se, entre outros,
Beirlant ef al., 2007, 2010, 2016a, Einmahl ef al., 2008, Gomes and Neves, 2010, 2011, Ndao et al.,
2014, 2016, Worms & Worms, 2014, 2018, Stupfler, 2016, 2019).

2.4. Porqué EVT?

A questio, ‘Porqué EVT?’ podemos responder: a EVT é necessaria porque nem tudo é normal!
Muitas questdes da vida real requerem estimacao relativa a acontecimentos acerca dos quais os
dados sao inexistentes ou se existem sao escassos, mesmo quando se trabalha com big data — sdo
os designados acontecimentos extremos ou raros.

Aresposta a questao, Existird um padrio escondido subjacente a este tipo de acontecimentos extremos?,
€ positiva, e serd parcialmente referida mais adiante. Na realidade os acontecimentos extremos,
embora improvaveis por hipétese, sdo mais frequentes do que seria de esperar segundo o modelo
gaussiano ou normal, com caudas leves, de tipo exponencial quadratica. Independentemente da
forma do centro da distribuicao, a cauda assume formas sempre muito especiais, desde que estejamos
suficientemente longe nessa cauda. A EVT é um ramo probabilistico de suporte a Estatistica que
lida exatamente com tais situacoes, ajudando a descrever e a quantificar os ditos acontecimentos
raros, extrapolando para além da amostra.

Na andlise de dados classica os extremos podem vir a ser rotulados de outliers, chegando por
vezes mesmo a ser ignorados no estudo, uma vez que se afastam do modelo ‘ajustado’. Se o objec-
tivo for inferir acerca de acontecimentos do dia-a-dia, podera ser irrelevante suprimir tais dados
das pontas, mas se a questdo fulcral residir em eventos que ndo ocorrem com muita frequéncia,
dever-se-a aplicar o contexto EVT, dando relevancia exactamente a esses valores extremos.

Apresentamos, na Figura seguinte, seis dos estatisticos pioneiros na drea de extremos.

Figura 6

Sir Ronald Fisher (1890-1962, cima a esquerda),
Leonard Tippett (1902-1985, cima ao centro),
Richard von Mises (1883-1953, cima a direita),

Ernst Waloddi Weibull (1887-1979, baixo a esquerda),
Emil Gumbel (1891-1966, baixo ao centro),

Maurice Fréchet (1878-1973, baixo a direita)
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Referimos em seguida algumas das frases célebres de Emil Gumbel, um dos nomes sonantes
e pioneiros na drea de estatistica de extremos: “Il est impossible que I'improbable n’arrive jamais; Il
y aura toujours une valeur qui dépassera toutes les autres; It seems that the rivers know the theory.
It only remains to convince the engineers of the validity of this analysis.” E a esta tltima frase,
atrevemo-nos a acrescentar: “INao sO os rios, mas também os movimentos da crosta terrestre, os
mercados financeiros, a biologia, a medicina, e assim por diante, conhecem a teoria de valores
extremos”. Em Coles (2001), Beirlant et al. (2004), Castillo et al. (2004) e Gomes et al. (2013), entre
outros, sdo tratados diversos estudos de casos, num leque variado de dreas de aplicagao da mode-
lacdo de acontecimentos raros (MAR).

2.5. Uma breve referéncia aos principais modelos assintéticos em EVT

Alguns dos resultados chave que tém levado a ‘explosdao” da componente estatistica da EVT
nas ultimas décadas sdo o resultado obtido por Fréchet (1927), sobre a equagao funcional de esta-
bilidade para maximos, resolvido mais tarde, com algumas restri¢oes, por Fisher & Tippett (1928),
que derivaram as possiveis leis limites da sucessdo de maximos normalizados, (X ~-b)/a,
associados a uma amostra aleatéria simples, (X,..., X)), proveniente de uma fungio de distribuigio
cumulativa (FDC), F. Essas leis limites foram formalizadas inicialmente por Gnedenko (1943), e
mais tarde por de Haan (1970), e usadas por Gumbel (1958; 2004) para aplicacdes da EVT em
climatologia, engenharia e hidrologia.

As principais questdes a ter em consideracdo sdo essencialmente as seguintes: existem usual-
mente poucas observagdes na cauda da distribuicao; sdo requeridas estimativas muito para além
do méximo observado; necessitamos de recorrer a modelos para a cauda, usualmente baseados
em resultados assintéticos. Sera sensato usar esses modelos em todas as situagdes reais envolvendo
acontecimentos raros? E preciso nao esquecer, parafraseando George Box, ...all models are wrong
but some models are useful (Box & Draper, 1987, p. 424).

A estatistica de extremos baseia-se essencialmente no teorema de Gnedenko (Gnedenko, 1943),
o chamado teorema de tipos extremais, um dos resultados limite fundamentais em EVT, que em
linhas muito gerais permite identificar a distribui¢do de méximos, linearmente normalizados, com
a chamada lei geral de valores extremos (GEV, do inglés general extreme value). Trata-se da também
chamada lei max-estdvel (MS, do inglés max-stable), definida como uma lei para a qual é vélida a
equacgao funcional MS*(o, x + f ) = MS(x),n 21, a, >0, 8 € R. Essa lei € do tipo de:

_ _ [exp(=(1+€2)71%), se £ #£0,
(2.1) MS¢(2) = GEVe(2) = { exp(—exp(—(z)), se £=0.

Contrariamente ao modelo normal ou gaussiano, muito frequente em estatistica classica,
devido ao teorema limite central (TLC) para somas, o modelo MS adapta-se de forma bastante
fidedigna a cauda direita do modelo F subjacente aos dados. Na realidade, sempre que é pos-
sivel encontrara >0eb € Rtais (X  -b )/ a converge para uma varidvel aleatéria ndo dege-
nerada, essa variavel aleatdria é necessariamente do tipo MS‘i = GEVE, em (2.1). Dizemos entao
que a FDC F esta no dominio de atragio para maximos da GEV,, e escrevemos F € D, (GEV,) ou
Fe D, (MS).
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O parametro &, o chamado EVI, ja atras referido, é o parametro fundamental em Estatistica de

Extremos.

*  Se¢ <0 (max-Weibull), a cauda € curta, x.:= {inf x:F (x) > 0} < .
¢ Se¢=0(Gumbel), a cauda é exponencial, x, <« ou x, = .
*  Se ¢ >0 (Fréchet), temos uma cauda pesada, de tipo-Pareto, e x,. = <.

Inicialmente surgiram 3 distribui¢oes possiveis:

Tipol: A(x)=e?,xeR [Gumbel],
TipoIl: ® (x) =e™", x>0, a>0 [Fréchet],
Tipo III: ¥ (x) = e, x <0, & > 0 [Max-Weibull],

também chamadas distribui¢oes de valores extremos (EV), associadas respectivamente com ¢ =0,

¢=1/a>0e¢=-1/0<0, que podem obviamente ser unificadas na GEVgE MS g definida em (2.1).
Na figura 7 ilustramos o comportamento dos trés tipos de densidades de valores extremos,

g.(x) = dEV, (x)/dx, comparativamente com a densidade normal, ¢(x) = exp(-x*/2)/ 21, x € R.

1.4 -
0.05

1.’? .

| |
140 |

| |
0.8 - ‘~‘ £o(x)

” l " 90
0.'6'“ 109) \"-.
cg b 2.05(x) 0 T - X

4 5

Figura 7
Densidades de valores extremos, 8y ¢=-0.5,0,2, enormal, ¢

Observacao 2.1. Note-se que os resultados que aqui referimos para maximos podem ser de

imediato convertidos em resultados para minimos, pois min,__ X. = -max,__ (-X)).
<isn T i 1<isn i

Mais geral do que a classe de modelos MS, podemos considerar a classe dos modelos max-semi-
-estdveis (MSS, do inglés max-semi-stability), introduzida em Grienvich (1992a, 1992b), Pancheva
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(1992), e amplamente estudados em Canto e Castro et al. (2001) e em Temido & Canto e Castro
(2003), com a forma funcional,

—v{n(l+€0)/}(14€2) S 1 4 e S 0 se € £0
MSSe ,(z) = { © ’ ’
&, (33) { o V(@) exp(—x), z €R, se £ =0,

onde v(-) € uma fungdo positiva, limitada e periédica, sendo MS, = MSS. . E vdrios autores tém
detectado que os modelos MSS parecem ser mais interessantes do que os modelos MS para mode-
lar algumas das varidveis relativas a tremores de terra (veja-se Sornette, 1998, entre outros artigos).
Na realidade, e essencialmente através dos modelos MSS, mas também MS (veja-se Beirlant, et al.,
2016b, 2019, entre outros), a EVT permite-nos prever (pelo menos parcialmente, sendo este um
desafio em que pensamos ainda ser necessario investir) qual a frequéncia e dimensao de sismos
de relevo em determinada zona. Contudo, face a postularmos o modelo MSS, temos entao difi-
culdades adicionais com a estimagdo dos parametros desconhecidos (veja-se Canto e Castro &
Dias, 2011; Canto e Castro et al., 2000, 2011, artigos dedicados ao desenvolvimento de métodos de
estimacao para os parametros de um modelo MSS). No nosso entender, o controlo de tremores de
terra é de extrema dificuldade, e requer um esforco multidisciplinar, que pensamos nao ter sido
totalmente conseguido até a data, particularmente quando tentamos abordar o caracter espacial
e temporal do processo subjacente a tremores de terra. Gostaria no entanto de referir uma tese de
mestrado (Rosario, 2013), relacionada com dados também analisados em Beirlant et al. (2004,
2016b), de que usaremos alguns dos graficos a apresentar mais adiante, e os trabalhos sobre o
assunto ja atras referidos.

A estatistica de extremos tem usualmente como base resultados assintéticos nao sé relacionados
com o comportamento limite ndo-degenerado da sucessao de valores maximos, mas também de
outras EOQ’s de topo, quer individualmente quer em conjunto, e dos excessos acima de niveis
elevados. Consequentemente, em estatistica de extremos sao fundamentais os modelos EV e GEV,
que ja referimos, os processos extremais, relacionados com a distribuigao limite conjunta das k maio-
res (ou menores) EO’s, e 0os modelos generalizados de Pareto (GP = 1+In GEV). Na realidade, com
GP. () =1+ In GEV, (), e F, a distribuigao dos excessos acima de um nivel elevado u, condicional
a termos X > u, tem-se (Balkema & de Haan, 1974; Pickands, 1975),

F=PX-u<y|X>u)= GP. y/c).

Para ¢ = 0 obtemos o modelo Gumbel para maximos e um modelo exponencial para os exces-
sos. O modelo exponencial, com funcdo de cauda direira (ou de sobrevivéncia), F(x) := 1 - F(x) =
exp (-x/c ), x >0, goza pois de um papel extraordinariamente importante em EVT, na chamada
metodologia POT (do inglés, peaks over threshold), onde a escolha de u é fundamental.

As aplicagoOes estatisticas da EVT tém dado énfase a relaxa¢dao da condigao de independéncia,
a consideracao de contextos multivariados e espaciais e a uma utilizacdo cada vez mais aprofun-
dada de abordagens relacionadas com variagao regular e processos pontuais, de que nao iremos

falar. Para recensoes criticas de muitos dos topicos desta drea, podemos ver alguns volumes das
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revistas Extremes (13:2,3, 2010) e Revstat (10:1, 2012), entre outros. Por entre artigos de recensao
critica na area de SUE, mencionamos Gomes et al. (2008a), Neves & Fraga Alves (2008), Hiisler &
Peng (2008), Beirlant et al. (2012), Scarrot & MacDonald (2012) e Gomes & Guillou (2015).

3. BREVE REFERENCIA A SUE

3.1. Parametros de acontecimentos extremos
O EVI é o parametro crucial em estatistica de extremos. Em amostras dependentes, temos ainda
o indice extremal (EL, do inglés, extremal index), 6, relacionado com a dimensao dos grupos de exce-
déncias de um nivel elevado (Leadbbetter ef al., 1983). A influéncia do EI na estimagao de outros
parametros de acontecimentos extremos pode ser encontrada em Gomes (1993b), entre outros
artigos na area. Para além destes parametros fundamentais, e com

(3.1) U ()= F(1-1/t) =inf {x: F (x) 2 1= 1/#), t € [1,%0],

a fungao quantil de cauda associada ao modelo subjacente F, com inversa generalizada F-, refe-
rimos unicamente os quantis extremais ou VaR, i.e.

(3.2) VaRq =K =F 1-q=U@/g),

para g pequeno (usualmente inferior a 1/#n, sendo n a dimensao da amostra), e o periodo de retorno
de um nivel elevado u, o nimero médio de excedéncias de u, dado por

3.3) T(u) =1/(1-F(u)),

numa situagao de observacoes independentes e identicamente distribuidas provenientes de uma
FDC, F.

3.2. Abordagem classica de Gumbel a Estatistica de Extremos

A inferéncia estatistica sobre acontecimentos extremos esta directamente ligada a observagdes
que sdo extremas em determinado sentido. As diferentes maneiras de definir esse tipo de observa-
¢Oes levam a diferentes abordagens a SUE. Por vezes, s6 temos acesso a maximos anuais ou mdxi-
mos de blocos (BM, do inglés block maxima). E entdo sensato usar o resultado limite principal em EVT,
que fornece as leis MS (ou EV) como as tinicas possiveis FDC’s para maximos linearmente norma-
lizados. Mais geralmente, se estamos interessados em cheias (x, ) ou em secas (x,, ) de um rio num
certo lugar, parece sensato trabalhar com méximos anuais ou minimos, mesmo quando temos
acesso a descargas diarias. Estamos entdo a usar a chamada abordagem de Gumbel ou o método BM.

Quando a dimensao da amostra n — «, e devido ao resultado limite para a sucessao normali-

zada de valores maximos, i.e. ao teorema de Gnedenko, podemos escrever
P[X,, <x]=F"(x) = GEV. ((x - 1,)/3),
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com a GEV, (x) a fungao GEV, em (2.1), e (A, J,) € (R, R*) um vector de parametros desconhecidos
de localizaééo e escala, que substituem os chamados coeficientes de atracgao, (b, an), na sucessao
normalizada de valores maximos, (X, —b )/ a . A aproximagao anterior foi usada por Gumbel em
varios artigos que culminaram no seu livro de 1958, para validar a utilizacdo de distribui¢des do
tipo EV (Fréchet, Gumbel e max-Weibull). Gumbel sugeriu pois o primeiro modelo em estatistica
de extremos univariados, frequentemente designado por modelo dos mdximos anuais, ou modelo GEV
univariado, ou ainda modelo de Gumbel.

De acordo com este modelo, dividimos os N dados, (X,,..., X, ), em m sub-amostras (usualmente
correspondentes a m anos) de dimensao n (N = nm) e ajustamos um dos modelos extremais Tipo
I ou Il ou Il ou GEV a amostra formada pelos m méaximos de cada sub-amostra, associados pois
aY =max (X,,..., X ). Toda a inferéncia estatistica se resume a inferéncia associada aos modelos
em questao. Como a utilidade pratica de uma FDC depende da existéncia de bons métodos para
estimacgao dos seus parametros, e tal estimagdo ndo é (era?) sempre facil para o modelo GEV, é
usual, quando estamos face a uma amostra de maximos, tentar o ajustamento de uma das trés
distribui¢des, Gumbel (a mais simples), Fréchet ou max-Weibull, fazendo primeiro um teste de
escolha estatistica de um dos trés modelos, que pode ser tao simples como um quantil vs quantil
(QQ)-plot, de que falaremos mais adiante. Hoje em dia é frequente usar o método de méxima
verosimilhanga, implementado em varios ‘R-packages’, tais como evd, evdbayes, evir, evt0, extRe-
mes, extremevalues, fExtremes, ismev, POT and SpatialExtremes, entre outros, que nos podem
ajudar em muitos dos processos inferenciais relacionados com modelacao de risco e extremos.

3.3. Outras abordagens
Embora a abordagem de Gumbel se tenha revelado muito ttil nas mais diversas situagoes,
varias criticas tém sido colocadas:

- Uma delas tem a ver com o facto de estarmos a perder informagao quando usamos s6 0 maximo
observado e nao outras EOs, caso tenhamos acesso a essas observacoes.

— Por outro lado, em muitas areas de aplicacdo ndo existe sazonalidade dos dados, e 0 método de
sub-amostras pode parecer algo artificial.

Para inferir sobre a cauda direita, parece na realidade mais sensato considerar um pequeno
ndmero k de EO’s de topo associadas aos dados originais. Uma das abordagens paramétricas
nao-clédssicas esta entdo relacionada com a distribuigao limite conjunta das k maiores observacoes,
que nos conduz ao chamado modelo extremal multivariada (MEV, do inglés ‘multivariate extreme
value’) (Pickands, 1975; Weissman, 1978; Gomes, 1978, 1981). Uma segunda abordagem paramé-
trica nao classica é baseada na distribuicado limite dos excessos de niveis elevados, deterministicos
(e temos a chamada metodologia POT, introduzida em Smith, 1987, e em certo modo analoga ao
modelo MEV) ou aleatérios, a que estd associada a metodologia PORT, do inglés peaks over random
thresholds, terminologia introduzida em Aratjo Santos et al. (2006). Recentemente, estes métodos
tém vindo a ser abordados sob um ponto de vista ndo-paramétrico. O tipo de ajustamento utilizado
para as maiores observagdes ndo se identifica entdo com uma forma paramétrica dependente de
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localizacdo e escala, (A, d), e consideram-se abordagens semi paramétricas, baseadas nas k EO’s de
topo (veja-se de Haan & Ferreira, 2006, entre outros), admitindo unicamente que F € D,, (GEV ).
3.4. Estudos de casos
Antes da analise de dois conjuntos de dados, procederemos a uma breve referéncia ao método
gréafico mais usual de validagdo de um modelo F.

3.4.1. Como proceder a validagdo de um modelo de forma simples?

E 6bvio que a linearidade num grifico pode ser facilmente constatada por observagao directa de
uma nivem de pontos, e quantificada em termos do coeficiente de correlacio. A ideia subjacente aos
QQ-plots surgiu da necessidade de responder de forma simples a pergunta: Serd que um determi-
nado modelo probabilistico fornece um ajustamento sensato a distribuicio subjacente aos dados?

Um QQ-plot tem como objetivo a obtengio de uma confirmagio visual ripida do ajustamento de um
modelo probabilistico sugerido por exemplo pelo histograma, a dados (y,,..., y,), permitindo ainda a estimagio
grosseira de pardmetros. Trata-se de um método de linearizacdo da FDC, F, que postulamos como sub-
jacente aos dados: face a amostra ordenada observada, (y,,, <...<y, ),eF (y) = F ((y—1)/9), os pontos,

(F~ () y,) pi=— 1<i<n,

devem ser aproximadamente lineares, face a validade de F. Se o grafico resultante mostrar que
existe uma relagdo linear entre y, e F~ (p), para 1 <i <n, temos uma validagao informal de F(-). A
intersec¢do com o eixo das abcissas e a inclinagdo da recta fornecem-nos entao estimativas gros-
seiras do parametro de localizagao A e do parametro de escala J. A estimacao dos parametros pode
pois ser feita através do moédulo de regressao de qualquer package estatistico.

Um exemplo simples, que veremos em seguida, é o de um QQ-plot Gumbel, um modelo muito
usual em estatistica de extremos.

Exemplo 3.1. Admitamos que pretendemos validar F = A, com

)

A\ 0)=e =1p =y =L+ (- In(- In(p))).

A geracao de observacoes ou niimeros pseudo-aleatorios (NPA’s) Gumbel é simples [- In(—In U)],
com U denotando um NPA uniforme (0,1). Procedemos pois a geracao de 250 NPA’s Gumbel (0,1).
O grafico da Figura 8 (esquerda) é um QQ-plot normal, que fornece indicagao imediata da nao-
-normalidade dos dados.

O tracado da nivem de pontos:

(-In(=In(i/(n + 1)),y ), 1<i<n,

forneceu o grafico da Figura 8 (direita). A recta dos minimos quadrados fornece-nos entao as esti-
mativas, A" = -0.10, 0™ = 0.99.
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Figura 8

Dados Gumbel em QQ-plot normal (esquerda) e Gumbel (direita), com quantis tedricos em abcissa

3.4.2. Dados ‘maasmax.txt’

Trata-se de um conjunto de dados, Y,,..., Y, , de descargas anuais maximas do rio Meuse
(Borgharen, NL), em m°/s, no periodo 1911-1995, num total de m = 85 anos (Beirlant et al., 2004;
http:/ /Istat.kuleuven.be/Wiley/). Tratam-se de réplicas da variavel aleatéria Y =M , com M, :=
méximo anual = max (X,,..., X)), n = 365 (dias), e foram analisados com todo o detalhe em Gomes
et al. (2013). Esses dados sao apresentados na Figura 9, onde também apresentamos a caixa-com-
-bigodes associada.
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Figura 9
Maéximos anuais do rio Meuse em 1911-1995 (esquerda) e caixa-com-bigodes associada (direita)

A caixa-com-bigodes exibe uma leve assimetria direita, mas vejamos o que se passaria se se
seguisse uma ‘andlise estatistica tradicional’, fazendo um ajustamento do mdximo anual ao modelo
normal, N (i, 0), para pardmetros convenientes. Na Figura 10 apresentamos o QQ-plot normal
associado aos dados em analise: {(®(i/(m +1)),y, ):i=1,..., m}.

Apesar do mau ajustamento nas caudas, o modelo normal ndo é rejeitado pelos testes classicos
de ajustamento, aos niveis de significancia usuais. Ajustando uma recta de minimos quadrados,
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obtém-se /I = 1495.962 e 6 = 551.006, a que corresponde um coeficiente de correlacdo amostral de
r, =0.979, bastante elevado. Sobrepondo ao histograma dos dados (méaximos anuais) a normal
estimada Y ~ N (4 = 1495.962, 6 = 551.006), obtém-se o resultado da Figura 11.
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Figura 10
QQ-plot normal para os dados ‘maasmax.txt’
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Figura 11

Histograma e normal ajustada (dados ‘maasmax.txt’)

Dada a natureza dos dados, a importancia do modelo Gumbel em EVT, e ainda ao facto de se
verificar uma assimetria a direita, vejamos o que se passaria se se considerasse um ajustamento
do mdximo anual ao modelo Gumbel, para parametros convenientemente estimados. Representa-
mos na Figura 12 o QQ-plot Gumbel associado aos dados. Ajustando uma recta de minimos
quadrados, obtém-se para parametros de localizagdo e escala, respectivamente, A =1247.363 ¢
d = 445.688, a que corresponde um coeficiente de correlacio amostral ro, = 0.992 (superior ao
encontrado no caso do ajustamento a normal). Note-se que, com y a constant de Euler, o valor
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estimado de (4, 6) é (7, 6) = (+ y 6,76 /6) = (1504.621, 571.617), relativamente proximo do valor
(1495.962, 551.006), obtido através de um ajustamento normal.
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Figura 12
QQ-plot Gumbel: {(A~(im +1)),y,,):i=1,.., m}

Pensemos agora na estimagao do periodo de retorno do nivel y, = 3175 =y, .., 0 maximo das
descargas ao longo dos 85 anos, i.e. 0 pardmetro definido em (3.3):

1 1
P[Y > yT] 1 _FY(yT)7

N 1
e T = ~ 866 anos.

o ()

Consideremos em seguida a FDC Gumbel estimada, e pensemos na estimacao do mesmo
periodo de retorno do nivel y, = 3175. Obtemos entao:

1
A ()

T = ~ 76 anos,

valor consideravelmente inferior a 866 anos, o valor encontrado no caso do tratamento com a
normal.

Pensemos em seguida na estimacao do nivel de retorno a T = 100-anos, face ao modelo normal.
Como:

U(T) = K (1-1/T),

o nivel médio de descargas ultrapassado pelo médximo anual todos os T = 100 anos seria estimado
por:

~

U(100) = i + 6 & (1 — 1/100) = 2777.793.
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Consideremos entao a Gumbel estimada, e pensemos na estimacao do mesmo nivel de retorno
a T = 100-anos. Este nivel de retorno é estimado por:

U(100) = A + 6 A (1 — 1/100) = 3297.596,

acima do valor estimado face a um ajustamento ao modelo normal.

3.4.3. Momentos sismicos
Abase de dados utilizada para ilustracao é constituida por medigdes de momentos sismicos acima
de exp(+23) dyne-cm. Temos entdo acesso ao registo de 8123 terramotos superficiais de duas zonas
de forte intensidade sismica, 6458 em zonas de subduccdo e 1665 em zonas de dorsais oceédnicas. Estas
regides podem ser facilmente identificadas na Figura 13. Estes dados foram tratados por Pisarenko
and Sornette (2003), e retirados do catdlogo sismico de Harvard, no periodo de 1 de Janeiro de 1977
a 31 de Maio de 2000. Foram ainda utilizados em Beirlant et al. (2004, 2016b) e em Roséario (2013).

£

Figura 13

Principais zonas sismicas: Zona dorsal oceanica (1-3): 1-Sudeste Pacifico, 2-Meso-Atlantica, 3-Sudeste Indiano; Zona de subducc¢ao
(4-14): 4-Alasca, 5-Ilhas Curila, 6-Japao, 7-Tailandia, 8-Ilhas Mariana, 9-Ilhas Salomao, 10-Ilhas Tonga, 11-México, 12-América do Sul,
13-Ilhas Sandwich, 14-Sunda Arc

Os momentos sismicos (dyne-cm) foram convertidos em magnitudes na escala de Richter. A
assimetria direita dos dados é notéria, e pode ser visualmente confirmada quer pela caixa-com-
-bigodes quer pelo histograma representados na Figura 14. A cauda direita aparenta no entanto
ser leve ou do tipo exponencial (¢ < 0), pois ndo é demasiado extensa e as barras nao decrescem
de forma demasiado lenta.

Dada a natureza dos dados, a importancia do modelo Gumbel em EVT, e ainda ao facto de se
verificar mais uma vez uma assimetria a direita, vejamos o que se passaria se se considerasse um
ajustamento ao modelo Gumbel, para parametros convenientemente estimados. Representamos
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na Figura 15 o QQ-plot Gumbel associado aos dados. Ajustando uma recta de minimos quadra-
dos, obtém-se para parametros de localizagao e escala, respectivamente, A=5431ed=0288, a
que corresponde um coeficiente de correlagao amostral r, = 0.998. No caso das mesmas regides
de dorsais ocednicas, e se tentarmos o ajustamento de um modelo EVé, obtém-se a estimativa
¢ =-0.013 e um coeficiente de correlagdo amostral ro= 0.999, ligeiramente superior ao anterior-
mente obtido, e que ndo justifica enveredarmos pela estimagao adicional de &
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Figura 14

Caixa-com-bigodes (cina) e histograma (baixo) das magnitudes da amostra referente a sismos das
zonas de dorsais ocednicas
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Figura 15
QQ-Plot Gumbel das magnitudes da amostra referente a sismos
das zonas de dorsais oceanicas (quantis tedricos em abcissa)
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Se tivessemos tentado o ajustamento de um modelo normal, e pensdssemos na forma mais
simples de estimar o periodo de retorno do nivel y_ = 7.163, 0 maximo da amostra, teriamos:

A 1
1 =5597, 6 =0.368 eT = ~ 98167.8 anos.

7.163—j1
()

Se considerarmos a Gumbel estimada, e pensarmos na forma equivalente de estimagdo do
periodo de retorno do nivel y, = 7.163, obtemos:

T=1/ (1 A (%)) ~ 409.5 anos,

valor este consideravelmente inferior ao encontrado no caso do tratamento com a normal, e que ampla-
mente justifica a utilizacdo de um modelo de extremos.

4. BREVE REFERENCIA A SUE SEMI-PARAMETRICA

Recentemente, os métodos BM, MEV e POT tém sido considerados em ambiente semi-
-paramétrico. Nao ha entao qualquer ajustamento de um modelo paramétrico adequado. Admi-
timos apenas que F € D, (GEV ), sendo ¢ o tinico pardmetro de acontecimentos extremos a ser
inicialmente estimado, com base em algumas observacdes de topo e de acordo com metodologia

adequada. E usual considerar as k observagoes de topo, X  >...2 X acima de um nivel alea-

—k+1:m”

torio Xn_k_,n, que necessita de ser uma EO intermedia superior, i.e.
4.1) k=k, — o, ke [1,n),k=o0(n) quando n — .

Como os riscos sao mais elevados quando estamos com uma cauda direita pesada, considera-
remos unicamente modelos de cauda pesada, i.e. FDC’s de tipo-Pareto, com um EVI positivo, tra-
balhando pois em D, +:= D,, (GEV_ ).

4.1. Estimadores GM do EVI
Por entre a grande variedade de estimadores do EVI, mencionamos apenas o estimador de Hill
(H), introduzido em Hill (1975), a média dos excessos das log-observagoes,

Vo=InX . -InX 1<i<k<n,
ie.
1 E
(4.2) H(k) = H(k; X,,) = 1 ; Vi, 1<k<n,

e uma generalizagdo competitiva de H(k), introduzida recentemente na literatura.

120



CLASSE DE CIENCIAS

4.1.1. Estimador média-de-ordem p (Hp) do EVI
Note-se que podemos escrever:

) Lk . 1/k
ani n ani m
i=1 n—kmn n—kmn

i=1
O estimador H, em (4.2), é pois o logaritmo da média geométrica (ou média-de- ordem-0) de

Xn—i—i—l:n

Uik = )
Xn—k::n

1<i<k<n.

Brilhante et al. (2013), e quasi simultaneamente Paulauskas & Vaiciulis (2013), e Beran et al.
(2014), consideraram como estatisticas basicas a media-de-ordem-p de U, 1 <i <k, para p > 0. Mais
geralmente, Gomes & Caeiro (2014) e também Caeiro et al. (2016) consideraram essas mesmas

estatisticas parap € R, i.e.

k
(]lc Z Uﬁg , Se p 7é 07
Mp(k) = kz_l 1/k
(H Ulk> ’ se p= 07
=1

e a classe associada de estimadores Hp do EVI:

(1= M7 () /. se p < 1/€, p £ 0,

(4.3) Hyp(k) = Hyp(k: X := { In My (k) = H(k), se p=0.

E outras generalizacOes recentes, que nao vamos referir, tém-se revelado altamente competitivas.

4.2, Estimadores PORT do EVI

Os estimadores do EVI anteriormente mencionados dependem do parametro de controlo p
€ R, sdo altamente flexiveis, mas, tal como frequentemente desejado, ndo sdo invariantes a
mudangas na localiza¢do, dependendo fortemente de possiveis altera¢des da localiza¢do do
modelo subjacente aos dados, contrariamente ao que acontece com o EVI, que é independente
dessa localizagdo. E pois sensato sugerir a utilizagio da classe de estimadores PORT-H, do
EVI, introduzida em Gomes et al. (2016). Esses estimadores sao semelhantes aos estimadores
PORT-H do EVI, estudados em Aratjo Santos et al. (2006), e também considerados em Gomes
et al. (2008Db).

As classes de estimadores PORT sao baseadas numa amostra de excessos acima de um nivel
aleatério anm, n:= [nsJ +1,0<s<1,

(4.4) X%S) = (Xnn - X|_nsj+1:n7 ce ’Xl_nsj +2n T XLnsJ—l—l:n) :
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Para0<s<1ek<n-n,osestimadores PORT—HP do EVI tém a mesma forma funcional de Hp,
em (4.3), mas com X = (X, ..., X ) substituida pela amostra dos excessos X", em (4.4). Sao pois
dados por

(4.5) Hy(k, s) := H,(k; X$)).

4.3. Estimacao semi-paramétrica de outros parametros

Apesar da estimagao de periodos de retorno de niveis elevados, probabilidades de execedéncia e coefi-
ciente de dependéncia na cauda, entre outros parametros de acontecimentos extremos, serem tao
importantes na modelagao de risco como a estimagao do EVI, iremos unicamente referir breve-
mente a estimacdo semiparamétrica de um quantil elevado, VaRq, ja definido em (3.2), que pode
ser facilmente obtida através da aproximagao U (tx) =~ U (t)x<, com U (-) definida em (3.1). Tal como
se fez para a estimacdo do EVI, vamos basear essa estimacdo nas k EO’s superiores, assumindo
que k é uma sucessao intermédia, i.e. que se tem a validade de (4.1).

Sendo ¢ qualquer estimador consistente do EVI, o estimador semi-paramétrico mais simples
de VaR € dado por

(4.6) QD (k) := Xy (k/(nq))§  (Weissman, 1978).

Para modelos de cauda pesada, os estimadores ‘classicos” do EVI, i.e. os estimadores H, defi-
nidos em (4.2), sao os mais frequentemente usados em (4.6), de modo a obtermos os estimadores
‘classicos” do VaR, para os quais se usa a notagao ébvia, Q? (k). Sugerimos agora a substituicao
de & por Hp(k) em (4.3), para o qual usamos a notagdo Ql(g; (k) (veja-se Gomes et al., 2015, para
detalhes sobre estes estimadores).

4.3.1. Estimacdo PORT-HP do VaR
Muitos dos estimadores semi-paramétricos do VaR, tais como os estimadores H do VaR em
Gomes et al. (2015) (veja-se também os livros de Beirlant et al., 2004, e de Haan and Ferreira, 2006),
nao gozam do comportamento adequado face a transformagoes lineares dos dados, um compor-
tamento relacionado com o facto de se ter para qualquer quantil elevado, VaRq,

VaR (n + 0X) = & + 0VaR (X),

para qualquer modelo X, A real, e d real positivo. Para ¢ > 0, Aratijo Santos et al. (2006) avangaram
com estimadores do VaR que tém a propriedade linear atras referida, e que sao baseados na amos-
tra de excessos, X®,0<s <1, em (4.4). Tais estimadores foram denominados PORT-VaR, e tém como
base os estimadores PORT-H do EVI, H (k; X¥), k < n—n_. Agora, sugerimos para uma estimagao
adequada do VaR, a consideragao dos estimadores PORT-H, do VaR, definidos por

— k Hp(krs)
VaRy (ki D, 8) = (Xon_tom — Xnoon) (m) X
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com Hp(k,' s) definidos em (4.5). As simula¢des de Monte-Carlo em Figueiredo et al. (2017) mostram

a elevada potencialidade dos estimadores PORT-H, de VaR .

Note-se que a metodologia PORT nado provoca qualquer mudanca na variancia assintética, um

ponto a favor destes estimadores, que podem ter viés assintético nulo.

(1]

(2]
(3]
(4]
(5]

(6]

5. COMENTARIOS FINAIS

* Muito mais haveria a dizer sobre o papel da EVT na modelagdo de acontecimentos raros e risco.

* Referimos essencialmente uma das abordagens paramétricas a estatistica de extremos univariados.
Mas devemos encarar as metodologias paramétricas e semi-paramétricas nao como concorrentes,
mas sim como complementares, ambas com desafios variados.

* O caso da ndo independéncia da amostra, que tem recentemente merecido grande destaque, nao
foi sequer aflorado, sendo um tema com muitos desafios.

* Nesta introducdo ao estudo de valores extremos, focdmos a nossa aten¢ao no caso univariado,
mas como facilmente se antevé a EVT nos campos multivariado e/ou espacial tem igualmente
relevancia para a modelagio de acontecimentos raros.

* Mas a propria SUE (estatistica de extremos univariados) é ainda um tépico de grande importancia
na modelacdo de risco.

* E em ambiente semi-paramétrico, topicos como a sele¢do do nivel elevado (veja-se Caeiro & Gomes,
2015) e a metodologia PORT (veja-se Gomes et al., 2016) suscitam também grandes desafios.

* Por outro lado, a falta de eficiéncia dos estimadores H para p <0, em conjugacao com os resulta-
dos em Stehlik et al. (2010), relacionados com a robustez dos estimadores H | do EVI, alerta-nos
para a necessidade de discussao adicional do tépico robustez vs efficiéncia.

* As andlises de risco associadas a acontecimentos extremos requerem a experiéncia combinada e
multidisciplinar de estatisticos e de especialistas em climatologia, hidrologia, finangas, seguros,
medicina, desporto, e outras areas.

* Esperamos ter agucado o vosso apetite por um tema relativamente recente em termos histéricos,
e com tantas areas de aplicagdo quantas as que possamos conceber.

(ComMUNICACAO APRESENTADA A CLASSE DE CIENCIAS
NA SESSAO DE 16 DE MAIO DE 20109)
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