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Resumen

La cooperacion es un comportamiento social relevante, y en algunos contextos como la
economia o la ciencia politica, tiene un papel fundamental. Una de las perspectivas desde
las que se analizan las situaciones de cooperacién es desde la teoria de juegos cooperativos.
En ella se estudia el problema fundamental de como repartir los beneficios o costes que la
cooperacién en un proyecto comtun genera. El modelo que emplea la teoria clasica asume
que se conoce con precision el pago que cada posible coalicién puede obtener. Sin embargo,
hay situaciones en las que los jugadores solo tienen unas expectativas imprecisas sobre el
beneficio o coste que puede lograr cada coalicién. En la literatura se han propuesto distintos
modelos para abordar tales situaciones. Uno de esos modelos son los juegos cooperativos
con funcién caracteristica difusa, en los que el pago de cada coalicién viene dado por un
nuamero difuso. Al igual que en los juegos cooperativos clasicos, el principal problema que
abordan estos modelos es cémo repartir entre los jugadores el beneficio o coste derivado
de la cooperacion. Para ello, en este trabajo se proponen reglas de asignacién, basadas
en los valores de Shapley y Banzhaf, para juegos cooperativos con funcién caracteristica
difusa. Para cada valor propuesto se proporciona una caracterizacion con propiedades
razonables. Ademads, se presenta una aplicacion de estos modelos a los llamados problemas
de aeropuerto. Estos problemas estudian cémo repartir el coste de mantenimiento de una
pista de aterrizaje en funcién del tamafio de las aeronaves que la utilizan. Para el modelo
propuesto se presenta una regla de asignaciéon y se proporciona ademas una axiomatizacion.
También se ha desarrollado un algoritmo en PYTHON para el cédlculo de esta regla de

reparto.

Palabras clave: Juegos cooperativos, reglas de asignacién, valor de Shapley, valor de

Banzhaf, problemas de aeropuerto, conjuntos difusos, niimeros difusos.






Abstract

Cooperation is a relevant social behaviour and in some contexts such as economics or
political science, it plays a fundamental role. One of the perspectives from which coope-
rative situations are analyzed is from cooperative game theory. This theory studies the
fundamental problem of how to distribute the benefits or costs that cooperation in a
common project produces. The model that uses classical cooperative game theory states
that payments obtained by each possible coalition are precisely known. However, there
are situations where players only have vague expectations about the benefit or cost each
coalition can attain. Different models have been proposed in the literature to address such
situations. One of these models are cooperative games with fuzzy characteristic function,
in which each coalition payment is represented by a fuzzy number. As in classic cooperative
games, the main problem addressed by these models is how to distribute the benefit or cost
derived from cooperation among players. To solve this issue, this paper proposes alloca-
tion rules for cooperative games with a fuzzy characteristic function, based on Shapley and
Banzhaf values. For each proposed value, a characterization with reasonable properties is
provided. In addition, these models are applied to airport runway maintenance problems.
These problems study how to distribute the cost of maintaining a runway based on the
size of the aircraft that use it. An assignment rule is presented for the proposed model
as well as an axiomatization. An algorithm has also been developed in PYTHON for the

calculation of this distribution rule.

Keywords: Cooperative games, allocation rules, Shapley value, Banzhaf value, airport

problems, fuzzy sets, fuzzy numbers.
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Lista de simbolos

Cardinal del conjunto finito A, es decir, nimero de elementos de dicho
conjunto.

Conjunto potencia de IV, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos
de N.

Conjunto vacio.

Elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B.

Conjunto de los nimeros naturales.

Conjunto de los niimeros enteros.

Conjunto de los ntimeros reales.

Conjunto de los niimeros reales no negativos.

Conjunto de los ntimeros reales no positivos.

Conjunto de los niimeros reales positivos.

Conjunto de vectores de RN indexados por el conjunto NN, es decir,
RY = {(2;);cn : @ €R,i € N}.

Fin de demostracion de una proposiciéon, un lema, un teorema o un
corolario.

Fin de ejemplo.






Introduccion

Muchas situaciones implican interacciones entre individuos que deben tomar decisiones.
Para abordar formalmente el estudio de estas situaciones, la investigacién ha adoptado una
perspectiva basada en la teoria de juegos. La teoria de juegos es una teoria matematica
que trata acerca del estudio de problemas de decisiéon en los que interaccionan varios
agentes (personas, empresas, instituciones, gobiernos, etc.) que compiten o cooperan para
alcanzar sus objetivos. En teoria de juegos se denomina juego al problema de decision

donde interaccionan los agentes y jugadores a los individuos involucrados en tal problema.

Si bien existen aportaciones en siglos anteriores, las primeras aproximaciones rele-
vantes a la teoria de juegos se producen a principios del siglo XX con los trabajos E.
Zermelo [90], E. Borel [12], H. Steinhaus [72] y J. von Neumann [50]. Desde 1928, John
von Neumman estuvo trabajando en el desarrollo de una teorfa, junto al economista Oskar
Morgenstern, que culminé con la publicacién en 1944 del clasico libro Theory of games
and economic behavior [51]. Tradicionalmente, la publicacién de este libro suele asociarse
al nacimiento de la teoria de juegos, ya que sento las bases de una teoria matemédtica como
tal.

La relevancia de la teoria de juegos como herramienta de andlisis en ciencias sociales
ha quedado puesta de manifiesto con la concesién en varias ocasiones del Premio Nobel
de economia a tedricos de esta disciplina. Asi, en 1994 se concedié este premio a J. C.
Harsanyi, J. F. Nash y R. Selten por «sus analisis del equilibrio en la teoria de juegos».
Miés tarde, en 2005, el galardén fue para R. J. Aumann y T. C. Schelling por «ampliar
la comprensién del conflicto y la cooperaciéon a través de andlisis basados en la teoria
de juegos». Dos anos mas tarde, se concedié el premio a L. Hurwicz, E. S. Maskin y R.
B. Myerson por «establecer las bases de la teoria del diseno de mecanismos». En 2012, el
premio fue para A. E. Roth y L. S. Shapley por «su trabajo en la teoria de las asignaciones

estables y el diseno de mercado».

La teoria de juegos aborda problemas de decisiéon y en tales problemas existe siempre
un conjunto de posibles resultados. Se asume que los jugadores tienen definidas unas

preferencias sobre ese conjunto de alternativas. Para poder manejar las preferencias sobre



2 Introduccion

las distintas alternativas se introduce la nocién de utilidad. La utilidad es una herramienta
que permite asignar a cada alternativa un ntimero real conservando el orden dado por las
preferencias del jugador. A partir de este concepto, se desarrolla toda una teoria conocida

como teoria de la utilidad.

En la teoria de juegos coexisten dos teorias bien diferenciadas: la teoria de juegos no
cooperativos y la teoria de juegos cooperativos. La primera se centra en describir en detalle
los elementos del juego y en buscar para cada jugador las mejores estrategias adaptadas
a cada situaciéon. En cambio, la segunda teoria asume que se pueden llegar a acuerdos
vinculantes y que, por tanto, la cooperacion se dard, centrandose en como deben repartise
los jugadores los beneficios o costes derivados de tal cooperacién. El presente trabajo se

enmarca en el contexto de la teoria de juegos cooperativos.

Dentro de la teoria de juegos cooperativos se pueden adoptar dos enfoques en funcién
de la capacidad que tengan los jugadores para compensarse mutuamente en cada uno de los
distintos grupos que puedan formarse. A tales grupos se les denomina coaliciones. Si dentro
de las coaliciones puede repartirse de cualquier modo la utilidad, se tienen los llamados
juegos cooperativos con utilidad transferible. Por contra, si existen restricciones que limitan
el reparto de utilidad, se tienen los juegos cooperativos con utilidad no transferible. Este

trabajo se centra en el primer enfoque.

La teorfa de juegos cooperativos se ocupa fundamentalmente de estudiar reglas de
reparto. Una regla de asignacion para un juego es una solucién que establece como deben
ser repartidos los beneficios o costes obtenidos de la cooperacion. Dos de las reglas de
asignacién mas empleadas en juegos cooperativos son el valor de Shapley [66] y el valor
de Banzhaf [10].

Los modelos cooperativos clasicos asumen que todos los elementos involucrados en el
juego se conocen con certidumbre y precision. Sin embargo, hay situaciones donde esto
puede no ser asi. En la literatura se han explorado distintos enfoques para abordar la
incertidumbre o la imprecisién en algunos de los elementos del juego. Asi, por ejemplo, A.
Charnes y D. Granot [20] asumen incertidumbre en el valor de las coaliciones y emplean
herramientas de la teoria de probabilidades para abordarlo. Por su parte, autores como J.
P. Aubin [7], R. Branzei, D. Dimitrov y S. Tijs [16] o M. Mares y M. Vlach [55] abordan

la imprecisién en alguno de los elementos del juego.

Uno de los elementos del juego sobre los que puede haber incertidumbre o imprecisién
es sobre el valor de las distintas coaliciones. En la literatura se han empleado distintas
herramientas matematicas para abordar esta inexactitud como son las variables aleatorias,
los intervalos o los numeros difusos. En este trabajo se utilizaran estos ultimos para tratar
con la informacién imprecisa y se empleara el modelo introducido por M. Mares y M. Vlach

[55] de juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa. Para tales juegos existe un



definido un valor difuso de Shapley que ha sido recientemente caracterizado por J. M.
Gallardo y A. Jiménez-Losada [35].

Recopilacién de articulos cientificos

Este trabajo recoge los resultado publicados en tres articulos cientificos. A continuacién

se proporcionan los detalles de estos articulos.

Titulo: A real Shapley value for cooperative games with fuzzy characteristic function.
Autores: H. Galindo, J. M. Gallardo y A. Jiménez-Losada.
Revista: Fuzzy Sets and Systems.

Titulo: Banzhaf values for cooperative games with fuzzy characteristic function.
Autores: H. Galindo, J. M. Gallardo y A. Jiménez-Losada.

Revista: International Journal of General Systems.

Titulo: A random arrival rule for airport problems with fuzzy costs.
Autores: H. Galindo, J. M. Gallardo y A. Jiménez-Losada.

Revista: (En proceso de publicacion)
Objetivos de la tesis

Este trabajo propone abordar el estudio de juegos cooperativos con imprecisiéon o inexac-
titud en el valor de las distintas coaliciones. La tesis persigue dos objetivos fundamentales:
(1) proporcionar valores reales para juegos cooperativos con imprecisién en las ganan-
cias de las distintas coaliciones, y (2) ofrecer axiomatizaciones de tales valores basadas en
propiedades razonables.

Tradicionalmente, en contextos donde las ganancias de las coaliciones venian dadas por
cantidades inexactas, se han propuesto soluciones también inexactas. Estos planteamientos
asumian que la imprecisién en los datos del problema debia llevar a una imprecision
también en la solucién. Este trabajo tratara de proponer un enfoque novedoso al buscar
soluciones que vengan dadas por ntmeros reales.

Por un lado, se propondran reglas de asignacién reales, basadas en los valores clasicos
de Shapley y Banzhaf, para juegos donde el valor de las coaliciones es una cantidad impre-
cisa. Con este fin, se buscaran herramientas que permitan tratar la imprecisién existente
en los elementos del juego. Por otro lado, se pretende aportar axiomatizaciones de las
diferentes reglas de asignacion propuestas. Se tratara de que tales caracterizaciones estén
basadas en extensiones de las axiomatizaciones mas conocidas o usuales de los valores

cldsicos y en un conjunto de propiedades deseables.



4 Introduccion

Por 1ltimo, se estudiara la aplicacién de una de las soluciones propuestas, el valor
real de Shapley, al caso de reparto de costes. En particular, se extenderd la regla clésica
de llegada aleatoria para los llamados problemas de aeropuerto al contexto de costes
difusos. Ademads, se desarrollard un algoritmo en PYTHON para el cdlculo de dicha regla

de asignacion de costes.
Organizacion de la memoria

El trabajo se organiza del siguiente modo. En el Capitulo 1 se exponen los fundamentos de
la teoria de juegos cooperativos. En él se introducen los juegos cooperativos con utilidad
transferible y se analiza el problema de cémo repartir los beneficios derivados de la coope-
racion. Para ello, se introduce la nocién de regla de asignacion de un juego y se presentan
dos reglas: el valor de Shapley y el valor de Banzhaf.

El Capitulo 2 introduce la herramienta matematica que se empleard a lo largo de
la tesis para manejar informacion imprecisa, los ntimeros difusos. Para el conjunto de
numeros difusos se define una aritmética y una topologia, ademas de varias relaciones de
orden. También se presenta un conocido indice de clasificacion de niimeros difusos.

En el Capitulo 3 se introducen los modelos que abordan la imprecisién en los valores
de las coaliciones. Estos modelos son los juegos cooperativos con funcién caracteristica
difusa. Para estos juegos, se presentan reglas de asignacion difusas que asignan cantidades
difusas a los jugadores. Las reglas presentadas se basan en los valores clasicos de Shapley
y Banzhaf.

El Capitulo 4 presenta la nocién de regla de asignacién real para juegos con funcién
caracteristica difusa, y en él se proponen dos valores reales, también basados en los valores
clasicos de Shapley y Banzhaf. Para cada uno de los valores propuestos se proporciona
una axiomatizacién basada en propiedades razonables y deseables.

El Capitulo 5 presenta una aplicacion de las reglas de asignacion reales a problemas
de reparto de costes. Se proponen problemas de aeropuerto con costes difusos y una regla
de reparto junto con una caracterizacion de la misma. Asimismo, se presenta un programa

en lenguaje de programacién PYTHON para el célculo de dicha regla.



Capitulo 1

Fundamentos de la teoria de

juegos cooperativos

El presente capitulo proporciona una introduccién a la teoria de juegos cooperativos. En
él se define la nocién de juego y se estudia el problema fundamental de cémo repartir los
beneficios o costes obtenidos de la cooperacion. Para resolver este problema, la literatura
ha propuesto multiples conceptos de solucién. Aqui se presentan dos de los més conocidos:

el valor de Shapley y el valor de Banzhaf.

1.1. Juegos cooperativos

Un juego cooperativo con utilidad transferible es un modelo que permite representar situa-
ciones en la que varios decisores cooperan para alcanzar un cierto objetivo. En este modelo
se asume lo siguiente respecto a la situacion que se trata de representar. En primer lugar,
los jugadores disponen de mecanismos que les permiten alcanzar acuerdos vinculantes. En
segundo lugar, los jugadores tienen acceso a un bien que es perfectamente divisible, esto
es, que son capaces de compensarse mutuamente mediante la transferencia de utilidad. Y
en tercer lugar, las posibilidades disponibles para un grupo de jugadores pueden evaluarse
sin hacer referencia a los jugadores no incluidos en dicho grupo. En la siguiente definicién

se formaliza esta idea.

Definicién 1.1. Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par (N, v) donde
N es un conjunto finito de jugadores y v : 2V — R es una funcién, llamada funcién

caracteristica, que satisface que v () = 0.

Cada subconjunto E C N se conoce como coalicion y v(E) es el valor de la coaliciéon E

en el juego. El valor de la coalicién se interpreta como el pago colectivo que los jugadores
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que pertenecen a ella pueden alcanzar si cooperan entre si, independientemente de lo
que hagan el resto de jugadores que no pertenece a dicha coalicién. La coalicién formada
por todos los jugadores, N, se denomina gran coalicion. Siempre que no haya lugar a
confusién, se identificara cada juego (N, v) con su funcién caracteristica v. La familia de

juegos cooperativos con conjunto de jugadores N se denotard GV .

Ejemplo 1.1. (Juego de beneficios) Tres compaiieros estdan a punto de graduarse en
la Universidad y tienen que decidir sobre su futuro. El primero de ellos tiene una idea
para desarrollar una patente que le procurarda unos beneficios de 250000€, el segundo
pretende crear una empresa dedicada al marketing que le proporcionara unos beneficios
de 90000€ y el tercero tratard fundar una firma dedicada a la captacién de inversiones
que le generard beneficios por valor de 300000€. Sin embargo, los tres amigos pueden unir
sus talentos y beneficiarse del trabajo conjunto. Si los dos primeros companeros colaboran
pueden publicitar la patente y obtener unos beneficios conjuntos de 350000€. Si el joven
que ha desarrollado la patente coopera con el que capta inversiones, puede conseguir
fondos para mejorar la patente y asi logrardan un beneficio mutuo de 550000€. Si los dos
ultimos companeros se unen, el que pretende crear la firma de marketing podréd expandir
su empresa y asi ambos salir beneficiados con un total de 480000€. Finalmente, si los
tres amigos se unen en un proyecto empresarial conjunto podran obtener unos beneficios
de 850000€. Esta situacién de cooperacién entre individuos se puede modelizar mediante
un juego cooperativo con utilidad transferible con conjunto de jugadores N = {1,2,3} y
funcién caracteristica v : 2V — R tal que v () = 0,v ({1}) = 250,v ({2}) = 90,v ({3}) =
300,v ({1,2}) = 350,v ({1,3}) = 550,v ({2, 3}) = 480,v (N) = 850. A

Ejemplo 1.2. (Juego de costes) Tres instituciones planean organizar una conferencia
impartida por un Premio Nobel de Economia. Dado que las instituciones estan ubicadas
en ciudades distintas, el coste asociado a la preparacién de la conferencia es diferente para
cada una de ellas. Organizar la conferencia a la primera institucién le supondria un coste
de 20000€, a la segunda de 15000€ y a la tercera de 21000€. Pero las instituciones pueden
aunar esfuerzos y coordinar las conferencias para que el laureado economista visite varias
ciudades en un mismo viaje y asi reducir los costes asociados al transporte. Si las dos
primeras instituciones se coordinan pueden organizar sus conferencias con un coste total
de 33000€ para ambas. En cambio, si se coordinan la primera y la tercera, el coste de
acoger las dos conferencias seria de 28000€. Si el viaje es organizado conjuntamente por
las dos ultimas, el coste ascenderia a 35000€. Por ltimo, las tres instituciones pueden
cooperar y organizar un unico viaje en el que el economista visite las tres ciudades e

incurrir en un coste conjunto de 38000€ para las tres. Esta situacién de cooperacién entre
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instituciones se puede representar mediante un juego cooperativo con utilidad transferible
con conjunto de jugadores N = {1,2,3} y funcién caracteristica c : 2V — R tal que c () =
0,c({1}) = 20,¢({2}) = 15,c¢({3}) = 21,c¢({1,2}) = 33,c({1,3}) = 28,c({2,3}) =
35,¢(N) = 38. A

Observacién 1.1. Dado un juego de costes ¢ € GV, se puede definir el correspondiente
juego de ahorro asociado a esa situacién que representaria los beneficios que genera cada

coalicién. El juego de ahorro v € GV se define como

o(B) =) c({i}) — c(B)

i€E

para cada E C N.

Las diferentes propiedades de la funcién caracteristica de un juego dan lugar a distintos
tipos de juegos. Un juego v es mondtono si, para todo par de coaliciones E, F € 2%V, con
E C F, se verifica que

v(E) < vu(F).

Si, ademds, v(E) = 0 o v(E) = 1, para todo E C N, entonces el juego se dice que es
simple. En un juego simple, una coalicién F se llama ganadora si v(E) = 1, y perdedora si
v(E) = 0. Una clase particular de juegos simples, y relevante por su utilidad en el estudio
sistemas de representacién electoral, son los juegos de mayoria ponderada. En estos juegos,
existe una cuota ¢ > 0 y un vector real no negativo de pesos (w;),c - tal que el valor de

una coalicién cualquiera no vacia viene dado por

U(E):{ 1 siw(E) > q,

0 siw(F) <g,

donde w(E) = . pwi. Los juegos simples y los juegos de mayorfa ponderada fueron
introducidos por primera vez por J. von Neumann y O. Morgenstern [51].
Un juego v se dice que es superaditivo si, para todo par de coaliciones E, F € 2V, con
ENF =0, se tiene que
v(E)+v(F)<v(EUF).

Un juego superaditivo es aquel en el que la uniéon de dos coaliciones disjuntas que deciden
fusionarse no provoca una disminucion de su valor. Esta propiedad hace que en este tipo de
juegos existan auténticos incentivos para que se forme la gran coalicién. Una clase especial

de juegos superaditivos son los llamados juegos convexos, introducidos por L. S. Shapley
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[67] en 1971. Un juego v se dice que es convezo si
v(E)+v(F)<v(EUF)+v(ENF)

para todo E, F € 2V,

1.2. Estructura de la familia de juegos cooperativos

El conjunto GV, que representa a la familia de juegos cooperativos con conjunto de ju-
gadores N, es un espacio vectorial real de dimensién 2V — 1, respecto a las operaciones
habituales de suma y productor por escalar. Dados v,w € GV, el juego v+ w € GV se

define como
(v+w) (FE)=v(E)+w(E)

para cada £ C N.Y dados v € GV y p € R, el juego p-v € GV se define como

(p-v)(E) =p-v(E)

para cada EF C N.
Dos conocidas bases del espacio de juegos GV son las formadas por los juegos de
identidad y los juegos de unanimidad. Para cada coalicién no vacia F, el juego de identidad

0g se define como

1 siF=F
op(F) = ’ 1.1
B(F) { 0 en otro caso, (11)

y el juego de unanimidad ugp como

up(F) = (1.2)

1 si ECF,
0 en otro caso.

Las coordenadas de un juego v € G con respecto a ambas bases son conocidas. En el

caso de los juegos de identidad

v = Z v(E)op (1.3)

(Ec2N . E£0)

y en el caso de los juegos de unanimidad

v= Y A(B)ug (1.4)

{EBe2N:E+£0}
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donde A,(F) se conoce como dividendo de la coaliciéon FE en el juego v y viene dado por

Ay(E) =Y (-1 Fly(F) (1.5)

FCE

para cada E € 2V \ {0}.

Ejemplo 1.3. Tomando el juego planteado en el Ejemplo 1.1, se puede expresar v como

combinacién lineal de los juegos de identidad del siguiente modo
v = 250071} + 90 - 6421 + 300 - g3y + 350 - 541,29y + 550 - 01 3y + 480 - dy2.31 + 850 - On.
Por otro lado, utilizando los juegos de unanimidad el juego v puede expresarse como
v =250 ugy +90 - ugy + 300 - ugzy + 10 - ugy 0y + 0 ugy 3y + 90 - ugp 3y + 110 - up.

A

1.3. Conceptos de solucién en juegos cooperativos

Uno de los principales temas que aborda la teoria de juegos cooperativos es, dado un
juego v € GV, proponer una solucién para dicho juego asumiendo que la gran coalicién se
formara. Una solucion para un juego es una asignacién o un conjuntos de asignaciones que
establece un reparto del beneficio o coste derivado de la cooperacién entre los jugadores.
Una asignacién puede ser identificada con un vector de RV, donde cada componente
representa la cantidad asignada a cada jugador.

Si la solucién de un juego estd formada por una unica asignacién, ésta se denomina
valor. Un walor sobre una coleccién no vacia de juegos se puede entender como una aplica-
cién 1) que asocia a cada juego v de dicha coleccién un vector ¥ (v) de RY. Por tanto, un
valor es una regla de asignacién definida sobre una coleccién no vacia de juegos. Si v € GV
e i € N, el nimero real 1;(v) es la asignacién del jugador i en el juego v, de acuerdo a
la regla 1. Una asignacién ¢ (v) se dice que es individualmente racional si reparte a cada
jugador al menos el valor que puede lograr por si mismo, esto es, si 1;(v) > v ({i}) para
todo i € N. Si v es un juego superaditivo entonces las reglas de asignacién verifican el
principio de racionalidad individual.

A continuacion, se enuncian algunas propiedades deseables que han sido empleadas en
la literatura para caracterizar los valores que se introducen en esta seccién. Cuando estas

propiedades determinan una solucién, es habitual referirse a ellas como axiomas.
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Eficiencia. Para todo v € QN,

S 4i(v) = v(NV).

i€EN

1—eficiencia. Para todo v € GV con N = {i},

Yi(v) = v({i}).
Igual tratamiento. Siv € GV, i,j € N y v(FU{i}) = v(FEU{j}) para cada E C
N\ {i,}, entonces 41(v) = 5(0).

Jugador nulo. Sive GV i€ Nyv(FEU{i}) =v(FE) para cada E C N \ {i}, entonces

Aditividad. Para todo v, w € GV, entonces
P(v+w) = Y(v) + P(w).

Amalgama. Sea v € GV. Dados dos jugadores i,j € N con i # j, se llama amalgama de
iy j ala fusién de ambos jugadores en un solo jugador que se denotard mediante ij. Sea
N = (N\{i,j})U{ij} y v : 2" — R definido por

vij(E): v((E\{E})U{%]}) siij € E,
v(E) siij ¢ E.
Para todo v € Gy para todo 4, j € N, se tiene que
b7 (07) = i(v) + i (v).

Monotonia fuerte. Siv,w € GV, i € Nyov(EU{i}) —v(E) > w(EU{i}) —w(E) para
cada E C N\ {i}, entonces 1;(v) = 1;(w).

La regla de asignacién mas empleada en juegos cooperativos es el valor de Shapley,
introducida por L. Shapley [66] en 1953. Este valor asigna a cada jugador i € N en el juego
v € GN una media ponderada de sus contribuciones marginales a las distintas coaliciones.

A continuacién, se define formalmente esta regla de reparto.
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Definicién 1.2. El valor de Shapley es una regla de asignacién ¢ : G — R definida

por

o=y WZELIE=D, () o 21 ()

{ECN:icE}

para todo v € GV y todo i € N.

Algunas de las propiedades introducidas anteriormente permiten caracterizar el va-
lor de Shapley. En concreto, los axiomas de eficiencia, igual tratamiento, jugador nulo y

aditividad caracterizan este valor.

Teorema 1.1. FEl valor de Shapley ¢ es la unica regla de asignacion que satisface los

axiomas de eficiencia, igual tratamiento, jugador nulo y aditividad.

H. P. Young [86] proporciona una caracterizaciéon alternativa del valor de Shapley
utilizando las propiedades de eficiencia, igual tratamiento y monotonia fuerte. Se pueden
encontrar otras caracterizaciones de este valor en R. B. Myerson [58], S. Hart y A. Mas-
Colell [39] y V. Feltkamp [29].

Las reglas de asignacién en los juegos cooperativos pueden interpretarse como fun-
ciones que determinan el poder o la influencia de los jugadores en el juego en funcién
del poder de cada coalicién. El poder de un votante dentro de una comisién o un comité
representa su capacidad para influir en las decisiones de dicho érgano. En tales situacio-
nes, la cuantificacién del poder de cada miembro es un elemento clave para analizar la
posicién final y el diferente tratamiento de cada uno de ellos. Los juegos cooperativos son
una herramienta 1til para representar estas situaciones y estudiar el poder los individuos
en el grupo. Cuando un valor se define sobre la clase de juegos simples se denomina indice
de poder, siendo de gran utilidad en contextos de influencia en un sistema de votacion.

En 1954, L. S. Shapley y M. Shubik [68] aplican el valor de Shapley a la clase de juegos
simples, obteniendo como resultado el indice de poder de Shapley-Shubik que permite medir
la influencia de los votantes en un sistema de votacién. Mas tarde, en 1965, J. F. Banzhaf
III [10] propone otro indice de poder que estudia cémo el voto de un jugador afecta al
resultado final de la votacién. A éste indice se le conoce con el nombre de indice de poder de
Banzhaf. P. D. Straffin [73] realiza una comparacién, estudiando las analogias y diferencias,
entre el indice de poder de Shapley-Shubik y el indice de poder de Banzhaf.

Posteriormente, el indice de poder de Banzhaf es extendido a juegos cooperativos en
general en G. Owen [60] y en P. Dubey y L. Shapley [23], dando lugar al llamado valor de
Banzhaf.



12 Fundamentos de la teoria de juegos cooperativos

Definicion 1.3. El valor de Banzhaf es una regla de asignacién definida por

B0 = s o (B = v (B (i)

{ECN:icE}

para cada conjunto no vacio N, v € GV ei e N.

En la literatura se han propuesto multiples caracterizaciones del valor de Banzhaf. Se
pueden encontrar algunas de ellas en E. Lehrer [45], V. Feltkamp [29], I. Dragan [22], A. S.
Nowak [59] y O. Haimanko [38]. Una axiomatizacién del valor de Banzhaf es la que viene
dada por las propiedades de 1—eficiencia, igual tratamiento, jugador nulo, aditividad y

amalgama.

Teorema 1.2. FEl valor de Banzhaf B es la iunica regla de asignacion que satisface los

azriomas de 1—eficiencia, igual tratamiento, jugador nulo, aditividad y amalgama.

Ejemplo 1.4. Retomando el juego v del Ejemplo 1.1, las asignaciones de este juego de

acuerdo a la regla ¢ son

é1(v) = = (250 — 0) + = (350 — 90) + (550 — 300) + = (850 — 480) = 875
1 1 1 1 530

d2(v) = 5(90 — 0) + (350 — 250) + - (480 — 300) + £(850 — 550) = =,
1 1 1 1 114

@3(v) = £ (300 = 0) + (550 — 250) + = (480 — 90) + (850 — 350) = T‘r’

Por tanto, el valor de Shapley del juego v es

875 530 1145
o0 = (55 5)

Por otro lado, las asignaciones del juego de acuerdo a la regla 5 son

1 1 1 1 565
B1(v) = 7(250 — 0) + (350 — 90) + (550 — 300) + (850 — 480) = =~

1 1 1 1 335
B2(v) = 7(90 — 0) + (350 — 250) + 7 (480 — 300) + (850 — 550) = “ =,

1 1 1 1 745
B3(v) = 7(300 — 0) + (550 — 250) + 7 (480 — 90) + (850 — 350) = .
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Por tanto, el valor de Banzhaf de v es

565 335 745
w=(357)

Como se puede observar, el valor de Shapley verifica la propiedad de eficiencia,

875 530 1145 2550
61(0) + d2(v) + d3(v) = 5= + = + 5= = 5= =850 = v(N).

Sin embargo, esta propiedad no se verifica para el valor de Banzhaf

565 335 745 1645

Br(v) + Bo(v) + B3(v) = - + - + - = —— =8225 £ v(N).
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Capitulo 2

Teoria de numeros difusos

En el proceso de representar y modelizar situaciones, en ocasiones, es necesario tratar con
informacién vaga o imprecisa. Por ello, en este capitulo se presentan los niimeros difusos
que son una herramienta que emplea la légica difusa para manejar la imprecisién en los
datos de un problema. En la primera seccién se introduce la nocién de conjunto difuso
y conceptos relacionados. En la segunda seccién se presentan los nimeros difusos y una
aritmética y topologia para ellos. Finalmente, en la tercera seccién se realiza una incursién

a los indices de clasificacién de ntimeros difusos.

2.1. Conjuntos difusos

En teoria clasica de conjuntos, la pertenencia de un elemento a un conjunto se evaltia en
términos de una légica binaria, donde un elemento pertenece o no al conjunto. Sin embargo,
en muchas situaciones es necesario analizar informacién en una escala entre lo verdadero
y lo falso que permita manipular conceptos vagos o imprecisos. De ello se encarga la
légica difusa introducida por L. A. Zadeh [88] en 1965. A continuacién se recogen algunas

definiciones bésicas relativas a conjuntos difusos.

Definicion 2.1. Dado un conjunto X, un subconjunto difuso a de X se define me-
diante su funcién de pertenencia p, : X — [0,1]. Para cada x € X, el nimero p,(x)

denota el grado de pertenencia de x a a.

Tres conceptos fundamentales en teoria de conjuntos difusos son el soporte, el t—corte
y el core. Sea u, la funcién de pertenencia del subconjunto a sobre X. El soporte de a se

define como
supp(a) = {x € X : ug(z) > 0}. (2.1)
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Para cada t € (0, 1], se define el corte a nivel t de a o t—corte de a como
la], = {z € X : pa(x) > t}. (2.2)

Mediante el enfoque de los cortes a nivel ¢, es posible definir una representacién paramétrica
de los conjuntos difusos. Obsérvese, ademads, que la familia de cortes a nivel ¢ determina
a. El core de a se define como

core(a) = lal; . (2.3)

Si a es un subconjunto difuso de X y suponemos una topologia dada, el corte a nivel 0 de

a se define como

laly = {z € X : po(z) > 0}.

Si a,b son subconjuntos difusos de X, se dice que a estd contenido en b, y se denota

mediante a C b, si pq(z) < pp(z) para cada x € X.

Un conjunto clasico X puede ser visto como un conjunto difuso cuya funcién de
pertenencia es

px(z) =

1 sixe X,
0 sizé¢X.

Dado este paralelismo entre los conjuntos clasicos y los conjuntos difusos, surge la ne-
cesidad de extender conceptos de la teoria clasica a los conjuntos difusos. Con este fin,
L. A. Zadeh [89] introdujo un método, conocido como principio de extension, que induce
la extensién de conceptos matemaéticos no difusos a conceptos difusos. A continuacion se

formaliza esta idea.

Definicion 2.2. Sea f : X7 X ... x X,, — Z. La extensiéon de Zadeh de f es la
funcién f que aplicada a (ay,...,ay), donde aq,...,a, son subconjuntos difusos de
los conjuntos X1,...,X,, da el subconjunto difuso f(al, ...,ap) de Z cuya funcién

de pertenencia viene dada por

Mf(ah...,an)(z) = sup {min {piq, (1), .- -, fa, (T0)} : (@1,...,3,) € f_l(z)}

donde f~(z) = {(w1,...,2n) € X1 X ... X X : f(x1,...,2,) = 2z} es la preimagen

de z.

R. R. Yager [85] propone una derivacién alternativa del principio de extensién de

Zadeh que, ademas, puede ser vista como una justificacion o prueba de este método.
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2.2. Numeros difusos

En este trabajo se centra la atencién en los llamados niimeros difusos, que son subconjuntos
difusos sobre el conjunto R. En la literatura, el término numero difuso se ha empleado
con significados ligeramente diferentes. Aqui se empleara el concepto de ntimero difuso
definido en [71].

Definicion 2.3. Un ntmero difuso es un subconjunto difuso a de R que satisface las

siguientes condiciones:
1. core(a) # 0.

2. [a], es un intervalo cerrado y acotado para todo t € [0,1].

Para cada x € R, el niimero p,(z) representa cémo de adecuado o posible es = para
a. Al conjunto de todos los nimeros difusos se le denotard mediante F. Por su parte, IF"
serd el conjunto de numeros difusos n—dimensionales. Asimismo, la familia de nimeros
difusos con supp(a) C Ry serd representada mediante F y la familia de nimeros difusos
con supp(a) € R_ serd representada mediante F_.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de niimeros difusos y sus correspondien-
tes funciones de pertenencia. La representacién de tales funciones vienen recogidas en la

Figura 2.1.

Ejemplo 2.1. (Nameros reales) Obsérvese que R C F, ya que se puede identificar un

p € R con un nimero difuso cuya funcién de pertenencia viene dada por

1 six=p,
:“p(x):{

0 en otro caso,

para todo x € R. A

Ejemplo 2.2. (Intervalos) Un intervalo a = [a1,as2], con a1,a2 € Ry a1 < ag, se puede

identificar como un numero difuso mediante la funciéon de pertenencia

1 siz € [ay,aq],
fa(z) =
0 en otro caso,

para todo x € R. A
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Nimero real Intervalo
Hp (Q: ) Ha (33 )
1 . 1
x z
p al a9
Ntmero triangular Nimero trapezoidal
fa () Ha(z)
1 1
x x
a1 a2 as ai as as a4
Figura 2.1.

Ejemplo 2.3. (Numeros difusos triangulares) Un nimero difuso a € F se denomina
triangular si existen nimeros ai,a2,a3 € R, con a1 < as < ag, tal que la funcion de

pertenencia de a viene dada por

r—a s
7a2—al1 sia; < x<ao,
— a3—x :
fa() = a;’f@ sl az < x < as,
0 en otro caso,
para todo = € R. A

Ejemplo 2.4. (Nameros difusos trapezoidales) Un nimero difuso a € F se denomina

trapezoidal si existen numeros a1, ao, a3, a4 € R, con a1 < as < ag < aq, tal que la funcion
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de pertenencia de a viene dada por

r—ay

oo, Slar << a,
1 sias <z < as,
pa(T) = as—z .
wia; S1A3 ST S ayg,
0 en otro caso,
para todo = € R. A

En la literatura se pueden encontrar otros muchos tipos de nimeros difusos a parte de
los considerados en los ejemplos previos. Sin embargo, no todos estos ntimeros satisfacen
las condiciones introducidas en la Definicién 2.3, por lo que no seran considerados en esta
tesis. Dos de estos niimeros son los nimeros de Cauchy y los nimeros gaussianos, que se
presentan en el siguiente ejemplo, y que no son consistentes con la definicién de niimero

difuso dada al no tener un soporte acotado.

Ejemplo 2.5. Un nimero a se denomina de Cauchy si existen unos p,q € R, con ¢ > 0,

tal que la funcién de pertenencia del niimero viene dada por
1
ale) = ———
T—p
1+ (22)
para todo x € R. Por otro lado, un nimero a se denomina gaussiano si existen unos

p,q € R, con g > 0, tal que la funcién de pertenencia del niimero es la funciéon gaussiana

para todo x € R. Como se puede apreciar en la Figura 2.2, el soporte de estos dos nimeros

no es un conjunto acotado. A
Sea a € Fy t € [0,1], se define a7 = méx|[a], y a; = min|[a],, por lo que [a], =
[a; ,af]. Un ntimero difuso a € F se dice que es 0—simétrico si a; = —a; para cada

t € (0,1]. Esta condicién equivale a que la funcién de pertenencia de a sea una funcién
simétrica par. Al conjunto de ntimeros difusos 0—simétricos se le denotard mediante Fy.
Utilizando el principio de extensién de Zadeh introducido en la Definicién 2.2, se puede

definir una aritmética de nimeros difusos. Sean a,b € F.

- La suma a ® b € F se define como

taap(z) = sup {min {pa(y), wp(2)} : v,z E R,y + z = =}
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Ntmero de Cauchy Ntmero gaussiano
fa(T) fa(z)
1 1
0.5
o1
x x
pP—q p pPtgq pP—q p ptgq
Figura 2.2.

para todo = € R. Equivalentemente,
[a®b], = [a; +b;,a +b]]
para todo t € [0, 1].

- Laresta a © b € F se define como
pass(x) = sup {min {pa(y), mp(2)} 1y, 2 € R,y — 2 = x}
para todo x € R. Equivalentemente,
@& b], = [a; =t 0 —b;]
para todo t € [0, 1].

- El producto a ® b € F se define como
taeb () = sup {min {pa(y), up(2)} : y, 2 € R,yz = x}
para todo z € R. Equivalentemente,
[a ®b], = [min {a; b, ,a; b, a; b, a7 b} ,méx {a; by ,a; bf,af by, a7 b/ }]
para todo t € [0, 1].

Tal y como se ha mostrado en el Ejemplo 2.1, un ntmero real se puede identificar

con un numero difuso. Teniendo en cuenta esta identificacién, se puede comprobar que las
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operaciones aritméticas con nimeros difusos &, S, ® son una extension de las operaciones
aritméticas 4+, —, - con nimeros reales. Nétese que si a € Fy p € R, entonces fippq(z) =

ta(x — p) para cada z € R. Equivalentemente,
p@a, = [p+a;,p+a/]

para todo t € [0,1]. Y si p € R\ {0}, entonces ppoq(x) = L (%) para cada z € R.

Equivalentemente,

- [pat_,paﬂ sip>0,
[an]t_{ [paf,pat_] sip <O,

para todo t € [0, 1].
A continuacion, se recogen propiedades conocidas de la suma difusa sobre el conjunto
F. La operacion @ preserva algunas propiedades presentes en la suma sobre el conjunto R

como son la propiedad conmutativa y la propiedad asociativa.

Proposicion 2.1. Sean a,b,c € F.

(i) adb=>bSa.
(i) a® (bdc)=(a®b) ®ec.
(iii) a® 0 = a.

(iv) Sia®beR, entonces a,b € R.

La operacion ® también verifica las propiedades conmutativa y asociativa presentes
en el producto de nimeros reales. La siguiente proposiciéon recoge algunas propiedades

conocidas del producto difuso sobre el conjunto F.

Proposicién 2.2. Sean a,b,c € F.

(i) a®©b=0b0a.
(i) a® (bOc)=(a®b)Oec.
(i) a®1=a.
(iv) a®0=0.
La propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma y la resta que se observa

sobre el conjunto R no se verifica en general cuando se emplea una aritmética difusa, pero

si que se conocen las siguientes propiedades.
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Proposicion 2.3. Sean a,b,c € F.

(i) a©b=a® ((—-1) ®b).

(ii) Sip € R,
pO(adb)=(poa)d(pob),

pO(aob)=(pPea)o(pob).
(i1i) Sib,c € Fy (o sibceF_),
a®bdc)=(a0b)@(ad®c).

(iv) Sip € R, entonces p® (a S a) es 0—simélrico.

Una de las principales dificultades que enfrenta la aritmética difusa es que la resta de
un numero difuso menos si mismo no es cero. A continuacién se muestra el problema de

la resta de niimeros difusos con un ejemplo.

Ejemplo 2.6. Sea a € F cuya funcién de pertenencia viene dada por

{553—”5 si2.5 < <5.5,

0 en otro caso,

para todo = € R.

2.5 9.5

Figura 2.3.

En la Figura 2.3 se ha representado la funciéon de pertenencia de a. Empleando los

cortes a nivel ¢, este niimero difuso se puede expresar como

[a], = [2.5,5.5 — 3]
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para cada ¢ € [0,1]. Haciendo uso la aritmética difusa introducida anteriormente se tiene
que
laSal, = [~(3—3t), (3 - 30)

para cada t € [0,1].

Haca ()

Figura 2.4.

Como se muestra en la Figura 2.4 la resta difusa a © a no da como resultado cero, sino

un numero difuso 0—simétrico. A

A continuacién, se presenta una proposicién que recoge algunas propiedades conocidas
que relacionan la contencién con las operaciones aritméticas introducidas anteriormen-
te.

Proposicién 2.4. Sean a,b,c,d € F cona Cc yb Cd, entonces
a®bCcdd,
a6bCcod,

a®bCchd.

Debido a la dificultad que presenta la aritmética difusa, la ecuacion x @& a = b, donde

a,b € F, no es equivalente a la ecuacién x = bS a. Esto motiva el siguiente resultado.

Proposicion 2.5. Sean a,b € F. La ecuacion x & a = b o no tiene solucion en F o tiene

solucion unica en .

La comparacién y ordenacion de niimeros difusos es un tema recurrente en la literatura
difusa. Los primeros en considerar este problema fueron R. Jain [41] y D. Dubois y H.

Prade [27]. Desde entonces, se han propuesto miltiples relaciones de orden sobre FF. Se
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pueden encontrar algunas de ellas en G. Bortolan y R. Degani [15], J. J. Buckley [19], M.
Detyniecki y R. R. Yager [21] e I. Skalna et al. [70]. Una posible ordenacién de los niimeros
difusos viene dada por el siguiente orden parcial. Dados a,b € F, se dice que a > b siy
solo si a; > b; y a;” > b/ paratodo t € [0,1]. De lo anterior se sigue que a € F, si y solo
sia>0yqueaclF_ siysolosia<0.

Otro enfoque para ordenar nimeros difusos es el introducido por D. Dubois y H.
Prade [28], y discutido ampliamente en M. Mares [53]. Este enfoque se basa en suponer
que la relaciéon de orden entre nimeros difusos debe ser también difusa. Dados a,b € F,
la posibilidad de que a > b viene dada por la funcién de pertenencia vs : F x F — [0, 1]
donde

v=(a,b) = sup {min {pa(x), up(y)} : @ = y} (2.4)

para todo x,y € R. Por su parte, dados a,b € F, la posibilidad de que a = b viene dada

por la funcién de pertenencia v— : F x F — [0, 1] donde

v=(a,b) = sup {min {4a(x), up()}} (2.5)

para todo = € R.

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades presentes en la literarura sobre

la relacién de orden difuso introducida.

Proposicion 2.6. Sean a,b € F.
(i) vs(a,a) =v=(a,a) = 1.
(ii) Sivs=(a,b) =v=(b,a) =1, entonces v=(a,a) = 1.
(iii) Sip € R, entonces
vs(a,p) =sup{ua(z): x € R,z > p},
vs(p,a) = sup {uq(x) : z € R,z < p}.

(iv) Sip e R, entonces
v=(a,p) = v=(p,a) = pa(p)-

Una vez que se ha definido una aritmética sobre el conjunto de nimeros difusos y se
han establecido relaciones de orden, surge la necesidad de fijar una topologia. La métrica

que se emplea habitualmente en FF es la distancia del supremo, que se define a partir de la
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distancia de Hausdorff. Sean A y B subconjuntos no vacios y acotados de R, entonces
d* (A,B) =sup{inf{|lz —y|:y€ B} :z € A}.
La distancia de Hausdorff entre A y B se define como
di (A, B) =méx{d* (A,B),d" (B,A)}.
Sia,b eF, la distancia del supremo entre a y b se define como
doo (a,b) = sup {du ([al,, [b],) : t € [0,1]}. (2.6)

A continuacién se introduce un primer resultado que se empleara en las demostraciones

de los siguientes capitulos.

Teorema 2.1. El conjunto de los numeros difusos con funcion de pertenencia de imagen

finita es denso en F.

Demostracion. Sea a € F tal que {uq(2) : z € R} es no finito y sea € > 0. Se probard que
existe un b € F con {j(2) : z € R} finito tal que d (a,b) < €. Llamando [a], = [r, 5] se

toman puntos z1,...,Z, € R tales que:

l.r=x1<...<2x, =s.
2. x; —x;_1 < eparacadai=2,...,n.

3. x, € core(a) para algin k € {1,...,n}.

La existencia de una cantidad finita de tales nimeros esta garantizada por la propiedad

arquimediana de los nimeros reales. Considere b € F definido por

ta(zi) sz € [z, zip1) con i <k,
1 si z = xg,

i (2) = . .
ta(x;) siz € (wi—1,x;] coni >k,

0 size€ R\ [rs]

La Figura 2.5 representa la relacién entre las funciones de pertenencia de los ntimeros

difusos a y b.
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ta(2)
1
z
r=x1 Lo I3 --- T - Ty =S
115(2)
1 o
- z
7":1‘1 1‘2 1’3 [L‘k Qj‘nzs

Figura 2.5.

Se debe probar que do, (a,b) < e. Para este fin, es suficiente mostrar que dy ([al, , [b],) <
e para cada t € (0,1]. Dado t € (0,1] se denota [a], = [p, q]. Estd claro que p < z < q.
Deben existir h € {1,...,k—1}yle{k+1,...,n} tal que p € (xp,zps1] ¥ q € [21-1,27).

Se tiene que

[2ht1, 21-1] € [al; C (zn, 1) - (2.7)

Es facil de verificar que

Por consiguiente,
[Zht1, m11] C [bl, C (2, 21) - (2.8)

De (2.7), (2.8) y las inecuaciones xj 11 —xp < €y ;—x;—1 < € se sigue que dg ([al,, [b],) < €.
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Lo que verifica que do (a,b) < €. O

2.3. Indices de clasificacion de numeros difusos

En ocasiones, los modelos matematicos que emplean ntimeros difusos se encuentran con la
necesidad de clasificar dichos nimeros. En la literatura, se han propuesto un gran nimero
de métodos o indices de clasificacion de nimeros difusos. X. Wang y E. E. Kerre (ver [81]
y [82]) recopilaron la existencia de mas de 35 métodos de clasificacién que organizaron en

tres categorias:

1. Métodos de defuzzificacién: consisten en asociar a cada elemento del conjunto de

nimeros difusos F un elemento del conjunto de nimeros reales R.

2. Métodos de conjunto de referencia: consisten en configurar un conjunto difuso como

referencia y todos los niimeros difusos se comparan con el conjunto de referencia.

3. Métodos de relaciéon difusa: consisten en construir un relacién difusa para hacer

comparaciones entre pares de numeros difusos.

Los indices de clasificaciéon son una herramienta importante en muchas aplicaciones
y en este trabajo van a desempenar un papel esencial. De entre todos ellos, se utilizara
la funcién introducida por R. R. Yager [84] en 1981 que se enmarca dentro de la primera
categoria de métodos de defuzzificacién. La eleccién de este método se ve justificada por

las buenas propiedades que exhibe.

Definiciéon 2.4. El indice de Yager se define como la funciéon Y : F — R que hace

corresponder a cada a € F el valor real

1o~ o+
Y(a):/ %dt.
0

A continuacion se enumeran algunas propiedades conocidas del indice de clasificacién

presentado en la definicién anterior.

Proposicién 2.7. Sean a,b € F y sea p € R.
(1) Y (p) = p-
(ii) Si a es un nimero 0—simétrico, entonces Y (a) = 0.

(iii) Y (p®a) =p- Y (a).
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(v) Y(a®b) =Y (a)+Y (b).

() Y(asb)=Y (a)— Y (b).

El indice de Yager es una funciéon continua sobre el conjunto de niimeros difusos. Este

resultado se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. El indice de Yager Y : F — R es una funcion continua usando la distancia

del supremo do, sobre F.

Demostracion. Sean Y, Y~ : F — R definidas como

1
Y*(a) :/ adt,
0

1
Y~ (a) :/0 a; dt,

para cada a € F. Dado que Y = Yﬂr%, para probar que Y es continua es suficiente
probar que Y* y Y~ son continuas. Se probard para Y, y el razonamiento es andlogo
para Y . Para ello se empleara la distancia del supremo, que es la métrica habitual en IF.
Sea a € Fysea e > 0. Sea b c FV tal que do (a,b) < €. Se tiene que

Y+ (a) = Y* (5)] = ‘/01 o - /01 bydt‘ _ /01 (af —b) dt‘. (2.9)

Empleando la generalizacion de la desigualdad triangular para integrales se tiene que

1 1
/0 (aj—bj)dt‘g /0 0 — by | dt. (2.10)

De (2.9) y (2.10), se sigue que
1
Y*(a) = YT (b)] < / |a — b dt. (2.11)
0

Por otro lado, témese un #y € [0,1]. Se va a probar que |a;; — b | < dg (laly, , [b];,)- Sin

pérdida de generalidad, se puede suponer que a;g > bzg. Se tiene que

F | — ot pt
‘ato - bto = Oy — bto

— win{|af —y|:y b, )
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N

max {min{|x —yl:ye [b]to} HEAS [a]to}
= d" (laly, , [b];,)
< dy ([a]to ) [b]to) :

Se ha probado, por tanto, que
‘a? - bfﬂ < du ([a, [b]y) (2.12)

para todo t € [0, 1].
De (2.11) y (2.12), se tiene que

1
Y+ (a) — Y ()| < / dy ([al, , b)) dt
0

El siguiente resultado establece que, dados dos nuimeros difusos cuyos cores tienen
interseccién no vacia, el indice de Yager de la combinacion convexa de las funciones de

pertenencia de ambos ntimeros es igual a la combinacién convexa de sus indices de Yager.

Teorema 2.3. Sean b,c € F tales que core(b) N core(c) # 0. Sea o € (0,1). Se define

a € F mediante
pa(z) = app(x) + (1 — a)pe()

para cada x € R. Entonces se verifica que

lo que se denomina propiedad de comonotonia.

Demostracion. Sean b, ¢ € F tales que core(b)Ncore(c) # 0. Sea « € (0,1). Se define a € F

mediante
pal2) = apla) + (1 - a)puola). (2.13)

Témese p € core(b) Ncore(c). Se denota mediante A a la medida de Lebesgue. Si K C R?,
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entonces 1 : R — {0,1} es la funcién indicatriz de K, la cual se define como
1 si(z,t) € K,
tclt) = { i

Por la Definicion 2.4 se tiene que

1 - + 1 1
1 1
Ya)= [ % g 2 [ wrar = | atar (2.14)
2 2 t 2 t

0 0 0

Por otro lado, sea p € R. Para el siguiente razonamiento puede utilizarse la Figura 2.6 como
apoyo. Considerando el intervalo [at_ , p], para cada t € [0, 1], cuya medida de Lebesgue es
p — a; , se tiene que

a, =p—A{x eR:x <p,uq(z) >1t}).

fa(T)

Figura 2.6.

Asimismo, considerando el intervalo [p, azr ], para cada t € [0,1], por un razonamiento

similar, se tiene que
af =p+A({r €R:7 > p,pa(x) = t}).

De lo anterior, junto con (2.14), se tiene que

1
Y(a) = ;/0 pP=A{z eR:x<p,pu(z) >t}))dt

1
+;/0 (p+A({zeR:x > p,pa(x) > t}))dt.
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Dado que p es una constante,

Y(a) = g / {x eR:z < p,pq(z) >t})dt
i [ A eR 2> (o) > )
1

= p3 [ Ao eRi <o) > )
1

+2/0 ({xr e R:z = p,pq(x) > t})dt.

Considerando el plano (z,t), la integral

/1)\({xEIR:ac<p,ua(:E)>t})dt,
0

cuyo area viene representada en la Figura 2.7, puede ser reescrita como

1 P
/0 ( / 1{(m)e(oo,plx[o,u:uaw»t}(%tW) dt.

b

Figura 2.7.

Asimismo, la integral
1
/ A{r eR:z > p,pex) > t})dt,
0

cuyo area viene representada en la Figura 2.8, puede ser reescrita como

1 +o00
/0 < / 1{ () €lp,+00) X [0,1]:p1a (2) 21} (T t)dx) dt.
p
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p

Figura 2.8.

De lo anterior se sigue que

I
Y(a) = P—2/0 (/ IL{(x,t)e(oo,p}x[o,u;ua(x)%}(ﬂf,t)dl’> dt

1 1 —+o0
+2/0 (/ ﬂ{(m,t)e[p,+oo)x[o,1]:ua(a;)>t}(iﬂ,t)diﬂ> dt.
p

Empleando el teorema de Fubini se tiene que

I !
Y(a) = pP— 2/ </0 ]l{(az,t)E(—oo,p}X[O,l}:ua(x)>t}($7t)dt> dx

1 “+00 1
+3 / ( / 1{(x,t)e[p,+oo>x[o,u:um»t}(3«“7t)dt) dx.
p 0

Utilizando de nuevo la medida de Lebesgue, lo anterior puede ser reescrito como

Y(a) = p—;/p At € 0.1 : pale) > 1)) do

= AN 0,1 pale) > 1))

Sin embargo, puede observarse que A ({t € [0,1] : uq(z) > t}) es precisamente pq(z). Por

tanto, acaba de probarse que

D +oo
Y(a)=p— ;/_ pa(x)dx + ;/ pa(x)d. (2.15)

De manera similar, se prueba que

D +00
/ o) + / () de (2.16)
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Yy que

» +00
Y(c)=p— ;/ pe(z)dx + ;/ pe(z)dx.

—0o0

De los resultado (2.15), (2.16) y (2.17), junto con (2.13), se sigue

Y(a)

;/ 2)dz + = /}:Oo o () dz
p=3 [ lomle)+ (-l do
+§ [ ot + - o
=5 [ mde =250 [ e
+2 /poo o) da + =2 /:o pre()da
ap — ;“/_: ub(a:)dm~|—§/poo io(2)dz

(2.17)
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Capitulo 3

Juegos cooperativos con funcion

caracteristica difusa

En los modelos presentados en el Capitulo 1, se asume que los jugadores conocen con cer-
teza el valor de cada coalicién. Sin embargo, esto puede no ser siempre asi. Hay situaciones
en las que solo se tienen unas expectativas imprecisas sobre estos pagos. En este capitulo
se emplearan los nimeros difusos como herramienta para tratar con la imprecisién en los
datos. Se asume que la imprecisién en el valor de cada coalicién implica imprecision en la
asignacién de cada jugador, por ello, se introducen los valores difusos como solucién para

estos modelos.

3.1. Juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa

En la literatura se han empleado diferentes tipos de juegos cooperativos para representar
situaciones en las que los jugadores solo tienen unas expectativas imprecisas sobre el valor
de cada coalicién. Para construir estos modelos, se han utilizado diferentes herramientas
matematicas que permiten abordar la incertidumbre y la imprecision en los pagos de cada
coalicién. Por ejemplo, A. Charnes y D. Granot [20] hacen uso de la teoria de la probabi-
lidad e introducen juegos cooperativos en los que los pagos de cada coalicién vienen dados
por variables aleatorias. Por su parte, R. Branzei, D. Dimitrov y S. Tijs [16] emplean in-
tervalos reales para modelar situaciones cooperativas en las que los jugadores solo conocen
un limite inferior y un limite superior de la ganancia que puede obtener cada coalicién.
En 2001, M. Mares y M. Vlach [55] proponen como herramienta matemética pa-
ra manejar informacion imprecisa los ntimeros difusos e introducen los llamados juegos
cooperativos con funcion caracteristica difusa. En estos modelos, el valor de cada coaliciéon

viene dado por un nimero difuso que establece el grado de adecuacién de cada posible



36 Juegos cooperativos con funcion caracteristica difusa

beneficio que puede lograr la coalicion.

Definiciéon 3.1. Un juego cooperativo con funcién caracteristica difusa es un par

(N,v) donde N es un conjunto finito de jugadores y v : 2V — F es una funcién,

llamada funcién caracteristica difusa, que cumple que v(@)) = 0.

Para cada coalicién E C N, el nimero difuso v(FE) representa una expectativa impre-
cisa acerca del pago colectivo que puede ser obtenido por los jugadores de la coalicién E
cuando ellos cooperan entre si. Por simplicidad, en general se identificard el juego coope-

rativo con funcién caracteristica difusa (N, v) mediante la funcién v.

Ejemplo 3.1. Dos companias se unen en un proyecto empresarial para desarrollar un
nuevo producto. Dado que el proyecto atin no se ha puesto en marcha, sélo se tienen unas
expectativas imprecisas sobre los beneficios que se pueden lograr. Esta situacién puede ser
representada mediante un juego cooperativo con funcién caracteristica difusa con conjunto

de jugadores N = {1,2} y donde los pagos de cada coalicién vienen dado por

() L osil< e <3,
€Tr) =
Hol{1h) 0 en otro caso,

1 si2 < x <4,
po(en(®) = b—z sid<x <5,
0 en otro caso.
r—8 si8Lx<L9,
pony () =4 10—z si9 <z <10,
0 en otro caso.

oy (8) (.Z')

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.1.
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La propiedad de superaditividad introducida para funciones caracteristicas reales en
el Capitulo 1 fue extendida por M. Mare§ [54] a funciones caracteristicas difusas. Este

autor define la posibilidad de superaditividad débil de un juego v € FGV como
Veper (V) = min{vs (v(EU F),v(E)®v(F)): E,F CN,ENF =0}. (3.1)

La propiedad de convexidad también puede extenderse para juegos con funcién carac-

teristica difusa. Asi, la posibilidad de convexidad débil de un juego se define como
Veonvex (V) = min{vs (0v(EUF)®v(ENF),v(E)®v(F)): E,F C N}. (3.2)

Ejemplo 3.2. Tomando el juego del Ejemplo 3.1, a continuacion se estudia la posibilidad

de superaditividad débil del juego. La funcién de pertenencia de v({1}) & v({2}) es

1 si3<a<h,
fo(ihau(ey (@) = § 5% si5 <z <8,
0 en otro caso.

Por tanto, la posibilidad de que v(N) > v({1}) ® v({2}) es

v> (0(N),o({1}) @ v({2})) = 1

como se puede observar en la Figura 3.2. Por tanto, la posibilidad de superaditividad débil

del juego v es Vepe, (V) = 1. AN

Figura 3.2.

El conjunto de todos los juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa y con-
junto de jugadores N serd denotado mediante FGV. Dado que R C F, tenemos que
GV c FGV. Sean v,w € ng, el juego v @ w € FGN se define como

(v w)(F)=v(F)®w(E)
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para cada E C N. Y sean v € FGV y a € F, el juego a ® v € FG" se define como
(a®v)(E)=aGu(E)

para cada £ C N. Un aspecto importante en este punto, que genera dificultades en las
demostraciones, es que el conjunto FGV no constituye un espacio vectorial.

Como ocurre con los juegos cooperativos clasicos, el principal problema que surge
cuando se trata con juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa es cémo repartir
el beneficio o coste derivado de la cooperacion asumiendo que se formara la gran coalicion.
Una primera aproximacion a este problema consiste en suponer que la imprecisién de los
pagos de las coaliciones implica imprecisién en las asignaciones de los jugadores. Esto
lleva al concepto de valor difuso de un juego. Un walor difuso sobre FGY es una regla de
asignacién que consiste en una aplicacién U/%#2¥ . FGN 5 FN. Siv e FGN ei e N, el
ntimero difuso \II{ “##¥(v) representa las expectativas sobre la asignacién al jugador i en el

juego v, de acuerdo con la regla W/u#2y,

3.2. El valor difuso de Shapley

En 2001, M. Mares [54] introduce el valor difuso de Shapley para juegos cooperativos con

funcién caracteristica difusa. A continuacién se define esta regla de asignacién.

Definicién 3.2. El valor difuso de Shapley es una regla de asignacién difusa ®/%*2¥ .
FGN — FV definida por

' , [N!
{ECN:icE}

para todo v € gh y todo i € N.

Ejemplo 3.3. Volviendo al juego v del Ejemplo 3.1, las asignaciones de los jugadores de

acuerdo a la regla ®/"*?¥ vienen dadas por

[ (w) = S 0 (1)) S v)] @ 5 © (V) Su({2)),

[\

2[5 (w) = £ 0 b({2) S v)] @ 5 © (V) Su({1)).

Para calcular estas asignaciones se expresaran las ganancias de las coaliciones a través de

sus cortes a nivel ¢t. Se puede comprobar ficilmente que

[v({1H)], = [1,3 = 2¢],
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w({2)], = [2,5 - 1],
[(N)], = [t + 8,10 — 1].

Por tanto, las asignaciones de los jugadores son

1 1
I () = §®H3—M@2®B+%8—ﬂ
- 13—2t 34+2t 8—t
R 2 2
11— 3t
e
y
fuzzy 1 1
LY (v) 5@[25 ]@2®w+&9—ﬂ
B 15—t695+3t9—t
B T2 2 72
_ [7+3t 142t
N 2 72 ’

En consecuencia, el valor difuso de Shapley del juego v es

(I)fuzzy(v) _ <(I){uzzy(v)’ <Dguzzy(,u))

donde
r—2 si2<z<3,
1 sid3 < x <4,
Hgfuzzy () (z) = % sid<x<5.5,
0 en otro caso,

2T 635 <a <5,
HAESS

(2) sib<x<o6,

uzz xIr) =

Hafw==vw) 7T—x si6<<x<7,
0 en otro caso.

La primera caracterizacion de este valor difuso se debe a J. M. Gallardo y A. Jiménez-
Losada [35] en 2020. A continuacién se presentan los axiomas introducidos por estos au-

tores.
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Eficiencia central. Para todo v € FGY existe un d, € [Fy tal que

P v/ () = v(N) & d.

1€EN
Esta propiedad trata de generalizar el axioma de eficiencia de los juegos cooperativos con
funcién caracteristica real. Sin embargo, en este contexto de incertidumbre, no es razo-
nable exigir que las asignaciones de los jugadores sumen extactamente v(N). Supéngase
que v € FgN \ GNy v(N) € R. Si un valor Ufuzzy gobre FGN satisface eficiencia, en-
tonces P, n w/"#¥(y) = y(N) € R. Pero, por la propiedad (iv) de la Proposicién 2.1,
\I/zfuzzy(v) € R para cada i € N. Ya que se habfa supuesto que v € FGV \ GV, tiene que
existir al menos una coalicién E C N tal que v(E) € F\ R. Si \Illfuzzy(v) € R para cada
1 € N, entonces este valor ignoraria la imprecisién en el valor de la coalicién E. Por ello,

se requiere una propiedad mas débil como es la eficiencia central.

Igual tratamiento. Si v € FGV, i,j € Ny v(EU{i}) = v(FU{j}) para cada E C
N \ {i,j}, entonces \lilf““y(v) — \I,;fuzzy(v)‘

Obsérvese que la igualdad v (E U {i}) = v (E U {j}) no implica que si las coaliciones EU{i}
y EU{j} se llegaran realmente a formar, el pago de ambas tuviese que ser el mismo. Lo
que esa igualdad significa es que las expectativas sobre los pagos que pueden lograr esas

coaliciones son las mismas.

Jugador nulo. Siv e FGY i€ Nywv(EU{i}) =v(E) paracada E C N\ {i}, entonces

uzz 7 . . , .
\If{ Y(v) es un nimero difuso 0—simétrico.

Debido al problema de la resta de nimeros difusos mostrada en el Ejemplo 2.6, la expresién
v(EU{i}) = v(E) no implica que v (E U {i}) © v (E) = 0, sino que unicamente implica
que v (EU{i}) © v (F) es un numero difuso 0—simétrico. Por ello, en el contexto difuso,
no es razonable exigir que una regla de reparto asigne un valor de cero a un jugador nulo,

sino que se le asigne un numero difuso 0—simétrico.
Aditividad. Para todo v,w € FG, entonces
\I/fUZZy('U D w) — \I/fUZZy(U) ® \I]fuzzy(w)'
Esta propiedad es una extension natural al contexto difuso de la propiedad de aditividad
del valor de Shapley para juegos cooperativos con funcion caracteristica real.

Contribuciones marginales de igual signo. Siv € GV i€ Nyv(EU{i})ov(E) >
0 (respectivamente, v (E U {i})Sv (F) < 0) para cada E C N \{i}, entonces \Il{uzzy(v) >0

(respectivamente, \Illfuzzy(v) <0).
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Una relajacién del axioma de monotonia fuerte introducido por H. P. Young [86] consiste en
afirmar quev € GV, i € Nyv (EU{i})—v (E) > 0 (respectivamente, v (E U {i})—v (E) <
0) para cada E C N \ {i}, entonces ;(v) > 0 (respectivamente, ¥;(v) < 0). La extensién
de esta propiedad al caso difuso da como resultado el axioma de contribuciones marginales

de igual signo.

Solucién cero. Si v € FGY y 0 C v(E) para cada E € 2V, entonces 0 C W/"**Y(v) para
cada ¢ € N.

Esta propiedad establece que si es posible que los valores de todas las coaliciones en un
juego sean iguales a cero, entonces es posible que la regla de reparto asigne a todos los
jugadores un valor de cero. Debido a la definicién de contencién que se dio en el Capitulo
2 para conjuntos difusos, 0 C v(E) implica que el cero es un posible valor de v(FE) y esta
en el nivel de méxima posibilidad, esto es, en el core de v(F). Y por tanto, 0 C \IJ{ =Y (),
implica que el cero estd también en el core de ‘I/{ “#Y(v). Para juegos cooperativos con
funcién caracteristica real, este axioma es una condicién trivial, ya que si 0 C v(E) y
v(E) € R, para cada E € 2V, entonces v(E) = 0. En consecuencia, ¥/"***¥(v) = 0, para
todo i € N.

Teorema 3.1. (Gallardo y Jiménez-Losada, 2020) El valor de Shapley difuso ®1%**Y
es el unico valor que satisface las propiedades de eficiencia central, igual tratamiento,

jugador nulo, aditividad, contribuciones marginales de igual signo y solucién cero.

3.3. El valor difuso de Banzhaf

En esta seccién se propone un nuevo valor difuso para juegos cooperativos con funcién ca-
racteristica difusa. Esta regla de asignacién estd basada en el valor de Banzhaf introducido

en la Definicién 1.3.

Definicion 3.3. El valor difuso de Banzhaf para juegos cooperativos con funcién

caracteristica difusa se define como

B = s o @ B e (B (i)

{ECN:cE}

para cada conjunto no vacio N, v € FGN ei e N.

Ejemplo 3.4. El valor difuso de Banzhaf del juego del Ejemplo 3.1 es

BI(v) = (B]** (), BJ"*(v))
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donde )
r—2 si2<x <3,
(2) 1 sid<xz<4,
fuzz xTr) =
Hefv== ) % si4d <x<5.5,
0 en otro caso,

(227 §i35<a<5,
sio < x<06,
Hof=w) (@) = T—z si6<x<7,
0 en otro caso.

Tgual que sucede en los juegos cooperativos cldsicos, donde el valor de Shapley y el valor
de Banzhaf coinciden cuando hay tunicamente dos jugadores, en los juegos cooperativos

con funcién caracteristica difusa también ocurre lo mismo. A

A continuacién, se propone una axiomatizacién para el valor difuso de Banzhaf para
juegos con funcién caracteristica difusa. Esta caracterizacion estd basada en la axiomati-
zacion del valor difuso de Shapley introducida en la seccién anterior, donde la propiedad

de eficiencia central es sustituida por dos nuevos axiomas: 1—eficiencia y amalgama.

En primer lugar, se muestra que el valor difuso de Banzhaf verifica las propiedades
de igual tratamiento, jugador nulo, aditividad, contribuciones marginales de igual signo y

solucién cero, que han sido presentadas en la caracterizacién del valor difuso de Shapley.

Proposicién 3.1. El valor difuso de Banzhaf BTV satisface la propiedad de igual tra-

tameento.

Demostracion. Sea v € FGYN e i,5 € N tal que v(EU{i}) = v(EU{j}) para cada
E C N\ {i,7}. Entonces, por la propiedad (ii) de la Proposicién 2.3, y como 2|N1|_1 es un

numero real, se tiene que

B = cnmo| @ b@eo®\ )

{ECN:icE}

_ WLQ D v(E)ov(E\ {i})]

{ECN:4€E,jeE}

sovo| B p@ouE\ )

{ECN:i€E,j¢E}
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- Wl‘_l@ D wEevE\H))

{ECN:i€E jeE}

b | @D bEouE\ )

{ECN:i¢E, jeE}

= | @ p®mevE

{ECN:jeE}
_ Bfuzzy(v).

O]

Proposicién 3.2. El valor difuso de Banzhaf BI"**Y satisface la propiedad de jugador

nulo.

Demostracion. Siv e FGN i€ N yv(EU{i})=uv(FE) para cada E C N\ {i}, entonces

Uzz 1
B/*?(w) = x| D k@Eou®E]].
{ECN:icE}

que es un ntumero 0—simétrico, ya que es la multiplicacién de un ntimero real y un niimero
0—simétrico (dado que la adicién de nimeros difusos 0—simétricos es un nimero difuso

0—simétrico por la propiedad (iv) de la Proposicién 2.3). O

Proposicién 3.3. El valor difuso de Banzhaf B/"**Y satisface la propiedad de aditividad.

Demostracion. Sea v,w € FGY y sea i € N. Entonces,

B (y @ w) = 1 ® @ (v w) (B)o (vew)(E\{i})], (3-3)

- 9IN[-1
{ECN:i€cE}

lo cual, por la distributividad de la multiplicacién de un niimero real sobre la suma y resta

difusas, recogidas en la propiedad (ii) de la Proposicién 2.3, es igual a

o @ kEevE\ @)

{ECN:icE}

s o| @ wEmowE\ ], (3.4
{ECN:i€E}
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lo cual, por definicién, es Bzfuzzy(v) ® B{uzzy(w). O

Proposicién 3.4. El valor difuso de Banzhaf Bf"**Y satisface la propiedad de contribu-

ciones marginales de igual signo.

Demostracion. Se sigue de la definicién de Bf**#¥ y el hecho de que si a,b € F,, entonces
a®b>20ya®b=>=0. O

Proposicién 3.5. El valor difuso de Banzhaf Bf"**Y satisface la propiedad de solucion

cero.

Demostracion. Sea v € FGY tal que 0 C v(F) para cada F € 2NV Sea i € N. Entonces,
por las propiedades relativas a la contencién y la aritmética difusa presentadas en la

Proposicion 2.4, se tiene que

0Comme| @ pEmevE )

{ECN:icE}
esto es, 0 C B/"*(v), O

Ademds, el valor difuso de Banzhaf verifica dos propiedades adicionales que son una
extension de las propiedades presentes en la axiomatizacién del valor de Banzhaf introdu-

cida en la Seccién 1.3.

1—eficiencia. Para todo v € FG" con N = {i},
w[" (o) = o({i}).

El axioma de 1—eficiencia para juegos cooperativos clasicos representa una condicién
trivial. En tales modelos, esta propiedad se interpreta como que si el juego estuviera
formado por un tnico jugador, la asignacién que le corresponderia deberia ser igual al pago
que seria capaz de garantizarse por si mismo. En el contexto de los juegos con funcion
caracteristica difusa, siendo igualmente trivial la condicion, ésta se interpreta de manera
ligeramente diferente. Dado que v({i}) representa las expectativas imprecisas acerca del
pago que puede lograr el jugador i, este axioma establece que, la asignaciéon para ese
jugador debe recoger la misma imprecision que hay sobre el pago que puede alcanzar por

si mismo.
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Proposicién 3.6. El valor difuso de Banzhaf BF***Y satisface la propiedad de 1—eficiencia.

Demostracion. Siv e FGY y N = {i}, entonces
fuzzy 1 .
B; " (v) = D ® [v({i}) ©v (0)]

= 1o [v{i})e0]
= v({i}).

O]

Amalgama. Sea v € FGV. Dados dos jugadores 7,7 € N con i # j, llamamos amalgama
de i y j a la fusién de ambos jugadores en un solo jugador que denotaremos por ij. Sea
N = (N\{i,j}) U {ij} y v¥ : 2" — F definido por

i = [ (BT VLY siTeE

Entonces, para cada v € FGY y para cada i, j € N, existe un ntmero difuso 0—simétrico

d (el cual depende de v, i y j) tal que
\Pﬁtzzy (vij) &d= ‘ljfuzzy(v) ® \ijuzzy(v)
i i J :

El axioma clasico de amalgama establece que la regla de asignaciéon que lo satisface es
inmune a la fusién o divisién artificial de jugadores. En el contexto difuso esta propiedad
establece que las expectativas que hay acerca de la asignaciéon que obtendrén los jugado-
res si se fusionan, debe ser igual a la suma de las expectativas de las asignaciones que

obtendrian si actuasen por separado, salvo por una cierta cantidad 0—simétrica.

Proposicién 3.7. El valor difuso de Banzhaf BT"**Y satisface la propiedad de amalgama.

Demostracion. Siv e FGN, y sean i,j € N tales que i # j. Entonces,

BT OB = grme| @ pmovE\ ()
{ECN:eE}

om0 | @ PEovE\ [

{ECN:jeE}
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Por la propiedad (ii) de la Proposicién 2.3, se tiene que

BI"Y(0) @ B/ () Wl‘_l@ D wEeuE\{i})
{ECN:€E,jeE}

ool P mEovE\ )

2IN|-1
{ECN:€E,j¢E}

LI D EouvE\ )

2IN|-1
{ECN:cE, jcE}

LI P wEeuE\ G

2IN|-1
{ECN:i¢E,jcE}

Empleando nuevamente propiedad (ii) de la Proposicién 2.3, se puede unir el primer y

tercer sumando y obtener que

Bzfuzzy(v) D B;”uzzy(v) _ 2|N71\—2 ® @ [U (E) ov (E \ {ZJ})]
{ECN:icE,jeE}
@ﬁ © D E)ovm)
{ECN:€cE,j¢E}
sovao| B wE@eu®)

{ECN:i¢E, jeE}

Obsérvese que el cardinal del conjunto N* difiere inicamente en una unidad respecto al
cardinal del conjunto N, esto es, }N g ‘ = |N| — 1. Identificando uno a uno los elementos
del conjunto {E C N :i € E,j € E} con los elementos del conjunto {H C N¥U:4j ¢ H}

se obtiene que

Blfuzzy(v) @ Bf““?/(v) = ﬁ ®© @ [Uij (H) e vt (H\ {5})]
{HCN:ijeH}

1
ot © B wEeum)
(ECN:+€E,j¢E}

1
Dot © B EovE)
{ECN«¢E,jcE}
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Empleando la definicién de v* se obtiene que

uzz uzz uzz 17 1
B[“*(v) & B["¥(v) = BL™ ()@ s 0 D E)ev®)
{ECN:€E,j¢E}

1
{ECN:i¢E, jeE}

Tomando

1
d = Jxr© D EovE)
{ECN:icE, j¢E}

1
ST © &y w(E)ov(E)] ],
{ECN:i¢E,jeE}

por la propiedad (iv) de la Proposicién 2.3, se verifica el resultado buscado. O

Ahora, se probara que si una regla de asignacién para juegos con funcién caracteristi-
ca difusa satisface las siete propiedades anteriores, entonces este valor es igual al valor
difuso de Banzhaf para juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa. Para ello, se

necesitan dos lemas.
Lema 3.1. Sean a,b,c,d € F tales que
(i) a,c >0 (resp. a,c <0),
(ii) 0 C a,c,
(iii) b, d son 0—simétricos,
(iv) a®b=c@d.

Entonces, a =c yb=d.

Demostracion. Sea t € [0,1]. De (i) y (ii), a; = ¢, = 0. Por (iii), b, = —b} y ¢, = —¢.
Se tiene que

[a®b], = [a; +b; ,af +b] = [-b],a] +b]] (3.5)
y

lcad, = [cf +dy ,¢f +d| = [—df,¢f +df]. (3.6)

De (3.5), (3.6) y (iv), se sigue que b = d; y o) = a;". Por tanto, [a], = [d], v [b], = [d],.
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Ya que estas igualdades se verifican para todo t € [0, 1], entonces se sigue que a = ¢y
b=d. O

Lema 3.2. Sean a,b € F tales que
(i) a >0 (resp. a <0),
(ii) 0 C a,
(iii) a C b,
(iv) b< a (resp. b > a),
(v) b es 0—simétrico.

Entonces, b= a O a.

Demostracion. Sea x € [0,400). En primer lugar, se va a probar por contradiccién que
wup(x) < po(z). Supéngase que pp(x) > po(x). Sise toma t € (uq(z), up(z)), entonces
z € [b], yx ¢ la],. De (i) y (ii), se sigue que [a], = [0,a/]. Se tiene que = € [0, +00),
z e [by,bf] yx¢[0,a]]. Sesigue que b > af, lo cual contradice la condicién (iv). Por
tanto, se tiene que up(z) < pq(z) para cada x € [0,+00). Por la condicién (iii), se sabe
que pp(x) = pe(x) para cada z € R, de lo que que se concluye que py(z) = pq(x) para
cada x € [0,+00). De esto y de la condicién (v), se sigue que [b], = [—af, aﬂ para cada
t € 0,1]. Y ello es suficiente para observar que, por (i) y (ii), [a © a], = [~a;", a;"] para
cada t € [0,1]. O

Teorema 3.2. Si un valor difuso W%V para juegos cooperativos con funcién caracteristi-
ca difusa satisface las propiedades de 1—eficiencia, amalgama, igual tratamiento, jugador
nulo, aditividad, contribuciones marginales de igual signo y solucion cero, entonces ese va-
lor es igual al valor difuso de Banzhaf para juegos cooperativos con funcion caracteristica
difusa.

Demostracion. Supéngase que W/%*2Y satisface las propiedades indicadas en el teorema.
El objetivo es probar que U/%22v = Bf%*2¥ Como ya se indicé, FGV no es un espacio
vectorial por lo que no es posible replicar una prueba clasica. En este caso, se realizara
una demostracién en varios pasos. En cada paso se probard que W/%#¥(y) = BIU#2(y)
para cada v en una cierta clase de juegos. En el primer paso se probard para juegos
cooperativos con funcién caracteristica real. En los pasos 2, 3 y 4 se probara para juegos

de la forma a ® ug donde a € F con distintas caracteristicas. El paso 5 emplea la relacién
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entre dg v ug para probarlo en juegos de la forma a ® dg. Y finalmente en el paso 6 se

emplearsn los resultados de los pasos previos para probarlo en cualquier juego v € FGY.

Paso 1.

Paso 2.

El objetivo en este paso es probar que
wluezy(y) = BIv## (v) (3.7)
para cada conjunto finito y no vacio N y para cada GV .

Si 0 denota el juego que asigna cero a todas las coaliciones E € 2V, se sigue, por
la propiedad de contribuciones marginales del mismo signo, que \IJ{ =) =0
para cada i € N. Sea v € GV. Por la propiedad de aditividad,

‘Illfuzzy(v) @ \Illfuzzy(_v) _ \I/{uzzy(()) =0, (38)

para cada i € N. De (3.8) y la propiedad (iv) de la Proposicién 2.1, que esta-
blece que si la suma de dos nimeros difusos es un nimero real, entonces ambos
numeros deben ser reales, se sigue que \IIZ “**¥(v) € R para cada i € N. Por tan-
to, la restriccién de U/¥#2¥ para la familia de juegos con funcién caracteristica
real, denotada por \Illfg“ **¥ es un valor para juegos cooperativos clasicos. Dado
que W2V gatisface la propiedades de 1—eficiencia, aditividad, igual tratamien-
to, jugador nulo y amalgama, y el hecho de que U/ uz2y(y) € RN para cada
conjunto finito y no vacio N y para cada v € GV, se puede verificar ficilmen-
te que \If‘fg“ **¥ satisface las propiedades (para valores sobre juegos con funcién
caracteristica real) de 1—eficiencia, aditividad, igual tratamiento, jugador nu-
lo y amalgama. Ya que estas propiedades caracterizan el valor de Banzhaf, se
concluye que ‘lf‘fg“ **¥ = . Por la misma razon, B|fg“ **¥ = . Esto demuestra

(3.7).
El objetivo en este paso es probar que

U/ (q © ug) = B/ (a © up) (3.9)

para cada conjunto finito y no vacio N, cada E € 2V \ {0} y cada a € F con
az0y0Ca.

Sea a € F tal que a > 0y 0 C a. La Figura 3.3 ilustra un ejemplo de nimero

difuso con estas caracteristicas.
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fa ()
1
x
Figura 3.3.
En primer lugar, se probara que
U (g o ug) = 1 ®a (3.10)
i 2|E|-1

para cada conjunto finito y no vacio N, cada E € 2V \ {#)} y cada i € E. Se
probard (3.10) por induccién sobre |N|.

CASO BASE. |N| = 1. Se tiene que £ = N. Sea N = {i}. Por la propiedad de
1—eficiencia, U/**% (¢ ® ug;) = a. Por tanto, (3.10) se verifica.

PASO INDUCTIVO. Sea N un conjunto finito con |[N| > 1y sea E € 2V \ {(}.
Se toma un ¢ € E. Ya que |N| > 1, se puede tomar un j € N \ {i}. Se pueden

distinguir dos casos:

= j € F. Por la propiedad de amalgama, se sigue que existe un nimero difuso

0—simétrico d € F tal que
\Ifzf“zzy (a@ug) @ \I/;uzzy (a ®ug)
fuzzy .
Por la hipétesis de induccion,

fuzzy - . ;
Y (a@u(E\{iﬁj})U{ij}) = o2 @ (3.12)

Por la propiedad de igual tratamiento,

U (a0 ug) = W/ (@@ up). (3.13)
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De (3.11), (3.12) y (3.13), se obtiene

fuzzy . 1
20V (a@uE)_W@a@d.

Siie Ey F C N\ {i}, entonces (a ®ug) (FU{i})© (a®ug)(F) > 0.
Por la propiedad de contribuciones marginales de igual signo, se sigue que
\If{"“y (a®ug) >0. Yaque0C (a®ug) (F) para cada F € 2V, se tiene,
por la propiedad de solucién cero, que 0 C \Iff Y (a ®ug) para cada
¢ € N. Por tanto, las siguientes condiciones se cumplen:

(i) 0C 20 ¥/ (a0 up), 0 C 57— O,

(iii) 0 y d son 0—simétricos,

(iv) 20U (a0 up) &0 = 57— Cadd.

Aplicando el Lema 3.1, se obtiene que 2® ‘I’quzzy (a®ug) = 2“5% ®a. De
fuzzy (
7

lo cual, se sigue que ¥ a®ug) = WE% © a.

» j € N\ E. Por la propiedad de amalgama, se sigue que existe un nimero

difuso 0—simétrico d € IF tal que

\Illfuzzy (a o UE) ® \Ij;'”uzzy (CL o UE)

_ fuzzy

Por la hipétesis de induccién,

1
fuzzy - .
Vi (a © “(E\{i})u{ij}) = gET @ ¢ (3.15)
De (3.14) y (3.15), se obtiene
W (00 up) © U (a0 ug) = - ©add
i a Uugp j a Ug) = 2\E|—1 a .

Siie Ey F C N\/{i}, entonces (a ®©ug) (FU{i}) & (a®@ug)(F) > 0.
Por la propiedad de contribuciones marginales de igual signo, se sigue que
\I/Zf“zzy (a®ug) = 0. Puesto que 0 C (a ®ug) (F) para cada F € 2V,
se tiene, por la propiedad de solucién cero, que 0 C \I/{ Y% (a ® ug) para
cada i € N. Ademés, por la propiedad de jugador nulo, \Ilf Y (@ ®ug) es

0—simétrico. Por tanto, las siguientes condiciones se cumplen:
(i) W/ (a ©ug) > 0, g ©a >0,
(i) 0C ¥/ (a®up), 0 C 53— O,
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(iii) \Iffuzzy (a ®ug) y d son 0—simétricos,
(iv) \I/lfuzzy (a®ug) @ \Ilfuzzy (a@ug) = 2“5% ©a®d.

Aplicando el Lema 3.1, se obtiene que \Illfuzzy (a®ug) = 2,,3% ®a.

Por tanto, se ha probado (3.10).

Ahora, se probara que

VI (@@ up) = o= © (e a) (3.16)

2lB]
para cada conjunto finito y no vacio N, cada E € 2V \ {N, (0} y cada j € N\ E.

Sea N un conjunto finito y no vacio, sea £ € 2V \ {N,0} y sea j € N \ E. Por
(3.10) se sabe que

fuzz . 1

Sea w € FGV definido por

iFCFyjé¢r
w(F):{a siECFyj¢F,
0 en otro caso,

para cada F' € 2V, Se tiene que a ® up = (a ® UEu{j}) @ w. Por la propiedad
de aditividad,

\Ilfuzzy (@a®up) = ‘I’j‘cuzzy (a © UEu{j}) ® \I’j‘cuzzy (w). (3.18)

Puesto que 0 C a, se tiene que 0 C w(F) para cada F € 2V. Por la propiedad
de solucién cero,

fuzzy
0C W™ (w). (3.19)

De la propiedad (i) de la Proposicién 2.4, junto con (3.17), (3.18) y (3.19), se
sigue

1
S ©ac T (0@ up) . (3.20)

Obsérvese que w (F U {j}) ©w(F) < 0 para cada FF C N\ {j}. Por la propiedad

de contribuciones marginales del igual signo,

WU (w) < 0. (3.21)
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Paso 3.

De (3.17), (3.18) y (3.21) se sigue que

1
VI (0 @ up) < 5 O (3.22)

Obsérvese que j es un jugador nulo en a ®ug. Por la propiedad de jugador nulo,
\I!j.euzzy (a ® ug) es 0—simétrico. De este hecho, junto con a > 0, 0 C a, (3.20) y

(3.22), se obtiene que se verifican las siguientes condiciones:

(i) 5t ©a >0,

(ii) 0C 57 ©a,
(iii) b ©a € T/ (a O up),

(iv) \Ilfuzzy (a®ug) < ﬁ ®a,

(v) \Il;-cuzzy (a ® ug) es 0—simétrico.
Por el Lema 3.2 y la propiedad distributiva de la multiplicacién de un niimero

real sobre la resta de nimeros difusos presentada en el punto (ii) de la Propo-

sicién 2.3, se tiene que
1
\Illfuzzy (a©ug) = S ©(aca). (3.23)

De (3.10) y (3.23), se sigue que

1
m@& siie FE,

W (0 ug) = | 20
ﬁ®(a6a) SiiEN\E.

Ya que se han empleado solo las propiedades indicadas en el teorema, se ha
probado (3.9).

El objetivo en este paso es probar que
Ui (4 © up) = BM**¥ (0 © up) (3.24)

para cada F € 2V \ {}}} y cada a € Fcon a < 0y 0 C a. La Figura 3.4 ilustra

un ndmero difuso como los considerados en este paso.
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Paso 4.

fa(T)

Figura 3.4

La prueba es similar a (3.9). La tinica diferencia radica en las versiones utilizadas
del Lema 3.1, Lema 3.2 y la propiedad de contribuciones marginales de igual

signo.

El objetivo en este paso es probar que
W (g ®ug) = B/ (0 © ug) (3.25)

para cada E € 2V \ {0} y cada a € F. En este paso se consideran niimeros
difusos en general y se realizard una traslacién de la funcion de pertenencia con
el fin de conseguir que el cero este contenido en el core del nimero. Una vez
logrado esto, el niimero se podrd descomponer como la suma de nimeros difusos

como los considerados en los dos pasos previos.

Sea E € 2V \ {0} y sea a € F. Se toma un z € core(a) como se ilustra en la

Figura 3.5.

ta(T)
1

z

Figura 3.5

Sea a’ € F tal que iy () = pg(2+2x). Obsérvese que a’ es un nimero que resulta

de la traslacién horizontal de la funcion de pertenencia de a como se muestra en
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la Figura 3.6. Ademés, como z € core(a), entonces se verifica que 0 € core(a’).
Este es un hecho clave para poder descomponer a’ como suma de dos niimeros

difusos como los de los dos pasos previos.

Har ()
1
x
Figura 3.6
Sean b, ¢ € F definidos por
(z) por(x) six >0,
€Tr) =
Ho 0 siz <0,
(@) 0 six >0,
€Tr) =
e par(z) stz <O0.

Como se puede observar en la Figura 3.7, b > 0, ¢ < 0y 0 C b,c. Se puede
verificar facilmente que [b], = [0,a; — 2] y [c], = [a; — 2,0] para cadat € [0, 1].
Se sigue que a = z @ b @ c. Por tanto, a ® ug = zup ® (b O ug) ® (c ©® ug). Por
la propiedad de aditividad, (3.7), (3.9) y (3.24), se obtiene que

\Ilfuzzy(a ® UE) _ \I,fuzzy(ZUE) @ \I,fuzzy(b ® UE) ey \I,fuzzy(c ® UE)
_ Bfuzzy(zuE) @Bfuzzy(bG)uE) @Bfuzzy(c@uE)
B/ (a ® up),

con lo que se ha probado (3.25).
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()

fhe()

Figura 3.7

Paso 5. El objetivo en este paso es probar que
\Iff“”y(a ®0p) = Bfuzzy(a ©0E) (3.26)

para cada F € 2V \ {}} y cada a € F.

Para ello se expresard un vector cualquiera de la base {0p : E € 2™\ {0} } como
combinacién lineal de vectores de la base {u g Ee2N\ {@}} A partir de esa
relacién, se derivard una expresiéon que permita expresar los juegos de la forma
a ® dg en términos de los juegos de considerados en el paso 4. Empleando tal

relacién y el resultado (3.25), se concluird (3.26).

De (1.4) y (1.5) se tiene

op = Z (=)FI=1Bly

{Fe2N\{0}: ECF}

Si en esta expresién se suma en ambos lados Z{F@N\{@}:ECF} U, se obtiene

op + Z Up = Z 2up.

{Fe2N\{0}:ECF} {Fe2N\{0}:ECF,|F|-|E|e2Z}
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Como ya se indicé en la Seccién 1.2., los juegos cooperativos con funcién carac-
terfstica real tienen estructura de espacio vectorial de dimensién RY — 1y, en
particular, los juegos de identidad y los juegos de unanimidad son vectores de
ese espacio. Por ello, lo anterior es una expresion vectorial, y, en consecuencia,

se puede escribir en términos de cada componente de los vectores, esto es,

Sp(H) + > up(H) = > 2up(H),

{Fe2N\{p}:ECF} {Fe2N\{p}:ECF,|F|—|E|e2Z}

para cada H C N.

Dado que la aritmética difusa coincide con la aritmética sobre los niimeros reales
(si se ve a estos como numeros difusos), entonces lo anterior se puede escribir

también como

op(H) @ & up(H) = P 2up(H). (3.27)

{Fe2N\{p}:ECF} {Fe2N\{0}:ECF,|F|—|E|e2Z}

Si se multiplica por a y se aplica la propiedad distributiva recogida en el punto

(iii) de la Proposicién 2.3, se tiene

(a©dp)(H) & &b (a©up) (H)
{(Fe2N\{0}:ECF}

- D (2 a) © up)(H),

{Fe2N\{0}: ECF,|F|~|E|c2Z}

para cada H C N. Por tanto,

(a®dp) @ @ (a ®up)

{Fe2M\{0}:ECF}

= a (20 a) ©up).

{FE2N\{0}:ECF,|F|—|E|c2Z}

De esta expresion, y por axioma de aditividad, se tiene que

Weteos) & @ WMo
{Fe2N\{0}:ECF}

- P V(20 a) O up)  (3.28)
{Fe2N\{0}:ECF,|F|-|E|e2Z}
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B{uzzy(a o 5E) @ @ B{uzzy(a o UF)
{Fe2N\{p}:ECF}
— £ B/*“**((20a) ®ur) (3.29)
{Fe2N\{0}:ECF,|F|-|E|e2Z}

para cada i € N. Del resultado del paso anterior (3.25), junto con (3.28), (3.29),
y por la Proposicién 2.5 se concluye que \I/lf“zzy(a ®0g) = B{"zzy(a ® dp) para
cada i € N. Con lo que se ha probado (3.26).

Paso 6. El objetivo en este paso es probar que
W2y () = Bl (y) (3.30)

para cada v € FGN.

Sea v € FGN. Nétese que

v= @ @B o).

Ee2N\{0}

Por la propiedad de aditividad y (3.26),

i) = gl | @y (u(E) © 6p)
Ee2N\{0}

— @ W/ (y(E) © 0g)
Ee2N\{0}

= P B ((E)6 )
Ee2N\{0}

Bfvv | B (v(E)©dp)
Ee2N\{0}

— Bfuzzy (U)7
lo que completa la demostracion.

O

Los primeros cinco axiomas utilizados en el teorema anterior (1—eficiencia, amalgama,
igual tratamiento, jugador nulo y aditividad) constituyen la axiomatizacién del valor clasi-

co de Banzhaf introducida en el Capitulo 1 cuando los aplicamos solo sobre el conjunto
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de juegos cooperativos con funcién caracteristica real. El ultimo axioma (solucién cero)
no es necesario para juegos con pagos reales, ya que si 0 C v(FE) para cada coalicién y
v(E) € R, entonces v(E) = 0, y el axioma de jugador nulo implica que la recompensa
serd cero para todos los jugadores. Sin embargo, el axioma de solucién cero es necesario
en el caso difuso por el problema que plantea la diferencia de nimeros difusos. El sexto
axioma (contribuciones marginales de igual signo) es quizds mds sorprendente porque en
el caso de juegos con pagos reales este axioma no es independiente de los anteriores pero
en juegos con pagos difusos si. A continuacién se muestra que el axioma de contribu-
ciones marginales de igual signo es independiente de los demés para juegos con funcién
caracteristica difusa. Supéngase que v € FG", se denotard mediante a¥ € F al intervalo
a’ = [= (v(N)} =o(N)7), (v(N){ —v(N)7)]. El nimero difuso a¥ es 0—simétrico. Se
propone otra solucién para los juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa. Sea
ve FGN y sea i € N, entonces

DI"**¥(v) = B"**(v) & [(|N| — 1) ® a].

Obsérvese que D

fuzzy _ pfuzzy . ;. -
i = B; sobre juegos clasicos ya que a” = (0. Se puede comprobar

facilmente que le “#*Y satisface 1—eficiencia, aditividad, jugador nulo, igual tratamiento,

amalgama y solucién cero, pero no satisface contribuciones marginales de igual signo.
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Capitulo 4

Valores reales para juegos con

funcion caracteristica difusa

En el capitulo anterior se introdujo un modelo para representar situaciones cooperativas
donde existe imprecisién en las ganancias de cada posible coalicién. En ese capitulo se
presenté un enfoque para hallar la solucion de un juego que consistia en suponer que la
imprecisién de los pagos de cada coalicién implicaba imprecisién en las ganancias de los
jugadores. Sin embargo, en este capitulo se propone otro enfoque consistente en supo-
ner que, incluso si hay imprecisién en los pagos de cada coalicién, se necesitan asignar

cantidades precisas a los jugadores.

4.1. El valor real de Shapley

En esta seccién, se introduce la nocién de valor real de un juego cooperativo con funcién
caracterfstica difusa. Un valor real sobre FGV es una aplicacion perisp . FGN s RN, i
ve FGN ei e N, el ntmero real \Ilfr“p (v) representa la asignacién del jugador i en el
juego v, acorde con la regla WerisP,

El objetivo es definir un valor real ®<*? : FGY¥ — RN con buenas propiedades,
basado en el valor de Shapley. El modelo planteado consiste en asociar a cada juego con
funcién caracteristica difusa un juego cooperativo cldsico mediante el uso de un indice de
clasificacién de nimeros difusos. Asi, el valor de cada coalicién se tomara como el indice de
clasificacion del valor que le asigna la funcién caracteristica a dicha coalicién. Con este fin,
se empleard el indice de Yager introducido en la Definicién 2.4. Si v € FGV, se denotara
mediante vy a la composicién de la funcién caracteristica con el indice de Yager, es decir,
vy = Y o v. Nétese que vy pertenece a la familia de juegos cooperativos clasicos, esto es,
vy € QN.
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A continuacion, se define una regla de asignacion real para juegos cooperativos con

funcién caracteristica difusa basada en el valor de Shapley.

Definicion 4.1. El valor real de Shapley para juegos cooperativos con funcién carac-

teristica difusa es una regla de asignacién ®? : FGN — R definida como

P (0) = Bluy)

para cada v € FGN.

Observacion 4.1. Es posible introducir el valor real de Shapley a partir del valor difuso
de Shapley propuesto por M. Mares [54], ver Definicién 4.2. De hecho, empleando las

propiedades (iii), (iv) y (v) recogidas en la Proposicién 2.7 se tiene que

(I)CMSP(U) ¢(UY)
— | _ |

v (E) — vy (E\{i})]

. |N|!
{ECN:icE}
- v @ FEEEEEY L mewm i)
{ECN:i€E} )

= Y (@),

para cada v € FGN.

En el siguiente ejemplo se presenta una aplicacién del valor real de Shapley propuesto

en la definicién anterior.

Ejemplo 4.1. Tres empresas se unen en un proyecto para fabricar un nuevo producto.
Cuando finaliza el proyecto tienen que compartir el beneficio obtenido por la venta del
producto que supongamos es de 12 millones de euros. Para ello, la situacién se representa
mediante un juego cooperativo con conjunto de jugadores N = {1,2,3}. Supdéngase que
la ganancia que puede obtener cada coalicién propiamente dicha no puede conocerse con
precision. Esto no es extrano si se tiene en cuenta que la tnica coalicién que realmente se
formara es N. La formacion de cualquier otra coaliciéon es solo una suposicién utilizada
para modelar esta situacion y obtener una asignacién justa del beneficio. Por tanto, parece
razonable que solo existan expectativas sobre el beneficio que podria obtener cada coalicion
propiamente dicha. A continuacion, se describen estas expectativas mediante nimeros

difusos cuyas funciones de pertenencia se han representado en la Figura 4.1.
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Hu(S) (.%')

1

1 2 3 4 5 (8 7

Figura 4.1.
z—1 sil<z<2,
sy (@) = poep(@) =9 3—1 si2< e <3,
0 en otro caso,
v({3}) =0,
1 si 8 < < 10,
porap (@) =4 11—z si10 <z < 11,
0 en otro caso,
r—4 sid<z<h,
fo((1,3)) () = po(pzap (@) = ¢ FE sib<z <7,
0 en otro caso,
v(N) =12.

A partir de ello, se obtiene el juego vy usando el indice de Yager.

vy () =0,
vy ({1}) =2,
vy ({2}) =2,
vy ({3}) =0,

w({1,2) =",

w ({13 =",

63
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w ({230 =7,

vy (N) = 12.

Y finalmente, se calcula el valor de Shapley del juego vy.

PP (v) = ¢ (vy) = (5,5,2).

En lo que sigue se van a extender algunas propiedades presentes en los juegos coope-
rativos clasicos al contexto de juegos con pagos difusos. Sea v un juego cooperativo con

funcién caracteristica difusa superaditivo con posibilidad 1, es decir,
v(EUF) > v(E)®u(F)

para todo E,F C N con EN F = (). Esto implica que el juego vy € GV es superaditivo,
es decir,
VY (EUF) > Uy(E) +Uy(F)

para todo E, F C N con ENF = (). Como vy es superaditivo, ¢ verifica el principio de

racionalidad individual. Por tanto, se tiene que
TP (v) = ¢i(vy) > vy ({i})
para todo i € N. Por otro lado, se puede observar que
v (87 @), 0 (1) = sup { (@) o < 8P w) |
< Mo({i)) ((I)stp@)) :
En particular, si v ({i}) es un nimero triangular con funcién de pertenencia

T—aq

wa; Sl01 <X az,
— a3—=x :
pa(x) = § o= siaz <z <as,
0 en otro caso,

para todo = € R, entonces
vs (97 (), 0 ({i]) = 1

cuando ag < % Los siguientes ejemplos tratan de ilustrar esta propiedad.
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Ho(s) () - o
(I)(l,r isp q)(21 isp
1 ° °

Figura 4.2.

Ejemplo 4.2. Sea el juego v € FGY con N = {1,2} tal que

z—1 sil<z<2,

poy () =4 55 si2<a <4,

en otro caso,

e}

Mv({g})( ) 677"” sid <ax <6,
0 en otro caso,
r—7 si7<xz <8,
oy (T) = 1%% si8 < x <12,
0 en otro caso.

Es facil comprobar que vs (v(EUF),v(E) @ v(F)) = 1. El juego vy € GV asociado es
vy ({1}) = 2.25,

oy ({2}) = 4.25,
vy (N) = 8.75.

El valor real de Shapley de v es
POTIsP () = (cbi”’sp(v), <I>§”'S”(v)> — (3.375,5.375).

Como se puede comprobar facilmente en la Figura 4.2, vs (@CMSP( ) ({1}))

vs (05 (v),v({2})) =1
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Lo(s) () o
(I);’ 1Sp (b;r 1Sp
1 ° [ 3

Figura 4.3.

Ejemplo 4.3. Sea ahora el juego v € FGV con N = {1,2} tal que

(@) =l sil< e <3,
xTr) =
Hol1h) 0 en otro caso,

() 222 s 2<a < 4,
€Tr) =
Ho{2h) 0 en otro caso,

r—8 si8<Lx<9,
pony(T) =9 10—z si9 <z <10,
0 en otro caso.

Es facil comprobar que vs (v(EUF),v(E) @ v(F)) = 1. El juego vy € GV asociado es

UY({l}) = 257
oy ({2)) = 35,
vy(N) = 6.5.

El valor real de Shapley de v es
Peris(y) = (cbf”’sp(v), <I>‘23”5p(v)> = (2.75,3.75).

Observando la Figura 4.3, se puede ver fdcilmente que v <<I>§M8p (v),v({l})) <1ly
v (857 (0),0({21)) < 1. A

Se pretende caracterizar el valor real de Shapley para juegos cooperativos con pagos
difusos mediante una axiomatizacion basada en propiedades razonables y comprobables

en los datos del problema, es decir, que se describan desde la funcién caracteristica difusa
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de éste.
Fijado un conjunto finito y no vacio de jugadores IN, a continuacién se introducen

algunas propiedades que el valor real WP : F GN — RY deberfa satisfacer.

Eficiencia para el beneficio total simétrico. Si v € FG y v(N) es un niimero difuso

simétrico, es decir, existe un p € R tal que v(N) © p € Fy, entonces

Z ‘llzgrisp(v) =p.

1EN

Una situacion clara de aplicacion de las reglas de asignacién reales para juegos con
funcién caracteristica difusa es aquella en la que se pretende repartir el beneficio obtenido
de la cooperacion entre un grupo de jugadores a partir de los beneficios de las distintas
coaliciones, pero estos ltimos no se conocen con exactitud. Esto es razonable porque la
formacién de una coalicién distinta de la gran coalicién es solo un escenario hipotético y,
por lo tanto, es posible que no se conozca con precisién el beneficio que puede lograr. Sin
embargo, en un escenario como este, es de esperar que el beneficio de la gran coaliciéon
sea conocido con exactitud y, por tanto, vendra dado por un ntmero real. Obsérvese que
axioma anterior garantiza un reparto exacto del nimero real v(NN) en estas situaciones,
esto es,

D TP () = o(N).

1EN

Proposicién 4.1. El valor real de Shapley ®P satisface la propiedad de eficiencia para

el beneficio total simétrico.

Demostracién. Sea v € FGY con v(N) un nimero difuso simétrico. Sea p € R tal que
v(N) © p es un nimero difuso 0—simétrico. Ya que v(/N) es un nimero simétrico, el punto

medio de cada corte a nivel ¢, para cada t € [0, 1], es el mismo e igual a p, esto es,

para cada t € [0,1]. De la definicién de ®¢"%P y de la propiedad de eficiencia del valor de
Shapley, se sigue

D TPw) = > ¢ilvy)
ieN ieN
= wvy(N)
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Y (v(N))
_ /1 U(N)t_;U(N)zrdt
0

En particular, si v(N) € R, por la propiedad (i) de la Proposicién 2.7, se tiene que
Y (v(N)) = v(N), y en consecuencia,

> 7P (v) = v(N).

1EN
O

Igual tratamiento. Si v € FGV, i,j € N y v(E U {i}) = v(E U {j}) para cada E C
N\ {i,j}, entonces

\I/?MSP (v) _ \Iljrisp (’U) )

Como ya se ha senalado, la igualdad v (E U {i}) = v (E U{j}) no implica que si las
coaliciones F U {i} y F U {j} se llegaran a formar, el pago de ambas tuviese que ser el
mismo. Esto dnicamente significa que las expectativas sobre los pagos que pueden lograr
esas coaliciones son las mismas. Por tanto, lo que la propiedad anterior establece es que si
dos jugadores, al unirse a las coaliciones de las que no forman parte, generan las mismas

expectativas en los pagos, entonces la asignacion debe ser la misma para ambos.

Proposicién 4.2. El valor real de Shapley ®"P satisface la propiedad de igual trata-

miento.

Demostracion. Sea v € FGY y sean 4,5 € N tales que v(E U {i}) = v(E U {j}) para
cada E C N \ {4,7}. De lo anterior se sigue que vy(F U {i}) = vy(F U {j}) para cada
E C N\ {i,j}. Por la propiedad de igual tratamiento del valor de Shapley, se tiene que
i (vy) = ¢; (vy). El hecho anterior implica que & (v) = @;mp (v). O

Jugador nulo. Siv € FGY yi € N verifica que v(FU{i}) = v(F) para cada E C N\ {i},
entonces

TP () = 0.

()

Este axioma establece que si un jugador, al unirse a las coaliciones de las que no forma
parte, no cambia las expectativas de pago de esas coaliciones, entonces a ese jugador le

debe corresponder una asignacién de cero.
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Proposicién 4.3. El valor real de Shapley ®**P satisface la propiedad de jugador nulo.

Demostracion. Seav € FGN yseai € N tal que v(EU{i}) = v(E) para cada E C N\ {i}.
De lo anterior se desprende que 7 es un jugador nulo en vy. Por tanto, por la propiedad

de jugador nulo del valor de Shapley se tiene que ¢; (vy) = 0. Este hecho implica que
P (y) = 0. O

Aditividad. Si v, w € FG", entonces
\chrisp(v D w) — \IIC”SP(U) + \I/cm'sp(w)_

La anterior propiedad es una adaptacién del axioma clasico de aditividad a la suma

de juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa.

Proposicién 4.4. El valor real de Shapley ®*P satisface la propiedad de aditividad.

Demostracion. Sean v,w € FGN y sea E € 2. Por la propiedad (iv) de la Proposicién
2.7, se tiene que (v @ w)y (F) = vy (F) + wy (E). Y de esto se concluye que (v ® w)y =
vy + wy. De este hecho, junto con el axioma clasico de aditividad del valor de Shapley se

sigue que

TP (ppw) = o((vd w)y)
= ¢(vy +wy)
= ¢(vy)+ ¢ (wy)
DTIP () 4 PETIP (1) .

O

Continuidad. El valor ¥**P es una funcion continua usando la distancia del supremo
dso sobre F.

El axioma de continuidad asegura pequenos cambios en la asignacion cuando se con-
sideran cambios suficientemente pequenos en los pagos. Normalmente se considera que
éste es un requerimiento técnico, pero tiene mucho sentido dado que pequenos errores en
los valores de las coaliciones no tendrian que repercutir en gran medida en los repartos
obtenidos. Las reglas de asignacion clasicas presentadas en el Capitulo 1 verifican esta

propiedad.
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Proposicién 4.5. El valor real de Shapley ®**P satisface la propiedad de continuidad.

Demostracién. El valor de Shapley en G es un operador lineal de R2"\M? en RY. Esto
implica que ¢ : GN¥ — RY es continuo. Por otro lado, se ha probado en el Teorema 2.2
que el indice de Yager es una funcién continua empleando la distancia del supremo d..
sobre F. Por tanto, dado que ®“%*P = ¢ oY, y sabiendo que la composicién de funciones

conserva la continuidad, entonces se sigue que ®"%P es continua. ]
Comonotonia. Sean v,w € FG" con core(v(E)) N core(w(E)) # 0 para cada E € 2V.

Y sea o € (0,1). Se define h € FGV mediante
() () = apyg) () + (1 — @) iy g)(T)
para cada E € 2 y 2 € R. Entonces
TP () = WP () £ (1 — a) TP (w).

La propiedad de comonotonia puede interpretarse en el siguiente sentido. Dada una
situacién cooperativa, se pueden considerar, dependiendo del andlisis de estimaciones, jue-
gos con pagos difusos ligeramente diferentes para representar esta situacién (por lo que,
por lo general, los cores de los pagos asignados a la misma coalicién tendran interseccién
no vacia). La propiedad de comonotonia establece que la asignacién de un promedio pon-
derado de estos juegos es el promedio ponderado de las asignaciones de los juegos. Esta
propiedad se puede entender como una aditividad para los distintos niveles de adecuacién

o posibilidad.

Proposicién 4.6. El valor real de Shapley ®**P satisface la propiedad de comonotonia.

Demostracion. Sean v, w € FGY tales que core(v(E))Ncore(w(E)) # () para cada E € 2V.
Sea a € (0,1). Se define h € FGY mediante

(e (T) = apiyp) (T) + (1 — @) piy(e) ()

para cada E € 2V y cada € R. Dado que se verifican las condiciones del Teorema 2.3

entonces se sigue que
hy(E) = Oévy(E) + (1 — a)wy(E)

para cada E € 2V, De ello se sigue que

hy = avy + (1 — a)wy.
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De este resultado, junto con la propiedad de linealidad de ¢, se tiene que

¢ (hy) = a¢ (vy) + (1 — a)¢ (wy),

lo que implica
(I)cm'sp(h> — aq)crisp(v> + (1 _ OA)CI)CMSP(’LU).

O]

El siguiente resultado establece que el valor real de Shapley para juegos cooperativos

con funcién caracteristica difusa es el tnico valor que satisface los seis axiomas previos.

Teorema 4.1. Si una regla de asignacion real VP sobre FGY satisface las propiedades
de eficiencia para el beneficio total simétrico, igual tratamiento, jugador nulo, aditividad,
continuidad y comonotonia, entonces ese valor es iqual al valor real de Shapley para juegos

cooperativos con funcion caracteristica difusa.

Demostracion. Supéngase que WP : FGN — RN satisface las propiedades indicadas en
el teorema. El objetivo es probar que WP = &P Para, ello se realizard una demos-
traciéon en varios pasos. En cada paso se probard que WP(v) = ®TP(y) para cada v
en una cierta clase de juegos. En los cuatro primeros pasos se probard para juegos de la
forma a ® ug donde a € F y se ird demostrando para distintos tipos de niimeros difusos a,
hasta probarlo para cualquier nimero difuso. El paso 5 emplea la relacién entre g v ug
para probarlo en juegos de la forma a ® . Debido a la limitacién que supone que FG¥
no sea un espacio vectorial, es necesario emplear tanto los juegos de unanimidad como
los juegos de identidad. Por 1ltimo, en el paso 6 se emplearan los resultados de los pasos

previos para probarlo en cualquier juego v € FG.

Paso 1. Sea E € 2V \ {()} y sea a € F tal que |{ua(2) : 2 € R}| = 2. El objetivo en este

paso es probar que
TP (g O ug) = P (0 © up). (4.1)

Notese que en este caso a es un intervalo. Dado que a es un intervalo, existen

z,y € R con z < y tales que

) = 1 sizé€lx,y,
Ha(?) {0 siz€ R\ [z,y].

Para ilustrar esto, se ha representado en la Figura 4.4 la funcién de pertenencia

de un numero difuso con tales caracteristicas.
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fa(2)

Figura 4.4.

Los jugadores de N \ E son jugadores nulos en a ©® ug. Por tanto, por el axioma
de jugador nulo se tiene que

TP (g, 0O ug) =0 (4.2)

(2

para cada i € N\ E. Por otro lado, por el axioma de igual tratamiento, existird
un p € R tal que
U (a©up) =p (4.3)

para cada i € E. Al ser xTer el punto medio del intervalo, el nimero a © L;ry

serd un numero difuso 0—simétrico como se muestra en la Figura 4.5.

M‘
M‘

Figura 4.5.

De (4.2), (4.3) y por el axioma de eficiencia para el beneficio total simétrico se

sigue que

VP (0O ug) = {
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Paso 2.

Ya que se han empleado uinicamente las propiedades del teorema, entonces se
concluye (4.1).

Sea E € 2V \ {0} y sea a € F tal que |{11a(2) : 2 € R}| = 3. El objetivo en este
paso es probar que

TP (4 @ ug) = BT (0 O up). (4.4)

Para ello, se va a expresar la funcién de pertenencia de a como una combinacién

convexa de dos funciones de pertenencia como las consideradas en el paso 1.

ta(2)
1

T r s Y

Figura 4.6.

Esté claro que existeun ! € (0,1) y z,y,r,s ERconz < r < s<yys—r <y—zx
tales que
1 size]rs],
pa(z) =< 1 sizée[zy]\|[rs],
0 sizeR\|[z,vyl.
En la Figura 4.6 se ha representado la funcién de pertenencia de un ntimero

difuso con tales caracteristicas.
Sean b, ¢ € F definidos mediante

a1 sizelnyl
b (2) {0 sizeR\ [y,

)1 size|ns],
Mc(z)_{ 0 sizeR\]|rs].

Notese que la funcién de pertenencia de a se puede expresar como una combi-
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nacién convexa de las funciones de pertenencia de b y ¢, esto es,

pa(2) = lpp(2) + (1 = Dpe(2)

para cada z € R. Esto es facil de ver si se observa la Figura 4.7, donde se pueden

combinar las funciones de pertenencia de b y ¢ para obtener a.

(%)

1
z

x Yy

pe(2)

1
z

r S
Figura 4.7.
En consecuencia,
H(aoup)(F)(2) = Wpoup) ) (2) + (1 = Diteoug)(F) (2) (4.5)

para cada F € 2V y cada z € R.

Ademads, como se ha supuesto que z < r<s<yys—r <y —x, entonces
core(b) N core(c) = core(c) = [r, s] # 0.

Por ello,
core((b®ug) (F))Ncore((c®ug) (F)) # 0 (4.6)
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Paso 3.

para cada F € 2V,

Dado (4.5) y ya que se cumple la condicién (4.6), se puede aplicar el axioma de
comonotonia. De esta propiedad, junto con el resultado del paso previo (4.1), se

tiene que

TP (qOup) = W P(boug) + (1 — DT (c®up)
= 137 (b O up) + (1 — )7 (c © ugp)
cI)crisp(a 0] UE)

de donde se concluye (4.4).

Sea E € 2V \ {0} y sea a € F tal que {uq(2) : 2 € R} es un conjunto finito. El

objetivo en este paso es probar que
TP (g O ug) = PP (4 © ug). (4.7)

Con este fin, se expresara el nimero a como suma de multiples nimeros difusos
como los considerados en el paso previo.
Estd claro que existen ly,...,l,—1 € (0,1) conly < ... <lp—1 <1y x1,...,Tn,

Yl,--syn ERconzy < ... <2y < yn < ... < y1 tal que

1 siz€ [xn,ynl,
ta(z) =< b siz € [z, y] \ [Tit1, visl,
0 sizeR\[z1,y1]

Para ilustrar este tipo de nimeros difusos, se ha tomado n = 4 y se ha represen-
tado en la Figura 4.8 una funcién de pertenencia con las propiedades descritas

anteriormente.

Iy — —

L — —

Tl T2 xr3 T4 Ya Yz Y2 Al

Figura 4.8.
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:ubz‘(z)
®
l;
z
Tj — Tit+1 Yi — Yi+1
Figura 4.9.
Sean by, ..., b, € F definidos por
1 sizée|xn,ynl,
PGS B
0 siz€RN\ [xn,ynl,
1 ifz=0,
p; (2) = li stz €[z —2iv1,y — yir1] \ {0},

0 sizéeR\[x—Tit1,Yi — Yit1],

para¢=1,...,n — 1. Se puede verificar facilmente que

a = ébz
i=1

Por tanto,
n
a®ug :@biQUE-
i=1
Por el axioma de aditividad y los resultados de los pasos previos (4.4) y (4.1),

se tiene

n
\chrz’sp(a ® UE) — \Pcrisp (@ b; ® UE)
=1
n .
~ et
=1
n .
B ST
=1
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Paso 4.

Paso 5.

o (o)

=1
_ (I)cm'sp(a ® UE)a

de donde se sigue (4.7).

Sea £ € 2V \ {0} y sea a € FF. El objetivo en este paso es probar que
TP (g O up) = PP (a O up). (4.8)

Una vez que se ha probado (4.7) en el paso previo, se puede suponer que
{1a(2) : z € R} no es finito. Por la propiedad de continuidad y el resultado de
(4.7), para probar (4.8) es suficiente probar que hay juegos de la forma b ® ug,
donde {uy(2) : z € R} es finito y arbitrariamente cercano del juego a ® ug. Pero
esto se sigue del Teorema 2.1, donde se probd que los nimeros difusos con una

cantidad finita de niveles son densos.

Sea £ € 2V \ {0} y sea a € FF. El objetivo en este paso es probar que
TP (0 & 6) = BT (0 © b)), (4.9)

Para ello se expresard un vector cualquiera de la base {0 : E € 2V \ {#}} como
combinacién lineal de vectores de la base {u g Ec2V\ {(7)}} A partir de esa
relacion, se derivard una expresion que permita expresar los juegos de la forma
a ® dg en términos de los juegos de considerados en el paso 4. Empleando tal

relacién y el resultado (4.8), se concluird (4.9).

De (1.4) y (1.5) se tiene

Sp = Z (=D)IFI=1ELy .

{Fe2N\{0}:ECF}

Si en esta expresion se suma en ambos lados } ¢ peon (g). pc py UF, Se obtiene

0 + Z Uup = Z 2up.

{Fe2N\{p}: ECF} {Fe2N\{p}: ECF,|F|—|E|c2Z}

Dado que lo anterior es una expresién vectorial, se puede escribir en términos

de cada componente de los vectores, esto es,

op(H) + > up(H) = > 2up(H),

{Fe2N\{0}:ECF} {Fe2N\{0}:ECF,|F|-|E|e2Z}
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para cada H C N. Multiplicando por a y aplicando la propiedad (iii) de la

Proposicion 2.3 se tiene

(a©dp) (H) & D (a©ur)(H)
{FeaN\{0}:BCF)

- D (20 0) @ ur)(H),

{Fe2N\{0}:ECF,|F|—|E|c2Z}

para cada H C N. Por tanto,

(a®dp) @ @ (a®up)

{Fe2N\{0}:ECF}

= &y (20 a) ©up).

{Fe2N\{0}: ECF,|F|-|E|€2Z}

De esta expresion, y por la propiedad de aditividad, se tiene que

‘Ilti:risp (CL o 5E) + Z \ijrisp (a ® UF)
{Fe2N\{0}:ECF}
= . V(20 a) ©up),  (4.10)
{Fe2N\{0}:ECF\|F|—|E|€2Z}
y
(b;:riSp (a 0 5E) + Z (I)Zgrisp (CL ® UF)
{Fe2N\{0}: ECF}
— S DTP((2@a) ©up), (4.11)

{FE2N\{0}:ECF,|F|—|E|€2Z}

para todo ¢ € N. Despejando en las ecuaciones (4.10) y (4.11), se obtiene

\le‘sp (a ® 5E) _ Z \I/Zgrisp((2 ® a) ® UF)
{Fe2N\{0}: ECF,|F|—|E|€2Z}
- > TP (0 O up), (4.12)

{Fe2V\{0}:ECF}
y

O (a0 dp) = > 7P ((20 a) © ur)
{Fe2N\{0}:ECF|F|-|E|e2Z}
- > O (4,0 up), (4.13)

{Fe2N\{0}:ECF}
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para todo i € N.
De (4.12) y (4.13) y del resultado del paso anterior (4.8), se tiene

TP (40 6p) = > U260 a) O up)
{Fe2N\{0}: ECF,|F|-|E|€2Z}

Y U o)

{Fe2N\{0}:ECF}

= > O P (20 a) © up)
{Fe2N\{0}:ECF,|F|-|E|e2Z}

Y (o)

{Fe2N\{p}:ECF}
= 7P (a6 dp),

de donde se concluye (4.9).

Paso 6. El objetivo en este paso es probar que
\I]crisp(v) _ (I)crisp(v) (414)
para cada v € FGN.
Sea v € FGV. Obsérvese que

v= @ @B o).

Ee€2N\{0}

Por la propiedad de aditividad y el resultado de (4.9), se tiene que

\chrz’sp(v) — \chrisp @ (’U(E) 0 5E)
Ee2N\{0}

= 3 v (u(B) 0 6p)

Ee2N\{0}

= Y U (u(E) @ k)

Ee2N\{0}

—  porisp @ (U(E) ® 5E)

Ee2N\{0}
— (I)cris;l)(v)7

lo que concluye la demostracién, ya que se ha probado que para todo v € FGVY
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se cumple (4.14).

O]

Los axiomas de eficiencia para el beneficio total simétrico, igual tratamiento, jugador
nulo y aditividad forman la axiomatizacion clasica del valor de Shapley cuando se aplican
solo sobre la familia de juegos cooperativos con funcién caracteristica real. La propiedad de
continuidad, pese a ser un axioma técnico, es una condicién normal para extender funciones
discretas al caso continuo como mostré J. P. Aubin [7]. El axioma de comonotonia, como ya
se ha dicho, se puede entender como una aditividad para los distintos niveles de adecuacion.
A pesar de ello, este axioma es independiente del resto. Para mostrar esto se empleard
un indice de clasificacién de nimeros difusos denominado media de los mdzimos [44]. Sea
M : F — R definido como M(a) = # para cada a € F. Para cada v € FG", se define

vy € G como vy = Mo v. Sea
AP (p) = ¢ ()

para cada v € FGV. Es fcil comprobar que AP satisface 1—eficiencia para el beneficio
simétrico, igual tratamiento, jugador nulo, aditividad, amalgama, continuidad, pero no

satisface comonotonia.

4.2. FEl valor real de Banzhaf

En esta seccién se propone una nueva regla de asignacién real para juegos con funcién
caracteristica difusa. Para definir un valor con buenas propiedades, se emplearda de nuevo
el indice de clasificacién de Yager introducido en la Definicién 2.4. A continuacién, se

define este nuevo valor real basado en el valor de Banzhaf.

Definicion 4.2. El valor real de Banzhaf para juegos cooperativos con funcién ca-

racteristica difusa se define mediante
B (v) = B; (vy)

para cada conjunto finito y no vacio N, v € FGN e i e N.

Observacién 4.2. Es posible introducir el valor real de Banzhaf a partir del valor clésico

de Banzhaf. De las propiedades (iii), (iv) y (v) de la Proposicién 2.7 y de las definiciones
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de Bf"#2Y y BP_ se sigue que

(2

Bm;sp(v) —v (Blfuzzy(v))

para cada conjunto finito y no vacio N, v € FGN ei e N.

A continuacién, se presenta un ejemplo del valor real de Banzhaf propuesto en la
Definicion 4.2.

Ejemplo 4.4. Una empresa anuncia sus productos en tres sitios web a, b, c. Los gerentes
quieren mantener esta publicidad, pero su objetivo es reasignar los montos gastados en
estos sitios web, de acuerdo con la efectividad de la publicidad de la empresa en cada uno
de ellos. Para ello, se propone calcular un indice cuantificando el interés de cada web para
la empresa. Sea N = {a,b,c}. Supéngase que se sabe, para cada cliente que compré un
producto de la empresa, qué sitios web visité (dentro de N). La siguiente tabla muestra
estos datos, donde s(F) es el nimero de compradores que visitaron los sitios web en E
(todos y solo ellos) antes de la compra. Por ejemplo, s({a,b}) significa el nimero de
compradores que visitaron ambos sitios, a y b, antes de la compra. Tenga en cuenta que

no sabemos si compraron como resultado de su visita a a, b o ambas.

{a} {0} {cf {ab} {a,c} {bc} N
s(E) 250 150 50 50 100 150 250

Esta situacién puede ser representada mediante un juego cooperativo (IV,v) con fun-
cién caracteristica difusa. Para cada coalicién E, v(E) es el nimero de compradores para
cuya compra fue esencial visitar todos los sitios web en E. Observe que los compradores
que visitaron solo los sitios web en E se encuentran entre ellos, > pcp s(F) < v(E). Pero
también algunos clientes contabilizados por s(F), con FNE # )y F iE # () podran haber
comprado en base a su visita a sitios web en E exclusivamente. Por tanto, no conocemos
v(FE) con exactitud, pero podemos considerar una descripciéon mediante nimeros difusos

de la siguiente manera.

650 =2 950 < & < 650,
Hy({a}) (JJ) = 400

0 en otro caso,

600 =2 150 < 2 < 600,
[o(fo}) (T) = 450

0 en otro caso,
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Hy(S) (.1‘)

T
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.10.

si 50 < x < 450,

0 en otro caso,

si 450 < = < 950,

0 en otro caso,

si 400 < x < 850,

0 en otro caso,

si 350 < x < 750,
0 en otro caso,
v(N) = 1000.

A partir de ello, se obtiene el juego vy usando el indice de Yager.

vy ({a}) = 350,
vy ({b}) = 2375,
vy ({¢}) = 150,
vy ({a,b}) = 575,
vy ({a,c}) = 512,5,
vy ({b, ¢}) = 450,

vy (N) = 1000.
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Y finalmente, se calcula el valor de Banzhaf del juego vy,

. 625 475
BT () = B (vy) = (400’ R 2> |

A

A continuacién, se propone una axiomatizacién del valor real de Banzhaf para jue-
gos cooperativos con funcidn caracteristica difusa. Esta caracterizacion estd basada en la
axiomatizacién del valor real de Shapley introducido en la seccién anterior, donde la pro-
piedad de eficiencia para el beneficio total simétrico es sustituida por dos nuevos axiomas:
1—eficiencia para el beneficio total simétrico y amalgama.

Primeramente, se mostrard que el valor real de Banzhaf verifica las propiedades de
igual tratamiento, jugador nulo, aditividad, continuidad y comonotonia, que han sido

presentadas en la caracterizaciéon del valor real de Shapley.

Proposicién 4.7. El valor real de Banzhaf B7*P satisface la propiedad de igual trata-

miento.

Demostracion. Sea v € FGY y sean i,j € N tales que v(E U {i}) = v(E U {j}) para cada
E C N\ {i,j}. Ya que B/***¥ satisface la propiedad de igual tratamiento, B/"**¥(v) =

Bf"zzy(v), entonces,
B;:rzsp(v) -Y (B{uzzy(v)) v <B;‘uzzy(v)) _ B;rzsp(v>.

O

Proposicién 4.8. El valor real de Banzhaf BP satisface la propiedad de jugador nulo.

Demostracion. Sea v € FGY y sea i € N tal que v (EN{i}) = v(E) para cada E € 2V,
Ya que B"#*Y gatisface la propiedad de jugador nulo, entonces Blf “*#¥(v) es un ntimero
difuso 0—simétrico. Por tanto, ya que por la propiedad (ii) de la Proposicién 2.7 se sabe
que el indice de Yager de un nimero 0—simétrico es cero, entonces

B P (y) = Y (B{ Wy(v)) ~0.

2

Proposicién 4.9. El valor real de Banzhaf B*P satisface la propiedad de aditividad.
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Demostracion. Sean v,w € FGV, E € 2V y i € N. Se tiene que

(2

B (v pw) = Y (B{ U (4 @ w))

-y (B{ w2y () @ BI U (w))

— v (B{W-y (U)) by (B{ U (1) )
= B () + BT (w),

(2

donde se ha usado la aditividad de Bif “**Y v la propiedad (v) de la Proposicién 2.7. [

Proposicién 4.10. El valor real de Banzhaf BY**P satisface la propiedad de continuidad.

Demostracién. El valor de Banzhaf en GV es un operador lineal de R2"M%} en RY. Esto
implica que 8 : GN — R es continuo. Por otro lado, se sabe que el indice de Yager es
una funcién continua sobre F por el Teorema 2.2. Por tanto, ya que B = 3 oY, y dado
que la composicién de funciones conserva la continuidad, entonces se sigue que BP es

continua. OJ

Proposicién 4.11. El valor real de Banzhaf B*P satisface la propiedad de comonotonia.

Demostracion. Sean v, w € FGV tales que core(v(E))Ncore(w(E)) # () para cada E € 2V.
Sea a € (0,1). Se define h € FGV mediante

pne) () = apy gy () + (1 — a)pyE (T)

para cada E € 2V y cada € R. Dado que se verifican las condiciones del Teorema 2.3

entonces se sigue que
hy(E) = avy(E) + (1 — a)wy(E)

para cada E € 2V, De ello se sigue que
hy = avy + (1 — a)wy.
De este resultado, junto con la propiedad de linealidad de (3, se tiene que
B(hy)=aB(vy)+ (1 —a)B(wy),

lo que implica
ch'sp(h> _ chrisp(v) + (1 o Oé)BCTiSp(w),
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y completa la demostracién. O

El valor real de Banzhaf para juegos cooperativos con funcién caracteristica difusa
verifica dos propiedades adicionales que se presentan a continuacién, y que son una exten-
sién de las propiedades de la axiomatizacion del valor clasico de Banzhaf introducida en

el Capitulo 1.

1—eficiencia para el beneficio simétrico. Sea v € FGV con N = {i}. Si v({i}) es
un numero difuso simétrico, es decir, existe un p € R tal que v({i}) © p es 0—simétrico,
entonces

\I]t;risp (’U) = p.

(2

Este axioma es una adaptacién del axioma cldsico de 1—eficiencia para juegos con

pagos difusos. Se puede comprobar facilmente que si v({i}) € R, entonces

P (v) = v({i})
como indica el axioma clasico.

Proposicién 4.12. El valor real de Banzhaf BP satisface la propiedad de 1—eficiencia

para el beneficio simétrico.

Demostracién. Seav € FGU y v({i}) un nimero difuso simétrico. Ya que B/%*?¥ satisface
la propiedad de 1—eficiencia, B{uzzy(v) = v ({i}) entonces, Bfﬂsz’(v) =Y (Bzfuzzy(v)) Sea
p € R tal que v({i}) © p es un ndmero difuso 0—simétrico. Dado que v(N) es un nimero
simétrico, el punto medio de cada corte a nivel ¢, para cada t € [0,1], es el mismo e igual

a p, esto es,

IUIEICL o

para cada t € [0,1].

Se tiene que

B "P(v) = Y (v({i}))
1 Y\ — .
/ o{ihr +odiy
0 2

Amalgama. Sea v € FGV. Dados dos jugados i,j € N con i # j, entonces

WP () = WP (o) TP (0).
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El anterior axioma establece que, en un juego con expectativas imprecisas, la regla de

asignacién que satisface esta propiedad es inmune a las fusiones no reales de jugadores.

Proposicién 4.13. El valor real de Banzhaf B™*P satisface la propiedad de amalgama.

Demostracion. Seav € FGN ei,j € N con i # j. Ya que B/"**Y gatisface la propiedad de
amalgama, entonces existe un nimero 0—simétrico d tal que

Blfuzzy(v) @ B{uzzy(v) _ Bgtzzy (,Uij) D d.

Aplicando la funcién Y en ambos lados, se tiene
fuzz fuzz _ fuzz ij
Y (Bi ¥(v) @ B y(v)) —Y (BE Y (v @ d) .
Y por la aditividad de la funcién Y (propiedad (v) de la Proposicién 2.7), se obtiene
fuzz fuzz _ fuzz ij
Y (Bi y(v)) +Y (Bj y(v)) —Y (BE Y (v J)) :

ya que Y (d) = 0 por ser d un nimero 0—simétrico (propiedad (ii) de la Proposicién 2.7).
Por tanto, se concluye que

B (v) + B () = BLP ()

O

El siguiente resultado establece que el valor real de Banzhaf para juegos cooperativos
con funcién caracteristica difusa es la tunica una regla de asignacion real satisface los

axiomas introducidos anteriormente.

Teorema 4.2. Si una regla de asignacion real WP para juegos con funcion caracteristica
difusa satisface las propiedades de 1—eficiencia para el beneficio simétrico, igual tratamien-
to, jugador nulo, aditividad, amalgama, continuidad y comonotonia, entonces ese valor es

igual al valor real de Banzhaf para juegos cooperativos con funcion caracteristica difusa.

Demostracion. Supéngase que WP satisface las propiedades mencionadas en el teorema.
El objetivo es probar que UsP = B*P La demostracién se realizard en varios pasos. En
cada paso se probars que WP (v) = B*P(v) para cada v en una cierta clase de juegos.
La demostracién es similar a la del Teorema 4.1. En los cuatro primeros pasos se probara
para juegos de la forma a ® ug, donde se iran considerando distintos tipos de nimeros

difusos a. El paso 5 emplea la relacién entre 6 y ug para probarlo en juegos de la forma
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a ® dp. Y por ultimo, en el paso 6 se emplearan los resultados de los pasos previos para
probarlo para cualquier juego cooperativo con funcién caracteristica difusa. La principal
diferencia entre la demostracion de este teorema y la del Teorema 4.1 radica en el paso 1.
Dado que no se dispone de la propiedad de eficiencia para el beneficio total simétrico, se
tendran que emplear los axiomas de 1—eficiencia para el beneficio simétrico y amalgama
para probar el resultado por induccién. El primero de estos axiomas permitira iniciar el

proceso inductivo.

Paso 1. Sea E € 2V \ {()} y sea a € F tal que |{(2) : 2 € R}| = 2. El objetivo en este

paso es probar que
TP (g @ ug) = B (a © up). (4.15)

Se probard (4.15) por induccién sobre |N]|.
CASO BASE. |N| = 1.

Se tiene que £ = N. Sea N = {i}. Ya que |[{{1q(2) : 2 € R}| = 2, existen z,y € R

con r < y tales que

a2 =10 G e R [y

{ 1 sizelz,yl,

Notese que a es un intervalo y, por tanto, un nimero difuso simétrico. Al ser

mQﬂ el punto medio del intervalo, el nimero a & mQﬂ serd un numero difuso
0—simétrico. Por la propiedad de 1—eficiencia para el beneficio simétrico, se
tiene que U™ (a ® ugy) = ZX¥. De lo que se concluye que TP (¢ ® ugy) =

Berisp (a ® U{i}).

PASO INDUCTIVO. Sea N un conjunto finito con |[N| > 1y sea E € 2V \ {0}.
Se toma un ¢ € E. Ya que |N| > 1, se puede tomar un j € N \ {i}. Se pueden

distinguir dos casos:

= j € E. Por la propiedad de amalgama, se sigue que
\Iqumsp (a ®up) + ‘IJ;TZSP (a®ug) = \I,%zsp <a ® u(E\{i,j})u{Tj}) . (4.16)
Por otro lado, por la propiedad de igual tratamiento, se tiene que

TP (a O up) = U7 (a @ ug) . (4.17)
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De (4.16) y (4.17), se sigue

. 1 .
crisp _ Crisp
v, (a@ug) = 3V (CL © u(E\{i,j})U{Tj}) . (4.18)

De manera similar, se puede ver que
. 1. .
B (a®up) = 3BT (4 ® ugp (i) (4.19)
Por la hipdtesis de induccién, se tiene que
crisp o __ perisp _
v (a ® “(E\{z’,j})U{ij}) =B (a © u(E\{i,j})U{ij}) : (4.20)
Por tanto, de (4.21), (4.19) y (4.20), se tiene que

VP (g O ug) = BIP (0 © ug) . (4.21)

» j € N\ E. Por la propiedad de amalgama, se sigue que
\I/ngsp (a®ug) + \I/;TZSP (a ®ug) = \I;%lsp (a ® u(E\{i,j})U{Tj}) . (4.22)
Por otro lado, por la propiedad de jugador nulo, se tiene que
U (a ©up) = 0. (4.23)
(4.22) y (4.23) implican que
\IlzgrzSp (CL ® UE) _ \P%lsp (a ® U(E\{z,]})u{ﬂ}) . (424)
De manera similar, se puede ver que
B;rlsp (CL ® uE) — %ZSP (CL ® u(E\{z,]})U{E}) . (425)
Por la hipdtesis de induccién, se tiene que
crisp o _ perisp -
i (“ © “(E\{m})u{z’j}) =By (a © u(E\{i,j})U{ij}) : (4.26)
De (4.24), (4.25) y (4.26), se tiene que

TP (g ®ug) = BYP (a0 ug) .

(2 K3
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Por tanto, se concluye que

TP (g ®ug) = B (a0 ug) . (4.27)

7 (2
para cada i € E.

Ademis, por la propiedad de jugador nulo se tiene que

T (0 ©up) = B (a © up) . (4.28)

3 K3

para cada i € N \ E. De (4.27) y (4.28), se concluye que

\I,crisp(a ® UE) — Bcrisp(a ® UE)

Paso 2. Sea E € 2V \ {0} y sea a € F tal que |{11a(2) : 2 € R}| = 3. El objetivo en este
paso es probar que

TP (q @ ug) = B (0 O up). (4.29)

Esté claro que existeun ! € (0,1) y z,y,r,s ERconz < r < s<yys—r <y—=x
tales que

1 size€|rs],
pa(z) =14 1 sizelzy\][rs],
0 sizeR\|[z,vyl.

Sean b, ¢ € F definidas por

o 1 sizéex,y,
po(2) { 0 sizG]R\[l’ny

{ 1 sizel(rs],

0 sizeR\](rs.

Se puede observar que

ta(2) = lp(2) + (1 = Dpe(z)

para cada z € R. En consecuencia,

aoup)(F)(2) = Weoug)(F)(2) + (1 = 1) peoug)F)(2)
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Paso 3.

para cada F € 2V y cada z € R. Ademds,
core((b®ug) (F)) Ncore((c®ug) (F)) #0

para cada F € 2V, Por el axioma de comonotonia y el resultado del paso previo

(4.15) se tiene que

TP (g Oug) = 10T P(bOug) + (1 — )T (cOup)
= IB*P(b© up) + (1= )BT*(c O up)
Bcrisp(a 0] UE)

Sea E € 2V \ {0} y sea a € F tal que {uq(2) : 2 € R} es un conjunto finito. El

objetivo en este paso es probar que

TP (g © up) = B (4 © ug). (4.30)
Estd claro que existen ly,...,l,—1 € (0,1) con [y < ... <lp—1 <1y x1,...,2p,
Yl,--sYyn ERconzy < ... <z < yp < ... <y tal que

1 if z € [xn, Yn),
pa(z) = ¢ L if 2 € [z, 4] \ [@ig1, yita],
0 isz]R\[:cl,yl].

Sean b1, ...,b, € F definidos por

1 if z € [xn, Yn),
b, (2) = .
0 if z€ R\ [z, ynl,

1 ifz=0,
o, (2) = b if 2z € [ — 201,y — yia] \ {0},
0 if ze€R\ [z, — i1,V — Yit1],

parai=1,...,n — 2. Es facil de verificar que

a = ébz
1=1

Por tanto,

n
a@uE:@biCDuE.
=1
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Por la propiedad de aditividad y los resultados de los pasos previos (4.29) y
(4.15), se tiene

n
\I,crisp(a o UE) —  erisp (@ b; ® UE)
=1
n

= U (5 © up)
=1

— Z Bcrisp (bz o UE‘)
=1

_ Bcrisp (é bz ® UE)

=1
— BTP(q0 up).

Paso 4. Sea E € 2V \ {0} y sea a € F. El objetivo en este paso es probar que
\I’msl’(a Qug) = BCMSP(a Oug). (4.31)

Una vez que se ha probado (4.30) en el paso previo, se puede suponer que
{1a(z) : z € R} no es finito. Por la propiedad de continuidad y el resultado de
(4.30), para probar (4.31) es suficiente probar que hay juegos de la forma bOug,
donde {up(2) : z € R} es finito y arbitrariamente cercano del juego a ® ug. Lo
anterior se sigue del Teorema 2.1, donde se probd que los niimeros difusos con

una cantidad finita de niveles son densos.

Paso 5. Sea I € 2V \ {0} y sea a € F. El objetivo en este paso es probar que
VP (0 0p) = B*P(a © ). (4.32)
De (1.4) y (1.5) se tiene

p= S (B,

{Fe2N\{0}:ECF}

de donde

dp + Z up = Z 2up,

{Fe2N\{0}: ECF} {Fe2N\{0}: ECF,|F|—|E|e2Z}
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esto es,

Sp(H) + > up(H) = > 2up(H),

{Fe2N\{p}:ECF} {Fe2N\{0}: ECF,|F|—|E|e2Z}

para cada H C N. Multiplicando por a y aplicando la propiedad (iii) de la

Proposicion 2.3 se tiene

(a©dp)(H) © @D  (oup)(H)
{Fe2N\{0}:ECF}

— &y (20 a)©ur)(H),

{FE2N\{0}: ECF,|F|—|E|€2Z}

para cada H C N. Por tanto,

(a®dép) @ @ (a®ur)

{Fe2N\{0}:ECF}

- D (20 a) ©ur),

{Fe2N\{0}:ECF||F|-|E|€2Z}

lo que, por la propiedad de aditividad, lleva a

\IifriSp (a®dp) + Z \I’f”s” (a® up)
{Fe2N\{p}:ECF}
- ) UP(2@a) Oup),  (4.33)
{Fe2N\{0}:ECF,|F|—|E|c2Z}
y
Bzmsp (a®dp) + Z Bzmsp (a®up)
{Fe2N\{0}:ECF}
- > B*P((20a) Oup), (4.34)

{Fe2N\{0}:ECF,|F|~|E|c2Z}

para todo i € N. Del resultado del paso anterior (4.31) y de (4.33) y (4.34), se
concluye que (4.32).

Paso 6. El objetivo en este paso es probar que
lIIC”Sp(fU) — ch’sp(,u)

para cada v € FGN.
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Sea v € FGV. Obsérvese que

v= P ©E) k).

Ee2N\{0}

Por la propiedad de aditividad y el resultado del paso previo (4.32), se tiene que

\IIC”SP(U) _ \I/cm'sp @ (’U(E) o 5E)
Ee2N\{0}

= Y WP (u(E) © dp)

Ec2N\{0}

= Y BT (u(E)®dp)

Ee2N\{0}

— perisp @ (’U(E) ® 6E)

Ee2N\{0}
— Bcrisp (U) ’

lo que concluye la demostracién.

O

Los cinco primeros axiomas mencionados en el teorema anterior constituyen la axio-
matizacién del valor clasico de Banzhaf que se introdujo en el Capitulo 1 cuando se aplican
sobre GV. La propiedad de continuidad, como ya se ha indicado, es una condicién natural
y necesaria cuando se pretende extender funciones discretas al caso continuo. Por otro la-
do, aunque se tenga el axioma de aditividad, también se necesita el de comonotonia. Para
mostrar esto se empleara de nuevo el indice de clasiﬁcacii’)n M : F — R que se introdujo

ay +af

en la seccién anterior y que se definié como M(a) = =5—* para cada a € F. Sea

Dcm'sp(v) — B (UM)

para cada v € FGV. Es ficil comprobar que D" satisface 1—eficiencia para el beneficio
simétrico, igual tratamiento, jugador nulo, aditividad, amalgama, continuidad, pero no

satisface comonotonia.
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Capitulo 5

Aplicacién: problemas de

aeropuerto con costes difusos

En este capitulo se explora una aplicacién de los juegos cooperativos para problemas de
reparto de costes. En muchas situaciones, la cooperacién en un proyecto comun genera
costes que deben distribuirse entre los participantes. Este es el caso de los problemas de
aeropuerto. Se proponen problemas de aeropuerto en los que solo hay unas expectativas
inexactas sobre los costes parciales. Para modelar esta imprecision, se utilizdn ndmeros
difusos y aritmética difusa. Se propone una regla de asignacion de costes real para proble-
mas de aeropuerto con costes difusos. Ademads, se proporciona una caracterizacion basada

en propiedades razonables para esta regla de asignacién.

5.1. Problemas de aeropuerto

Los problemas de aeropuerto son problemas de asignacion de costes en los que se debe
decidir como distribuir los costes de operacién de una pista entre los diferentes tipos de
aviones que la utilizan. En tales problemas, se entiende por coste de operacién un aterrizaje
o un despegue. Estos problemas surgen de los trabajos de M. J. Baker [9] y G. F. Thompson
[77] sobre el establecimiento de tasas de aterrizaje en aeropuerto para diferentes tipos de

aviones.

Definicién 5.1. Sea N = {1,...,n} un conjunto finito de agentes. Un problema de

aeropuerto sobre N se define por un vector de costes ¢ = (¢;);cy € RY donde

1. ¢; e Ry paracadai € N.

2. ¢; > ¢ para cada i,7 € N con i > j.
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El vector ¢ recopila los costes asociados a cada agente en N, es decir, cada ¢; repre-
senta el coste individual del agente ¢. Los problemas de aeropuerto representan entonces
situaciones en las que se lleva a cabo un proyecto comun y se reparten los costes teniendo
en cuenta los costes de proyectos parciales. El coste de cada agente se asume como el ma-
yor coste parcial que enfrenta. El conjunto de problemas de aeropuerto se denotard APY.

Nétese que APV se define con un subconjunto del ortante no negativo de R,

Una regla de asignacién de costes en APY es una aplicacién ¢ : APY — RN que

determina una asignacién eficiente, es decir,

Z %(C) = Cn

i€EN

donde 9;(c) se entiende como la parte del coste ¢, a pagar por el agente i € N. M. J.
Baker [9] y G. F. Thompson [77] introdujeron la regla secuencial, que fue estudiada para
problemas de aeropuerto en S. C. Littlechild y G. Owen [47] como la regla de llegada
aleatoria. La regla de llegada aleatoria ¢ : APY — RV se define, para cada c € APY e
i1 € N, por
¢i(c) = % Z méax{c; — Eng)z;cj,O},
dcoN

donde ©F es el conjunto de permutaciones de N y <4 es el orden total dado por la
permutacién 6. S. C. Littlechild y G. Owen [47] demostraron que esta regla coincide con
la regla de contribuciones secuenciales iguales, y en particular con la aplicacién del valor
de Shapley a un determinado juego cooperativo. Esta regla de reparto viene dada por

i

0i(c) = kzn’“_‘k’;l (5.1)
=1

donde ¢y = 0. La anterior regla satisface las siguientes propiedades.

Igual tratamiento. Sice APY i,je Ny ¢ = cj, entonces ¢;(c) = ¢;(c).
Agente nulo. Sice APY,ic Ny ¢; =0, entonces ¢;(c) = 0.
Aditividad. Si ¢,¢ € APY, entonces ¢(c+ ') = ¢(c) + ¢(c).

Se pueden encontrar diferentes axiomatizaciones de la regla de llegada aleatoria en P.
Dubey [24], H. Moulin y S. Shenker [57], D. Aadland y V. Kolpin [1] y J. Méarkus et al.
[56].
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5.2. Problemas de aeropuerto con costes difusos y regla de

asignacioén real

Hay situaciones en las que se puede conocer el coste operativo de una pista, pero puede
haber imprecisiéon sobre los costes asociados con las operaciones de aeronaves mas pe-
quenas, es decir, aeronaves que no necesitan usar toda la pista para realizar un aterrizaje
o despegue. Por ejemplo, una aeronave pequena puede emplear una pista de gravilla, lo
cual tiene un coste claramente menor que una reforzada y pavimentada. Si se construye
la pista de pavimentada, evidentemente el coste de la pista de gravilla puede considerarse
parte del coste de la construida. Sin embargo, no es exactamente una obra parcial ya que
en ningin momento se construird dicha pista de gravilla. Por tanto, del coste de ese pro-
yecto considerado parcial se tendra solamente una vaga expectativa, mientras que el coste
de la pista construida sera un valor real. Para modelar estas situaciones, se presentan los

problemas de aeropuerto con costes difusos.

Definicion 5.2. Un problema de aeropuerto con costes difusos se define mediante un

vector de costes ¢ = (¢;);c sobre N = {1,...,n} donde
1. ¢; € F4 para cadai € N\ {n}.
2. ¢;j > ¢j para cada i,j7 € N con i > j.

3. cp € ]R+.

El conjunto de problemas del aeropuerto con costes difusos sobre N se denota FAPY.

Incluso si hay imprecisién en los datos del problema del aeropuerto, es necesario obte-
ner una asignacién precisa del coste de la pista comin. Con este fin, se consideran reglas
de asignacion reales para problemas de aeropuerto con costes difusos.

Una regla de asignacién de costes real en FAPY es una correspondencia WP :
FAPYN = RN que satisface

> TP (e) = e

1EN
Si c e FAPY ei € N, el ntimero real U (¢) es el coste que se asignard al agente
1 € N. Se pretende definir una regla de asignacién con propiedades razonables. Con este
propésito, se emplea, de nuevo, el indice de clasificacion de Yager para ntimeros difusos

presentado en la Definicién 2.4.
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Definicién 5.3. Sea ¢ = (¢;);cn € FAPN . La regla de llegada aleatoria para pro-
blemas de aeropuerto con costes difusos ®P : FAPN — RV se define, para cada
1 € N, por

TP () = ¢ (Y (¢)),

donde Y (c) = (Y(¢;));en € APY.

La regla de llegada aleatoria para problemas de aeropuerto con costes difusos es una
regla de asignacién de costes en FAPY. De la Definicién 2.4 y el hecho de que la regla
clasica (5.1) es eficiente, se obtiene que, para todo ¢ € FAPY,

Z TP (e) = Y(cn) =

1€EN
ya que ¢, es un numero real.

Ejemplo 5.1. Considérese una pista de aterrizaje que es utilizada por 5 diferentes tipos de
aeronaves. El coste de mantenimiento de la pista es 50 unidades monetarias. Dado que hay
aeronaves de diferentes tamanos, algunas necesitan solo parte de la pista de aterrizaje y
otras en cambio la pista entera. Esta situacion puede ser modelizada mediante un problema
de aeropuerto donde los diferentes tipos de aviones son representados por los elementos del
conjunto N = {1,2,3,4,5}. Los costes operativos de cada tramo de la pista solo se pueden
estimar vagamente. Estas estimaciones vienen dadas por nimeros difusos c1, co, ¢3, ¢4, C5,

donde

5 si5< <7,
ey () =4 8—2 si7T<a<8,
0 en otro caso,
215 5i 15 < 2 < 20,
pey(¥) = § EFE 5120 <@ < 23,
0 en otro caso,
2 si 22 < < 25,
(2) 1 si 25 < x < 30,
€Tr) =
fes 32-2 & 30 < x < 32,

)

en otro caso,

1 s139<x<45,
Hey (I‘) =
0 en otro caso,
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1 siax =50,
Hes (x) =
0 en otro caso.

Ho(s) ()

X

) 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 5.1.

La Figura 5.1 representa las funciones de pertenencia de los diferentes costes asociados
con el problema del aeropuerto difuso. Nétese que c5 € Ry. Empleando el indice de Yager

se obtiene 597 39 109
Y(e)=—,—,—,42 :
@= (T3 azm)
La distribucion de costes de acuerdo con la regla de llegada aleatoria para problemas de

aeropuerto con costes difusos es

BT (e) = (Y (¢)) = (27 363 1709 3479 5399>‘

207 80’ 240 7 240’ 240

5.3. Axiomatizacion de la regla de asignacion real

En esta seccidn se presenta una caracterizacién de la regla de asignacién ®“**P. Los tres
primeros axiomas son una extensiéon de las propiedades de la regla de llegada aleatoria
para problemas de aeropuerto con costes reales.

Igual tratamiento. Si c € FAPY,i,j € N y ¢; = c;, entonces \I’frisP(c) = \IljriSP(c).

Proposicién 5.1. La regla de llegada aleatoria ®*P satisface la propiedad de igual tra-

tameento.
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Demostracion. Sea ¢ € FAPYN y sean 4,7 € N tales que ¢; = cj. Ya que ¢ satisface la
propiedad de igual tratamiento, se tiene que ¢; (Y (¢)) = ¢; (Y (¢)), o, equivalentemente,
P (¢) = B (c). O

? J

Agente nulo. Sice FAPY, i€ Ny ¢; =0, entonces \lifTiSp(c) =0.

Proposicién 5.2. La regla de llegada aleatoria ®*P satisface la propiedad de agente

nulo.

Demostracion. Sea ¢ € FAPY y sea i € N tal que ¢; = 0. Est4 claro que Y (¢;) = 0. Ya
que ¢ satisface la propiedad de agente nulo, tenemos que ¢; (Y (¢)) = 0. De ello se sigue
que 7 (¢) = 0. O

Aditividad. Si c,¢ € FAPY, entonces WP (¢ @ ) = WP (¢) 4 Weisp (/).

Proposicién 5.3. La regla de llegada aleatoria ®TP satisface la propiedad de aditividad.

Demostracion. Sean ¢,d € FAPY. De la propiedad (iv) de la Proposicién 2.7, se tiene
que
Y ((cdd)) =Y (e)+Y(c),

para cada i € N. De lo anterior se sigue que
Y(cad)=Y()+Y(). (5.2)
De (5.2), junto con la propiedad de aditividad de ¢, se concluye que

(I)crisp(c@c/) — ¢(Y (C@C/))

(Y(e) +Y ()
(Y(e)+o (Y ()
@crzsp(c) + (I)CMSP(C/).

¢
¢

O]

Continuidad. El valor U°**P es una aplicacién continua usando la distancia del supremo
dso sobre F.

La propiedad de continuidad garantiza pequenos cambios en la asignacién cuando consi-

deramos cambios suficientemente pequenos en los costes.
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Proposicién 5.4. La regla de llegada aleatoria ®P satisface la propiedad de continui-

dad.

Demostracion. La regla de asignacién ¢ : APY — RV es la restriccién de una aplicacién
lineal (ver (5.1)) y, en consecuencia, es continua. Por tanto, esté claro que para probar que
PP es continua, es suficiente con mostrar que la funcién Y : F — R es continua. Por
otro lado, se ha probado en el Teorema 2.2 que el indice de Yager es una funciéon continua
empleando la distancia del supremo do, sobre F. Por tanto, dado que ®“P = ¢ oY, y
sabiendo que la composicién de funciones conserva la continuidad, entonces se sigue que

HSP eg continua. O

Comonotonfa. Sean ¢, € FAPY tales que, para cada i € N, core(c;) N core(c,) # 0.
Sea a € (0,1). Se considera ¢’ € FAPY definido por

o) = iy (1) + (1 — Qe ()
para cada i € N y cada « € R. Entonces,
\I/CMSP(CH) — a\I/crisp(c) + (1 _ CK)‘;[/CMSP(CI).

Supdngase que, para cada coste en un problema de aeropuerto, se tienen dos estimaciones
diferentes, es decir, dos nimeros difusos distintos. Es 16gico asumir que en ese caso los cores
de ambos nimeros tengan interseccién no vacia. Se pueden considerar una combinacién
convexa de los grados de pertenencia de cada numero. De esa forma se obtendria una
nueva estimacién de los costes. La propiedad de comonotonia establece que la asignacion
de la combinacién convexa de las funciones de pertenencia de las estimaciones originales,

debe ser igual a la combinacion convexa de las asignaciones de tales estimaciones.

Proposicién 5.5. La regla de llegada aleatoria ®**P satisface la propiedad de comono-

tonia.

Demostracion. Sean c,c € FAPY tales que, para cada i € N, core(c;) Ncore(c;) # 0. Sea
€ (0,1). Se define ¢’ € FAPY mediante

(@) = i, (2) + (1 = g ()

para cada i € N y cada x € R. Ya que se verifican las condiciones del Teorema 2.3, se
sigue que
Y (¢f) =aY (¢)+ (1 - )Y (¢)
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para cada i € N. De lo anterior se sigue que
Y (") =aY()+(1-a)Y ().

De este resultado, junto con la propiedad de linealidad de la regla de llegada aleatoria

clasica, se tiene que
10) (Y (c")) =ap(Y(e)+(1—a)¢ (Y (c’)) ,
lo que, por definicién, es igual a
FIP () = QBT (¢) 4 (1 — ) DTIP ().

O]

Invarianza. Sean ¢, € FAPY tales que ¢; & ¢, € Fy para cada i € {1,...,n}. Entonces
\chrisp(c) — \I/CMSP(C/).

Este axioma establece que modificaciones de los costes por nimeros difusos 0—simétricos

no afectan al reparto del coste comun.

Proposicién 5.6. La regla de llegada aleatoria ®**P satisface la propiedad de invarianza.

Demostracion. Sean ¢, € FAPN tales que ¢, = c,y ¢ ©c, € Fy para cada i €
{1,...,n—1}. Seai € {1,...,n — 1}. Dado que ¢; © ¢, es un nimero 0—simétrico, por la

propiedad (ii) de la Proposicién 2.7, se sigue que
Y (ciec) =0. (5.3)
Por otro lado, de la propiedad (v) de la Proposicién 2.7, se tiene que
Y (¢0d)=Y(a)-Y(d), (5.4)

para cada ¢ € {1,...,n — 1}. De (5.3) y (5.4) se sigue que Y (¢;) = Y (¢;) para cada

/

i € {1,...,n — 1}. Por otro lado, como ¢, = ¢, se sigue que Y (¢,) = Y (¢,). De lo

anterior, se concluye que Y(c¢) = Y(¢/). Y aplicando el operador ¢, se tiene

Lo anterior, por definicién, es equivalente a

(I)cm'sp(c) — (1)07"1'517(01)7
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lo que concluye la demostracion. O

A continuacién, se tratard de probar que si una regla de asignacién en FAPY satisface las
seis propiedades mencionadas en el teorema previo, entonces este valor es igual a la regla

de llegada aleatoria para problemas de aeropuerto con costes difusos.

Teorema 5.1. Si una regla de asignacion de costes WP en FAPYN satisface las propieda-
des de igual tratamiento, agente nulo, aditividad, continuidad, comonotonia e invarianza,
entonces WP es la regla de llegada aleatoria para problemas de aeropuerto con costes

difusos.

Demostracion. Suponga que la regla de asignacién 0P . FAPN — RV satisface las

propiedades mencionadas en el teorema. El objetivo es probar que
YOS () = HTisP () (5.5)
para cada ¢ € FAPYN. Se probara (5.5) por induccién fuerte sobre
w(c)=HaeFL:3ke N concp=a}\{0,c,}|.

Para el caso base se realizard una demostracion por pasos, similar a la demostracion
del Teorema 4.1. La primera diferencia entre ambas demostraciones radica en el paso
1. Al definir un modelo con ¢, € R, surge la necesidad de hacer la demostracién para
numeros reales. La segunda diferencia estd en el paso 4, donde no se puede emplear la
misma descomposiciéon que se uso en la demostracién de aquel teorema, ya que necesitamos

garantizar que se trate de un problema de aeropuerto.

CAsoO BASE. w(c) € {0,1}.

Supéngase que w (¢) = 0. Estd claro que existe un 7 € Ry y un k € {1,...,n} tales que

0 sil
C; =
r sik

Usando las propiedades de jugador nulo e igual tratamiento, se obtiene

7

<i <k,
< n

VANAN

7

)

; ; 0 i1
(I);:rzsp(c) — \I/;:MSP(C) _ { S? . Z

r
n—kt1 St

NN
V/ANA

n.

Supéngase que w(c) = 1. Existe un a € F4, unr € Ry, un k € {1,...,n — 1} y un
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le{k+1,...,n} tales que
0 sil<i<k,
;=4 a sik<i<l,
r sil<i<n.
Paso 1. Supédngase que a € Ryy. Sea ¢ = (¢}, ¢, ..., c,) tal que
0 sil<i<ek,
C: =
a sik<i<n,
y sea ' = (cf,dj,...,c!) tal que
o 0 sil<ie<l,
r—a sil<i<n
Obsérvese que ¢ = ¢ & ¢’. Por tanto, usando el caso w(c) = 0 y la propiedad de
aditividad, se tiene que
\I,crisp (C) — \chm'sp (C D )
— \I,crisp (C/) + \I]cmsp (C )
_ (I)crisp (Cl) q)crzsp (C )
— q)crisp (CI )
— cI)cr‘isp (C)
Paso 2. Supéngase que a € Fy \Ry [{pq(2) : 2 € R} =2. Sean z,y € Rcon 0 < z < y

tales que
1 sizéelx,yl,
fa(z) = .
0 sizeR\|[z,yl.
Obsérvese que a es un intervalo cuyo centro es x—ﬂ/ La funcién de pertenencia

de un numero difuso con estas caracteristicas ha SldO representado en la Figura
5.2.

Sea ¢ = (c},...,c),) definido por
0 sil<i<k,
c; = %ﬂ’ sik<i<l,
r sil<i<n.
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Se tiene que

0 sil<i<k,
cOc = a@xzﬁ sik<i<l,
0 sil<i<n,
para cada i € {1,...,n}. Como a es un intervalo, y en consecuencia, un nimero

difuso simétrico, entonces a © Lgy es un numero difuso 0—simétrico (como se

muestra en la Figura 5.3). Por tanto, se tiene que ¢; © ¢, € Fy para cada i €

{1,...,n}.

fa(2)
1

Figura 5.2.

Usando la propiedad de invarianza y el resultado del paso 1, se sigue que

\I,crisp(c) — \IJCMSP(C,) — (I)crisp(cl) — (I)crisp(c)‘

T
<
T
<

Figura 5.3.

Paso 3. Supdngase que a € FL \ Ry [{uq(z):2z€ R} = 3. Existe un p € (0,1) y
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z,y,u, v ERcon0 <z <usv<yyv—u<y—z tales que

1 sizé€ [u,v],
MG(Z) = p size [xay} \ [u7v]7
0 sizeR\|[z,yl.

Un funcién de pertenencia con las caracteristicas de la anterior se ha recogido
en la Figura 5.4.

ta(2)
1

p _— _—

x U v oY

Figura 5.4.

Sea a/,a” € F definido mediante

{ 1 sizex,y,

0 sizeR\|[z,yl,

o (2) = { 1 sizeu,vl,

0 sizeR\[u,v].
Obsérvese que
pa(2) = ppiar(2) + (1 = p)par (2)
para cada z € R.

Ademsds, como se ha supuesto que c < u<v<yyv—u<y—x, entonces

core (a') Ncore (a") = core (a") = [u,v] # 0. (5.6)
Sean ¢ = (c},ch, ..., c,) y " = (], ...,c) definidos por
0 sil<i<k,
=< d sik<i<l,
r sil<i<n,
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y
sil<i<k,
c = sk <i<,
r sil<i<n.
De (5.6), se sigue
core (¢;) Ncore () #0 (5.7)

para cada i € {1,...,n}.

Como se verifica (5.7), se puede aplicar la propiedad de comonotonia. De esta

propiedad, junto con el resultado del paso 2, se tiene que

\IICMSP (C) — p\I/crisp (C/) + (1 o p)\pcrisp (c//)
— p(I)cm'sp (C/) + (1 p)(pcrisp (C//)
(I)crisp (C) )

Paso 4. Supdngase que a € FL \ Ry [{q(2) : z € R}| es finito. Estd claro que existen
Ply--sPm—1 € (0,1) conp; < ... <pm-1<1lyxi,...,Tm,Y1,-.-,Ym € R con
0<z; <... <2y, <Y < ... <y tales que

1 siz€ [Tm,Yml,
pa(z) = pi stz € [,y \ [Tiv1, yira],
0 sizeR\[z,ui]

Sean by, ...,b,, € F definidos por

1 size[:t:l,xl—i-ym—xmL
by, (2) = .
0 sizeR\[z1,21 4+ Ym — Tml,

y
1 SiZ:l‘jJrl—ﬂSj,
o, (2) = pi sizel0,zj01 — x5 +y; — yie) \ {zj1 — 25},
0 siz€R\[0,2j41 —xj +yj —yj+1l,
para j =1,...,m — 1. Es sencillo comprobar que
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Sean ¢!, ..., c¢™ € FYN definidos por
0 sil< <k,
=23 bm sik<i<l,
T —Tm + 21+ Ym—y1 SII<i<n,
y
0 sil <<k,
¢l =4 b sik<i<l,
ij+1_xj+yj_yj+1 sil<i<n.
para j =1,...,m — 1. Se tiene que
m
c:@c].
j=1

Por la propiedad de aditividad y por el resultado del paso 4, se tiene que
m
\I/crisp (C) _ \I/crisp @ C]
j=1

— i \chrisp (cj)
j=1

— Z <I>cm‘sp (07)

J=1

m
q)crisp @ C]

1

j=
— (I)crisp (C)

Paso 5. Supdngase que a € F1 \ Ry [{uq(2) : 2 € R}| no es finito. Por la propiedad de
continuidad y el resultado del paso previo, para probar que WP (c) = ®<TiP(¢)
es suficiente con encontrar niumeros difusos b € F4, con |[{u(2) : z € R}| finito,
y arbitrariamente cercanos a a. Pero esto se sigue del Teorema 2.1, donde se

probd que los nimeros difusos con una cantidad finita de niveles son densos.

PASO INDUCTIVO. Sea ¢ = (¢1,¢2,...,¢n) € FAPY tal que w(c) > 2. Sea k = min{i €
{1,....n—=1}:¢; #0} yl=min{i € {k+1,...,n — 1}: ¢; # ¢x}. Sean ¢ = (¢},...,c,),
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d=(dy,...,d,)yd =(dj,...,d)) definidos por

0 sil<i<k,
¢ = (ck)g@ck sik <i<l,
(ck)g sil<i<n.
0 sil<gi<l,
d; = ‘
¢ sil<i<n
J - 0 sil<i<k,
! (cr)g sik<i<n
frey (2)
1
z
(cr)g
Figura 5.5.
Mcg(z)
1 °
z
(cr)o

Figura 5.6.
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Es facil comprobar que ¢, d,d € FAPY. Obsérvese que

0 sil<i<k,
(cdd);= (ck)ar@ck@ck sik <i<l,
(ck)ar@ci sil <i<n,
y
0 sil<e <k,
(dod)i=1q (e)d sik<i<l,
(ck)ar@cl- sil<i<n.

Est4 claro que (¢ @ ¢'); © (d ® d'); € Fy para cada i € {1,...,n}. Ya que @ y perisp

satisfacen la propiedad de invarianza, se tiene que

(I)crisp(c D C/) — (I)cm'sp(d @ d/),
‘IJCMSP(C D C/) — ‘IJCMSp(d D d/),

de donde, por la propiedad de aditividad,

(I)crz‘sp(c) + (bcrisp(cl) — (I)crisp(d) + (I)cm‘sp(d/)’ (5.8)
\I/crisp(c) + \Ilcrisp(cl) _ ‘I/crisp(d) 4 \I,crisp(d/)' (5_9)

Observe que w(c) =1, w(d') =0y w(d) = w(c) — 1. Por la hipétesis de induccidn,

(I)crisp(cl) _ \chm’sp(cl) (510)
(I)crisp(d) — \I/crisp(d) (511)
q)crisp(dl) _ \chrisp(d/) (512)

De (5.8), (5.9), (5.10), (5.11) y (5.12) se concluye que ®%P(c) = WP (¢).

5.4. Algoritmo para el calculo de la regla de asignacion real

con PYTHON

En esta seccién se presenta un programa desarrollado en lenguaje PYTHON que permite el
calculo de la regla de llegada aleatoria para problemas de aeropuerto con costes difusos.
El programa permite introducir un nimero arbitrario de agentes y, para cada agente,
introducir el correspondientes coste difuso. Los costes deben ser ntimeros difusos dentro

del siguiente conjunto: ntimero real, intervalo, niimero triangular o nimero trapezoidal.
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El programa calcula el vector de costes Y(c) y proporciona la regla de llegada aleatoria.

A continuacién se incluye el cédigo para el calculo de tal regla.

def tipo_de_parametro (N,tipo_de_numero,i):
while True:
tipo._c.i = input(f'Ingrese el tipo de numero que tomar c{i+1}: (real [R], \
intervalo [I], triangular[TRI], trapezoidal [TRA]) ')

if tipo_c_i in tipo_de_numero:

x =0
if tipo.c.i == 'R':
while True:
ci = float(input(f'lntroduzca el valor c{i+1} ="M
print("")
x =0
try:

prueba = float(c_i)
except:

print('dato incorrecto')

x =1
if x !'= 1:
break
elif tipo_c.i == "'

while True:

lci = float(input(f'Introduzca el extremo inferior de c{i+l} = '
u.c.i = float(input(f'lntroduzca el extremo superior de c{i+l} ="M
print("™)

c.i=(l_c_i+u_.c_.i)/2
x =0
try:
prueba = float(c.i)
except:

print('dato incorrecto')

x =1
if x 1= 1:
break
elif tipo.c.i == "TRI':

while True:
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elif tipo_c.i ==

al_c_i = float(input(f'Introduzca el primer parametro de c{i+1} ="
a2_c.i = float(input(f'Introduzca el segundo parametro de c{i+1} ="y
a3_c.i = float(input(f'Introduzca el tercer parametro de c{i+1} ="y
print("")

c.i=Cal_c_i+2*a2_c_i+a3_c_.i)/4
x =0
try:

prueba = float(c_i)
except:

print('dato incorrecto')

x =1
if x !'= 1:
break

"TRA":

while True:

else:

bl_c.i = float(input(f'Introduzca el primer parametro de c{i+1}: "
b2_c.i = float(input(f'Introduzca el segundo parametro de c{i+1}: b))
b3_c.i = float(input(f'Introduzca el tercer parametro de c{i+1}: "
b4_c_.i = float(input(f'Introduzca el cuarto parametro de c{i+l}: b))
print("")
c.i=(bl_c_i+b2_c_i+b3_c_i+b4d_c_i)/4
x =0
try:

prueba = float(c_i)
except:

print('dato incorrecto')

x =1
if x 1= 1
break

print('El tipo de numero introducido no es correcto')

x = 2
if x 1= 2:
break

return(c_i)
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while True:
print("")

N = input('Ingrese el numero de aeronaves: ')

z =0
try:
N = int(N)
except:
N = 'dato incorrecto'

print('El dato introducido no es correcto. Introduzca un numero natural.')

z =1

if z == 0 and N>0:

print("")
break
. [ T B | [ |
tipo.de_numero = [ R, I, TRI , TRA']
vector_costes = []
for i in range(N):
c_.i = tipo_de_parametro (3,tipo._de_numero,i)

vector_costes.append(c_i)

print('El vector de costes una vez aplicado el indice de Yager es:')
print(vector_costes)

print("")

rar = []

for i in range(len(vector_costes)):
if i == 0:

rar.append((vector_costes[i])/(N—@G+1)+1))

else:

rar.append(((vector_costes[i]—vector_costes[i—1])/(N—@+1)+1))+rar[i—1])

print("La asignacion de costes es ", rar)
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Conclusiones

El presente trabajo ha tratado de aportar nuevas herramientas al estudio de situaciones
de cooperacién en ambiente de incertidumbre o imprecision. Los modelos cldsicos asumen
que todos los elementos de un juego cooperativo se conocen con exactitud. Sin embargo,
existen muchas situaciones en las que solo se tienen unas expectativas vagas sobre algunos
de los elementos involucrados en el problema de decisién. Para abordar la imprecisién,
en este trabajo se han empleado los juegos cooperativos con funcion caracteristica difusa
introducidos por M. Mares y M. Vlach [55]. Estos modelos emplean nimeros difusos como

medio para abordar tal imprecision.

La literatura que ha utilizado modelos con incertidumbre o imprecision ha propuesto
soluciones que venian dadas por cantidades que también eran inexactas. Por tanto, se ha
asumido que la falta de certidumbre o precisiéon en los datos se debia trasladar también
a la solucién del problema. Sin embargo, no se ha tratado de proponer reglas de asigna-
ciéon que proporcionasen cantidades exactas en tales situaciones. Esta tesis presenta un
planteamiento novedoso en el sentido de que propone métodos para proporcionar valores
reales para juegos cooperativos cuya funcién caracteristica viene determinada por nimeros

difusos.

Para lograr este fin, se han empleado herramientas de defuzzificacion de nimeros
difusos que han permitido dar el paso de lo difuso a lo nitido, esto es, pasar de trabajar
con numeros difusos a tener numeros reales. La herramienta empleada para ello ha sido
un indice de clasificacién de nimeros difusos introducido por R. R. Yager [84]. A través
de este método se ha podido eliminar la imprecisién del problema y asi proporcionar
una solucién dada por numeros reales. Los nimeros difusos constituyen una excelente
herramienta para tratar la imprecisién en problemas de toma de decisiones. Sin embargo,
también han supuesto todo un reto, ya que la aritmética y la topologia con ellos son mucho

mas complejas, lo que ha dificultado enormemente las demostraciones.
En el presente trabajo se han proporcionado reglas de reparto para juegos con funcién
caracteristica difusa que vienen dadas por vectores de niimeros reales y que estan basadas

en los valores cldsicos de Shapley y Banzhaf. Asi, se ha definido el valor real de Shapley y el
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valor real de Banzhaf para estos modelos. Los valores propuestos son una herramienta ttil
para problemas que manejan datos imprecisos pero que buscan aportar un reparto exacto.
En el camino del desarrollo del objetivo principal se ha introducido, siguiendo el camino
marcado por M. Mares [54], un valor difuso de Banzhaf para juegos con pagos difusos. Se ha
obtenido también una caracterizacién para dicho valor, adaptando los axiomas propuestos
por J. M. Gallardo y A. Jiménez-Losada [35] para el valor difuso de Shapley. Para los
valores reales propuestos se han aportado también sendas axiomatizaciones que extienden
los axiomas clasicos de los valores de Shapley y Banzhaf. Las caracterizaciones fueron
combinadas con un grupo de propiedades razonables para juegos cooperativos con funcién

caracteristica difusa.

Ademas, siguiendo la metodologia propuesta, se ha aplicado el valor real de Shapley
propuesto a un problema de reparto de costes. Se han extendido los problemas de aero-
puerto clasicos al caso en el que los costes parciales sean cantidades difusas. En ese sentido,
se han propuesto los problemas de aeropuerto con costes difusos y se ha proporcionado
una regla de asignacién real para ellos. Para esta regla se han presentado un conjunto de
propiedades que han permitido caracterizarla. Ademads, se ha desarrollado un programa
en lenguaje de programacién PYTHON que permite calcular la regla de reparto de costes

para problemas con costes difusos.

Una de las principales limitaciones del método propuesto es la dificultad de trabajar
con juegos con un gran numero de jugadores. Para juegos con muchos jugadores el coste
computacional es grande. Si bien esta limitacién ya la presentan los valores clasicos de
Shapley y Banzhaf, el método propuesto anade el coste computacional del proceso de de-
fuzzificacién de la funcién caracteristica. Otra de las limitaciones que presenta este trabajo
es la dificultad de probar la independencia de los axiomas propuestos. Se ha tratado de
demostrar, sin éxito, que las caracterizaciones dadas estan formadas por axiomas indepen-
dientes. Como ya se ha dicho, la complejidad de la aritmética difusa complica cualquier

demostracion.

Como futura linea de investigacion se encuentra el tratar de proponer caracterizaciones
alternativas para los valores propuestos. Y en esta linea tratar de encontrar caracteriza-
ciones formadas por axiomas independientes. Otra posible linea de estudio es tratar de
emplear otros métodos de defuzzificacién alternativos al indice de Yager, estudiando tam-
bién cémo se comporta la solucién en funcién del método empleado. Se podrian plantear
en el futuro estudios comparativos de diferentes soluciones para una amplia gama de indi-
ces de clasificacion de nimeros difusos. Otro aspecto a tener en cuenta en la eleccion del
indice de clasificacion es el coste computacional que agregue al problema, pues no todos

los indices de clasificacion tienen el mismo coste.
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Con todo, el objetivo fijado al inicio de esta tesis, que consistia en proporcionar reglas
de asignacién reales para juegos cooperativos cuya funcién caracteristica se construya a
partir de datos imprecisos, se ha logrado. Se han propuesto dos valores reales para juegos
cooperativos con funcion caracteristica difusa y se ha dado una axiomatizacion para cada
uno de ellos. Ademas, esta metodologia se ha aplicado a problemas de reparto de costes
y se ha propuesto la regla de llegada aleatoria para problemas de aeropuerto con costes
difusos. En el proceso de construccién de estos valores se ha introducido también un valor
difuso para estos juegos con funcién caracteristica difusa. Finalmente, cabe decir que las
reglas de asignacién propuestas en este trabajo constituyen una excelente herramienta de
analisis, ya que permiten proporcionar una solucién exacta para problemas donde los datos

no se conocen con precision.
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