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RESUMEN 

En el presente trabajo establecemos una nueva aproximaci6n a la soluci6n 
del problema de iocalizaci6n con normas mixtas a trav6s de las direcciones de 
proyecci6n. 

Probamos que el cierre octogonal de los puntos de demanda es una buena 
aproximaci6n para el conjunto de puntos eficientes cuando el problema est~i 
formulado como un problema multiobjetivo con normas mixtas tipo I~. Demos- 
tramos que esta cota es alcanzable, dando condiciones para que ello ocurra, 1o 
que es de gran importancia para el caso de que los patrones de distancia est6n 
distribuidos ai azar. 

Palabras clave: Localizaci6n, Normas Mixtas, Puntos eficientes. 
Clasificaci6n AMS : 90B99. 

SUMMARY 

In this paper we give a new approach to the efficient set for multiobjective 
location problems with mixed norms through projection directions. 

We show that the octogonal hull of the demand points is a good approxi- 
mation for the efficient set when the norms belong to the family of lp norms. 
We also show that this bound may be reached, and give conditions for that. 
This of great interest if distance patrons are randomly distributed. 
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1. I N T R O D U C C I O N  

La mayor  parte de los modelos de localizaci6n de un servicio 
pueden formularse del siguiente modo: 

M i n ~ ( f ( x ) , i =  1,2 .... ,m, 9(x)) s.a. x e X  (1) 

donde X es el conjunto de posibles localizaciones del servicio, f,(.) la 
funci6n que valora la distancia del cliente i al servicio, 9(') una funci6n 
de costo por la ubicaci6n del servicio en x, y q~(.) una funci6n de utilidad 
que nos da una valoraci6n global de la localizaci6n del servicio en x. 

En muchos modelos los clientes se consideran puntos d~, d2, ..., dm de 
R 2 y la distancia medida por funciones norma fi(x) = N,~x  - dl). 

Clfisicamente la funci6n �9 es la funci6n suma, 1o que conduce a 
problemas de la m e d i a n a ,  o bien la funci6n miximo,  1o que nos lleva a 
los problemas del cen t ro ,  con 1o que segfin la forma de la funci6n �9 se 
determina la localizaci6n 6ptima del servicio. No obstante para no 
imponer un criterio a priori, se puede estudiar el problema de modo 
independiente de la funci6n O, estableciendo el problema como un 
problema multiobjetivo, ya que cada cliente i desea el servicio lo mhs 
cerca posible de d ,  y determinando las soluciones eficientes de este 
problema se tendrhn todas las soluciones del problema original bajo 
ciertas condiciones para la funci6n globalizadora. 

Esto hace que el siguiente problema multicriterio sea muy importan- 
t e e n  Teoria de Localizaci6n: 

(P) <<Min>> ( N l ( x  - -  dl) ,  N 2 ( x  - d2) . . . .  , N m ( x  - din)) x ~ X ~ R 2 

Este problema ha sido estudiado en la literatura, donde se han 
establecido propiedades y caracterizaciones de los puntos eficientes, 
Wendell y Hurter  (1973), Hansen y otros (1980), Durier y Michelot 
(1985). Pelegrin y Fernilndez (1988) han dado algoritmos para encontrar  
el conjunto de puntos eficientes para este problema en el caso de ser 
X = R 2, y ser N i = N para todo i, cualquiera que sea la norma N. 

En el caso de normas diferentes en cada punto, el problema se 
presenta mils complejo. Existen en la literatura algunos resultados que 
determinan un q u a s i n ~ c l e o  d~bil  (White, 1982) para (P): un conjunto 
K c •2 tal que, para  todo x e  R 2 existe un cierto y e  K tal que 
N , ( x  - di) >t N i ( y  - di) para todo i. 

En este sentido, es clilsico el resultado (Hansen y otros, 1980) que 
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establece que el cierre oc togona l  es un quasinOcleo d6bil para (P) si 
todas las normas en (P) son I r 

En el presente t rabajo p roponemos  una nueva metodologia  de 
construcci6n de quasin6cleos d6biles para (P). Como  corolario, obtene- 
mos  el c i tado resul tado sobre  el cierre octogonal ,  y es tablecemos 
condiciones para que esta cota del conjunto eficiente sea alcanzable. 

2. R E S U L T A D O S  BASICOS 

Sea v �9  La recta r v = { 2 v : 2 � 9  R} = {(x,y):v2x - v~y = 0} 
divide a R 2 en dos semiplanos F~ = {(x,y):v2x - v l y  >>, 0} y F~- = 
{(x, y ) :  - 0}. 

Por  comodidad,  denotaremos por (v )  a la recta rv, por n,(x) a la 
proyecci6n ortogonal de x sobre (v) ,  y por v • al vector ( v 2 , -  v~). El 
cambio de direcci6n del vector v cambiaria F~ y F~-. 

Definicibn 2.1 

v genera una d i recc i6n  de 

V x � 9  +, V y � 9  

N ( x  - y) >1 N ( n , ( x )  - y) 

p r o y e c c i 6 n  para  la norma  N sii 

y N ( y  - x)  >1 N ( ~ ( y )  - x)). 

Definicibn 2.1 

Sea N una norma en R 2, v � 9  R2\{0}, y x e R  2. 

Por  f~. N y g~. N denotamos las funciones de R § en 1~ + definidas por 
las igualdades 

f~. s(2) = N(rr~(x) + 2v• g~. s(2) = N(lr~(x) --  2v • 

Teorema 1 

v E •2\{0} genera una direcci6n de proyecci6n para la norma N sii 
f~,.N(') es no decreciente V x ~ F~, y g~. N(') es no decreciente V y e F~-. 

D e m o s t r a c i 6 n  

S e a  x e F~ +, 21 y 2 2 � 9  tales que 0 ~< 2t ~< 22 . Entonces  

f ~ , N ( 2 2 )  = N ( n v ( x )  + 22 v• = N ( n v ( x )  + (22  - -  ~.l)V -L - -  ( - - ,~ . lv - l - ) )  t> 

63 



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 6. NOra. 1. 1991 

N(r~vOzv(x)  + (42 - 41)v • - ( - 2 1 v •  = N(rc*2(x) + 21v • = f ~ , s ( 2 0 .  

g~,,N(22) = N(x*2(y) - 22 v'I') = N(rr*2(y) - -  (22 - 21)v  "L - 2 1 v  a') i> 
N(rrv(rc*2(y) - -  (22 - 41)v • - 41v• = N(rcv (y )  - 41v I )  = 9; .N(4 0 �9 

Teorema 2 

Sea N una no rma  en ~2; sean v e [~2\{0}, x e F~ +, y e F~. 

a) f~, ~(.) es no decreciente sii f~. N(2) >/f~,, ~(0) V 2 >i 0. 
.2 .2 4 '2 b) 9r. ~r es no decreciente sii 9r, N( ) >I 9y. N(0) V 2 >I 0. 

Demostraci6n 

La implicaci6n hacia la derecha es obvia tanto  en a) como  en b). 
Para  el reciproco, sean 22 > 41 > 0. De ta convexidad de N y la hip6- 
resis, se deduce que f~. N(21) = N(n*2(x) + 21 v • = N((21/22)(r~*2(x) + 22v l)  + 
((42 -- 41)/42)~Zv(X)) ~< (41/42)N(Tz*2(x) + 42v • + ((42 -- 4~)/42)N(Tz*2(x)) <~ 
N(n*2(x) + 22v • - f~,, N(22). Un razonamiento  an~dogo prueba la impli- 
caci6n para b). �9 

C o m o  consecuencia de los teoremas anteriores, se tiene 

Corolario 1 

Sea N una no rma  en [R 2. v e tR2\{0} genera una direcci6n de pro- 
yecci6n para N sii N(n*2(x) + 2v • >~ N(n*2(x)) V x ~ R 2. 

Corolario 2 

Sea N una no rma  en [R2"v~ ~2\{0} genera una direcci6n de pro- 
yecci6n para N si y s61o si 

N(n*2(z)+ 2v I)>I 1 V z ~ 2  tal que N(rc*2(z))= 1. 

Demostraci6n 

Es inmediata a partir  del corolario 1 y del hecho de que N ~ x ) =  
l~N(x) V/~ ~> 0, V x e 1~ 2. �9 
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Comentario 

E1 hecho de que N(z)  >i 1 u z tal que N(nv(z)) = 1 quiere decir que 
la recta {nv(z)+ ) . v •  R} no corta al interior de la bola unidad 
BN(1) para la norma N. 

Sea A c I~ z un conjunto cerrado y convexo. Definimos la proyecci6n 
ortogonal sobre A como la aplicaci6n nA : ltiZ~ A tal que ha(x)= z e A 
equivale a que IIx - zl12 = min {llx -- w l l E : w ~ A } .  

Teorema 3 

Sea N una norma, D = {d 1,d E ..... dn} c R E, y v una direcci6n de 
proyecci6n para N. Si A es la minima banda de lados paralelos a v 
que contiene a D. Entonces, 

N ( z - d i )  l> N ( n a ( z ) - d i )  V z e R  2, i =  1 ..... n 

Demos trac i6n  

Las desigualdades son triviales si z e A. Por  otra parte, se tiene que 

existen ~.1,).2, 21 ~< 2 2 tales que 

A = { z e R 2 : z e [ # v  + 21v l ,  l a v +  22v • para algfin /~eR}. 

Estudiemos el caso 2 > 22. Es evidente que z -  22v• F~, y que 
di - 22 v• E F~- (u i = 1 ..... n); ademfis, por ser v direcci6n de proyecci6n, 
para i = 1 ..... n, 

N(z  - di) = N((z  - 22 v• - (di - 22v• >/N(n,(z - ).2v • - ( d  i - )~2)v'l')) 

= N(r:v(z - 22 v• + 22 v• - di) = N(na(Z) --  di). 

Razonando an~ilogamente para el caso 2<21,  se tiene el resultado.lll 

En el caso de que la norma N sea poli6drica, podemos caracterizar 
geom&ricamente el conjunto de direcciones de proyecci6n asociadas. 

Definici6n 2.3 

Una norma N en ~" se dice poli6drica si y s61o si su bola unidad 
BN(1 ) = {z" N ( z ) =  I} es un poliedro. 
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Es evidente que si N es poli6drica, entonces cualquier bola es un 
poliedro. 

Definici6n 2.4 

Sea N una poli6drica en E2, y v z ~2\{0}. Se dice que <v> es una 
direcci6n de viaje para  N si y s61o si todos  los puntos  de BN(1)c~ <v) 
son puntos  extremos del poliedro BN(1). 

Teorema 3. (Caracter izaci6n de las direcciones de proyecci6n en 
normas  poli6dricas). 

Sea N una norma  poli6drica en ~2. 
E1 vector no-nulo v genera una direcci6n de proyecci6n sii cumple 

alguna de las dos condiciones siguientes: 

a) (v> es direcci6n de viaje para N, y si N(),v) = 1, entonces N(2v 

+ l~V • >t 1. 

b) <v> es or togonal  a una cara C de Bu(1), d im(C) = 1, y adem~ts, 
<v) ~ C c~ BN(I ) # r 

Demostraci6n 

La implicaci6n hacia la derecha es una consecuencia de los corola- 
rios 1 y 2. Reciprocamente,  sea <v) una direcci6n de proyecci6n; si (v )  
es direcci6n de viaje, entonces, por  el corolario 2, debe satisfacer a); si no 
es direcci6n de viaje, entonces existe una cara C no degenerada de Bu(1) 
tal que <v) c~ C c~ Bu(1 ) # 4'. 

Si (v)  no fuera ortogonal a C, existirian 2, p ~ R tales que l~v e C~Bu(1), 
y N(#v + 2v l)  < 1, lo que, por  el corolario 2, contradice que <v) sea 
una direcci6n de proyecci6n. Por  lo tanto, se cumple b). �9 

3. A P L I C A C I O N  A N O R M A S  L e 

Definici6n 3.1 

Sea B c ~2. Se llama cierre octogonal  de B y se denota  C.O.(B) al 
menor  poliedro que contiene a B y cuyas caras son paralelas a los ejes 
coordenados  o forman gngulos de n/4 con ellos. 
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C o m o  aplicaci6n de los teoremas anteriores, se tiene que el cierre 
octogonal  del conjunto  D de puntos  de demanda  es un quasinficleo 
d6bil para (P) cuando ias normas  son lp. 

T e o r e m a  5 

Las direcciones de proyecci6n tanto para la norma  11"111 como para 
la norma  II'll| son las generadas por los vectores vl = (1,0), v2 = (0, 1), 
V 3 = (1 ,  1), V 4 = (1 ,  - - 1 ) .  

T e o r e m a  6 

Si x, y e  R E son tales que Hxl[l ~< IlYlll, [Ix[[oo ~< ILYlloo, entonces 

Ilxllp ~< [lYpll V p ~ [ 1 ,  +oo] .  

Demostraci6n 

Sean yff[~2, pe(1 ,  + ~ ) .  

Sea v = m~ix {llxll~,: [Ixlll <~ IlYlll, IIx[Ioo ~< IlYlloo}. Veamos que, en 
efecto, o = rtYl{~. Para ello, notemos en primer lugar que, en la solu- 
ci6n 6pt ima x* del problema anterior, la primera restricci6n debe cum- 
plirse con igualdad: de 1o contrario,  Ix*l + Ix~l < IlY[I, ~< 2. IlYlI~, por  
Io que existiria x* (sin p~rdida de generalidad podemos  suponer  que es 
x*) tal que Ix*l < IlYll~o. 

Pero esto implica que el pun to  ((1 + a)x*, x*) es factible para cierto 
> 0, y con mayor  valor en la funci6n objetivo que x*, 1o que contradi-  

ce que x* es 6pt imo por  hip6tesis. 
Por  consiguiente, 

v = m/tx {Ixll p + (tlylll - Ixll)P: Ilylll - I]yll~o ~< Ixll ~< Ilyll~}. 

De la convexidad de la funci6n objetivo en la regi6n factible se tiene 
que el 6pt imo debe alcanzarse en la frontera, esto es: 

v = m / ~ x  {( l lyl l~ - IJylI~)P + I ly l l~  , IlyLI~ + (l lyl l~ - [lyll o~) p} = IlylLg 

c.q.d. �9 
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Teorema 7 

Supongamos  que, en el pun to  de d e m a n d a  dl, se utiliza la n o r m a  

Ni = If'lip,, con p i e [ l ,  + o o ]  Vi = 1 .... ,n.  Entonces,  

V x e R  2 3 y e C . O . ( { d ~  .... ,d,,}) t a l q u e  N,~x-dl)>lN,~y-d~) Vi. 

Demostraci6n 

Para  i =  1, ..., 4, sea A i la min ima banda  que contiene a D = {dl, ..., d,} 
y de lados paralelos a v i, donde  los v~ son los definidos en el teore- 

m a  5. 

Sea y = 7~A47[A37~A27~AI(X)E C.O.(D). Por  el teorema 3, 

IIx - dill x /> IlY - dill~ , IIx - d, ll~o >/ IlY - dill oo (i = 1 .... ,n) 

Por  el teorema 6, para  i = 1,..., n, 

[IX --  ditlpi >/ IIY - dillp, 

y esto prueba el teorema. �9 

Bajo ciertas condiciones,  el cierre oc togonal  es de puntos  eficientes; 

el siguiente teorema da  condiciones para  que esto ocurra. 

Teorema 8 

Supongamos  que se satisfacen las condiciones siguientes: 

C1) Sobre cada  faceta  de C.O. para le la  a a lguno  de los ejes 

cartesianos de referencia, existe un punto  de d e m a n d a  con n o r m a  II-IIx, Y 
sobre cada faceta fo rmando  5.ngulo de ~t/4 con los ejes, existe un pun to  

de d e m a n d a  con n o r m a  II'II~- 
C2) Sobre cada  v6rtice de C.O. intersecci6n de dos facetas de C.O. 

paralelas a los ejes cartesianos de referencia, existe un punto  de deman-  

da  con norma  I1"11~, Y sobre cada v6rtice intersecci6n de dos facetas 
fo rmando  ~ingulo de re/4 con los ejes, existe un punto  de d e m a n d a  con 

n o r m a  I1"11~. 
Entonces,  todos  los puntos  de t3(C.O. {dl, ...,din}) son eficientes. 
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Demostraci6n 

Sea x o e d(C.O. {d 1 .... ,dm}). S i x  o e {dl ..... din}, trivialmente es eficien- 
te, luego podemos suponer que x o ~ {dl ..... din}. Sea C una faceta tal 
que x o E C y sea r c la recta ortogonal a C. Por hip6tesis se tiene que 
exite un punto de demanda di e C n {dl ..... din}, con no rma  II "111 si C es 
paralela a los ejes coordenados, y I1"11 ~ si C forma un fingulo de re/4 
con 6stos. Por  convenio, diremos que di pertenece al semiplano nega- 
tivo de r c. 

Ademfis, es obvio que existe un punto de demanda d k perteneciente 
al semiplano positivo de r c, y tal que 

{ z  : N , ( z  - d,) N , ( x o  - d,)} n {z: N (z - N (xo - -- {x0}, 

1o que implica que x o es eficiente. �9 
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