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Abstract

The Bernstein-Sato polynomial or the b-function is an important invariant in sin-

gularity theory. It is closely related to di�erentials operators. This polynomial has

very useful properties and applications in di�erents �elds of mathematics. It was

introduced in the early 1970s simultaneously, but under di�erent scopes, by Joseph

Bernstein and Mikio Sato.

The purpose of this Master Thesis Dissertation is an update and an overview of

the main tools and results on which the algorithmic study of b-function is based. In

addition, we study some of the most e�cient algorithms for computing b-functions

to date, implemented in algebraic systems such as Singular/Plural or Risa/Asir.





Introducción

El polinomio de Bernstein-Sato asociado a un polinomio en varias variables con coe�-

cientes en un cuerpo de característica 0, también conocido como la b-función global,

es un polinomio univariante estrechamente relacionado con los operadores diferen-

ciales.

Su origen se debe, de manera simultánea, a Mikio Sato y Joseph Bernstein. Mikio Sa-

to introdujo a principios de 1970 las a−, b− y c− funciones asociadas a los espacios

vectoriales prehomogéneos, los cuales tienen muchas aplicaciones en la Geometría,

Teoría de Números, Análisis y Teoría de Representaciones [39]. Joseph Bernstein, de

manera simultánea, de�nió el polinomio de Bernstein como parte de la construcción

de prolongaciones meromorfas de distribuciones [5, 6]. Además probó que todo poli-

nomio en varias variables con coe�cientes en un cuerpo de característica 0 no cons-

tante tiene asociado un polinomio de Bernstein no nulo.

Hoy en día, se de�ne usualmente al polinomio de Bernstein-Sato de un germen de

función holomorfa o regular f sobre ℂ, como el polinomio mónico bf (s) en ℂ[s] no

nulo de menor grado para el cual existe un operador diferencial P (s) con coe�cientes

gérmenes de funciones holomorfas o regulares satisfaciendo la denominada ecuación

funcional de Bernstein

bf (s)f s = P (s)f s+1.

Como ya hemos comentado, Bernstein probó la existencia de dicho polinomio no nulo

cuando f es un polinomio en varias variables con coe�cientes sobre un cuerpo de ca-

racterística 0. Además este resultado ha sido, posteriormente, extendido por Björk [7]

a anillos de series formales y por Masaki Kashiwara a anillos de series convergen-

tes [18]. Una prueba uni�cada se puede encontrar en [27].

Teóricamente se conocen muchos resultados que envuelven al polinomio de Bernstein-

Sato, como, por ejemplo, que dicho polinomio tiene todas su raíces racionales nega-

tivas, resultado que fué probado por Masaki Kashiwara [18]. A pesar de todos los
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resultados conocidos sobre dicho polinomio, aunque existen algoritmos para calcu-

lar el polinomio de Bernstein-Sato de forma efectiva (basados en el cálculo de bases

de Gröbner), distan mucho de ser e�cientes cuando tratamos polinomios en varias

variables con un grado relativamente alto. El primer algoritmo para el cálculo del po-

linomio de Bernstein-Sato asociado a un polinomio no nulo arbitrario se implementó

en 1997 por Toshinori Oaku [32–34]. Desde entonces se han ido implementando nue-

vos algoritmos más e�caces para su cálculo. Estos algoritmos principalmente se basan

en la ecuación funcional de Bernstein anterior, en el siguiente sentido:

(bf (s) − P (s)f )f s = 0.

Lo que se usa entonces, es que bf (s) ∈ I =AnnAn[s](f
s)+An[s]⟨f ⟩, donde AnnAn[s](f

s)
se denomina el ideal anulador s-paramétrico de f s yAn[s]⟨f⟩ es el ideal generado por

f sobre An ⊗K[s], con An denotando el n-ésimo álgebra de Weyl.

Para obtener �nalmente el polinomio de Bernstein Sato bf (s) ∈ K[s] se calcula la

intersección ⟨bf (s)⟩ = I ∩ K[s], mediante bases de Gröbner con un orden de elimi-

nación adecuado para la variable s.
Para el cálculo del ideal anulador s-paramétrico se usa la idea de Malgrange, aunque

los algoritmos conocidos para el cálculo de dicho ideal son muy complejos.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar los resultados que hacen posible el

cálculo algorítmico del polinomio de Bernstein-Sato o b-función global siguiendo la

idea de Malgrange, y recopilar algunos de los algoritmos más e�caces para el cálculo

de dicho polinomio. Para este estudio de los algoritmos conocidos usaremos princi-

palmente los sistemas de Álgebra Computacional Singular/Plural y Risa/Asir.

Comenzaremos la presente memoria con un capítulo en el que estudiaremos el

concepto de G-álgebras [20]. Veremos que estas G-álgebras admiten una buena teo-

ría de bases de Gröbner, lo que hará posible posteriormente el estudio del cálcu-

lo de la b-función sobre ellas. Como aportación, probaremos que el anillo de ope-

radores logarítmicos respecto de un “divisor libre”, del cual se conoce que es una

Poincaré–Birkho�–Witt-álgebra [10], es a su vez una G-álgebra, lo cual lo dota de

esta buena teoría de bases de Gröbner. Por último, estudiaremos las �ltraciones so-

bre G-álgebras y la dimensión Gel’fand-Kirillov proporcionando así la de�nición de

holonomicidad de un módulo sobre una G-álgebra.

El Capítulo dos se va a dividir en seis partes. En la primera estudiaremos la b-
función global desde otro punto de vista al usual, mediante vectores de pesos e ideales

iniciales [1].

En la segunda parte, demostraremos que la de�nición de la b-función global por medio
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de los vectores de pesos y del ideal de Malgrange coincide con el polinomio mónico

de la intersección I ∩ K[s] [1]. Es decir, que la de�nición de la primera parte de la

b-función coincide con la de�nición usual.

En la tercera parte, veremos que estos resultados, que en un principio se basarán so-

bre un único polinomio no nulo, se pueden extender a un conjunto de polinomios

f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn], dándonos así el concepto de ideales de Bernstein-Sato [40],

para los cuales se pueden extender de la misma forma los resultados conocidos pa-

ra el caso de un único polinomio en los algoritmos para el cálculo de los ideales de

Bernstein-Sato.

En la cuarta parte, estudiaremos el problema de calcular del ideal anulador s-paramétrico

mediante métodos conocidos como el de Oaku-Takayama [32] ó el de Briançon-Maisonobe

[8]. Viendo este último con más detalle gracias a los resultados de Viktor Levan-

dovskyy sobre preimágenes de ideales en álgebras no conmutativas [19]. También,

sin entrar en mucho en profundidad, veremos una pequeña comparativa de comple-

jidad entre estos dos algoritmos [15]

En la quinta parte, estudiaremos el problema de la intersección de un ideal con una

subálgebra principal de manera teórica y algorítmica, viendo que este problema se

puede traducir en el problema de encontrar el polinomio mínimo de un endomor�s-

mo. También veremos los primeros algoritmos para el cálculo de la b-función global

y de los ideales de Bernstein-Sato usando los resultados de los temas anteriores.

En la sexta parte, dejaremos de lado el problema del cálculo de la b-función en su

totalidad para centrarnos en un problema mucho menos complejo computacional-

mente. Veremos cómo comprobar cuándo un número racional es raíz del polinomio

de Bernstein-Sato o b-función global y cómo calcular su multiplicidad en caso de ser

raíz de manera teórica y algorítmica [22]. También estudiaremos brevemente el con-

cepto de b-función reducida b̃f (s) y comentaremos cómo se podrían reducir todos los

algoritmos vistos anteriormente para el cálculo de la b-función reducida

En el Capítulo tres, vamos a centrarnos en un caso más genérico del cálculo de la

b-función. Se va a estudiar el mismo problema que en los temas anteriores pero aña-

diendo unas nuevas variables como parámetros {u1, ..., um}. Es decir, el objetivo de esta

sección va a ser calcular la b-función global asociada a un polinomio cuyos coe�cien-

tes dependen de los parámetros u1, ..., un, es decir, f ∈ Ru = K[u1, ..., um][x1, ..., xn] o

de un conjunto de polinomios f1, ..., fq ∈ Ru mediante el uso de Recubrimientos de

Gröbner o Sistemas Exhautivos de Gröbner.

Los recubrimientos de Gröbner se han estudiado sobre todo sobre ideales paramétri-

cos polinomiales, en este tema veremos la extensión de los resultados de Kapur-Sun-

Wang para el cálculo de estos recubrimientos de Gröbner sobreG-álgebras [17]. Tam-
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bién veremos que, con el uso de estos recubrimientos, se pueden considerar algoritmos

para veri�car raíces racionales de la b-función asociada a un polinomio paramétrico

al igual que se hacía en la sección seis del capítulo 2. Veremos también varios ejem-

plos en los cuales podremos comprobar que estos algoritmos tienen una complejidad

computacional enorme.



1 G-álgebras y PBW-álgebras

Sea K un cuerpo. Diremos que A es una K-álgebra (asociativa, unitaria) si A es

un anillo (conteniendo el elemento unidad 1A) el cual es un K-espacio vectorial,

tal que el K-producto es compatible con el producto en A de la siguiente forma:

(x ⋅ a)b = x ⋅ ab = a(x ⋅ b) para todo a, b ∈ A, x ∈ K .

Si A no es el espacio vectorial nulo sobre K , entonces el producto por el elemento

unidad 1 = 1A ∈ A también debe ser no nulo. Luego podemos ver K como subanillo

de A mediante x → x ⋅ 1A. De esta forma, la condición anterior se puede leer como

xab = axb para todo a, b ∈ A y x ∈ K , que es equivalente a xa = ax para todo a ∈ A,

x ∈ K . Es decir, K está contenido en el centro (A) = {z ∈ A | az = za para todo

a ∈ A}, de A.

A lo largo del texto trabajaremos con K-álgebras asociativas y unitarias, a las cua-

les nos referiremos, a veces, simplemente como álgebras ó K-álgebras.

Sea K un cuerpo y x1, ..., xn un conjunto de n variables. Sea T = Tn = K⟨x1, ..., xn⟩
la K-álgebra asociativa libre generada por {x1, ..., xn}, la cual se puede escribir como

el álgebra tensorial T (V ), donde V es el K-espacio vectorial de base x1, ..., xn. Este

álgebra tiene la siguiente propiedad universal: Dada cualquier K-álgebra R y unos

elementos r1, ..., rn ∈ R, existe un único homomor�smo de K-álgebras T → R de�-

nido por xi → ri.

Llamaremos monomios en T a los elementos que forman el conjunto de todas las

palabras en {x1, ..., xn}. Es decir:

(T ) = {x�1i1 x
�2
i2
⋯ x�mim | 1 ≤ i1, ..., im ≤ n, con m, �i ≥ 0 para todo i}.

Notar que (T ) es una K-base de T . En particular, (T ) es un monoide libre, es

decir, un semigrupo con elemento neutro 1.
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El conjunto de los monomios estándar (ó de forma estándar) se de�ne como el con-

junto:

S(T ) = {x
�1
i1
x�2i2 ⋯ x�mim | 1 ≤ i1 < i2 < ... < im ≤ n, con m, �i ≥ 0 para todo i}.

Donde, de esta forma, tenemos una ordenación en las variables. Cualquier K-álgebra

asociativa A generada por n elementos es isomorfa a Tn∕I para algún ideal bilátero

I ⊂ Tn. Normalmente escribiremos A = Tn∕I = T ∕I para notar dicho isomor�smo.

Si las clases de monomios estándar forman una K-base de una K-álgebra asociativa

A = T ∕I , diremos que A tiene una base PBW (base de a Poincaré–Birkho�–Witt)

en las variables {x1, ..., xn}.

De�nición 1.1. Sea Γ un conjunto �nitamente generado. Diremos que un orden ≺
sobreM es un orden total, si para todo m,m′ ∈ Γ con m ≠ m′, se tiene que m ≺ m′, ó
que m′ ≺ m.

Un orden total ≺ sobre Γ se dice que es un buen orden si todo subconjunto no vacío
de Γ tiene siempre un elemento mínimo respecto de ≺. Es decir, para todoH ⊂ Γ, existe
un ℎ ∈ H con ℎ ≺ ℎ′ para cualquier ℎ′ ∈ H .

De�nición 1.2. Sea T unaK-álgebra (asociativa y unitaria) y sea ≺ un buen orden
sobre el conjunto de monomios de T , ((T ), el cual sabemos que es un monoide libre).
Entonces diremos que ≺ es un orden monomial si es compatible con el producto. Es
decir, si para todo f, g ∈(T ) se tiene:

(1) f ≺ g implica que p ⋅ f ⋅ p′ ≺ p ⋅ g ⋅ p′ para cualesquiera p, p′ ∈(T ).
(2) Si f = p ⋅ g ⋅ p′ y f ≠ g, entonces g ≺ f .

Ejemplo: Un ejemplo clásico, es el orden lexicográ�co sobre T = K⟨x1, ..., xn⟩, por

ejemplo, sujeto a xn ≺ xn−1 ≺ ... ≺ x1. Entonces, sim,m′ son dos monomios en (T ),
podemos encontrar la mayor subpalabra común a ambos monomios a la izquierdaM ,

tal que m =Mw, m′ =Mw′
, y en caso de no existir, se toma M = 1. De esta forma,

m ≺ m′ sí y sólo si w ≺ w′
sí y sólo si el primer símbolo xi de w es menor que el

primer símbolo xj de w′
, sí y sólo si xi ≺ xj , sí y sólo si j < i.

De�nición 1.3. Dado un orden monomial ≺ sobre el conjunto de monomios de una
K-álgebra libre (asociativa y unitaria) T , cualquier f ∈ T ⧵ {0} se puede escribir de
manera única como f = c ⋅ m + f ′, donde c ∈ K∗ y m′ ≺ m para cualquier término no
nulo c′m′ de f ′. Se de�ne entonces

lm(f ) = m, el monomio líder de f ,
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lc(f ) = c, el coe�ciente líder de f .

Para un subconjunto G ⊂ T , se de�ne el ideal líder de G como el ideal bilátero

L(G) = ⟨{ lm(g) | g ∈ G ⧵ {0}}⟩ ⊆ T .

Ejemplo: Sea T = K⟨x1, x2, x3⟩ y ≺ el orden lexicográ�co anterior. Tomemos f =
2x21x

2
3 + x

2
2x1 + x1, entonces f = c ⋅m+ f ′ donde c = 2, m = x21x

2
3 y f ′ = x1x22 + x es

lo restante de f .

De�nición 1.4. Sea ≺ un orden monomial sobre(T ) �jado. Diremos que un sub-
conjunto G ⊂ I es una base de Gröbner de I con respecto de ≺ si L(G) = L(I).

De�nición 1.5. Sean m,m′ ∈ (T ) dos monomios. Diremos que m divide a m′ si
existen p, q ∈(T ) tales que m′ = p ⋅ m ⋅ q.
Un conjunto G ⊆ T se dice minimal, si para todo g1, g2 ∈ G se tiene que lm(g1) y
lm(g2) no se dividen entre sí.

De�nición 1.6. Sea  el conjunto de todos los subconjuntos �nitos de T ordenados
por el cardinal de dichos subconjuntos. Una forma normal (a la izquierda y a la dere-
cha) sobre T , es una aplicación

NF ∶ T ×  → T , (f,G) → NF (f,G)

satisfaciendo las siguientes condiciones para todo f ∈ T y G ∈ .
(i) NF (0, G) = 0,
(ii) Si NF (f,G) ≠ 0, entonces lm(NF (f,G)) ∉ L(G).
(iii) (f−NF (f,G)) ∈ ⟨G⟩.

Algoritmo 1.1. NF(f,G)
Input: f ∈ T = K⟨x1, ..., xn⟩, G ∈ .

Output: ℎ ∈ T , una forma normal de f respecto de G.

BEGIN

ℎ→ f
Gℎ → {g ∈ G | lm(g)|lm(ℎ)}
while ((ℎ ≠ 0) and (Gℎ ≠ ∅) do

Elegir cualquier g ∈ Gℎ
Calcular l, r ∈(T ) tal que lm(ℎ) = l⋅lm(g) ⋅ r
ℎ← ℎ − lc(ℎ)

lc(g)
⋅ l ⋅ g ⋅ r
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end-while

return ℎ
END

Podemos observar que en cada elección arbitraria de g ∈ Gℎ puede hacer que nos

salga una forma normal distinta.

Proposición 1.1. El algoritmo NF aplicado sobre f ∈ T y G ∈  termina y devuelve

una forma normal de f respecto de G.

Demostración. Comenzando en ℎ0 = f , en el i-ésimo paso del bucle while se calcula

ℎi. Por construcción, es claro que lm(ℎi) ≺ lm(ℎi−1). Luego obtenemos una sucesión

estrictamente decreciente lm(ℎ0) > lm(ℎ1) > ... > lm(ℎi) > ... de los monomios líde-

res de los respectivos ℎi. Por tanto, como ≺ es un buen orden, el conjunto que forma

dicha sucesión tiene un mínimo, que es donde el algoritmo termina.

Supongamos que este mínimo se alcanza en el paso m del bucle. Sea ℎ = ℎm ≠ 0
y sean li, ri los monomios correspondientes a las distintas elecciones de gi ∈ G en

cada paso del bucle anterior al paso m-ésimo. Volviendo atrás mediante sustituciones,

obtenemos la siguiente expresión de ℎ

ℎ = f −
m−1
∑

i=1
ligiri,

tal que lm(f ) = lm(l1g1r1) > lm(ligiri) > lm(ℎm). Además, por construcción del al-

goritmo, Gℎ = ∅ en el paso m-ésimo, (ya que ℎ ≠ 0). Luego lm(g) ∉ L(G). De donde

se deduce que devuelve una forma normal de f respecto de G con cualquier elección

que estemos haciendo de los gi.

Sea T = K⟨x1, ..., xn⟩ laK-álgebra libre (asociativa y unitaria) generada por x1, ..., xn,
y ≺ un orden monomial �jado sobre (T ). Para un m �jado, se de�ne el conjunto de

índices m ∶= {(i1, ..., im) | 1 ≤ i1 < i2 < ... < im ≤ n}. Supongamos que existen dos

conjuntos C = {cij} ⊂ K∗
y D = {dij} ⊂ T , donde (i, j) ∈ 2, tales que podemos

construir el conjunto F ∶= {fij | (i, j) ∈ 2} veri�cando:

fji = xjxi − cij ⋅ xixj − dij ,
lm(fji) = xjxi y lm(dij) ≺ xixj .
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Además, vamos a suponer que los polinomios dij están ya dados en monomios están-

dar. En caso de que un polinomio dij no esté dado en monomios estándar se puede

hacer una simpli�cación para reducirlo a monomios estándar de la siguiente forma.

Supongamos que tomamos ≺ un buen orden sobre (T ) con xn ≺ ... ≺ x1, entonces

xn−1xn ≺ xn−2xn ≺ xn−2xn−1 ≺ ... ≺ x1x2. De esta forma dn−1,n consiste únicamente en

monomios estándar. El siguiente, dn−2,n únicamente tiene a xnxn−1 aparte de los mono-

mios estándar, pero podemos reemplazar xnxn−1 con cn−1,nxn−1xn+dn−1,n y así obtener

un d′n−2,n que únicamente contiene monomios estándar. Además, como lm(fji) = xjxi
y lm(dij) ≺ xixj , este proceso de ir sustituyendo terminará en un número �nito de

pasos y obtendremos F ∶= F ′
, un conjunto donde cada d′ij está únicamente dado en

monomios estándar.

Sea entonces I = ⟨F ⟩ ⊂ T el ideal bilátero generado por F después de la simpli�ca-

ción a dicho conjunto, (es decir, los dij únicamente están representados en monomios

estándar).

De�nición 1.7. Sea T = K⟨x1, ..., xn⟩ la K-álgebra libre (asociativa y unitaria)
generada por x1, ..., xn y sea I = ⟨F ⟩ el ideal bilátero generado por el conjuntoF anterior.
Se de�nen los elementos de no degeneración para (i, j, k) ∈ 3 como

ijk = cikcjk ⋅ dijxk − xkdij + cjk ⋅ xjdik − cij ⋅ dikxj + djkxi − cijcik ⋅ xidjk ∈ T .

Teorema 1.1 (PBWTheorem [20]). Supongamos que existe un conjunto F = {fij
| 1 ≤ i < j ≤ n} ⊂ T = K⟨x1, ..., xn⟩, como en el caso anterior, tal que

fji = xjxi − cij ⋅ xixj − dij , para todo j > i, con cij ∈ K∗, dij ∈ T .

Sea el ideal bilátero I = ⟨F ⟩ y supongamos que existe un buen orden ≺ sobre(T ), tal
que lm(fji) = xjxi y lm(dij) ≺ xixj . Entonces son equivalentes:
(i) F es una base de Gröbner de I respecto de ≺,
(ii) Para cualquier forma normal NF sobre T , se tiene que NF (ijk, F ) = 0

para todo (i, j, k) ∈ 3,
(iii) La K-álgebra A = T ∕I tiene una base de Poincairé-Birkho�-Witt (PBW) con

respecto a x1, ..., xn.
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1.1 G-álgebras

En las condiciones del teorema anterior, tenemos A = T ∕I una K-álgebra con una

base de PBW, la cual sabemos que es el conjunto de monomios estándar de T . Por ello,

vamos a llamar de la misma forma, monomios de A, a los elementos de la base PBW

de A. Vamos a denotar al conjunto de monomios de A por (A) los cuales además,

gracias a la existencia de la base PBW se pueden identi�car con ℕn
mediante

x� = x�11 ⋯ x�nn → (�1, ..., �n) = �.

De�nición 1.8. Sea < un buen orden total sobre ℕn y sea A una K-álgebra asocia-
tiva con una base PBW.
∙ Un orden ≺ (=<) se dice que es un orden monomial sobre A si se veri�can las
siguientes condiciones:
- Para cada �, � ∈ ℕn, si � < �, entonces x� ≺ x� ,
- Para cada �, �,  ∈ ℕn tales que x� ≺ x� se tiene x�+ ≺ x�+ .

∙ Cualquier f ∈ A ⧵ {0} se puede escribir de forma única como f = c�x� + f ′,
con c� ∈ K∗ y x�′ ≺ x� para cualquier término no nulo c′x�′ de f ′. De�nimos

lm≺(f ) ∶= x� , el monomio líder de f ,
lc≺(f ) ∶= c� , el coe�ciente líder de f ,
le≺(f ) ∶= � , el exponente líder de f y
lt≺(f ) ∶= c�x� , el término líder de f .

Esta de�nición prácticamente se basa en la identi�cación de cualquier monomio x� =
x�11 ⋯ x�nn en A, debido a la existencia de una PBW base en A, por (�1, ..., �n) = �. A

lo largo del texto escribiremos lm≺ y lm de manera idéntica en caso de que no halla

confusión.

De�nición 1.9. Sea K un cuerpo, T = K⟨x1, ..., xn⟩ e I un ideal bilátero de T ,
generado por los elementos

xjxi − cij ⋅ xixj − dij , 1 ≤ i < j ≤ n,

donde cij ∈ K∗ y todo dij ∈ T es un polinomio que únicamente contiene monomios
estándar de T . Una K-álgebra A = T ∕I se dice que es una G-álgebra, si se veri�can
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las siguientes condiciones:
∙ Condición de orden: existe un orden monomial ≺ sobre ℕn, tal que lm(dij) ≺ xixj
para todo i < j.
∙Condición de no degeneración anulada:ijk = 0 para todo 1 ≤ i < j < k ≤ n
y para los conjuntos C = {cij} ⊂ K∗ y D = {dij} ⊂ A.

Por el PBW Theorem 1.1 tenemos que cualquier G-álgebra tiene una base de PBW de-

bido a que sus elementos de no degeneración son todos nulos.

Como consecuencia directa de este resultado, al igual que antes, obtenemos que cual-

quier elemento no nulo f de una G-álgebra A se puede escribir de forma única en

términos de la PBW-base canónica:

f =
∑

�∈ℕ0

c�x
�
, c� ∈ K∗

y x� ∈(A).

De�nición 1.10. De�nimos el grado total de f :

deg(f ) ∶= máx�∈ℕn0{|�| ∶ c� ≠ 0}.

Donde |�| = �1 +⋯ + �n.
Y, dado un vector 0 ≠ w ∈ ℝn, de�nimos el grado total ponderado de f con respecto
al vector de pesos w a:

degw(f ) ∶= máx�∈ℕn0

{

n
∑

i=1
wi�i|c� ≠ 0

}

.

Por convenio, deg(0) ∶= degw(0) ∶= −∞.

Volveremos a estas de�niciones más adelante cuando hablemos de �ltraciones con

respecto a vectores de peso.

De�nición 1.11. Sea A una G-álgebra en n variables sujeta a ciertas relaciones
dadas por un conjunto F como en la de�nición 1.9, entonces:

- Si todo dij = 0, diremos que es un álgebra quasi-conmutativa
- Si todo cij = 1, estaremos tratando un álgebra de tipo Lie.
- Si todo cij = 1 y dij = 0, entonces es un álgebra conmutativa.

Observación 1.1. Si A es una G-álgebra en n variables sujeta a unas relaciones dadas

por un conjunto F como en la de�nición 1.9. Notar que podemos escribirla de manera

equivalente mediante la forma:
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A = K⟨x1, ..., xn|{xjxi = cij ⋅ xixj + dij , 1 ≤ i < j ≤ n}⟩, donde cij ∈ K∗, dij ∈ A.

Las G-álgebras que tratemos las notaremos de esta forma a lo largo del texto.

Ejemplos: (1) Un caso peculiar de G-álgebra que vamos a tratar durante todo el

texto, es la n-ésima álgebra de Weyl, la cual se suele denotar por An y viene dada por:

An = K⟨x, )x⟩ ∶= K⟨x1, ..., xn, )1, ..., )n|{)jxi = xi)j + �ij para 1 ≤ i, j ≤ n}⟩

Donde �ij es la delta de Kronecker. Las relaciones entre el conjunto de variables {xi}
entre sí, y entre el conjunto de variables {)i} entre sí, son conmutativas y normal-

mente omitiremos la escritura de las relaciones conmutativas.

En este caso tenemos que dij = �ij y cij = 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ n, siempre que

tratemos las relaciones no conmutativas, ya que en el caso de las relaciones no con-

mutativas tenemos que cij = 1 y que dij = 0 siempre. Luego tomando un orden

monomial de la forma xn ≺ ... ≺ x1 ≺ )n ≺ ... ≺ )1 es claro que lm(dij) ≺ xi)j .
Además, con un pequeño abuso de notación, denotando xk ∶= )k para n+1 ≤ k ≤ 2n,

como los cij = 1 siempre, entonces se tiene que

ijk = dijxk−xkdij +xjdik− dikxj + djkxi−xidjk, para todo 1 ≤ i < j < k ≤ 2n.

Y como dlr ∈ {0, 1} en cualquier situación, entonces podemos escribir el término

anterior para todo 1 ≤ i < j < k ≤ 2n de la forma

ijk = (dij − dij)xk + (dik − dik)xj + xi(djk − djk),

de donde se concluye la condición de no degeneración anulada.

En este caso, las relaciones no conmutativas obtenidas son del tipo Lie y por tanto

la comprobación de la condición de no degeneración anulada no tiene complicación.

Sin embargo, hay casos donde esta comprobación se vuelve muy costosa. Aunque pa-

ra ello podemos usar Singular de la siguiente forma:

1. Construcción del álgebra no conmutativa.

ring A = 0,(x1,x2,x3,d1,d2,d3),dp;

matrix D[6][6];
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D[1,4]=1; D[2,5]=1; D[3,6]=1;
ncalgebra (1,D);

Donde x1,x2,x3,d1,d2,d3, son las variables y dp es el orden lexicográ�co inver-

so. D es la matriz que representa los elementos dij y el 1 representa la matriz unidad

C que daría los elementos cij (son todos 1). El comando ncalgebra construye el álge-

bra no conmutativa usando las matrices C yD como los conjuntos {cij} y {dij} vistos

anteriormente.

Ahora podemos ver las propiedades de este álgebra llamándola directamente en el

comando de Singular.

A;
==>

// characteristic : 0
// number of vars : 6
// block 1 : ordering dp
// : names x1 x2 x3 d1 d2 d3
// block 2 : ordering C
// noncommutative relations:
// d1x1=x1d1+1
// d2x2=x2d2+1
// d3x3=x3d3+1

2. Comprobación de la condición de no degeneración anulada.

LIB "nctools.lib";
ideal N = ndcond();
N;
==>

N[1]=0

Para usar el comando ncond hay que importar la librería "nctools.lib" [24]. Este

comando calcula el conjunto de todos los elementos de no degeneración y, por tanto,

si el ideal generado por dicho conjunto es nulo, quiere decir que se veri�ca la con-

dición de no degeneración anulada. Por lo tanto, dicho comando es una herramienta

muy útil para comprobar si estamos trabajando sobre una G-álgebra.

(2) Otro ejemplo claro de G-álgebra, es el anillo de polinomios K[x1, ..., xn], el cual

es simplemente la K-álgebra generada por las variables x1, ..., xn con las relaciones
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conmutativas entre ellas. Es conocido que el anillo de polinomios es un An-módulo a

la izquierda, simple y de torsión que podemos identi�car con An∕⟨)1, ..., )n⟩. Donde

⟨)1, ..., )n⟩ es el ideal a la izquierda generado por los operadores diferenciales )1, ..., )n
en An. En este caso, el anillo de polinomios es una G-álgebra conmutativa ya que los

coe�cientes cij = 1 y los dij = 0.

Lema 1.1. Sea A = K⟨x1, ..., xn|RA⟩ y B = K⟨y1, ..., ym|RB⟩ dos G-álgebras cuyas

variables están sujetas a los conjuntos de relaciones RA y RB respectivamente. En-

tonces

A⊗K B ≅ K⟨x1, ..., xn, y1, ..., ym | RA ∪ RB ∪ {yjxi = xiyj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}⟩

es también una G-álgebra [20].

Corolario 1.1. El n-ésimo álgebra de Weyl An se puede considerar como el producto

tensorial de n copias del álgebra de Weyl A1. Es decir, An ≅
n

⨂

i=1
KA1 [20].

Proposición 1.2 ( [20]). Sea A una G-álgebra en n variables, entonces tenemos las

siguientes propiedades:

∙ A tiene una base PBW.

∙ A es Noetheriano a la izquierda y a la derecha.

∙ A es un dominio de integridad.

1.2 El anillo de operadores diferenciales logarítmi-
cos respecto de un divisor libre visto como G-
álgebra

De�nición 1.12. Sea f ∈ K[x1, ..., xn]. Diremos que f es un divisor libre si el
módulo de las derivaciones logarítmicas

er(log f ) = {� =
∑

i ai)xi | ai ∈ K[x1, ..., xn], �(f ) ∈ (f )},

es un módulo libre (necesariamente de rango n) sobre el anillo K[x1, ..., xn].

El objetivo de esta sección es probar que, dado un divisor libre f ∈ K[x1, ..., xn],
el módulo de las derivaciones logarítmicas er(log f ) es una G-álgebra. Para ello se
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puede probar que una base del subanillo del álgebra de Weyl generado porK[x1, ..., xn]
y por er(log f ) (f = K[x1, ..., xn]⟨�1, ..., �n⟩) viene dada por {�1, ..., �n} (Teor. 2.1.4

[10]), donde se veri�can las siguientes relaciones:

[�i, �j] =
n
∑

k=1
�ijk �k (1)

�i =
n
∑

j=1
aij)xj (2)

�ixj = xj�i + �i(xj) = xj�i + aij (3)

Donde los �ijk ∈ K[x1, ..., xn] y los aij ∈ K[x1, ..., xn] son los que determinan cada �i:

⎛

⎜

⎜

⎝

�1
⋮
�n

⎞

⎟

⎟

⎠

= A ⋅
⎛

⎜

⎜

⎝

)x1
⋮
)xn

⎞

⎟

⎟

⎠

(1.1)

A esta matriz A = (aij), se la denomina matriz de Saito y veri�ca que det(A) = k ⋅ f ,

para algún k ∈ K ⧵ {0}.
Debido a las condiciones (3) y (1), se tiene que la base {x1, ..., xn, �1, ..., �n} es una

PBW-base de er(log f ). Veamos que en particular dicha base lo dota de estructura

de G-álgebra.

En ( [11], Remark 3, pág. 138) ya se sugiere la posibilidad de que los anillos de ope-

radores diferenciales logarítmicos admitan una buena teoría de bases de Gröbner. En

particular, al probar que es G-álgebra podremos usar la teoría de bases de Gröbner

sobre G-álgebras que veremos en la siguiente sección.

Denotemos al conjunto de variables {x1, ..., xn, �1, ..., �n} por {x1, ..., xn, xn+1, ..., x2n}.
Entonces los conjuntos C = {cij} ∈ K∗

y D = {dij} ∈ f tal que (i, j) ∈ 2 ∶=
{(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 2n} de la de�nición de G-álgebra 1.9, vienen dados por:

cij = 1, para todo (i, j) ∈ 2,

dij = 0, para (i, j) ∈ 2 con j ≤ n (variables conmutativas), (a)

dij = ai,j−n, para (i, j) ∈ 2 con i ≤ n y (b)

dij = −
n
∑

k=1
�i−n,j−nk xk+n, para (i, j) ∈ 2 con i > n. (c)
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1.2.1 Condición de orden

Hay que probar que existe un orden monomial ≺ sobre la base estándar de monomios

({x1, ..., x2n}), tal que lm(dij) ≺ xixj para todo (i, j) ∈ 2.
Cada una de las posibilidades de los elementos dij nos proporciona condiciones sobre

el orden monomial buscado.

∙ Los elementos dij dados en (a) no proporcionan ninguna condición sobre dicho or-

den.

∙ Los elementos dij dados en (b) son polinomios aij ∈ K[x1, ..., xn] de grado total

arbitrario, pero �nito. Se tiene que veri�car:

lm(aij) ≺ xixj = xi�j−n

Por tanto, basta tomar un orden monomial basado en pesos, el cual le dé un peso lo

su�cientemente grande a la variable �j−n = xj para que el producto xixj sea mayor,

con respecto a dicho orden, que el monomio líder de aij , que será un monomio en las

variables {x1, ..., xn} de grado arbitrario.

∙ Los elementos dij dados en (c) son combinaciones con coe�cientes en K[x1, ..., xn]
de las variables xn+1, ..., x2n. Por tanto, para que se veri�que

lm(

n
∑

k=1
�ijk xk+n) ≺ xixj = �i−n�j−n

Debemos de dar un peso lo su�cientemente grande a xi y xj para que su producto sea

mayor, respecto de dicho orden, que cualquiera de las variables xk+n, para k = 1, ..., n,

por separado.

1.2.2 Condición de no degeneración anulada

Como los elementos cij = 1 para todo (i, j) ∈ 2, los elementos de no degeneración

del álgebra vienen dados por:

ijk = dijxk − xkdij + xjdik − dikxj + djkxi − xidjk, con (i, j, k) ∈ 3.

Además, usando de nuevo que cij = 1 para todo (i, j) ∈ 2, se tiene que xjxi =
xixj + dij y por lo tanto dij = [xj , xi]. Luego los elementos de no degeneración son

de la forma:
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ijk = [xj , xi]xk − xk[xj , xi] + xj[xk, xi] − [xk, xi]xj + [xk, xj]xi −
xi[xk, xj]=[[xj , xi], xk] + [xj , [xk, xi]] + [[xk, xj], xi] =

[xi, [xj , xk]] + [xj , [xk, xi]] + [xk, [xi, xj]] = 0

Debido a la identidad de Jacobi.

Ejemplos: (1) Sea f = x21 − x
3
2 y sea D ⊂ ℂ2

el divisor libre de�nido por la ecua-

ción polinomial aterior, la cual es cuasi-homogénea con respecto al vector de pesos

(w1, w2) = (3, 2) respecto de las variables (x1, x2). Se tiene que D es libre y, como ya

hemos visto, una base global de er(logD) viene dada por {�2, �2}, donde:

�1 = 3x1)x1 + 2x2)x2 ,
�2 = 3x22)x1 + 2x1)x2 y

�1(f ) = 6f, �2(f ) = 0, [�1, �2] = �2. Es decir �2�1 = �1�2 − �2.

Entonces, tomando la PBW-base {x1, x2, �1, �2} como ya mencionamos antes, los con-

juntos C = {cij} y D = {dij} se pueden representar con las matrices:

C =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, D =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

0 0 3x1 3x22
0 0 2x2 2x1
0 0 0 −�2
0 0 0 0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

(1.2)

Para que se veri�que la condición de orden, podemos tomar un orden monomial por

pesos que dé el peso 1 a las variables x1, x2 y el peso 3 a las variables �1,�2.
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(2) En la misma línea del ejemplo anterior, sea f = x41 + x
5
2 + x

4
2x1 y sea D ⊂ ℂ2

el

divisor libre de�nido por la ecuación polinomial anterior. Se tiene que una base de

er(logD) viene dada por {�1, �2}, donde:

�1 = (16x21 + 20x1x2))x1 + (12x1x2 + 16x
2
2))x2

�2 = (16x1x22 + 4x
3
2 − 125x1x2))x1 + (12x

3
2 − 4x

2
1 + 5x1x2 − 100x

2
2))x2 con

[�2, �1] = −(−12x22 + 5x1 + 175x2)�1 − (20x1 + 28x2)�2

De nuevo, realizando el mismo proceso en Singular, obtenemos:

Notar que aquí hemos usado también un orden monomial por pesos wp(1,1,3,3)
que dá el peso 1 a x e y, y el peso 3 a �1, �2 para que se veri�que la condición de

orden (1.9).

1.3 Bases de Gröbner en G-álgebras

De�nición 1.13. Sea A = K⟨x1, ..., xn|{xjxi = cijxixj + dij para 1 ≤ i < j ≤ n}⟩
una G-álgebra. Sean m,m′ dos monomios en A. Pongamos que m = x� y m′ = x� .
Diremos que m divide a m′, denotado por m|m′, si �i ≤ �i para todo i = 1, ..., n.

En el caso en que A sea conmutativo, existe un p ∈ (A) tal que m′ = p ⋅ m. En ca-

so contrario, el sentido de esta de�nición es que m′ es reducible a la izquierda por m.

Es decir, que existe un c ∈ K⧵{0}, p ∈  y r ∈ A tales que lm(r) ≺ m ym′ = c⋅p⋅m+r.
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Ejemplo: Por ejemplo tomemos los vectores exponentes � = (1, 1), � = (2, 2) de

ℕ2. Supongamos que A es una G-álgebra generada por dos elementos {x, )} cuyas

relaciones están por determinar. Entonces tenemos que m1 ∶= x)|x2)2 ∶= m2, pero

la división de uno por el otro depende de las relaciones entre los generadores de la

G-álgebra:

- Si A = K[x, )] el anillo de polinomios conmutativo en dos variables, entonces

tenemos que m2 = x)m1.
- Si A = A2 = K⟨x, ) | )x = x) + 1⟩, entonces m2 = ) ⋅ m1 − ).

Se puede extender la de�nición de un orden monomial al caso de un módulo libre

a la izquierda Ar = Ae1 ⊕⋯⊕Aer, donde ei es el vector de r entradas, cuya i-ésima

entrada es un uno y las demás son nulas. Como cualquier ei conmuta con todos los

elementos de A, Ar
es un bimódulo libre.

De�nición 1.14. Diremos que x�ei ∈ Ar es unmonomio en la componente i. De
esta forma:

(Ar) ∶= {x�ei | � ∈ ℕn, 1 ≤ i ≤ r} ≅ {1, ..., r} × ℕn.

Si tenemos un monomio x�ei en la componente i en Ar
, es conveniente su represen-

tación en forma vectorial � = (i, �1, ..., �n) ∈ {1, ..., r} ×ℕn
, donde la primera entrada

denota qué componente envuelve el monomio.

De�nición 1.15. Sea ≺ un orden monomial sobre A. Un orden monomial (mo-
dular) sobre Ar es un orden total ≺m en el conjunto de monomios (Ar), tal que se
veri�can las siguientes condiciones para cualesquiera �, �,  ∈ ℕn y 1 ≤ i, j ≤ r.
(i) Si x�ei ≺m x�ej , entonces x�+ei ≺m x�+ej .
(ii) Si x� ≺ x� , entonces x�ei ≺m x�ei.

Traducido a sus vectores exponentes, las condiciones anteriores son de la forma:
(i) Si (i, �) ≺m (j, �), entonces (i, � + ) ≺m (j, � + ),
(ii) Si � ≺ �, entonces (i, �) ≺m (i, �).

De�nición 1.16. Sea f ∈ Ar ⧵ {0}. Entonces f se puede escribir de manera única
como f = c�x�ei + g, donde c� ∈ K∗ y x�ej ≺ x�ei para cualquier término no nulo
dx�ej de g. Entonces de�nimos

lm≺m(f ) ∶= x
�ei el monomio líder de f ,

lc≺m(f ) ∶= c� el coe�ciente líder de f ,
le≺m(f ) ∶= (i, �) el exponente líder de f ,
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lcomp≺m(f ) ∶= i la componente líder de f y
lt≺m(f ) ∶= c�x

� el término líder de f .

Cualquier orden monomial ≺ sobre A se puede extender de forma natural a un orden

monomial sobre Ar
tomando una ordenación de los ei.

Por ejemplo, si ordenamos los ei de la forma e1 < e2 < ... entonces podemos conside-

rar un orden monomial sobreAr
que dé más importancia a dicha ordenación de los ei,

o bien, podemos considerar un orden monomial sobre Ar
que le dé más importancia

al orden monomial ≺ de A. Estos se de�nen respectivamente como sigue:

x�ei ≺POT x�ej ⇐⇒ i < j ó, si i = j, x� ≺ x� .
x�ei ≺TOP x�ej ⇐⇒ x� ≺ x� ó, si x� = x� , i < j.

De�nición 1.17. Sea ≺ un orden monomial sobre Ar, I ⊂ Ar un submódulo a la
izquierda y G ⊂ I un subconjunto �nito de I . Se dice que G es una base de Gröbner a
la izquierda de I sí y sólo si para cualquier f ∈ I ⧵ {0} existe un g ∈ G tal que lm(g)
| lm(f ).

∙ Sea S un subconjunto de Ar
, se de�ne el monoide de exponentes líderes de S

como el ℕn
-monoide generado por los exponentes líderes de los elementos de S . Es

decir, (S) ∶= ⟨(i, �) | ∃s ∈ S , le(s) = (i, �)⟩ ⊆ {1, ..., r} × ℕn
.

∙ Sea S un subconjunto de Ar
, el span de monomios líderes de S se de�ne como

el K-espacio vectorial, generado por el conjunto {x�ei | (i, �) ∈ (S)} ⊂ (Ar). Es

decir, L(S) ∶= ⟨{x�ei | (i, �) ∈ (S)}⟩ ⊆ Ar
.

Observación 1.2. Una de�nición alternativa de base de Gröbner a la izquierda es me-

diante L(S). En las condiciones de la de�nición anterior, se dice que G es una base de

Gröbner a la izquierda de I sí y sólo siL(G) = L(I) comoK-espacios vectoriales [20].

De�nición 1.18. Sea f ∈ Ar y S ⊂ Ar un subconjunto. Diremos que f está redu-
cido respecto de S , si ningún monomio de f está contenido en L(S).
Diremos que S esminimal si 0 ∉ S y lm(s) ∉ L(S ⧵ {s}) para todo s ∈ S .
Diremos que S está reducido, si 0 ∉ S y para todo s ∈ S se veri�can las siguientes
condiciones:
1. s está reducido respecto de S ⧵ {s} y
2. s- lt(s) está reducido respecto de S .

Esto quiere decir que para cada s ∈ S , el monomio líder de s no divide a ningúnmonomio
de cualquier otro elemento de S .
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De�nición 1.19. Sea  el conjunto de todos los subconjuntos �nitos no vacíos orde-
nados de Ar con respecto a un orden monomial ≺.
∙ Una forma normal (a la izquierda) sobre Ar es una aplicación

NF : Ar ×  → Ar, (f,G) → NF (f,G)

Satisfaciendo las siguientes condiciones para todo f ∈ A y G ∈ :
(i) NF (0, G) = 0,
(ii) NF (f,G) ≠ 0 ⇐⇒ lm(NF (f,G)) ∉ L(G).
(iii) (f−NF (f,G)) ∈ A⟨G⟩

Una forma normal a la izquierda NF se dice que está reducida con respecto de G ∈ ,
(forma normal reducida (a la izquierda)), si NF (f,G) está reducido con respecto a
G en el sentido de la de�nición anterior.

∙ Sea G = {g1, ..., gs} ∈ . Una representación de f en los elementos del A-módulo
generado por G, (A⟨G⟩),

f =
s
∑

i=1
aigi, ai ∈ A,

satisfaciendo que lm(f ) ≥ lm(aigi) para todo i = 1, ..., s tal que aigi ≠ 0, se dice que es
una representación estándar (a la izquierda) de f con respecto a G.

Lema 1.2. Sea I ⊂ Ar
un submódulo, G ⊆ I una base de Gröbner (a la izquierda)

de I y NF (⋅, G) una forma normal sobre Ar
con respecto a G. Entonces se tienen los

siguientes resultados:

(1) Para cualquier f ∈ Ar
tenemos que, f ∈ I ⇐⇒ NF (f,G) = 0.

(2) Si J ⊂ Ar
es un submódulo con I ⊂ J , entonces L(I) = L(J ) ⇐⇒ I = J .

(3) Si NF (⋅, G) es una forma normal reducida, entonces es única.

Demostración. (1) Si NF (f,G) = 0, entonces f ∈ I . Por otro lado, si NF (f,G) ≠ 0,

entonces lm(NF (f,G)) ∉ L(G) = L(I), luego NF (f,G) ∉ I , que implica f ∉ I .

(2) Sea f ∈ J y supongamos que NF (f,G) ≠ 0. Entonces lm(NF (f,G)) ∉ L(G) =
L(I) = L(J ), que es una contradicción, ya que NF (f,G) ∈ J . Luego, por (1), f ∈ I
y por tanto I = J .

(3) Sea f ∈ Ar
y supongamos que ℎ, ℎ′ son dos formas normales reducidas de f

con respecto aG. Entonces ℎ−ℎ′ está en elA-módulo generado porG, el cual coincide

con I por serG una base de Gröbner de I . Si ℎ−ℎ′ ≠ 0, entonces lm(ℎ−ℎ′) ∈ L(I) =
L(G), lo que contradice el hecho de que lm(ℎ− ℎ′) sea un monomio de ℎ ó de ℎ′.
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De�nición 1.20. Sean 0 ≠ f, g ∈ Ar con lm(f ) = x�ei y lm(g) = x�ej , respec-
tivamente. Consideremos  ∈ ℕn

0 de�nido de la forma i ∶= máx{�i, �i} para todo
1 ≤ i ≤ n. Entonces de�nimos el s-polinomio (a la izquierda) de f y g de la forma:

Spoly(f, g) ∶=
(

x−�f − lc(x−�f )
lc(x−�g)

x−�g
)

�ij

Observación 1.3. Es fácil ver que lm(Spoly(f, g)) < lm(f ⋅g). Si además lm(g)|lm(f ),
supongamos que lm(g) = x�ei, lm(f ) = x�ei, entonces el s-polinomio es más sencillo:

Spoly(f, g) = f − lc(f )
lc(x�−�g)

x�−�g.

Y claramente se tiene también que lm(Spoly(f, g)) < lm(f ).

El siguiente algoritmo calcula la forma normal a la izquierda de f respecto de un

conjunto G ∈  mediante el cálculo de los Spoly. Supondremos en los algoritmos

que vienen que tenemos A una G-álgebra y un orden monomial ≺ sobre (Ar).

Algoritmo 1.2. LeftNormalForm(f,G).
Input: f ∈ Ar, G ∈ 
Output: ℎ ∈ Ar

, una forma normal a la izquierda de f con respecto a G.

BEGIN

ℎ← f
Gℎ ← {g ∈ G ∶ lm(g)|lm(ℎ)}
while ((ℎ ≠ 0)and (Gℎ ≠ ∅)) do

elegir g ∈ Gℎ
ℎ← Spoly(ℎ, g)
Gℎ ← {g ∈ G ∶ lm(g)|lm(ℎ)}

end-while

return ℎ
END

Proposición 1.3. El algoritmo termina y devuelve la forma normal a la izquierda de

f ∈ Ar
respecto del conjunto G ∈ .

Demostración. El algoritmo termina: sea ℎ0 = f, en el i.ésimo paso del bucle

while, estamos calculando ℎi = Spoly(ℎi−1, g). Como lm(ℎi) = lm(Spoly(ℎi−1, g)) ≺
lm(ℎi−1), obtenemos, como en el algoritmo NormalForm del caso asociativo, un con-

junto {lm(ℎi)} de monomios líderes de los respectivos cálculos de ℎi, donde para cada

i se tiene lm(ℎi+1) ≺ lm(ℎi). Por tanto, como ≺ es un orden monomial y, en particular,

un buen orden, este conjunto estrictamente decreciente tiene un mínimo, donde se
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concluye que el algoritmo termina.

El algoritmo devuelve NF (f,G): Supongamos que el mínimo se alcanza en el pa-

so m. Sea ℎ = ℎm, haciendo sustituciones para volver atrás en el algoritmo podemos

obtener una expresión de la forma:

ℎ = f −
m−1
∑

i=1
aigi

donde ai son simplemente términos que van apareciendo al sustituir y gi ∈ G son

las sucesivas elecciones que se habían hecho de elementos de Gℎ. Donde se satisface

que lm(ℎm) ≺ lm(aigi) ≺ lm(a1g1) = lm(f ) y por construcción del algoritmo se tiene

que lm(ℎ) ∉ L(G) si ℎ ≠ 0, (ya que entonces Gℎ = ∅), de donde se concluye el

resultado.

Usando la de�nición de forma normal reducida a la izquierda, podemos extender el

algoritmo anterior de forma sencilla únicamente imponiendo condiciones para que

ningún monomio de NF (f,G) esté contenido en L(G). De esta forma obtendríamos

la unicidad en el output debido al 1.2(3).

Algoritmo 1.3. LeftNormalFormRed(f,G)
Input: f ∈ Ar

, G ∈ .

Output: ℎ ∈ Ar
, la forma normal reducida de f con respecto a G.

BEGIN

ℎ← 0
g ← f
while (g ≠ 0) do
g ← NormalForm(g, G)
ℎ← ℎ + lc(g)lm(g)
g ← g − lc(g)lm(g)

end-while

return ℎ
END

En este caso la prueba es más sencilla. Ya que cuando hacemos g ← g − lc(g)lm(g),
obviamente tenemos que lm(g − lc(g)lm(g)) ≺ lm(g), y por tanto se asegura la �nali-

zación del algoritmo.

Por otro lado, que devuelva la forma normal reducida de f respecto de G se tiene

directamente del algoritmo anterior y de que este nuevo algoritmo recoge las condi-

ciones que se imponen sobre la de�nición de forma normal reducida al hacer en cada
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paso g ← g − lc(g)lm(g).

Pasemos ahora a dar un algoritmo para el cálculo de bases de Gröbner (a la izquier-

da) sobre G-álgebras, el cual se basa principalmente en el algoritmo de Buchberger

extendido al caso no conmutativo.

Algoritmo 1.4. GB(H,≺)
Input:H ∈ , ≺ un orden monomial dado.

Output: G ∈ , una base de Gröbner (a la izquierda) del submódulo (a la izquierda)

I = A⟨H⟩ ⊂ Ar
.

BEGIN

G ← H
P ← {(f, g)|f, g ∈ G} ⊂ G × G
while (P ≠ ∅) do

Elegir (f, g) ∈ P
P ← P ⧵ {(f, g)}
ℎ← LeftNormalForm(Spoly(f, g), G)
if (ℎ ≠ 0) then
P ← P ∪ {(ℎ, f )|f ∈ G}
G ← G ∪ ℎ

end-if

end-while

return G
END

Lema 1.3. El algoritmo GB(H,≺) termina y devuelve una base de Gröbner (a la iz-

quierda) del ideal I generado por H en A, (I = A⟨H⟩).

Demostración. El algoritmo termina: de la propiedad (ii) de la de�nición de una

forma normal, (NF (f,G) ≠ 0 ⇐⇒ lm(NF (f,G)) ∉ L(G)), tenemos que si ℎ ≠ 0
entonces lm(ℎ) ∉ L(G). Por tanto, se tiene que A⟨G⟩ ⊂ A⟨{G, ℎ}⟩ y obtenemos, de

esta forma, una sucesión estrictamente creciente de ideales en A. Usando que A es

noetheriano 1.2, esta sucesión se estabiliza en en algún momento. Luego, después de

un número �nito de pasos, siempre tendremos que NF (Spoly(f, g), G) = 0, para todo

(f, g) ∈ P y, después de otra cantidad de pasos �nitos, tendremos que el conjunto P
de pares será vacío. Eso concluye que el algoritmo termine.

El algoritmo devuelve una base deGröbner del ideal (a la izquierda) I = A⟨H⟩:

la demostración se obtiene directamente del criterio de Buchberger extendido al caso

no conmutativo, mediante el uso de una forma normal, que vamos a ver a continuación

(teorema 1.2).
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Observación 1.4. Si en el algoritmo anterior tenemos que LeftNormalForm es una

forma normal reducida y que H está reducido, entonces la base de Gröbner G, que

obtenemos, es una base de Gröbner reducida.

Si H no está reducido, se puede aplicar después LeftNormalForm a (f,G ⧵ {f})
para todo f ∈ G para obtener una base de Gröbner reducida. Denotaremos por

RedGB(H,≺) al proceso que primero calcula una base de Gröbner de I = A⟨H⟩

y después la reduce para la obtención de una base de Gröbner reducida.

Teorema 1.2. Sea A una G-álgebra, I ⊆ Ar un submódulo (a la izquierda) y G =
{g1, ..., gl} ⊆ I un subconjunto. Sea NF (⋅, G) una forma normal sobre A con respecto de
G. Entonces son equivalentes:

(1) G es una base de Gröbner de I .
(2) NF (f,G) = 0 para todo f ∈ I .
(3) Cada f ∈ I tiene una representación estándar con respecto a G. Es decir, existen

a1, ..., al ∈ A tales que f se puede escribir de la forma f =
l

∑

i=1
aigi. Donde

lm(aigi) ≺ f y aigi ≠ 0 para todo 1 ≤ i ≤ l.
(4) Criterio de Buchberger: NF (Spoly (gi, gj), G) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ l.

Demostración. (1) ⇐⇒ (2), se sigue directamente del lema de Diamond [4].

(2) ⇐⇒ (3), se tiene de las de�niciones correspondientes.

(3) ⇐⇒ (1), vemos que si f tiene una representación estandar con respecto a G,

entonces lm(f ) debe aparecer como monomio líder de aigi para algún i = 1, ..., l. Esto

signi�ca que lm(gi)|lm(f ), luego G es una base de Gröbner de I .

(3) ⇐⇒ (4), sea ℎ =NormalForm(Spoly(fi, fj), G) ∈ I . Entonces por hipótesis, si

ℎ ≠ 0, tenemos que lm(ℎ) ∈ L(G), lo que contradice la propiedad (iii) de NF 1.19.

(4) ⇐⇒ (1), se prueba de manera equivalente al criterio de Buchberger del caso

conmutativo.

En particular, este último criterio es muy útil para la construcción de bases de Gröbner

y se puede agudizar un poco más cuando los respectivos gi y gj veri�can que sus

monomios líderes no tienen factores en común.

Lema 1.4 ( [23]). Sea A una G-álgebra de Lie y sean f, g ∈ A. Si lm(f ) y lm(g) no

tienen factores en común, entonces Spoly(f, g) se reduce a [f, g] ∶= fg − gf con

respecto al conjunto {f, g}.

A diferencia que ocurre en el caso conmutativo, en las G-álgebras no conmutativas

puede ocurrir que no podamos eliminar ciertas variables debido a que no exista un

orden de eliminación apropiado para la eliminación de dichas variables. Por ello, va-
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mos a de�nir el concepto de G-álgebra admisible para diferenciar cuándo se pueden

eliminar ciertas variables.

De�nición 1.21. Sea A = K⟨x1, ..., xn | {xjxi = cijxixj + dij para 1 ≤ i < j ≤ n}⟩
unaG-álgebra. Consideremos la subálgebraAr, generada por el subconjunto de variables
{xr+1, ..., xn} de {x1, ..., xn} para algún r ≥ 1 sujetas a las relaciones deA (que envuelvan
a las variables consideradas). Entonces diremos que Ar es un álgebra admisible si dij
son polinomios en xr+1, ..., xn para r + 1 ≤ i < j ≤ n. Entonces, Ar es cerrada bajo el
producto heredado de A, por lo que es una G-álgebra.

De�nición 1.22. Sea A una G-álgebra en n variables, generada por {x1, ..., xn} tal
que {xr+1, ..., xn} genera una sub-G-álgebra admisible B ⊂ A. Diremos que un orden
≺ sobre A es un orden de eliminación para x1, ..., xr, si para todo f ∈ A, tal que
lm(f ) ∈ B implica que f ∈ B. Si, además x1, ..., xr genera también una sub-G-álgebra
admisible C , diremos también que ≺ es un orden de eliminación para C .
∙ Si≺ es un orden de eliminación para las variables xr, ..., xn que además veri�ca lm(dij) ≺
xixj para todo i < j diremos que ≺ es un orden de eliminación admisible.

Lema 1.5. Sea A una G-álgebra como en la de�nición anterior, I ⊆ A un ideal,

B = K⟨xr+1, ..., xn | xjxi = cijxixj + dij⟩ una sub-G-álgebra admisible de A. Si S =
{f1, ..., fm} es una base de Gröbner de I , entonces S ∩ B es una base de Gröbner de

I ∩ B.

Demostración. Dado x� ∈ L(I), por de�nición de base de Gröbner, existe un f ∈ I
tal que lm(f ) = x� . Como ≺ es un orden de eliminación para las variables x1, ..., xr y

lm(f ) ∈(B), por la de�nición anterior se tiene que f ∈ B. Por tanto, L(I) ∩ B es

igual a:

⊕{Kx� | ∃f ∈ I , lm(f ) = x�} ∩ B = ⊕{Kx� | ∃f ∈ I ∩ B, lm(f ) = x�}.

Pero esto último esL(I ∩B). Por tanto,L(S)∩B = L(I)∩B = L(I ∩B) = L(S ∩B),
y de aquí se concluye que S ∩ B es una base de Gröbner de I ∩ B (1.2).

Cuando decimos de eliminar un conjunto de variables x1, ..., xr de un ideal I , en reali-

dad, queremos decir que estamos calculando la intersección del ideal I con la subál-

gebra admisible Ar.

Aunque puede ocurrir que no exista un orden de eliminación admisible para un cierto

subconjunto de variables sobre una G-álgebra. En cambio, en álgebras conmutativas

siempre existe un orden de eliminación, por ejemplo, el orden lexicográ�co.
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Ejemplo: Supongamos que tenemos la G-álgebra generada por {e, f , ℎ, a} tal que

[f, e] = −ℎ, [ℎ, e] = 2e, [ℎ, f ] = −2f . Tomando el orden lexicográ�co total, de-

notado en Singular por Dp, se puede comprobar de manera sencilla que se trata de

una G-álgebra. Es claro que a conmuta con las demás variables, por tanto podemos

eliminar dicha variable. En Singular se procedería como sigue:

ring r = 0,(e,f,h,a),Dp;
matrix d[4][4];
d[1,2]=-h; d[1,3]=2e; d[2,3]=-2f;
ncalgebra(1,D);
poly p = 4ef+h2-2h-a;
ideal I = e3, f3, h3-4h, p;
eliminate(I,a)
==>
// _[1] = h3-4h
// _[2] = fh2-2fh
// _[3] = f3

// _[4] = eh2+2eh
// _[5] = 2efh-h2-2h
// _[6] = e3

Por otra parte, se puede observar que no es posible eliminar la variable ℎ, ya que

[f, e] = −ℎ y por tanto el correspondiente d12 = −ℎ ∉ {e, f , a}. Es decir, no estaría-

mos sobre un álgebra admisible 1.21. Esta vez en Singular, si intentáramos eliminarla

con el proceso anterior tendríamos el siguiente mensaje de error.

eliminate(I,h)
==>
? no elimination is possible: subalgebra is not admissible
? error occurred in or before STDIN line 71: ‘eliminate(I,h);‘

El algoritmo eliminate(ideal I, subálgebra S), implementado en Singular/Plural,

trabaja siguiendo los siguientes pasos:

1. Comprueba cuando S es un subálgebra admisible 1.21, en caso de que no lo sea

envía el mensaje de error del ejemplo anterior;

2. En caso de ser admisible, elige de manera heurística un orden de eliminación ≺S
respecto de las variables a eliminar;

3. Comprueba cuando ≺S es un orden de eliminación admisible 1.22;
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4. Calcula una base de Gröbner de I con respecto de ≺S ;

5. Elimina todos los elementos de dicha base de Gröbner tales que sus monomios lí-

deres tengan otras variables fuera de S .

Una vez realizado este proceso, se puede reducir un poco la salida mediante el cálculo

de una base de Gröbner reducida.

En el texto vamos a trabajar mucho sobre el álgebra de Weyl An = K⟨x, )x | {)xjxi =
xi)xj + �ij para 1 ≤ i < j ≤ n}⟩, de la cual sabemos que es una G-álgebra. Además es

fácil ver que el orden lexicográ�co es un orden admisible sobre An.

1.4 Filtraciones y propiedades de G-álgebras

Recordemos el concepto de holonomicidad de un D-módulo y algunas propiedades

de los anillos graduados.

De�nición 1.23. Un anillo o álgebra A se dice �ltrado si para todo entero i ≥ 0,
existe un subespacio Fi tal que se veri�ca:

(1) Fi ⊆ Fj para i ≤ j, 1 ∈ F0,
(2) Fi ⋅ Fj ⊆ Fi+j y

(3) A =
∞
⋃

i=0
Fi.

Al conjunto  = {Fi | i ≥ 0} se le denomina �ltración de A. Es usual de�nirlo para
todo i ∈ ℤ imponiendo que Fi = ∅ para i < 0.

De�nición 1.24. Un anillo o álgebra A se dice que es graduado, si existe una fa-
milia G = {Gi | i ≥ 0} de subgrupos del grupo aditivo de A tales que

(1) Gi ⋅ Gj ⊆ Gi+j para todo i, j ≥ 0 y
(2) R =

⨁

i≥0
Gi

A la familia G se la llama graduado de A.

Observación 1.5. Cualquier anillo graduado R = ⊕i≥0Gi tiene una �ltración natural

 = {Fi | i ≥ 0}, de�nida mediante Fi = ⊕ℎ≤iGi.

Por otro lado, si tenemos R un anillo �ltrado por una �ltración  = {Fi | i ≥ 0}.
Construimos un anillo graduado gr (R), mediante dicha �ltración haciendo:

Gi ∶= Fi∕Fi−1 para cada i ≥ 0, y construimos gr (R) ∶= ⊕i≥0Gi.
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De�nición 1.25. Dada una �ltración  = {Fi | i ≥ 0} de A, el anillo graduado
asociado (resp. álgera graduada asociada) al anillo �ltrado (resp. álgebra �ltrada) A
viene de�nido por

gr (A) =
⨁

i≥0
Gi donde Gi = Fi∕Fi−1 y F−1 ∶= 0,

con el producto dado por el producto de clases (ai + Fi−1) ⋅ (aj + Fj−1) = aiaj + Fi+j−1.

Ejemplos: Consideramos el espacio vectorial en K[x1, ..., xn] de los elementos que

tienen grado total (1.10) a lo sumo k, es decir:

Fk ∶= {P ∈ K[x1, ..., xn] | deg(P ) ≤ k}.

Entonces Fk = {0} para k < 0 ya que deg(0) = −∞ por convenio y 0 es el único

polinomio que tiene grado total negativo. Se puede probar fácilmente que  = {Fk |
k ≥ 0} veri�ca las propiedades de �ltración sobre K[x1, ..., xn], la cual se denomina

�ltración del grado total.

Esta �ltración se puede ver también en el álgebra de Weyl y dota de interesantes

propiedades a su anillo graduado. Es decir, tomandoAn el álgebra de Weyl en las n va-

riables x1, ..., xn, podemos considerar la llamada �ltración de Bernstein  = {Bk}k∈ℕ,

donde Bk se de�ne como el conjunto de todos los operadores de An de grado total

menor o igual a k. Y obtener, mediante dicha �ltración, su anillo graduado correspon-

diente, Sn = gr(An), del cual se puede probar que es isomorfo al anillo de polinomios

en 2n variables, resultado que dota de grandes propiedades a dicho graduado [13]. En

particular, se tiene que B0 = K y que una base como K-espacio vectorial de B1 vie-

ne dada por {1, x1, ..., xn, )x1 , ..., )xn}. Es más, una base de Bk consta de un número

de elementos determinado por el número de soluciones no negativas de la ecuación

�1 + ...+ �n + �1 + ...+ �n ≤ k. Este número se obtiene fácilmente por combinatoria y

es

(2n+k
k

)

. Número del cual se conoce que tiene una gran importancia en el concepto

de dimensión de un An-módulo [13].

Teorema 1.3. [26] Sea A un anillo o álgebra �ltrado respecto de una �ltración  ,
y G = gr (A) su anillo graduado. Entonces

(1) Si grF (A) es Noetheriano a la izquierda (resp. derecha), entoncesA es Noetheriano
a la izquierda (resp. derecha).

(2) Si grF (A) no tiene divisores de cero, entonces A tampoco tiene divisores de cero.
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Como mencionábamos en el ejemplo anterior, como gr(An) ≅ K[x1, ..., xn, y1, ..., yn],
se veri�can las condiciones del resultado anterior para el álgebra de Weyl.

1.4.1 Filtraciones asociadas a vectores de peso

Muchos algoritmos dentro de anillos de operadores diferenciales utilizan los deno-

minados vectores de peso para construir un orden de eliminación apropiado, ya que

al contrario que ocurre en el caso conmutativo, ( por ejemplo, el orden lexicográ�co

siempre es de eliminación), en el caso no conmutativo puede ocurrir que no exista un

orden monomial de eliminación admisible.

De�nición 1.26. ∙ Un vector de pesos es un vector de componentes enteras no ne-
gativas w = (w1, ..., wn). Sobre el álgebra de Weyl usaremos la notación (u, v) ∈ ℤ2

≥0
para referirnos a que las variables x1, ..., xn tienen el vector de pesos u y las variables
)x1 , ..., )xn tienen los de v
∙ Sea A una G-álgebra y w un vector de pesos. Diremos que ≺w es un orden graduado
de pesos sobreA, si hay un vector de pesosw y algún orden monomial ≺ sobreA tal que

� ≺w � ⇐⇒
n
∑

i=1
wiai ≺

n
∑

i=1
wibi ó, si

n
∑

i=1
wiai =

n
∑

i=1
wibi, entonces � ≺ �.

Donde � = (a1, ..., an) y � = (b1, ..., bn).

Para un monomio x� sobre la base de monomios (x1, ..., xn) de una G-álgebra A,

de�nimos una función graduada de pesos sobre A respecto de un vector de pesos

w, como una aplicación:

degw(x�) ∶= w1�1 +⋯wn�n.

Extendemos esta de�nición para cualquier operadorP ∈ A, como degw(P ) = degw(lm(P )),
y pondremos que degw(x�) = 0 ⇐⇒ � = 0.

Lema 1.6. degw(PQ) = degw(P ) + degw(Q).

Demostración. Sobre los monomios líderes tendríamos

deg(x�x�) = deg(x�+�) =
n
∑

i=1
wi(�i + �i) = degw(x�) + degw(x�)
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Luego usando que lm(PQ) = lm(P )lm(Q), tenemos que

degw(PQ) = degw(lm(lm(P )lm(Q))) = degw(lm(Q)lm(Q)) = degw(P ) + degw(Q).

Ejemplo: Tomando un vector de pesos (u, v) para el álgebra de Weyl, podemos de�-

nir el conjunto Vi ∶= {P ∈ An | deg(u,v)(P ) ≤ m} de todos los operadores de An cuyo

grado total con respecto al vector de pesos (u, v) sea a lo sumo i. Entonces V ∶= {Vi |
i ∈ ℕ} es una �ltración sobre An, denominada la V -�ltración con respecto del vector

de pesos (u, v).

Este ejemplo anterior se puede generalizar un poco más a una G-álgebra cualquie-

ra. Sea A una G-álgebra cualquiera, sea w un vector de pesos sobre las variables de

A y sea Fk el K-espacio vectorial generado por {m ∈(A) | degw(m) ≤ n}. De esta

forma, F0 = K ,

Fi ⊆ Fj ⊆ A, para todo i ≤ j y A =
∞
⋃

i=1
Fi.

Luego usando el lema 1.6, tenemos que Fi ⋅ Fj ⊆ Fi+j para todo 0 ≤ i < j. Como sa-

bemos, Gi = Fi∕Fi−1 es el conjunto de todos los elementos homogeneizados de grado

total ponderado igual a i en A, con G0 = F0 = K . Tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.7. Supongamos que tenemos unG-álgebra A tal que para cada i < j se tiene

que degw(dij) < degw(xixj) = wi+wj . Denotemos por x a la clase de xi cociente Fi−1.
Es decir, xi = xi + Fi−1. Entonces

grdegw(A) =
∞
⨁

i=1
Gi = K⟨x1, ..., xn | xjxi = cijxixj para i < j}

Es decir, en este caso grdegw(A) es isomorfo a un álgebra cuasi-homogénea en n varia-

bles. Luego usando el teorema (Jacobson) 1.3, tenemos que A es un dominio Noethe-

riano.

La demostración de este resultado se tiene directamente de la hipótesis degw(dij) <
degw(xixj) ya que
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xjxi = (xj + Fj−1)(xi + Fi−1) = (cijxixj + dij) + Fi+j−1 = cijxixj , para 1 ≤ i < j ≤ n

En particular, volviendo al caso del álgebra de Weyl An, la �ltración de Bernstein

Bk = {m ∈(An) | deg(1,...,1)(m) ≤ k}. Donde deg(1,...,1)(m) denota también al grado

total de un operador que de�nimos anteriormente. Entonces, como el álgebra de Weyl

es una G-álgebra donde los cij ∈ {0, 1} para todo i, j = 1, ..., 2n, entonces, por el

resultado anterior, se veri�ca que grdeg(1,..,1)(An) = gr(An) ≅ K[x1, ..., xn, y1, ..., yn]
como ya mencionábamos anteriormente.

1.4.2 Dimensión de Gel’fand-Kirillov

En teoría de D-módulos y en particular en el álgebra de Weyl, un concepto muy im-

portante es el de la dimensión de un An-módulo. Gracias a este concepto se puede

de�nir la propiedad de holonomicidad de un An-módulo, que tiene que ver con que

dicha dimensión sea “la menor posible”.

La dimensión de un An-módulo M , usualmente se de�ne como el grado del polino-

mio de Hilbert de M . Se conoce que la dimensión de Gel’Fand-Kirillov coincide con

dicha de�nición de dimensión de un An-módulo y, por tanto, sirve para probar la fa-

mosa desigualdad de Bernstein, la cual establece que la dimensión de un An-módulo

es como mínimo n. Esto permite dar la de�nición de un An-módulo holónomo, como

comentábamos antes, por tener dimensión mínima.

De�nición 1.27. Sea A un anillo �ltrado con una �ltración  = {Fi | i ≥ 0}. Una
�ltración de unA-módulo (a la izquierda)M , es una familia de conjuntos {Mi | i ≥ 0}
tal que

(1)Mi ⊆ Mj para todo i < j,
(2) FiMj ⊆ Mi+j para todo i, j ≥ 0, y
(3)M = ∪i≥0Mi.

Un modulo con una �ltración se dirá que es un módulo �ltrado. Al igual que en la
de�nción de �ltración sobre un anillo, es usual tomar i ∈ ℤ e imponer queMi = ∅ para
i < 0.

De la misma forma que hemos hecho para un anillo con una �ltración, se puede de�nir

el módulo graduado asociado al módulo �ltrado M respecto de la �ltración  = {Mi
| i ≥ 0}, como gr (M) =

⨁

i≥0Mi∕Mi−1.

De�nición 1.28. Sea A una K-álgebra con una �ltración A′ = {Ai | i ∈ ℕ} yM
un A-módulo a la izquierda con una �ltraciónM ′ = {Mi | i ∈ ℕ}.
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Diremos queA′ es una �ltración estándar siAi = Ai
1 para todo i y que es una �ltración

de dimensión �nita si A0 = K y dimK(Ai) < ∞ para todo i.
De la misma forma, diremos queM ′ es estándar siMi = AiM0 para todo i, y que es
de dimensión �nita si dimK(Mi) <∞ para todo i.

Ejemplo: Por ejemplo, la �ltración de Bernstein sobre el álgebra de Weyl es una

�ltración estándar y de dimensión �nita. Pasa lo mismo con la �ltración del grado

total que vimos anteriormente, sobre K[x1, ..., xn]. En la cual se puede hacer algo

similar a lo que se hizo en el álgebra de Weyl.

Consideramos V i ∶= {P ∈ K[x1, ..., xn] | deg(1,...,1)(P ) = i} y pongamos V ∶= V 1
.

Claramente, F ∶= {Fi | i ≥ 0} es una �ltración estándar, donde F0 ∶= V 0 = K y

Fi ∶= ⊕i
k=0V

k
para i > 0. Además {x1, ..., xn} es una base como K-espacio vectorial

de V y en general {xi11 ⋯ xinn | ik ≥ 0,
∑n

k=1 ik = i} es una base como K-espacio

vectorial de V i
. Por tanto, al igual que vimos anteriormente, dimK(Vi) =

(i+n
n

)

que es

igual al número de soluciones no negativas de la ecuación i1 +⋯ + in = i.

Observación 1.6. Sea R una K-álgebra asociativa �nitamente generada. Entonces

existe un K-espacio vectorial de dimensión �nita V ⊆ R tal que R está generado por

V como K-álgebra. Este V induce una �ltración estándar de dimensión �nita {Ri |

i ≥ 0} sobre R de la forma R0 ∶= V 0 ∶= K y Ri ∶=
∑i

j=0 V
j
.

SiM es unR-módulo (a la izquierda) �nitamente generado, entonces existe un subes-

pacioM0 tal queM = RM0. EntoncesM tiene una �ltración inducida por la deR de

la forma {Mi | i ≥ 0} con Mi ∶=M0Ri para cada i > 0.

De�nición 1.29. Sea {Ri | i ≥ 0} y {Mi | i ≥ 0} �ltraciones sobre R yM como en
la observación anterior. Entonces la dimensión de Gel’fand-Kirillov de R se de�ne

GKdim(R) = lı́m sup
i→∞

logi(dimK(Ri)) = lı́m sup
i→∞

ln(dimK (Ri))
ln(i)

.

Y de�nimos la dimensión de Gel’fand-Kirillov deM por

GKdim(M) = lı́m sup
i→∞

logi(dimK(Mi)) = lı́m sup
i→∞

ln(dimK (Mi))
ln(i)

.

Se puede probar de manera fácil que la dimensión así de�nida no depende de la elec-

ción de la �ltración [13].

Teorema 1.4. Sea A una G-álgebra en n variables. Entonces GKdim(A) = n. En
particular, GKdim(An) = 2n y GKdim(K[x1, ..., xn]) = n [1].
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Teorema 1.5. (Desigualdad de Bernstein). Sea M un An-módulo. Entonces
GKdim(M) ≥ n.

La demostración de este resultado se puede encontrar en [13]. Con la que directamente

podemos de�nir la holonomicidad de unAn-módulo. Aunque esta de�nición se puede

generalizar a un A-módulo M sobre un álgebra A.

De�nición 1.30. SeaM un An-módulo (a la izquierda), diremos queM es holóno-
mo, si GKdim(M) = n.
Sea I ⊆ An un ideal (a la izquierda), diremos que I es holónomo, si An∕I es holónomo
como An-módulo.

∙ SeaA unaG-álgebra en las n variables x1, ..., xn. Ya hemos visto que entoncesA tiene

una PBW-base ((x1, ..., xn)) y que, por tanto, cualquier elemento P de A se puede

escribir de la forma P =
∑

�∈ℕn
c�x

�
. De esta forma podemos considerar el isomor�smo

de espacios vectoriales

 ∶ A→ K[x1, ..., xn], x� → x� .

Por ejemplo, en el álgebra de Weyl, sabemos que un operador diferencial P ∈ An lo

podemos escribir de la forma

P =
∑

�,�
c��x

�)�x .

Por tanto, dicho isomor�smo, el cual es muy conocido, está de�nido por  (xi) = xi
y  ()xi) = �i, donde aquí hemos hecho el cambio de notación a �i para simbolizarlos

como variables conmutativas.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado, con el cual se puede resolver el

problema de calcular la dimensión de Gel’fand Kirillov en el caso no conmutativo,

mediante la dimensión de Krull en el caso conmutativo.

Teorema 1.6. Sea A una G-álgebra en n variables x1, ..., xn, I ⊆ A un ideal y
M = A∕I visto como A-módulo. Consideramos el isomor�smo de espacios vectoriales
anterior. Entonces GKdim(M) = dimK(K[x1, ..., xn]∕ (L(I))), donde L(I) es el span
de monomios líderes de I que de�níamos anteriormente [9].



2 b-función global

Esta sección se va a subdividir en seis partes. En la primera estudiaremos la de�nición

de la b-función global desde un punto de vista algorítmico, usando el ideal de Mal-

grange y los vectores de peso.

En la segunda parte, demostraremos el resultado de la existencia del polinomio de

Bernstein-Sato por medio de resultados conocidos del ideal de Malgrange.

En la tercera parte, veremos que estos resultados, que en un principio se basarán so-

bre un único polinomio, se pueden extender a un conjunto de polinomios f1, ..., fq ∈
K[x1, ..., xn], dándonos así el concepto de ideales de Bernstein-Sato.

En la cuarta parte, estudiaremos el problema de calcular del ideal anulador s-paramétrico

mediante métodos conocidos como el de Oaku-Takayama ó el de Briançon-Maisonobe.

Viendo este último con más detalle gracias a los resultados de Viktor Levandovskyy

sobre preimágenes.

En la quinta parte, estudiaremos el problema de la intersección de un ideal con una

subálgebra principal de manera teórica y algorítmica, viendo que este problema se

traduce en el problema de encontrar el polinomio mínimo de un endomor�smo. Tam-

bién veremos los primeros algoritmos para el cálculo de la b-función global y de los

ideales de Bernstein-Sato usando los resultados de los temas anteriores.

En la sexta parte, dejaremos de lado el problema del cálculo de la b-función en su

totalidad para centrarnos en un problema mucho menos complejo computacional-

mente. Veremos cómo comprobar cuando un número racional es raíz del polinomio

de Bernstein-Sato o b-función global y cómo calcular su multiplicidad en caso de ser

raíz de manera teórica y algorítmica [22].
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2.1 b-función global con respecto a vectores de peso

De�nición 2.1. Sea 0 ≠ w ∈ ℝn
≥0. Para cualquier operador no nuloP =

∑

�,�
c��x

�)� ∈

An de�nimos la forma inicial de P con respecto al vector de pesos (−w,w) como:

in(−w,w)(P ) ∶=
∑

�,�∶−w�+w�=deg(−w,w)(P )
c��x

�)� .

Esta de�nición se extiende de forma natural a un conjunto de operadores (resp. a un ideal
generado por los operadores) Q = {P1, ..., Pl} ⊆ An y se denomina la forma inicial
del conjunto Q con respecto a (−w,w) (resp. la forma normal del ideal generado por el
conjunto de operadores Q con respecto a (−w,w)).

in(−w,w)(Q) = {in(−w,w)(Pi) | i = 1, ..., l}.

De�nición 2.2. Sea 0 ≠ w ∈ ℝn
≥0 e I ⊆ An un ideal. Consideremos s ∶=

n
∑

i=1
wixi)i.

De�nimos la b-función global asociada al ideal I con respecto al vector de pesos w por
ser el generador mónico de la intersección ⟨bI,w(s)⟩ ∶= in(−w,w)(I) ∩K[s].

Teorema 2.1. La b-función global asociada a un ideal holónomo I ⊆ An con respecto
a un vector de pesos w ≠ 0 cualquiera es no nula.

Observación 2.1. Antes de pasar a la prueba de este resultado, vamos a estudiar cómo

calcular de manera algorítmica la b-función global de un ideal I con respecto del

vector de pesos w.

Siguiendo su de�nición, el cálculo se puede realizar en dos pasos:

1. Calcular el ideal inicial I ′ de I con respecto a w.

2. Calcular la intersección de I ′ con el subálgebra K[s].

Veamos primero el cálculo del ideal inicial asociado a un ideal cualquiera I . Por otro

lado, veremos también cómo calcular la intersección de un ideal a la izquierda con un

subálgebra generada por un elemento s en la sección 2.5.

Estudiaremos la prueba del resultado 2.1 en la sección 2.5, cuando hablemos del pro-

blema de la intersección.
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2.1.1 Cálculo del ideal inicial

Para el cálculo del ideal inicial, el método de la homogeneización por pesos es un

método muy efectivo. Una referencia de resultados sobre homogeneización en opera-

dores diferenciales es [12].

Sean �, � ∈ ℝn
>0. El K-álgebra asociativa (An)

(ℎ)
(�,�) es un G-álgebra en las variables

x1, ..., xn, )x1 , ..., )xn , ℎ cuyas relaciones son conmutativas salvo para )xjxi = xi)xj +
�ijℎ�i+�j . Es decir, tenemos la G-álgebra:

(An)
(ℎ)
(�,�) ∶= K⟨x1, ..., xn, )x1 , ..., )xn , ℎ | {)xjxi = xi)xj + �ijℎ

�i+�j}⟩

la cual se llama el n-ésimo álgebra de Weyl homogeneizado con respecto del vector

de pesos (�, �, 1), que denotaremos simplemente (�, �). Es decir, las variables xi y )xi
toman los pesos �i y �i respectivamente, para i = 1, ..., n, en cambio ℎ toma el peso 1.

Notar que, a diferencia que de�nimos sobre el álgebra de Weyl ((u, v) ∈ ℝ2n
), ahora

tomamos pesos de homogeneización �, � ∈ ℝn
>0. Además, notar que la relación )xixi =

xi)xi+ℎ
�i+�i en (An)

(ℎ)
(�,�) es homogénea de grado�i+�i, el cual es estrictamente positivo,

mientras que la relación )xixi = xi)xi + 1 en An es homogénea de grado cero.

Una vez de�nida el álgebra homogeneizada, estudiemos la homogeneización de los

elementos y los órdenes homogeneizados sobre estos.

De�nición 2.3. Para un operador P =
∑

�,�
c��x

�)�x ∈ An de�nimos la homogenei-

zación con respecto a �, � de P por:

H(�,�)(P ) =
∑

�,�
c��ℎ

deg(�,�)(P )−(��+��)x�)�x ∈ (An)
(ℎ)
(�,�).

Esta de�nición se extiende de forma natural a un conjunto de operadores y por tanto,
a un ideal generado por un conjunto �nito de operadores. Aquí deg(�,�)(P ) denota el
grado total de P respecto a los pesos �, � para x, ) y de peso 1 para ℎ (1.10).

De�nición 2.4. Sea ≺ un orden monomial en An. De�nimos el orden homogenei-
zado asociado a ≺ en (An)

(ℎ)
(�,�), denotado por ≺

(ℎ); tomando ℎ ≺(ℎ) xi, ℎ ≺(ℎ) )xi para
todo i = 1, ..., n, y

P ≺(ℎ) Q si deg(�,�)(P ) < deg(�,�)(Q)
ó deg(�,�)(P ) = deg(�,�)(Q) y P|ℎ=1 ≺ Q|ℎ=1

.
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Teorema 2.2. Sea F un subconjunto �nito de An y ≺ un orden monomial. Si G(ℎ)

es una base de Gröbner de ⟨H(�,�)(F )⟩ con respecto a ≺(ℎ), entonces G(ℎ)
|ℎ=1

es una base de
Gröbner de ⟨F ⟩ con respecto a ≺.

Demostración. Para cualquier f ∈ ⟨F ⟩ con lm≺(ℎ)(H(�,�)(f )) = x�)�ℎ�, existe g(ℎ) ∈
G(ℎ)

con lm≺(ℎ)(g(ℎ) = x)�ℎk que satisface lm≺(ℎ)(g(ℎ)) | lm≺(ℎ)(H(�,�)(f )), debido a

queG(ℎ)
es base de Gröbner (1.17). ComoH(�,�)(f ) es (�, �)-homogéneo, deg(�,�)(m) =

�� + �� + � para todos los monomios m de H(�,�)(f ), por lo que, de acuerdo con la

de�nición de ≺(ℎ), se tiene que m
|ℎ=1

≺ x�)� . Entonces

lm(g(ℎ))
|ℎ=1

= x)� | x�)� = lm(H(�,�)(f ))|ℎ=1 = lm(f ),

Lo que termina la prueba.

Teorema 2.3. Sea I un ideal en An, ≺ un orden monomial sobre An y ≺(�,�) el orden
monomial de�nido por

x�)� ≺(�,�) x)� si �� + �� < � + ��
ó �� + �� = � + �� y x�)� ≺ x)� .

Si G(ℎ) es una base de Gröbner de H(�,�)(I) con respecto de ≺(ℎ)(�,�), entonces in(�,�)(G
(ℎ)
|ℎ=1
)

es una base de Gröbner de in(�,�)(I) con respecto a ≺.

Demostración. Los conceptos de forma inicial con respecto a (u, v) y de orden homo-

geneizado son compatibles en el siguiente sentido: SeaP ∈ (An)
(ℎ)
(�,�), (�, �)−homogéneo.

Entonces por de�nición de los órdenes anteriores:

lm≺(ℎ)(u,v)
(P ) = lm≺(u,v)(P|ℎ=1) = lm≺(in(u,v)(P|ℎ=1))

Sea f ′ ∈in(u,v)(I), (u, v)−homogéneo. Entonces existe algúnf ∈ I tal quef ′ =in(u,v)(f ).
Como G(ℎ)

es una base de Gröbner con respecto al orden ≺(ℎ)(u,v), también existe algún

g ∈ G(ℎ)
, (�, �)−homogéneo satisfaciendo

lm≺(in(u,v)(g)) = lm≺(ℎ)(u,v)
(g) | lm≺(ℎ)(u,v)

(H(�,�)(f )) = lm≺(in(u,v)(f )) = lm≺(f ′),

de donde se concluye la prueba.
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Gracias a estos resultados y por la de�nición de ideal inicial, se puede construir un

algoritmo para el cálculo del ideal inicial de un ideal a la izquierda I con respecto de

un vector de pesos w ≠ 0.

Algoritmo 2.1. InitialIdeal(I, ≺, u, v, �, �)
Input: I ⊂ An, ≺ un orden global sobre An, 0 ≠ (u, v) ∈ ℝ2n

un vector de pesos,

�, � ∈ ℝn
>0 vector de pesos para homogeneización.

Output: G, una base de Gröbner de in(u,v)(I) con respecto a ≺.

BEGIN

≺(ℎ)(u,v)← el orden monomial del teorema 2.3

G(ℎ) ← Una base de Gröbner de H(�,�)(I) con respecto a ≺(ℎ)(u,v)
G ← G(ℎ)

|ℎ=1
return in(u,v)(G)
END

2.1.2 b-función global respecto al ideal de Malgrange

De�nición 2.5. Sea f ∈ K[x1, ..., xn], el ideal

If ∶= ⟨t − f, )1 +
)f
)x1
)t, ..., )n +

)f
)xn
)t⟩ ⊆ An⟨t, )t⟩

En el (n + 1)-ésimo álgebra de Weyl An+1 ∶= An⟨t, )t⟩, se denomina el ideal de Mal-
grange asociado a f .

De�nición 2.6. Sea f ∈ K[x1, ..., xn], If el ideal deMalgrange def yw = (1, 0, ..., 0) ∈
ℝn+1 tal que el peso correspondiente a )t sea 1 y a t sea −1. Entonces

bf (s) ∶= (−1)
deg(bIf ,w)bIf ,w(−s − 1)

Se denomina la b-función global asociado al polinomio f .

En realidad, la b-función global o el polinomio de Bernstein-Sato asociado a un po-

linomio f no nulo, se suele de�nir mediante la existencia de la ecuación funcional

de Bernstein. Es decir, se prueba que para cualquier polnomio no nulo f , existe un

polinomio b(s) ∈ K[s] y un operador P (s) ∈ An[s] = An ⊗K K[s], satisfaciendo

P (s)f s+1 = b(s)f s



42 aspectos computacionales del polinomio de bernstein-sato de una

singularidad

y se de�ne el polinomio de Bernstein-Sato o b-función global, como el generador mó-

nico del ideal formado por los polinomios b(s) que satisfacen la ecuación anterior para

algún P (s) ∈ An[s].

La prueba del resultado de la existencia de dicho polinomio sobre el anillo de poli-

nomios, se prueba principalmente mediante resultados de holonomicidad [13].

Probaremos en la siguiente sección 2.4, que la b-función global asociada a f de la

de�nición 2.6 coincide con la de�nición del generador mónico del ideal formado por

los polinomios b(s) que satisfacen la ecuación funcional de Bernstein-Sato. Es decir,

se puede probar que ambas de�niciones son equivalentes.

2.2 El ideal deMalgrange y existencia del polinomio
de Bernstein-Sato

Sea f ∈ K[x] ∶= K[x1, ..., xn] y sea s una nueva variable. Consideramos el (n + 1)-
ésima álgebra de Weyl An+1 = An⟨t, )t⟩ con los nuevos generadores t y )t. Considera-

mos el anillo conmutativo K[x, s]f y el K[x, s]f -módulo libre de rango 1, K[x, s]ff s
generado por el símbolo f s. El cual tiene estructura de An⟨t, )t⟩-módulo con las ope-

raciones:

xi ⋅ p(x, s)f s ∶= xip(x, s)f s, para 1 ≤ i ≤ n.

)xi ⋅ p(x, s)f
s = )p

)xi
f s + (s)p(x, s) )f

)xi
f s+1, para 1 ≤ i ≤ n.

t ⋅ p(x, s)f s = p(x, s + 1)f s+1.
)t ⋅ p(x, s) = −sp(x, s − 1)f s−1.

Para p ∈ K[x, s] y f s+j = f jf s para j ∈ ℤ.

Es decir, xi actúa vía multiplicación, )xi mediante la derivada parcial, t actúa por

s → s + 1 y )t es el producto por −s y el cambio s → s − 1.

Como mencionábamos al comienzo del capítulo 2, en este tema vamos a demostrar el

siguiente resultado. Aunque antes de pasar a la prueba, vamos a estudiar ciertas pro-

piedades del ideal de Malgrange, las cuales son fundamentales para que la de�nición

que hemos dado en el tema anterior cobre sentido.
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Teorema 2.4. El polinomio de Bernstein-Sato bf (s) (o b-función global) asociado a
f está unívocamente determinado por el polinomio de menor grado enK[s] que satisface
la igualdad

P (s) ⋅ f s+1 = b(s)f s

Para algún operador P en el G-álgebra An[s] ∶= An ⊗K[s].

El conjunto de todos los polinomios b(s) ∈ K[s] que veri�can la ecuación anterior,

constituyen un ideal en K[s]. Como K[s] es un dominio de ideales principales, en-

tonces dicho ideal estará representado por su generador mónico.

Como hemos mencionado, antes de pasar a la prueba del teorema anterior, veamos

algunos resultados en relación al ideal de Malgrange, el cual es una de las claves para

la construcción de la b-función global.

Observación 2.2. Notar que la ecuación funcional del resultado anterior es equiva-

lente a encontrar el polinomio mónico no nulo que veri�ca

(bf (s) − P (s)f ) ⋅ f s = 0.

Es decir, bf (s) ∈ AnnAn[s](f
s) + ⟨f ⟩ ⊆ An[s] = An ⊗K K[s]. Donde

AnnAn[s](f
s) ∶= {P (s) ∈ An[s]|P (s) ⋅ f s = 0}

Se denomina el ideal anulador s-paramétrico de f s. Donde la operación P (s) ⋅ f s
es la acción que ya hemos de�nido al comienzo de este tema para las variables x y )x,
con la nueva acción de s que actúa simplemente por el producto conmutativo de s.

De�nición 2.7. Se de�ne el Ideal deMalgrange asociado a un polinomio f ∈ K[x]
como el ideal generado por los elementos

t − f y )xi +
)f
)xi
)t, para i = 1, ..., n

en el (n + 1)-ésimo álgebra de Weyl An⟨t, )t⟩.

De�nición 2.8. El ideal anulador de f s en An⟨t, )t⟩ se de�ne por el conjunto

AnnAn⟨t,)t⟩ ∶= {P ∈ An⟨t, )t⟩ | P ⋅ f s = 0}
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Donde el producto P ⋅ f s está determinado por los productos de�nidos al comienzo de la
sección.

Observación 2.3. Es fácil comprobar que dicho conjunto es un ideal a la izquierda en

An⟨t, )t⟩, ya que f s ∈ K[x, s]f s y K[x, s]f s es un An⟨t, )t⟩-módulo con las operacio-

nes ya mencionadas.

Nuestro objetivo ahora es probar que el ideal de Malgrange If coincide con AnnAn⟨t,)t⟩(f
s)

mediante propiedades importantes que veri�ca el ideal de Malgrange. Una vez he-

cho esto, veremos que también hay una relación fuerte entre el ideal anulador s-
paramétrico y el ideal de Malgrange, la cual se debe principalmente a cierta aplicación

(t)t → −s − 1) que veremos más adelante. Con todo ello podremos pasar a la prueba

del resultado 2.4.

Lema 2.1. Sea If el ideal de Malgrange asociado a un polinomio f ∈ K[x1, ..., xn].
Es decir,

If = ⟨t − f, )x1 +
)f
)x1
)t, ..., )xn +

)f
)xn
)t⟩.

Escojamos un orden monomial≺ tal que, lm(t−f ) = t y lm()xi+
)f
)xi
)t) = )xi . Entonces

los generadores del ideal de Malgrange forman, por si mismos, una base de Gröbner

del ideal If respecto del orden monomial ≺.

Demostración. Para probar el resultado, vamos a usar el criterio de Buchberger (G
es base de Gröbner de I si y sólo si NF (f,G) = 0 para todo f ∈ I , 1.2). Para ello,

usamos el lema 1.4:

Spoly(t − f, )xi +
)f
)xi
)t) se reduce por If a [t − f, )xi +

)f
)xi
)t], y

Spoly()xi +
)f
)xi
)t, )xi +

)f
)xi
)t) se reduce por If a [)xi +

)f
)xi
)t, )xi +

)f
)xi
)t].

Donde

[t−f, )xi +
)f
)xi
)t] = t

)f
)xi
)t−

)f
)xi
)tt−f)xi +)xif = [t, )t]

)f
)xi
+[)xi , f ] =

)f
)xi
+[)xi , f ] = 0

[)xi +
)f
)xi
)t, )xi +

)f
)xi
)t] =

)f
)xi
)t)xj − )xj

)f
)xi
)t + )xi

)f
)xj
)t −

)f
)xj
)t)xi =

−[)xj ,
)f
)xi
])t + [)xi ,

)f
)xi
])t = 0.
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Las últimas igualdades a 0, se deben a que en el álgebra de Weyl, si P ∈ An entonces

[)xi , P ] =
)P
)xi

, (ver Corolario 1.25, [1]). Entonces, por el criterio de Buchberger, que

mencionamos antes, se concluye el resultado.

Teorema 2.5. El ideal de Malgrange If es holónomo en An⟨t, )t⟩.

Demostración. Usando el lema anterior, tomamos el orden monomial anterior para

que se veri�que que los generadores de If forman una base de Gröbner. De esta forma,

tenemos que L(If ) = ⟨t, )x1 , ..., )xn⟩ con respecto a dicho orden monomial.

Por otro lado, para el cálculo de la dimensión de Gel’fand-Kirillov de If usamos el

teorema 1.6:

GKdim(If ) =GKdim(An⟨t, )t⟩∕If ) =
dimK(K[x1, ..., xn, )x1 , ..., )xn , t, )t]∕⟨t, )x1 , ..., )xn⟩) = dimK(K[x1, ..., xn, )t]) = n + 1.

Por tanto If es holónomo en An⟨t, )t⟩.

Corolario 2.1. El ideal de Malgrange If es un ideal propio.

Demostración. Sabemos que An y An+1 = An⟨t, )t⟩ son ambas G-álgebras, luego te-

nemos que GKdim(An) = 2n y que 2(n + 1) =GKdim(An⟨t, )t⟩) (1.4). Por otro lado,

usando el resultado anterior (2.5), tenemos que

GKdim(If ) = n + 1 < 2(n + 1) =GKdim(An⟨t, )t⟩).

De donde se concluye que sea un ideal propio.

Teorema 2.6. El ideal de Malgrange If es un ideal maximal (a la izquierda).

Demostración. Tomando el orden monomial ≺ que tomábamos en el lema 2.1, tenía-

mos queL(If ) = ⟨t, )x1 , ..., )xn⟩. Supongamos que If no es un ideal maximal. Entonces

existe un ideal J , no trivial, que contiene a If . Sea G una base de Gröbner del ideal J
respecto del orden monomial ≺ tal que contenga entre sus generadores a los elemen-

tos de If . Es decir, G = ⟨If ⟩∪P , donde P = {p1, ..., pm} es un conjunto de elementos

nuevos,m ≥ 1. Sin pérdida de generalidad supongamos que lm(pi) ∈ ⟨x, )t⟩. Entonces,

usando el teorema 1.6 tenemos que

GKdim(An⟨t, )t⟩∕J ) = dimK(K[x, )x, t, )t]∕ (L(G))) = dimK(K[x, )t]∕L(P )) <
dimK(K[x, )t]) = n + 1.

Que contradice la desigualdad de Bernstein (1.5).
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Lema 2.2. El ideal de Malgrange If coincide con AnnAn⟨t,)t⟩(f
s).

Demostración. En primer lugar, tenemos que

(t − f ) ⋅ f s = f s+1 − ff s = 0 y

()xi +
)f
)xi
) ⋅ f s = s )f

)xi
f s−1 − )f

)xi
sf s−1 = 0.

Por lo que If ⊆ AnnAn⟨t,)t⟩(f
s). Como 1 ⋅ f s ≠ 0, AnnAn⟨t,)t⟩ es un ideal propio. Por lo

que usando que If es maximal 2.6, concluimos que debe ser If =AnnAn⟨t,)t⟩(f
s).

Teorema2.7. El anulador s-paramétrico, AnnAn[s](f
s) coincide con (If∩An[t)t])|t)t=−s−1 .

Donde If denota el ideal de Malgrange de la de�nición 2.7 y An[t)t] es una subálgebra
de An⟨t, )t⟩.

Demostración. Consideramos el isomor�smo entre K-álgebras An[s] y An[t)t] de�-

nido por s → −t)t − 1 (transformación de Mellin).

Usando las operaciones que vimos al principio de la sección, tenemos que en el subál-

gebra An[t)t]

t)t ⋅ g(x, s)f j+s = t ⋅ (−sg(x, s − 1)f s+j−1) = −(s + 1)g(x, s)f s+j

Por tanto,

(−t)t − 1) ⋅ g(x, s)f s+j = (s + 1)g(x, s)f s+j − g(x, s)f s+j = sg(x, s)f s+j .

Luego, la operación en An[t)t] es compatible con la de�nida sobre An[s] y aplicando

el inverso del isomor�smo anterior de la forma t)t → −s − 1, junto con que el ideal

de Malgrange If coincide con el ideal AnnAn⟨t,)t⟩(f
s), a la siguiente ecuación

AnnAn[t)t](f
s) = AnnAn⟨t,)t⟩(f

s) ∩ An[t)t] = If ∩ An[t)t],

concluimos que AnnAn[s](f
s) = (If ∩ An[t)t])|t)t=−s−1

Por último, antes de pasar con la prueba del teorema 2.4, vamos a estudiar un resultado

relacionado con las operaciones dentro del álgebra de Weyl entre sus operadores para

hacer más clara la prueba de dicho resultado.

Proposición 2.1. [1] Sea An y sea �i ∶= xi)xi para cualquier i = 1, ..., n. Entonces

para cualquier m ∈ ℕ, tenemos la igualdad
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xmi )
m
xi
=

m−1
∏

k=0
(�i − k)

Demostración. Prueba del teorema 2.4:

Siguiendo la observación 2.2, tenemos que la ecuación del enunciado es equivalente

a que

(bf (s) − P (s)f ) ⋅ f s = 0.

Es decir, bf (s)−P (s)f ∈AnnAn[s](f
s), para algún operador P (s) ∈ An[s]. Ahora bien,

si usamos la equivalencia del teorema 2.7, tenemos que

bf (−t)t − 1) − P (−t)t − 1)f ∈ If .

Donde la notación P (−t)t − 1) es simplemente P
|s=−t)t−1

. Como además tenemos que

t − f ∈ If y, por lo tanto, −(t − f ) ∈ If , se sigue que

bf (−t)t−1)−P (−t)t−1)f +P (−t)t−1)(−t+f ) = bf (−t)t−1)−P (−t)t−1)t ∈ If ,

lo cual implica, por la de�nición del ideal inicial, que

in(−w,w)(bf (−t)t − 1) − P (−t)t − 1)t) ∈ in(−w,w)(If ),

para w = (1, 0, ..., 0) ∈ ℕn+1
. Por tanto, como deg(−w,w)((t)t)k) = −k + k = 0 para

cualquier k ∈ ℤ, tenemos que

0 = deg(−w,w)(bf (−t)t − 1)) = deg(−w,w)(P (−t)t − 1)) > deg(−w,w)(P (−t)t − 1)t) = −1.

Esta última igualdad se tiene de que deg(−w,w)(P (−t)t − 1) ⋅ t) = deg(−w,w)(P (−t)t −
1)) + deg(−w,w)(t) = −1. Luego concluimos que bf (−t)t − 1) ∈in(−w,w)(If ) ∩K[t)t]. Es

decir, bf (s) es un múltiplo del polinomio de la b-función asociada a f 2.6.

Por otro lado, si bf (s) es un múltiplo de la b-función global asociada a f , entonces

bf (−t)t − 1) ∈in(−w,w)(If ) ∩ K[t)t], w = (1, 0, ..., 0) ∈ ℕn+1
, por de�nición (2.6).

Entonces existe algún P ∈ An⟨t, )t⟩ tal que bf (−t)t−1)+P ∈ If e in(−w,w)(bf (−t)t−
1) + P ) = bf (−t)t − 1). Ahora bien, como deg(−w,w)(bf (−t)t − 1)) = 0, esto quiere

decir que t divide a cada monomio de P , ya que en caso contrario deg(−w,w)(P ) ≥
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deg(−w,w)(bf (−t)t − 1)), lo que contradice que la forma inicial sea la anterior. Dicho

de otra forma, cualquier monomio de P que sea divisible por )lt para algún l ∈ ℕ,

entonces es divisible por tk para cierto l+1 ≤ k ∈ ℕ. Entonces sacando factor común

t, podemos escribir P de la forma

P =
(
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xt
k)lt

)

t =
(
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xt
k−ltl)lt

)

t =∗

(
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xt
k−l(

l−1
∏

k=0
(t)t − k)

))

t.

Donde en (=∗) hemos usado la proposición anterior (prop. 2.1) tomando �t = t)t.
Por otro lado, como t − f ∈ If = AnnAn⟨t,)t⟩(f

s) (2.2), haciendo este cálculo en

An⟨t, )t⟩∕AnnAn⟨t,)t⟩(f s), podemos tomar t = f (como clases de equivalencia). Por tanto

se tiene que

0 + (AnnAn⟨t,)t⟩(f
s)) = (bf (−t)t − 1) + P ) + ( AnnAn⟨t,)t⟩(f

s)) =

(

bf (−t)t − 1) +
(
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xf
k−l(

l−1
∏

i=0
(t)t − i)

))

f
)

+ (AnnAn⟨t,)t⟩(f
s))

El representante de la última clase de equivalencia anterior es, en particular, un ele-

mento de An[t)t] y k − l > 0 en cualquier término no nulo. Aplicando ahora el iso-

mor�smo t)t → −s − 1, tenemos que

0 + (AnnAn[s](f
s)) =

(

bf (s) +
(
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xf
k−l(

l−1
∏

i=0
(−s − 1 − i)

))

f
)

+

(AnnAn[s](f
s)).

Donde aquí hemos usado el teorema 2.7. Tomando entonces

P ∶= −
∑

�,�,k,l
c��klx

�)�xf
k−l(

l−1
∏

i=0
(−s − 1 − i)

)

,

tenemos que se veri�ca bf (s) − P ⋅ f ∈ AnnAn[s](f
s).

La razón por la que se sustituye s por −s − 1 en la de�nición del polinomio de

Bernstein-Sato o b-función global toma más sentido ahora, simplemente es por el

isomor�smo t)t → −s − 1 donde, por de�nición, la s “sería” el −t)t.
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2.3 Ideales de Bernstein-Sato

En esta sección vamos a generalizar el caso de la b-función global asociada a un

único polinomio f , al caso de tomar un número �nito de polinomios f1, ..., fq ∈
K[x1, ..., xn]. Sea entonces q ≥ 1 entero y las nuevas variables s ∶= (s1, ..., sq). Sea

An[s] el G-álgebra de�nida por An[s] ∶= An ⊗K K[s1, ..., sq], que es, básicamente

K⟨s, x, )x ∶ Q′
W ⟩, donde las relaciones Q′

W vienen de�nidas por:

Q′
W = QW ∪ {sjsi = sisj , sixl = xlsi, si)l = )lsi|1 ≤ i ≤ j ≤ q, 1 ≤ l ≤ n}.

Y donde QW son las relaciones ya vistas entre las variables del álgebra de Weyl An.

Sean f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn] polinomios no nulos. Vamos a denotar F ∶= f1⋯ fq
y por F s ∶= f s11 ⋯ f sqq . Al igual que hacíamos en el caso q = 1, consideramos el

K[s, x1, ..., xn]F -módulo, K[s, x1, ..., xn]FF s
, libre de rango 1, generado por F s

.

Que tiene estructura de An[s]-módulo de�nida de forma natural por:

)xi ⋅ (gF
s) =

( )g
)xi
+ g

q
∑

j=1
sj
)fj
)xi

f−1j
)

F s
,

para todo i = 1, ..., n y g ∈ K[s, x1, ..., xn]F .

De�nición 2.9. Sean f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn] ⧵ {0}. El ideal generado por los poli-
nomios b(s) ∈ K[s], para los cuales existe un operador diferencial P (s) ∈ An[s] satis-
faciendo la igualdad

b(s)F s = P (s)FF s,

se denomina el ideal de Bernstein-Sato asociado a f1, ..., fq . que denotaremos por IB .
Igualmente, se de�nen los otros ideales de Bernstein-Sato IBj y I∑ de la forma

IBj = {b(s) ∈ K[s] | b(s)F
s ∈ An[s]fjF s}, para 1 ≤ j ≤ q y

I∑ = {b(s) ∈ K[s] | b(s)F s ∈
q
∑

k=1
An[s]fkF s}.

La prueba de que IB ≠ 0 para q = 1 es el teorema de la existencia del polinomio de

Bernstein-Sato, el cual ya hemos probado y se puede extender de manera sencilla para

un q > 1. Tendríamos por tanto el siguiente resultado.
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Teorema 2.8. [40] Sean f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn], para q > 1. Entonces IB ≠ 0.

Al igual que en el tema anterior se puede probar dicho resultado con la construcción

del ideal de Malgrange asociado a F = f1⋯ fq .
Sean las nuevas variables= (t1, ..., tq) y consideremosAn⟨t, )t⟩ el (n+q)-ésimo álgebra

de Weyl.

De�nición 2.10. De�nimos, de igual forma que en la sección anterior, el ideal de
Malgrange asociado a F , que denotaremos por IF , como el ideal generado por los opera-
dores

tj − fj , para j = 1, ..., q y )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , para i = 1, ..., n.

Entonces se pueden generalizar los mismos resultados que hemos probado para q = 1,

y calcular el ideal anulador s-paramétrico de F s
de la forma

AnnAn[s](F
s) = (IF ∩ An[t1)t1 , ..., tq)tq ])|tj )tj =−sj−1

.

Como podemos observar, para el cálculo de la b-función y de los ideales de Bernstein-

Sato mediante este método, es imprescindible el cálculo del ideal anulador s-paramétrico

de f s (resp. F s).

2.4 El ideal anulador s-paramétrico

Los dos algoritmos que vamos a estudiar para el cálculo del ideal anulador s-paramétrico

asociado a F van a ser, el algoritmo de Oaku y Takayama [32], y el algoritmo de Bria-

nçon y Maisonobe [8]. Posterior a estos algoritmos, procederemos a estudiar breve-

mente la complejidad de los mismos.

2.4.1 Oaku y Takayama

El algoritmo de Oaku y Takayama ( [34], [35], [37]) utiliza homogeneización en el

álgebra de Weyl (para más detalle ver [12]). Con la notación t = (t1, ..., tq), )t =
()t1 , ..., )tq ) y An+q ∶= An ⊗K Aq(K[t1, ..., tq]), Consideramos An ⊗K[t1)t1 , ..., tq)tq ] =
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K⟨x, )x⟩[t1)t1 , ..., tn)tn] ⊂ An+q . El algoritmo basa todos sus cálculos sobre el álgebra

de Weyl. Se toma el ideal de Malgrange que de�nimos anteriormente como:

I ′F = ⟨{tj − fj ,
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk + )xi | i = 1, ..., n, j = 1, ..., k}⟩

Y se aplican los siguientes pasos:

1) Se calcula J ′ = I ′F ∩K[t1)t1 , ..., tn)tn]⟨x, )x⟩.
2) Se toma J ′′ = AnnAn[s](F

s), donde J ′′ denota el ideal generado por los

generadores de J ′ después de reemplazar ti)ti → −si − 1.

3) Se calcula B = (⟨G⟩∩ ⟨f1, ..., fq⟩) ∩K[s], donde G es una base de Gröbner de J ′′

con respecto a un orden de eliminación para {xi} ∪ {)xi}.

Para el cálculo de I ′F ∩ K[t1)t1 , ..., tq)tq ]⟨x, )x⟩ se introducen unas nuevas variables

conmutativas uj , vj para 1 ≤ j ≤ q es decir, se consideran 2n + 4q variables en total.

Entonces el cálculo de dicha intersección se realiza mediante la eliminación de estas

nuevas variables del siguiente ideal sobre H ∶= An+q ⊗K[u1, ..., uq, v1, ..., vq].

IF(u,v) = ⟨{tj − ujfj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

uk)tk , 1 − ujvj | j = 1, ..., q, i = 1, ..., n}⟩.

De esta forma, si �jamos un j con 1 ≤ j ≤ q, tenemos que los generadores del ideal

de Malgrange I ′F son homogéneos con respecto de los siguientes pesos:

xi, )xi (i = 1, ..., n) peso 0,

tj , )tj pesos -1,1 respectivamente,

uj , vj pesos -1,1 respectivamente,

tk, )tk , uk, vk (k ≠ j) peso 0.

Algoritmo 2.2. [35] sAnnOT(f1, ..., fq, ≺u,v)
Input: f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn], ≺u,v un orden monomial de eliminación para las va-

riables u = (u1, ..., uq) y v = (v1, ..., vq) sobre An[u, v] = An ⊗K K[u1, ..., uq, v1, ..., vq].
Output: Un conjunto generador de AnnAn[s](f

s).
BEGIN

I ← ⟨{tj − ujfj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

uk)xk , 1 − ujvj | i = 1, ..., n, j = 1, ..., q}⟩

G ← GB(I, ≺u,v)
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{P1, ..., Pl}← G ∩ An+q (An+q = An⟨t, )t⟩)
G0(s1, ..., sq)← ∅
for i = 1, ..., l do

ElegirQi ∈ An[s] y vi1 , ..., viq ∈ ℤ tal que: S1,vi1 ⋯Sq,viqPi = Qi(x, )x, t1)t1 , ..., tq)tq ),
donde Sj,v ∶= )vtj si v > 0, y Sj,v ∶= t−1j en caso contrario.

G0(s1, ..., sq)← G0(s1, ..., sq) ∪ {Qi(x, )x, s1, ..., sq)}
end-for

return G0(−s1 − 1, ...,−sq − 1)
END

La demostración de que este algoritmo termina y devuelve un conjunto generador del

ideal anulador s-paramétrico de F , se puede encontrar en [35].

2.4.2 Briançon y Maisonobe

En este algoritmo se considera elG-álgebraS = K⟨s1, ..., sq, )t1 , ..., )tq ∶ )tjsk = sk)tj−
�jk)tj⟩ y B = An ⊗K S .

consideramos el K[s, x1, ..., xn]F -módulo libre de rango 1, M = K[s, x1, ..., xn]FF s
,

generado por el símbolo F s
.

M tiene estructura natural de An[s] módulo, la cual se extiende a una estructura de

S-módulo con la operación de sk vía producto y con

)tj ⋅ a(s1, ..., sq, x1, ..., xn)F
s = −sja(s1, ..., sj − 1, ..., sq, x1, ..., xn)f−1j F s

Entonces se considera el ideal generado por los siguientes elementos en An ⊗K S:

)xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , para todo i = 1, .., n y sj + fj)tj , para todo j = 1, ..., q.

Briançon y Maisonobe probaron en [8] el siguiente resultado.

Teorema 2.9. El ideal anulador s-paramétrico de F s, AnnAn[s](F
s), coincide con la

intersección del ideal generado por los elementos anteriores en B, con An[s]. Es decir, si
notamos por I al ideal generado por los elementos anteriores enB, entonces AnnAn[s](F

s) =
I ∩ An[s].
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Por tanto, para el cálculo del ideal anulador s-paramétrico bastaba calcular dicha inter-

sección por medio de bases de Gröbner con un orden de eliminación para las variables

{)tj} sobre B.

Hay una prueba de este algoritmo que está puramente basada en álgebra computacio-

nal y se debe a Daniel Andres, Viktor Levandovskyy y Jorge Martín-Morales [2].

En dicha prueba se usa el concepto de preimagen de un ideal a la izquierda mediante

un homomor�smo de G-álgebras [21].

Teorema 2.10. (Preimagen de un ideal a la izquierda, Levandovskyy [21]).
Sean A,B G-álgebras de tipo Lie, dadas por K⟨x1, ..., xn ∶ QA⟩ y K⟨y1, ..., ym ∶ QB⟩

respectivamente, donde los conjuntos de relaciones RA y RB son como en la de�nición
1.11 de G-álgebras de Lie. Sea � ∶ A → B un homomor�smo de K-álgebras. De�nimos
I� como el (A,A)-bimódulo (módulo a la izquierda y a la derecha),

I� = ⟨{xi − �(xi) | 1 ≤ i ≤ n}⟩ ⊂ A⊗K B.

Supongamos que existe un orden de eliminación ≺ para B sobre A⊗K B, tal que

lm(yj�(xi) − �(xi)yj) ≺ xiyj , para todo 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

Entonces tenemos los siguientes resultados.
(1) Se de�ne A⊗�

K B como el K-álgebra generada por {x1, ..., xn, y1, ..., ym} sujeta al
conjunto de relaciones compuestas porRA, RB y {yjxi−xiyj−yj�(xi)+�(xi)yj}.
Entonces A⊗�

K B es un G-álgebra del tipo Lie.
(2) Sea J ⊂ B un ideal a la izquierda, entonces

�−1(J ) = (I� + J ) ∩ A ⊂ A⊗�
K B ∩ A

Además, este cálculo se puede realizar mediante eliminación.

La siguiente proposición es una reformulación del teorema anterior, adoptada a la

situación, que se encuentra a menudo en el contexto de D-módulos.

Proposición 2.2. Sean A1, B1, C G-álgebras de tipo Lie y ' ∶ A1 → B1 un homomor-

�smo de K-álgebras. Consideremos los siguientes datos:

A = C ⊗K A1, B = C ⊗K B1, � = 1C ⊗' ∶ A→ B,

E = A⊗�
K B, E′ = C ⊗K (A1 ⊗

'
K B1).
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Entonces A ⊂ E′ ⊂ E y para un ideal a la izquierda J ⊂ B tenemos:

(1) (EI' + EJ ) ∩ E′ = E′I' + E′J .

(2) �−1(J ) = (E′I' + E′J ) ∩ A.

Además, esta segunda intersección se puede calcular mediante bases de Gröbner,

siempre que exista un orden de eliminación para B1 sobre E′
compatible con la es-

tructura de G-álgebra de E′
.

Las pruebas de estos resultados se pueden encontrar en (Levandovskyy 2006) y usual-

mente dentro de las demostraciones se suele usar el criterio del producto generalizado

(ver lema 1.4), [23].

Volviendo al teorema 2.9, vamos a estudiar su demostración por medio del método

de preimagen de un ideal a la izquierda.

Tomemos A ∶= An[s] = An ⊗K K[s] y B ∶= An+q = An⟨t, )t⟩ = K⟨tj , )tj , xi, )xi |
)xixi = xi)xi + 1, )tj tj = tj)tj + 1⟩.
Entonces, en las notaciones de la proposición 2.2, C = An, A1 = K[s], B1 = Aq =
K⟨t, )t | )tj tj = tj)tj + 1⟩ y A = C ⊗ A1, B = C ⊗ B1. Consideremos, de nuevo, la

transformación algebraica de Mellin [38] ' ∶ A1 → B1, dada por sj → −tj)tj − 1.

Entonces I' = ⟨{tj)tj + sj + 1}⟩ ⊂ A1 ⊗
'
K B1 =∶ E′

. Como [tk, sj] = �jktj y

[)tk , sj] = −�jk)tj , las condiciones de orden del teorema 2.10 toman la forma tj ≺ sjtj ,
)tj ≺ sj)tj , que se satisfacen si y sólo si 1 ≤ tj , )tj , sj .
Por la porposición 2.2, para cualquier L ⊂ B, �−1(L) = (I� + L) ∩ A. Por tanto,

I� + L = ⟨{tj − fj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , tj)tj + sj + 1 | j = 1, ..., q y i = 1, ..., n}⟩=

⟨{tj − fj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , tj)tj + sj | j = 1, ..., q y i = 1, ..., n}⟩

debido a que tj)tj + sj + 1 se puede reducir a

tj)tj + sj + 1 − )tj ⋅ (tj − fj) = fj)tj + sj ∈ I� + L.

Lema 2.3. Consideremos un orden ≺T , que satisfaga {tj} >> {xi}, {)xi , sj} >>
{xi, )tj}. Y sean

gi ∶= )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , S1 ∶= {tj − fj , gi}, S2 ∶= S1 ∪ {sj + fj)tj} ⊂ E
′
.
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Entonces S1 y S2 son bases de Gröbner con respecto del orden ≺T .

Demostración. Hay tres principales generadores, por tanto tendremos que conside-

rar el algoritmo de Buchberger sobre las 6 posibles parejas entre estos generadores.

Debido a las propiedades del orden, para cada pareja podemos aplicar el criterio del

producto generalizado 1.4 y así, simplemente necesitamos calcular el producto de cor-

chetes de estas parejas.

1. [tj − fj , tk − fk] = 0.

2. Para los pares (gj , gk) tenemos que

q
∑

i=1
)ti[)xj ,

)fi
)xk
] +

q
∑

i=1
)ti[

)fi
)xj

, )xk] =
p
∑

i=1
)ti([)xj ,

)fi
)xk
] − [)xk ,

)fi
)xj
]).

Como [)xj ,
)fi
)xk
] = )2fi

)xj )xk
= [)xk ,

)fi
)xj
], entonces Spoly(gi, gk) se reduce a cero.

3. Para pares mixtos (tk − fk, gj) tenemos que

[tk − fk, gj] =
q
∑

i=1

)fi
)xj
[tk, )ti] − [fk, )xi] = 0.

Luego S1 es una base de Gröbner a la izquierda. Ahora, para ver que S2 es

también una base de Gröbner, aparece un nuevo generador, luego hay que

comprobar, usando el criterio del producto generalizado, las tres nuevas parejas

posibles.

4. [tk−fk, sj +fj)tj ] = [tk, sj] +fj[tk, )tj ] − [fk, sj] − [fk, fj)tj ] = �jk(tk−fj), que

claramente se reduce a cero con respecto S2, (debido a que tanto tk − fk como

tj − fj , están en S2).
5. [sj + fj)tj , sk + fk)tk] = fk[sj , )tk] − fj[sk, )tj ] = 0.
6. Por último veamos [sj + fj)tj , gk].

[sj +fj)tj , )xk +
q
∑

i=1

)fi
)xk

)ti] = [sj .)xk]+)tj [fj , )xk]+
q
∑

i=1

)fi
)xk
[sj , )ti]+ [fj)tj ,

q
∑

i=1

)fi
)xk

)ti]

= )fj
)xk
)tj − [)xk , fj])tj = 0.

Por tanto, S2 es una base de Gröbner.
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Queremos eliminar las variables {tj} y {)tj} de I�+L. Como acabamos de ver, usando

un orden de eliminación para {tj} tenemos que S2 es una base de Gröbner de I� +L.

Entonces, el ideal después de la eliminación está generado por S3 ∶= S2 ⧵ {ti −
fi}. Entonces basta proceder a eliminar el conjunto de variables {)tj} de S3, que es

exactamente lo que se tiene en el teorema 2.9 [8]. El siguiente algoritmo se basa en

dicho teorema.

Algoritmo 2.3. sAnnfsBM(f1, ..., fq, ≺)t)
Input: f ∈ K[x1, ..., xn], ≺)t un orden de eliminación para {)t1 , ..., )tq}.
Output: AnnAn[s](F

s) ⊆ An[s].
BEGIN

I ← ⟨{sj + fj)tj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk | i = 1, ..., n j = 1, ..., q}⟩

G ← GB(I, ≺)t)
J ← G ∩ An[s1, ..., sq]
return J
END

Con respecto a la complejidad de dichos algoritmos, se puede probar que el segundo,

debido a Briançon y Maisonobe, es más e�ciente que el primero de Oaku y Takayama,

[15]. En esta referencia el resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.11. Dados f1, ..., fq ∈ K[x], el cálculo del ideal anulador s-paramétrico
AnnAn[s](F

s) en el algoritmo de Briançon y Maisonobe se puede reducir al cálculo de las

sicigias de los generadores
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk + )xi en el álgebra de Weyl An[)t1 , ..., )tq ].

Es decir, se traduce en encontrar unos generadores del submódulo libre (a la izquierda)

de (An[)t1 , ..., )tn])
n

formado por los (P1, ..., Pn) ∈ (An[)t1 , ..., )tn])
n

tales que

n
∑

i=1
Pi

(

q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk + )xi

)

= 0.

Gracias a este resultado, la cota superior de la complejidad del cálculo del ideal anula-

dor s-paramétrico es básicamente la complejidad del cálculo de una base de Gröbner

en el álgebra de Weyl con 2n + q variables, mientras que en el algoritmo de Oaku y

Takayama se consideran 2n + 4q variables. En realidad se conoce que el cálculo del

ideal anulador s-paramétrico es de complejidad doble exponencial (con respecto al

número de variables y al grado total de los generadores del ideal), pero gracias a este
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resultado, el segundo algoritmo tiene una pequeña ventaja frente al primero debido

al menor número de variables.

En la referencia [15] se pueden encontrar también tablas comparativas de ambos al-

goritmos, en los cuales podemos observar que esta pequeña diferencia en el número

de variables hace los cálculos mucho más amenos.

2.5 Intersección de un ideal con un subálgebra prin-
cipal y algoritmos para el cálculo de la b-función
global e ideales de Bernstein-Sato mediante el
ideal anulador s-paramétrico

Volviendo al teorema 2.4, se puede obtener el siguiente resultado.

Corolario 2.2. En las condiciones del teorema 2.4, tenemos los siguientes resultados.

(1). P (s)f − bf (s) ∈ AnnAn[s](f
s) y bf (s) ∈ AnnAn[s](f

s) + ⟨f⟩.
(2). P ∉ AnnAn[s](f

s+1).
(3).

)f
)xi
P (s) − b′f (s))xi ∈AnnAn[s](f

s+1), donde b′f (s) =
bf (s)
s+1

.

Antes de pasar con la prueba de este corolario, observar que en el tercer punto de dicho

resultado, estamos a�rmando que s = −1 es es una raíz del polinomio de Bernstein-

Sato.

Lema 2.4. Para un polinomio no constante f , el factor s+ 1 ∈ K[s] divide a bf (s) y

por tanto, bf (s) es no nulo.

Demostración. Sustituyendo s por −1 en la ecuación de Bernstein-Sato del teorema

2.4, tenemos que

P (x, )x,−1) = bf (−1)f−1.

Por tanto, tenemos a la izquierda un elemento de An y a la derecha una función ra-

cional. Por tanto ambas expresiones han de ser constantes. Como f no es constante,

tampoco lo es f−1. Luego debe ocurrir que bf (−1) = 0.

Demostración. (Prueba del corolario 2.2).

(1). Que P (s)f − bf (s) ∈ AnnAn[s](f
s) es parte de la prueba del teorema 2.4 y que
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bf (s) ∈AnnAn[s](f
s) + ⟨f⟩ se tiene directamente de lo primero.

(2). La ecuación funcional de Bernstein-Sato (2.4) nos asegura que P ⋅ f s+1 =
bf (s)f s ≠ 0, por tanto P ∉ AnnAn[s](f

s+1).
(3). Usando de nuevo la ecuación funcional del teorema 2.4 y que

bf (s) = (s + 1)b′f (s) (2.4), tenemos que

P ⋅ f s+1 = bf (s)f s = (s + 1)b′f (s)f
s
)f
)xi
)f
)xi

= ()xi ⋅ f
s+1)b′f (s)

1
)f
)xi

.

Luego,
)f
)xi
P ⋅f s+1 = b′f (s))xi ⋅f

s+1
y por tanto,

)f
)xi
P −b′f (s))xi ∈ AnnAn[s](f

s+1).

Observación 2.4. Podemos observar del punto (1) del corolario 2.2 y de la propia de�-

nición de la b-función global 2.6 que bf (s) está en (AnnAn[s](f
s)+ ⟨f ⟩)∩K[s]. Es más,

como K[s] es un dominio de ideales principales, el ideal generado por los elementos

que están en dicha intersección, (veri�cando la ecuación funcional), que fácilmente

se puede comprobar que forman un ideal, tiene un único generador mónico. Este ge-

nerador mónico es la b-función global asociada a f y usualmente se suele de�nir de

esta forma en vez de en la forma que se ha de�nido en 2.6.

Gracias a todo esto, vamos a poder calcular de manera algorítmica la b-función aso-

ciada a un polinomio (resp. a un conjunto de polinomios) realizando los siguientes

pasos:

1. Calcular una base de Gröbner G de AnnAn[s](f
s) + ⟨f ⟩, mediante los algoritmos

ya conocidos 2.4.

2. Calcular la intersección de G con el subálgebra K[s].

El primer paso, que se basa en el cálculo del ideal anulador s-paramétrico asocia-

do a f , ya lo hemos estudiado en el tema anterior. Falta entonces estudiar el problema

de la intersección de un ideal a la izquierda con una subálgebra.

Supongamos que A es un K-álgebra asociativa. Nuestro objetivo es, dado un ideal

a la izquierda J ⊂ A, calcular la intersección de J con el subálgebra K[s], donde s va

a ser un elemento de A ⧵ K . Básicamente, buscamos el polinomio mónico b ∈ A tal

que

⟨b⟩ = J ∩K[s].
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Supondremos también que siempre existe un orden monomial sobre A tal que J tiene

una base de Gröbner G. De esta forma, pueden ocasionarse diferentes situaciones:

1. Ningún elemento de lm(G) divide a lm(sk), para cualquier k ∈ ℕ.

2. Existe un elemento en G cuyo monomio líder divide a lm(sk), para algún k ∈ ℕ.

En estas condiciones, tenemos las siguientes posibles situaciones.

2.1. J ⋅ s ⊂ J y dimK(EndA(A∕I)) <∞.

2.2. No se tiene alguna de las dos condiciones de 2.1.

2.2.1. La intersección es cero.

2.2.2. La intersección no es cero.

Estudiemos primero el caso 1.

Lema 2.5. Si no existe g ∈ G tal que lm(g) divida a lm(sk) para cualquier k ∈ ℕ,

entonces J ∩K[s] = {0}.

Demostración. Supongamos que tenemos 0 ≠ b ∈ J∩K[s]. Entonces lm(b) = lm(sk)
para algún k ∈ ℕ. Como b ∈ J , existe un g ∈ G tal que lm(g) divide a lm(b) =
lm(sk).

En la segunda situación, no podemos decir si la intersección es nula o no. Para enten-

der esto, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: ConsideremosK[x, y] y J = ⟨y2+x⟩. Entonces J ∩K[y] = {0}, mientras

que {y2+x} es una base de Gröbner de J para cualquier orden monomial, y por tanto,

tomando un orden monomial que veri�que y >> x, tenemos que lm(y2 + x) = y2 que

divide a yk para cualquier k ≥ 2 par.

Lema 2.6. Si tenemos J ⋅ s ⊂ J y dimK (EndA(A∕J )) <∞. Entonces J ∩K[s] ≠ {0}.
Demostración. Consideremos la aplicación producto a a la derecha con s como apli-

cación, (⋅s) ∶ A∕J → A∕J , que es un endomor�smo de A-módulos bien de�nido en

A∕J , ya que si a−a′ ∈ J , entonces (a−a′)s ∈ J ⋅s ⊂ J , por hipótesis para cualesquie-

ra a, a′ ∈ A. Como EndA(A∕J ) tiene dimensión �nita, entonces el álgebra lineal nos

asegura que existe un polinomio mínimo � asociado a dicho endomor�smo. Es más

� es el generador mónico de J ∩ K[s], ya que, como es polinomio mínimo asociado

a dicho endomor�smo se tiene que �(s) = 0 en A∕J y por tanto �(s) ∈ J ∩ K[s], y

además deg(�) es mínimo por de�nición.

Observación 2.5. En el caso en que A sea el álgebra de Weyl, se conoce que si A∕J
es un An-módulo holónomo, entonces se tiene que dimK(EndA(A∕J )) <∞.

De esta forma, hemos reducido el problema de calcular la intersección de un ideal

con una subálgebra generada por un elemento a un problema de álgebra lineal, el
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problema de encontrar el polinomio mínimo de un endomor�smo.

el siguiente algoritmo calcula la intersección de un ideal a la izquierda J ⊂ A con

K[s] para un elemento s ∈ A, basándose en el problema de encontrar el polinomio

mínimo del endomor�smo (⋅s).

Algoritmo 2.4. PrincipalIntersect(s, J )
Input: s ∈ A, J ⊂ A un ideal a la izquierda tal que J ∩K[s] ≠ {0}.
Output: b ∈ K[s] el generador mónico de la intersección J ∩K[s].
BEGIN

G ←GB(J ) (asumiendo que existe)

i← 1
if existen a0, ..., ai−1 ∈ K tal que

NF (si, G) +
i−1
∑

j=0
aj NF (sj , G) = 0 then

return b← si +
i−1
∑

j=0
ajs

j

else

i← i + 1
end-if

END

Notar que NF (si, G) +
i−1
∑

j=0
aj NF (sj , G) = 0 es equivalente a que s+

i−1
∑

j=0
ajs

j ∈ J ,

el algoritmo busca un polinomio mónico en K[s] que también esté en J . Podemos

observar que este proceso de búsqueda se realiza aumentando de uno en uno el grado

a través de las potencias de s hasta encontrar la dependencia lineal. De esta forma, se

asegura que el algoritmo devuelva el polinomio de grado mínimo. Desde el princi-

pio se ha supuesto que J ∩ K[s] ≠ {0}, ya que, en caso contrario, este algoritmo no

termina.

Este algoritmo ha sido implementado en la librería "bfun.lib" de Singular por

Daniel Andrés y Viktor Levandovskyy [3] mediante el procedure pIntersect(poly
s, ideal I, list #). Su función es calcular la intersección del ideal I con la subál-

gebra K[s], donde s es un polinomio. Por otro lado, por defecto, la lista # = ∅, pero

en caso contrario, si se dá un m > 0 en la lista, entonces se busca el generador mónico

de dicha intersección con a lo sumo grado m.

Esto está bien de�nido ya que como comentábamos antes, el algoritmo va de menos a

más, aumentando el grado del posible generador mónico, por tanto ese m dado sería
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la cota superior del mismo.

Ahora que se ha estudiado el problema de la intersección, se puede construir un al-

goritmo para el cálculo del polinomio de Bernstein-Sato, a través del cálculo del ideal

anulador s-paramétrico como se comentó en 2.4.

Algoritmo 2.5. bfctAnn(f, ≺)t , ≺s)
Input: f ∈ K[x1, ..., xn], ≺)t orden de eliminación para las variables de )t, ≺s orden

de eliminación para las variables de s.
Output: El polinomio de Bernstein-Sato bf (s) ∈ K[s] asociado a f .

BEGIN

I ← sAnnfsBM(f, ≺)t)
G ← GB(I + ⟨f⟩, ≺s)
bf (s)← PrincipalIntersect(s, G)
return bf (s)
END

Debido al corolario 2.2(1) y a la de�nición del polinomio de Bernstein-Sato, tenemos

que bf (s) es un elemento de ⟨G⟩∩K[s]. Por otro lado, el algoritmo PrincipalIntersect
devuelve el polinomio mínimo de dicha intersección, el cual sabemos que coincide con

el ideal de Bernstein-Sato (2.4). Por lo tanto, este algoritmo termina y devuelve el po-

linomio de Bernstein-Sato asociado a f .

Este algoritmo se puede mejorar considerando las derivadas parciales de f respecto de

las variables x1, ..., xn. Es decir, añadiendo las derivadas parciales de f a AnnAn[s](f
s)+

⟨f, ⟩. Este resultado es conocido y su demostración se puede encontrar en [1].

Lema 2.7. Sea f ∈ K[x1, ..., xn]. Entonces se tienen los siguientes resultados:

(1). Tenemos que f)xi − s
)f
)xi
∈AnnAn[s](f

s) para todo 1 ≤ i ≤ n.

(2).

(

AnnAn[s](f
s) + ⟨f, )f

)xi
, ..., )f

)xn
⟩

)

∩K[s] = ⟨

bf (s)
s+1

⟩.

Volviendo al caso en el que tenemos f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn] ⧵ {0}, podemos gene-

ralizar los resultados obtenidos hasta ahora para el caso q = 1, y por tanto, podemos

escribir los ideales de Bernstein-Sato estudiados en (2.3) de la forma:

IB = (AnnAn[s](F
s) + ⟨f1f2⋯ fq⟩) ∩ ℂ[s],

IBj = (AnnAn[s](F
s) + ⟨fj⟩) ∩ ℂ[s],

IB∑
= (AnnAn[s](F

s) + ⟨f1, f2, ..., fq⟩) ∩ ℂ[s].
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A su vez, gracias al ideal anulador s-paramétrico de F s
, podemos generalizar el algo-

ritmo 2.5 al caso que tengamos f1, ..., fq ∈ K[x1, ..., xn] para un cierto entero q > 1.

Algoritmo 2.6. BernsIdeal([f1, ..., fq], ≺)t , ≺s)
Input: (f1, ..., fq) ∈ K[x1, ..., xn], ≺)t orden monomial de eliminación para las varia-

bles de )t, ≺s orden de eliminación para las variables de s.
Output: Los ideales IB, IB∑

y IBj , para j = 1, ..., p.

BEGIN

I ← sAnnfsBM(f1, ..., fq, ≺)t)
GB ← GB(I + ⟨f1⋯ fq⟩, ≺s)
GB∑

← GB(I + ⟨f1, ...fq⟩, ≺s)
for j = 1, ..., q do
GBj ← GB(I + ⟨fj⟩, ≺s)

end-for

IB ← ⟨GB ∩K[s1, ..., sq]⟩
IB∑

← ⟨GB∑
∩K[s1, ..., sq]⟩

for j = 1, ..., q do
IBj ← ⟨GBj ∩K[s1, ..., sq]⟩

end-for

return IB, IB∑
, IB1 , ..., IBq .

END

Por último, volviendo a la sección 2.1, dejamos sin demostrar que la b-función global

de un ideal I respecto de un vector de pesos w era no nula. Veamos la prueba de

dicho resultado y, como aplicación directa, un algoritmo para el cálculo de la b-función

global asociada a un ideal I respecto de un vector de pesos ≠ 0 que se basa en los dos

pasos que vimos en 2.1.

Demostración. Prueba del teorema 2.1 .

Sea 0 ≠ w ∈ ℝn
≥0, I ⊂ An tal que An∕I es un módulo holónomo, J ∶= in(−w,w)(I)

y s ∶=
∑n

i=1wixi)xi . Sin pérdida de generalidad sea 0 ≠ P =
∑

�,�
c��x

�)� ∈ J un

operador (−w,w)-homogéneo. Entonces para cada monomio en P , usando la regla

de Leibniz, obtenemos

x�)�xi)xi = x
�+ei)�+ei + �ix�)� = ()xix

�i+1
i − (�i + 1)x

�i
i )

x�

x�ii
)� + �ix�)� =

()xixi − (�i + 1) + �i)x
�)� = (xi)xi − �i + �i)x

�)� .

Pongamos m = −w� + w� para algún término c��x�)� en P donde c�� es no nulo.
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Como P es (−w,w)-homogéneo, m no depende de la elección de este término. Por

tanto,

P ⋅ s = P
n
∑

i=1
wixi)xi =

n
∑

i=1
wi

∑

�,�
(xi)xi − �i + �i)c��x

�)� =

s ⋅ P +
n
∑

i=1

∑

�,�
wi(−�i + �i)c��x�)� = (s + m) ⋅ P ∈ J .

Por lo tanto, tenemos que J ⋅s ⊂ J . ComoAn∕J es holónomo (Saito et al. 2000), luego

por la observación 2.5 y el lema 2.6 se tiene el resultado deseado.

Usando principalmente la observación 2.2, y los algoritmos para el cálculo del ideal

inicial de un ideal I holónomo con respecto de un vector de pesos 0 ≠ w, y para

el cálculo de la intersección entre un ideal y un subálgebra principal, obtenemos el

siguiente algoritmo para el cálculo de la b-función global asociada a un ideal I con

respecto a un vector de pesos 0 ≠ w.

Algoritmo 2.7. bfctIdeal(I,w)
Input: I ⊆ An un ideal holónomo, 0 ≠ w ∈ ℝn

>0 un vector de pesos.

Output: bI,w(s) ∈ K[s], la b-función global de I con respecto a w.

BEGIN

J ←initialIdeal(I, (−w,w)) (2.1)

s←
n
∑

i=1
wixi)xi

bI,w(s)← principalIntersect(s, J ) (2.4)

return bI,w(s)
END

En particular, usando la de�nición de la b-función global asociada a un polinomio

f no nulo que se ha dado en 2.6, y usando el algoritmo anterior, se puede construir

un algoritmo que calcula la b-función global asociada a un polinomio no nulo f ∈
K[x1, ..., xn].

Algoritmo 2.8. bfct(f )
Input: f ∈ K[x1, ..., xn] ⧵ {0}.
Output: bf (s) ∈ K[s] la b-función asociada a f (de�nición 2.6).

BEGIN

If ← ⟨t − f, )x1 +
)f
)x1
)t, ..., )xn +

)f
)xn
)t⟩ ⊆ An⟨t, )t⟩ (ideal de Malgrange 2.5)
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w← (1, 0, ..., 0) ∈ ℝn+1
(tal que el peso de )t es 1)

bI,w(s)← bfctIdeal(If , w)
bf (s)← bf (−s − 1)
return bf (s)
END

2.6 Algoritmos para verificar raíces de la b-función
global

En muchas ocasiones el cálculo del polinomio de Bernstein-Sato o b-función global

es muy costoso en la mayoría de los algoritmos existentes e incluso en ocasiones no

son posibles mediante algunos de ellos. Sin embargo, es conocido que el polinomio de

Bernstein-Sato o b-función global tiene únicamente raíces racionales negativas [18],

por tanto, aprovechando la racionalidad de las raíces de dicho polinomio, hay otro

tipo de algoritmos más e�caces, que en vez de calcular la b-función en sí, veri�can si

un número racional dado es, o no es, raíz de la b-función asociada a un polinomio o

a un conjunto de polinomios. Estos algoritmos han sido implementados en el sistema

Singular/Plural por Víctor Levandovskyy y Jorge Martín Morales [22], y tienen

diversas aplicaciones.

Los principales problemas a estudiar en esta sección son los siguientes:

1. Calcular una cota superior de bf (s). Es decir, encontrar un polinomio

B(s) ∈ K[s] tal que bf (s)|B(s). Pongamos:

B(s) =
d
∏

i=1
(s − �i)mi , para ciertos �i ∈ ℚ<0, i = 1, ..., d.

2. Comprobar cuando un �i es raíz de bf (s).
3. En caso de ser una raíz, Calcular la multiplicidad de �i en bf (s).

Uno se puede preguntar si, suponiendo que podemos encontrar de alguna forma una

cota superior del polinomio de Bernstein-Sato, existen algoritmos para el cálculo del

polinomio de Bernstein-Sato a partir de dicha cota superior.

Claramente si tenemos una cota superior B(s) =
d
∏

i=1
(s − �i)mi de la b-función bf (s),
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entonces bf (s) =
d
∏

i=1
(s − �i)ni donde 0 ≤ ni ≤ mi. Por tanto, si también tenemos un

algoritmo que nos diga cuando �i sea raíz de bf (s) y que, en particular, nos proporcio-

ne las multiplicidades de las que sí son raíces, se podría calcular la b-función global

mediante los siguientes pasos:

1. Calcular la cota superior B(s) =
d
∏

i=1
(s − �i)mi .

2. Veri�car para todo i = 1, ..., d cuando �i sea raíz de la b-función global.

3. En los casos a�rmativos, calcular su multiplicidad ni, y en caso contrario

hacer ni = 0.

4. Devolver bf (s) =
d
∏

i=1
(s − �i)ni .

Ahora bien, uno se puede preguntar qué es más e�ciente, el cálculo de la b-función

global de manera directa con alguno de los algoritmos conocidos, ó el cálculo de la

b-función global por medio de veri�car cada una de las raíces de una cota superior y

calcular sus multiplicidades en los casos a�rmativos. Esta pregunta obviamente de-

penderá de la e�cacia de los algoritmos para veri�car las raíces y de que el algoritmo

para el cálculo de la cota superior nos proporcione una cota los su�cientemente “cer-

cana”, para que este proceso sea e�ciente, ya que así los cálculos de las multiplicidades

serán más sencillos al tener esta cota superior “cercana”.

El resultado principal en la que se basan los tres problemas anteriores, se debe prin-

cipalmente a la igualdad que sabíamos que veri�caba la b-función global:

⟨bf (s)⟩ = (AnnAn[s](f
s) + ⟨f ⟩) ∩K[s], (1)

De�nición 2.11. Sea A una G-álgebra, I ⊂ A un ideal a la izquierda y Z = Z(A)
el centro deA (conjunto de elementos deA que conmutan con todos los demás elementos).
Entonces se de�nen:
∙ Para cada z ∈ Z , el submódulo a la izquierda (I ∶ z) ∶= {v ∈ A | zv ∈ I}.
∙ Para un ideal J ⊂ Z el submódulo I ∶ J se de�ne como

(I ∶ J ) ∶= {v ∈ A | zv ∈ I para todo z ∈ J}.

∙ El submódulo I ∶ z∞ se de�ne por lı́m inf n∈ℕ I ∶ zn.
∙ El submódulo I ∶ J∞, llamado saturación central de I por J , se de�ne como
lı́m inf n∈ℕ I ∶ J n.

Lema 2.8. Sea {g1, ..., gl} una base de Gröbner de J ⊂ Z(A), entonces se tiene que



66 aspectos computacionales del polinomio de bernstein-sato de una

singularidad

(I ∶ J ) =
l
⋂

i=1
(I ∶ gi).

La demostración se sigue de que J es un ideal en el centro de la G-álgebra A, [19].

Teorema 2.12. Sea A una G-álgebra cuyo centro contiene a K[s]. Sea q(s) ∈ K[s]
y sea I ⊂ A un ideal a la izquierda satisfaciendo I ∩ K[s] ≠ 0. Entonces se tienen las
siguientes igualdades.

1. (I + A⟨q(s)⟩) ∩K[s] = I ∩K[s] +K[s]⟨q(s)⟩,
2. (I ∶ q(s)) ∩K[s] = (I ∩K[s]) ∶ q(s),
3. (I ∶ q(s)∞) ∩K[s] = (I ∩K[s]) ∶ q(s)∞.

En particular, tomando I =AnnAn[s](f
s) + An[s]⟨f ⟩ ⊆ An[s] en las ecuaciones ante-

riores, tenemos que
- [AnnAn[s](f

s) + An[s]⟨f, q(s)⟩] ∩K[s] = ⟨bf (s), q(s)⟩ = ⟨mcd(bf (s), q(s))⟩,
- [(AnnAn[s](f

s) + An[s]⟨f ⟩) ∶ q(s)] ∩K[s] = ⟨bf (s)⟩ ∶ q(s) = ⟨

bf (s)
mcd(bf (s),q(s))

⟩,

- [(AnnAn[s](f
s) + An[s]⟨f ⟩) ∶ q(s)∞] ∩K[s] = ⟨bf (s)⟩ ∶ q(s)∞.

Donde mcd(f (s), g(s)) denota el máximo común divisor entre dos polinomios en la va-
riable s.

Demostración. Tomemos 0 ≠ b(s) es un generador de I ∩ K[s]. Supongamos que

ℎ(s) ∈ (I + A⟨q(s)⟩) ∩K[s]. Entonces se tiene que

ℎ(s) = P (s) +Q(s)q(s)

donde P (s) ∈ I y Q(s) ∈ A. Sea d(s) el máximo común divisor de b(s) y q(s). Por

tanto, existen b1(s) y q1(s) tales que d(s)b1(s) = b(s) y d(s)q1(s) = q(s), y entonces

b1(s)q(s) = q1(s)b(s). Como s es una variable que conmuta con todos los elementos

de A, podemos multiplicar la ecuación ℎ(s) = P (s) + Q(s)q(s) por b1(s) en ambos

lados y obtener

b1(s)ℎ(s) = b1(s)P (s) +Q(s)q1(s)b(s) ∈ I .

Luego, b1(s)ℎ(s) ∈ I ∩ K[s] = ⟨b(s)⟩ y por tanto ℎ(s) ∈ ⟨b(s)⟩ ∶ ⟨b1(s)⟩ = ⟨d(s)⟩ =
I ∩ K[s] + ⟨q(s)⟩. La otra inclusión es trivial. De igual forma se prueban la segunda

y la tercera igualdad.
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La segunda (resp. la tercera) parte del teorema anterior se puede usar para encontrar

una cota superior de bf (s) (resp. las raíces de bf (s)). Como q(s) está en el centro de

An[s], los ideales cociente y saturado se pueden calcular algorítmicamente [19]. Una

forma más clásica para el cálculo, aunque menos efectiva, es mediante el uso de una

nueva variable conmutativa T , y la fórmula

I ∶ q(s)∞ = An[s, T ]⟨I, 1 − T q(s)⟩ ∩ An[s].

Ejemplo: Sea f ∈ ℂ[x, y] el polinomio x(x2 + y3). El ideal anulador s-paramétrico

de f s está generado por los operadores P1(s) = 3xy2)x − y3)y − 3x2)y y P2(s) =
3x)x + 2y)y − 9s. Consideramos el polinomio

q(s) = (s + 1)(s + 5
9
)(s + 8

9
)(s + 10

9
)(s + 7

9
)(s + 11

9
)(s + 13

9
).

Calculando una base de Gröbner, se puede ver que el ideal generado por {P1(s), P2(s), f , 1−
T q(s)} en An[s, T ] es el total. Es decir, la base de Gröbner reducida es {1}. Luego por

el tercer punto del teorema 2.12, se deduce que q(s) contiene todas las raíces de bf (s).
Por lo que q(s) es una cota superior de la b-función.

Con este proceso, basta comprobar que un ideal sea el anillo entero o no, para la ob-

tención de una cota superior. Además, en el proceso de comprobar si un ideal es el

anillo total o no se puede usar cualquier orden monomial, ya que simplemente hay

que comprobar que la base de Gröbner calculada contenga al 1. Esto hace que el cálcu-

lo computacional pueda ser muy rápido con una buena elección del orden monomial.

Corolario 2.3. Supongamos que P1(s), ..., Pk(s) genera AnnAn[s](f
s). Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. � ∈ ℚ>0 es una raíz de bf (−s).
2. An[s]⟨P1(s), ..., Pk(s), f , s + �⟩ ≠ An[s].
3. An⟨P1(−�), ..., Pk(−�), f⟩ ≠ An.

Además, en tal caso, An[s]⟨P1(s), ..., Pk(s), f , s + �⟩ ∩K[s] = K[s]⟨s + �⟩.

Demostración. Sea J = An[s]⟨P1(s), ..., Pk(s), f , s+�⟩ yL = J∩An = ⟨P1(−�), ..., Pk(−�), f⟩.
Como tenemos que

J = An[s] ⇐⇒ J ∩K[s] = K[s] ⇐⇒ L = An, y que

mcd(bf (s), s + �) = 1 ⇐⇒ bf (−�) ≠ 0,
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aplicando el primer punto del teorema 2.12 tomando q(s) = s + �, obtendríamos

directamente que (1) ⇐⇒ (2) y que (1) ⇐⇒ (3).

Este resultado permite, una vez conocido un conjunto generador de AnnAn[s](f
s),

construir un algoritmo que veri�que cuándo un número racional dado es raíz de la b-
función global asociada a f , por medio del uso de bases de Gröbner. La demostración

del algoritmo se tiene directamente del corolario anterior.

Algoritmo 2.9. CheckRoot(f, �, ≺)
Input: f ∈ K[x1, ..., xn], � ∈ ℚ>0, ≺ un orden monomial cualquiera sobre An.

Output: T (True), si � es una raíz de bf (−s), F (False), en caso contrario.

BEGIN

⟨P1(s), ..., Pk(s)⟩ ← sAnnfsBM(f ) (Ideal anulador s-paramétrico de f s [2.3])

L← ⟨P1(−�), ..., Pk(−�), f⟩
G ←RedGB(L,≺) (base de Gröbner reducida de L respecto de ≺ [1.4])

if (G ≠ {1})
return T

return F

end-if

END

Pasamos ahora al problema de estudiar el problema de la multiplicidad de dichas raí-

ces. Sabemos que si � es una raíz, entonces la intersección (AnnAn[s](f
s)+⟨f, s+�⟩)∩

K[s] = K[s]⟨s + �⟩ por el corolario 2.3. De la misma forma, usando el mismo resul-

tado, �2 será raíz si (AnnAn[s](f
s) + ⟨f, (s + �)2⟩) ∩K[s] = K[s]⟨(s + �)2⟩. Entonces,

reiterando el proceso, si la multiplicidad de � es m, obtendremos que

(AnnAn[s](f
s) + ⟨f, (s + �)m⟩) ∩K[s] = K[s]⟨(s + �)m⟩, mientras que

(AnnAn[s](f
s) + ⟨f, (s + �)m+1⟩) ∩K[s] ≠ K[s]⟨(s + �)m+1⟩

Debido a que hemos supuesto que la multiplicidad de � es m.

Luego la idea del algoritmo para el cálculo de la multiplicidad, va a residir en ir au-

mentando este exponente hasta que no se veri�que la igualdad.

Corolario 2.4. Sea m� la multiplicidad de � como raíz de bf (−s). Consideremos los

ideales Ji =AnnAn[s](f
s) + ⟨f, (s + �)i+1⟩ ⊆ An[s], i = 0, ..., n. Entonces, son equiva-

lentes las siguientes a�rmaciones:

1. m� > i,
2. Ji ∩K[s] = ⟨(s + �)i+1⟩ y
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3. (s + �)i ∉ Ji.
Además si tenemos que Jm = Jm−1 ⊊ ... ⊊ J1 ⊊ J0 ⊊ An[s], entonces m� = m. En

particular, si m ≤ n, entonces Jm−1 = Jm = ... = Jn [36].

Demostración. (1 ⇐⇒ 2). Tenemos claramente que m� > i ⇐⇒ mcd(bf (s), (s +
�)i+1) = (s + �)i+1, luego tomando q(s) = (s + �)i+1 y usando el primer apartado

del teorema 2.12 se tiene la equivalencia que se buscaba de la misma forma que en el

corolario anterior.

(2 ⇐⇒ 3). Si (s + �)i ∈ Ji ∩ K[s], claramente ⟨(s + �)i+1⟩ ⊊ Ji ∩ K[s], de donde se

deduce la implicación.

(3 ⇐⇒ 2). Supongamos que ⟨ℎ(s)⟩ = Ji ∩K[s]. Como (s+�)i+1 ∈ Ji ∩K[s] = ⟨ℎ(s)⟩,
existe j ≤ i + 1 tal que ℎ(s) = (s + �)j . Supongamos que j ≤ i. Entonces (s + �)i =
(s+ �)i−j(s+ �)j = (s+ �)i−jℎ(s) ∈ Ji. Pero esto contradice la hipótesis (3). Por tanto

debe ser j = i + 1.

Usando directamente este resultado, se puede construir un algoritmo que veri�que si

un número racional es raíz de la b-función global asociada a un polinomio f y que,

en caso a�rmativo, calcule su multiplicidad.

Algoritmo 2.10. CheckRootMult(f, �, ≺)
Input: f ∈ K[x1, ..., xn], � ∈ ℚ>0, ≺ un orden monomial cualquiera sobre An[s].
Output: m� , la multiplicidad de � como raíz de bf (s).
BEGIN

⟨P1(s), ..., Pk(s)⟩ ← sAnnfsBM(f )
for i = 0, 1, ..., n do
J ← An[s]⟨P1(s), ..., Pk(s), f , (s + �)i+1⟩
G ← GB(J , ≺)
r← NormalForm((s + �)i, G) (forma normal de (s + �)i respecto a G [1.2])

if (r = 0) then
m� ← i
return m�

end-if

end-for

END

En este caso, la prueba de que el algoritmo termine correctamente se debe a que la

multiplicidad de una raíz de bf (s) es a lo sumo n ( [36]) y al corolario anterior (2.4).

El problema de este algortimo es que en cada paso del bucle for calcula una base de

Gröbner Gi del ideal J =AnnAn[s](f
s) + ⟨f, (s+ �)i+1⟩ y, como ya sabemos, el cálculo
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de bases de Gröbner sobre anillos de operadores diferenciales es un tanto costoso en

la mayoría de las ocasiones.

Debido al corolario 2.4, se puede considerar un algoritmo equivalente al anterior para

el cálculo de la multiplicidad de una raíz mediante la ecuación

(AnnAn[s](f
s) + An[s]⟨f, (s + �)n⟩) ∩K[s] = ⟨(s + �)m�⟩

Aunque este método sólo sirve cuando la multiplicidad de la raíz es próxima a n, ya

que conforme se aumente el índice del exponente i, el costo computacional de las ba-

ses de Gröbner será mucho mayor. Luego si la multiplicidad es relativamente pequeña

es más efectivo considerar el método del algoritmo anterior antes que el método que

se sigue directamente de la ecuación anterior.

Volviendo al problema del cálculo de una base de Gröbner en cada paso del algo-

ritmo anterior, este problema se puede solucionar usando la teoría ya conocida sobre

ideales cociente e ideales saturados.

Corolario 2.5. Seam� la multiplicidad de � como raíz de bf (−s) y sea I =AnnAn[s](f
s)+

⟨f ⟩. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. m� > i.
2. (I ∶ (s + �)i) + An⟨s + �⟩ ≠ An[s].
3. (I ∶ (s + �)i)|s=−� ≠ An.

Demostración. Dado J ⊆ An[s] un ideal, denotamos por bJ (s) al generador mónico

de la intersección J ∩K[s]. Entonces por el teorema 2.12(1), la condición 2 se satisface

sí y sólo si −� es raíz de bI∶(s+�)i(s). Donde este polinomio debido al teorema 2.12(2)

no es otro que

bf (s)
mcd(bf (s),(s+�)i)

. Debido a esto, se tiene la siguiente equivalencia

m� > i ⇐⇒ (s + �) | bf (s)
mcd(bf (s),(s+�)i)

.

De donde se concluye (1) ⇐⇒ (2). La otra equivalencia (2) ⇐⇒ (3), se tiene

trivialmente de lo anterior sustituyendo s por −�.

Para el cálculo recursivo de I ∶ (s + �)i se usa que s + � está en el centro de An[s] y

por tanto

I ∶ (s + �) = (I ∩ An[s]⟨s + �⟩)∕(s + �), y además

I ∶ (s + �)i = (I ∶ (s + �)i−1) ∶ (s + �).
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Usando esto y el resultado anterior, se puede reescribir el algoritmo anterior sustitu-

yendo los cálculos de bases de Gröbner por cálculos de ideales cocientes. La prueba

del algoritmo se obtiene directamente del corolario anterior.

Algoritmo 2.11. CheckRootQuot(f, �, ≺)
Input: f ∈ K[x1, ..., xn], � ∈ ℚ>0, ≺ un orden monomial cualquiera sobre An[s].
Output: m� , la multiplicidad de � como raíz de bf (−s).
BEGIN

m← 0
⟨P1(s), ..., Pk(s)⟩ ← sAnnfsBM(f )
I ← An[s]⟨P1(s), ..., Pk(s), f⟩
J ← I + An[s]⟨s + �⟩
while (G ≠ {1}) do
m← m + 1
I ← (I ∶ (s + �))
J ← I + An[s]⟨s + �⟩
G ← RedGB(J , ≺)

end-while

return m
END

Observación 2.6. Como ya hemos mencionado anteriormente, se conoce que:

(

AnnAn[s](f
s) + An[s]⟨f,

)f
)x1
, ..., )f

)xn
⟩

)

∩K[s] = ⟨

bf (s)
s+1

⟩ =∶ ⟨b̃f (s)⟩.

Donde a b̃f (s) se le denomina el polinomio de Bernstein-Sato reducido de f .

De esta forma se reduce un poco la complejidad de los algoritmos anteriores.

Ejemplo: En Singular/Plural, para trabajar con lo visto en esta sección, se puede

importar la librería "dmod.lib" [25], en la cual se encuentran los comandos checkRoot,

checkRoot1 y chekRoot2.

El comando checkRoot1 sigue principalmente el algoritmo 2.9. Es decir, dado un nú-

mero racional � ∈ ℚ>0 y un polinomio f ∈ K[x1, ..., xn], devuelve 1 en caso de que

� sea una raíz de bf (−s) y 0 en caso contrario.

Por otro lado, el comando checkRoot2 comprueba lo mismo que el comando anterior

y después, en caso de que � sea raíz, calcula la multiplicidad de dicha raíz usando el
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ideal anulador s-paramétrico como hemos visto anteriormente. Es decir, dicho coman-

do se basa en los algoritmos 2.10 y 2.11 (realiza el proceso en uno u otro dependiendo

del input que se le dé al comando dentro de Singular).

Por último, checkRoot es un comando más general, que básicamente recibe por input:

(poly f, number a, [,S,eng]), donde f es un polinomio, a es un número racio-

nal positivo (en caso de que no lo sea, este proceso devuelve un mensaje de error), S
es una de las dos cadenas de caracteres siguientes alg1 ó alg2, donde, por defecto,

el algoritmo tomará alg1, y eng es el proceso de cálculos de bases de Gröbner que se

usarán en el algoritmo (si eng ≠ 0, entonces se usará el comando std, que viene de

standar basis, para el cálculo de las bases de Gröbner, y en caso contrario, por defecto,

se usará el proceso de slimgb). Si se ha tomado S = alg1 se aplicará checkRoot. Es

decir, se comprobará únicamente si � es raíz. En caso contrario, si se toma S = alg2,

se procederá con checkRoot2, y por tanto, se calculará también la multiplicidad de �
en caso de ser raíz.

∙ Sea f = x3y2 + x4 + y3 ∈ ℂ[x, u]. Entonces si tomamos � = 17
12

obtenemos:

ring r = 0,(x,y),dp;
poly f = x4 + x3y2 + y3;
checkRoot(f,17/12);
==> 1

Es decir � es raíz del polinomio de Bernstein-Sato asociado a f . En este caso el po-

linomio de Bernstein-Sato asociado a f no es muy costoso de calcular mediante el

comando bfct que se encuentra en la librería "bfun.lib" [3]:

bfct(f);
[1]:

_[1]=-7/12
_[2]=-5/6
_[3]=-11/12
_[4]=-1
_[5]=-13/12
_[6]=-7/6
_[7]=-17/12

[2]:
1,1,1,1,1,1,1

Donde como ya hemos visto, bfct evaluado sobre un polinomio f , devuelve dos listas,

donde en la primera se encuentran las raíces de bf (s) y en la segunda sus multiplici-

dades ordenadas según el orden de las raíces.



3 Recubrimientos de Gröbner en
PBW-álgebras

Este capítulo se va a dividir en dos partes. En la primera, vamos a estudiar el concepto

de “Comprehensive Gröbner Systems” (CGS) sobre las PBW-álgebras y se va a estu-

diar un algoritmo para el cálculo de estos, también conocidos por, recubrimientos de

Gröbner sobre dichas álgebras. Y en la segunda parte, veremos sus aplicaciones sobre

los ideales de Bernstein-Sato y b-funciones.

El concepto de Recubrimiento de Gröbner o sistema exhaustivo de Gröbner fue in-

troducido por Volker Weispfenning [41] en el caso de anillos de polinomios para la

resolución de sistemas de polinomios paramétricos. Desde entonces se han imple-

mentado muchos más algoritmos con ese mismo propósito. En el caso de anillos de

polinomios, una referencia muy detallada de ello es la reciente [28], en la cual se im-

plementan algoritmos en el sistema Singular para el cálculo de recubrimientos de

Gröbner de ideales paramétricos sobreK[x1, ..., xn] en la librería "grbcov.lib" [29].

De la misma forma, en el mismo anillo de polinomios, D. Kapur, Y. Sun, D. Wang [17] y

Katsusuke Nabeshima [30] han implementado algoritmos muy efectivos para el cálcu-

lo de CGS.

Para este estudio del cálculo de CGS sobre PBW-álgebras se van a utilizar resultados

de Katsusuke Nabeshima, Katsuyoshi Ohara y Shinichi Tajima [31], los cuales han im-

plementado algoritmos para el cálculo de CGS en el sistema algebraico Risa/Asir.

Estos autores han conseguido implementar dichos algoritmos mediante la extensión

de los resultados de Kalkbrener [16], sobre estabilidad de bases de Gröbner bajo ho-

momor�smos de especializaciones y la extensión de los resultados conocidos de CGS

sobre anillos de polinomios, a las PBW-álgebras.
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3.1 Algoritmo CGS

La notación usual que vamos a utilizar a lo largo de esta sección, va a ser la siguiente.

Sea K un cuerpo de característica 0 y K una clausura algebraica del cuerpo K .

Sean x = (x1, ..., xn) e u = (u1, ..., um) dos conjuntos de variables distintas. A lo largo

de este capítulo vamos a basar los resultados principalmente en las siguientes dos

G-álgebras:

An[u] = K[u]⊗An = K[u]⟨x, )x ∶ Q⟩ y

K⟨u, x, )x⟩ = K⟨u, x, )x ∶ Q′
⟩.

Donde Q = {)jxi = xi)j + �ij | i, j = 1, ..., n}, con las relaciones conmutativas ya

vistas, y Q′ = {)jxi = xi)j + �ij , [uk, ul] = [uk, xl] = [uk, )xl] = 0 | i, j, l = 1, ..., n,
k = 1, ..., m} . Es decir, Q′

es Q junto con las relaciones conmutativas de las variables

u con todas las variables. Por tanto, como hemos estado omitiendo las relaciones con-

mutativas del conjunto de relaciones, escribiremos sin pérdida de generalidadQ = Q′
.

La diferencia entre estas dos G-álgebras es simplemente la forma de interpretar sus

coe�cientes: mientras que en An[u] los coe�cientes son polinomios en las variables

u1, ..., um, en K⟨u, x, )x ∶ Q⟩ los coe�cientes son elementos del cuerpo K .

El uso de la segunda G-álgebra es simplemente para el cálculo de bases de Gröbner

en la primeraG-álgebra. Es decir, para un conjuntoH en An[u] el cálculo de una base

de Gröbner de H en An[u], se traducirá al cálculo de una base de Gröbner de H en

K⟨u, x, )x ∶ Q⟩ respecto de un orden monomial por bloques, que ahora veremos lo

que es. Es decir, la diferencia entre ambas G-álgebras es puramente computacional,

ya que teóricamente son idénticas.

Ya hemos visto que, debido a la existencia de PBW-bases en ambas G-álgebras, exis-

te un isomor�smo natural entre K-espacios vectoriales ' ∶ K⟨u, x, )x ∶ Q′
⟩ →

K[u, x, �] de�nido por '(ux�)�x) → ux��� . De la misma forma se de�ne sobre

' ∶ An[u] → K[u][x, �]. De esta forma, podemos suponer que los operadores en am-

bas G-álgebras vendrán dados en su forma canónica con respecto a su PBW-álgebra.

Como hemos comentado antes, vamos a considerar un orden monomial por bloques

≺. Este va a ser, en particular, el orden producto de los órdenes monomiales≺x∪)x y≺u.
Es decir, tomaremos un orden monomial en las variables x ∪ )x (denotado por ≺x∪)x)
y otro orden monomial sobre las variables u (denotado por ≺u), y consideraremos ≺
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= ≺x∪)x ⋅ ≺u, que es el orden monomial que primero compara los exponentes de los

monomios líderes en las variables x ∪ )x (es decir, con respecto al orden ≺x∪)x) y, en

caso de ser idénticos, usa el segundo orden monomial sobre las variables de u.
Por ejemplo, consideraremos que en ese orden producto se veri�que u ≺ )x ≺ x. Para

diferenciar entre la primera G-álgebra y la segunda estos órdenes monomiales, deno-

tartemos ≺z y ≺ respectivamente.

De igual forma que hicimos en la sección de PWB-álgebras denotamos, dado un ope-

rador P ∈ K⟨u, x, )x⟩, por lm(P ), lc(P ) y lt(P ) al monomio líder, el coe�ciente líder

y el término líder de P . Donde lt(P ) = lc(P ) ⋅ lm(P ). Al igual sobre An[u], denotamos

ltz(P ),lcz(P ) y lmz(P ). Donde aquí P ∈ An[u]. Como ya vimos, se pueden extender

estos conceptos a conjuntos de operadores sobre las dos PBW-álgebras anteriores.

Sea I un ideal en una de las dos PBW-álgebras anteriores. Diremos que I es un ideal

paramétrico considerando las variables u1, ..., um como parámetros. El objetivo es, da-

do un ideal paramétrico, encontrar una base de Gröbner para cada valor que le damos

a los parámetros de u. Es decir, dado a ∈ K
m

, construir una base de Gröbner del ideal

Iu=a sobre An = K⟨x, )x ∶ Q⟩. Para ver esto, comencemos con la siguiente de�nición

que detalla la notación que hemos tomado de Iu=a.

De�nición 3.1. Para cualquier a ∈ K
m
de�nimos el homomor�smo canónico de

especialización �a ∶ K[u]⟨x, )x ∶ Q⟩ (resp. K⟨u, x, )x⟩) → K⟨x, )x ∶ Q⟩ de la forma
p(u, x, )x) → �a(p(u, x, )x)) = p(a, x, )x). Es decir, como la aplicación que sustituye los
parámetros u = (u1, ..., um) del operador paramétrico, por los valores a = (a1, ..., am) ∈
K
m
. Se puede extender esta de�nición a un ideal paramétrico I ⊆ K[u]⟨x, )x ∶ Q⟩ (resp.

K⟨u, x, )x⟩) de la forma Iu=a = �a(I) ∶= {�a(p) | p ∈ I} ⊆ K⟨x, )x ∶ Q⟩.

De�nición 3.2. Sean f1, ..., fr ∈ K[u] un conjunto �nito de polinomios. La variedad
afín del conjunto de polinomios f1, ..., fr viene dada por:

(f1, ..., fr) = {a ∈ K
m
|fi(a) = 0,∀i = 1, ..., r}

El conjunto de puntos de K
m
que anulan todos los polinomios f1, ..., fr.

De�nición 3.3. SeaX una variedad cuasi-proyectiva [14], equipada con la topología
de Zariski. Diremos que un subconjunto C de X es localmente cerrado si C = V ∩Z ,
donde V es abierto y Z es cerrado de la topología de Zariski.
Diremos que un subconjunto de X es constructible, si es una unión �nita disjunta de
conjuntos localmente cerrados.

De�nición 3.4. Llamaremos a un conjunto constructible de la forma (g1, ..., gr) ⧵
(g′1, ..., g

′
l) ⊆ Km con g1, ..., gr, g′1, ..., g

′
l ∈ K[u], una estrati�cación. (Usualmente se
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denota A1,A2...,Al para representar los estratos, que son subconjuntos disjuntos, local-
mente cerrados que cubren la estrati�cación al completo).

En realidad si S es un conjunto localmente cerrado, entonces existen ideales radica-

les I, J tales que S = (I) ⧵ (J ), donde además estos ideales están únicamente

determinados por S debido a la correspondencia unívoca entre ideales radicales y

variedades. Al par (I, J ) se le denomina la representación C-canónica del conjunto

localmente cerrado S . (Para más detalle de la existencia de estos ideales radicales y

dicha correspondencia ver: [28]).

De�nición 3.5. Sea ≺ un orden monomial admisible por bloques sobre An[u]. Sea
P ⊆ An[u] yA1,A2...,Al estratos enK

m
. SeanG1, ..., Gl subconjuntos deAn[u]. Diremos

un conjunto �nito de pares  = {(A1, G1), ..., (Al, Gl)} es un sistema exhaustivo de
Gröbner (CGS) (o recubrimiento de Gröbner) sobre A1 ∪ ⋯ ∪ Al, de ⟨P ⟩, si para
todo a ∈ Ai, �a(Gi), es una base de Gröbner del ideal ⟨�a(P )⟩ (ideal de extensión) en
K⟨x, )x ∶ Q⟩, para cada i = 1, ..., l. Llamaremos al par (Ai, Gi) de  como el i-ésimo
segmento de .
Diremos simplemente que  es un sistema exhaustivo de Gröbner para ⟨P ⟩, si tenemos
que A1 ∪⋯ ∪Al = Km.

Es decir, un sistema exhaustivo de Gröbner para un subconjunto P ⊆ An[u] básica-

mente consiste en un conjunto �nito de pares  = {(Ai, Gi) ∶ 1 ≤ i ≤ l} donde

los Ai ⊆ Km
forman una partición del espacio paramétrico Km

y son subconjuntos

localmente cerrados. Y donde los Gi son bases de Gröbner del ideal extensión de P
por �a al sustituir sus parámetros por valores dentro de la partición correspondiente.

Hay muchos algoritmos para el cálculo de un sistema exhaustivo de Gröbner. Por

ejemplo, como mencionábamos al inicio de esta sección, en SINGULAR tenemos la

librería "grobcov.lib" [29] donde Antonio Montes y Hans Schoenemann han im-

plementado un algoritmo, grobcov(I ) que calcula el recubrimiento de Gröbner de un

ideal paramétrico I ⊆ K[u][x].

De�nición 3.6. Dado un subconjunto G ⊂ An[u], se de�ne una base minimal de
G como el subconjunto F ⊂ lm(G) que veri�ca las siguientes condiciones:

1. Para cada operador g ∈ G existe un operador m ∈ F tal que m|g.
2. Para cada par de operadoresm ≠ m′ ∈ F , se tiene quem no divide am′ y viceversa.

Denotaremos al conjunto F veri�cando las propiedades anteriores por MBlm(G).

Notar que dado un conjunto G ⊂ An[u], pueden existir distintas bases minimales de

G, pero en cualquier caso se tiene claramente que ⟨lm(F )⟩ = ⟨lm(G)⟩.
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El siguiente resultado es una extensión del teorema de Kapur-Sun-Wang [28] que,

en particular, prueba la estabilidad [16] de las bases de Gröbner bajo homomor�smos

de especialización en el PBW-álgebra An[u] = K[u]⟨x, )x ∶ Q⟩.

Teorema 3.1. Sea G una base de Gröbner de un ideal I ⊆ An[u] con respecto a
un orden monomial por bloques ≺ (para ciertos ≺x∪)x y ≺u). Sean E ∶= G ∩ K[u], y
sea {m1, ..., ml} =MBlm(G ⧵ E). Pongamos que Gi = {f ∈ G ⧵ E | lmz(f ) = mi}
para todo i = 1, ..., l. Entonces, para todo a ∈ (E) ⧵

⋃l
i=1 (lcz(Gi)), se tiene que

�a(G1∪⋯∪Gl) es una base de Gröbner de �a(I) con respecto del orden monomial ≺x∪)x
en An(K) = K⟨x, )x ∶ Q⟩.

Demostración. Para todo a ∈ (E) ⧵
⋃l

i=1 (lc(Gi)), existe un pi ∈ Gi tal que

�a(lm(pi)) ≠ 0 para cada i = 1, ..., l. Supongamos que G = {g1, ..., gr} y que P =
{p1, ..., pl}. Entonces, claramente P ⊆ G y MBlt(P )=MBlt(G ⧵ E) = {m1, ..., ml} se

mantiene. También tenemos que

Para todo a ∈ (E) ⧵
⋃l

i=1 (lc(Gi)), �a(lm(I)) = lm(�a(I)).

La prueba de esto se puede encontrar en [31]. Haciendo uso de esto, tenemos:

lm(�a(I)) = ⟨�a(lm(g1)), ..., �a(lm(gr))⟩ = ⟨MBlm(G ⧵ E)⟩ =
⟨MBlm(G1 ∪ G2 ∪ ... ∪ Gl)⟩ = ⟨�a(lm(G1 ∪ G2 ∪ ... ∪ Gl))⟩

en K⟨x, )x ∶ Q⟩. Como G1 ∪ G2 ∪ ... ∪ Gl ⊂ I ⊂ K[u]⟨x, )x ∶ Q⟩, es claro que

�a(G1∪G2∪ ...∪Gl) ⊂ �a(I) ⊂ K⟨x, )x ∶ Q⟩. Por lo tanto, �a(G1∪G2∪ ...∪Gl) es una

base de Gröbner de �a(I) con respecto el orden monomial ≺x∪)x enK⟨x, )x ∶ Q⟩.

Para la construcción de un algoritmo efectivo para el cálculo de CGS, en vez de usar

directamente el teorema anterior, vamos a usar el siguiente corolario, que esencial-

mente es el mismo que el teorema de Kapur-Sun-Wang [17]. En la referencia de [28]

podemos encontrar el resultado de Kapur-Sun-Wang, seguido del algoritmo para el

cálculo de un CGS, el cual es muy similar al que estudiaremos posterior al siguiente

resultado.

Corolario 3.1 (Kapur-Sun-Wang). Usando la misma notación que en el teorema an-

terior, sea gi ∈ Gi y ℎi = lc(gi) para cada i = 1, ..., l. Entonces, para todo a ∈
(E) ⧵ (ℎ1ℎ2⋯ℎl), �a({g1, ..., gl}) es una base de Gröbner minimal de �a(I) con

respecto a ≺x∪)x en An(K) = K⟨x, )x ∶ Q⟩.
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Demostración. Como (E) ⧵ (ℎ1ℎ2⋯ℎl) ⊆ (E) ⧵ ((lc(G1)) ∪ (lc(G2)) ∪ ... ∪
(lc(Gl)), usando el teorema anterior

⟨�a(lm({g1, g2, ..., gl}))⟩ = ⟨�a(lm(G1 ∪ G2 ∪ ... ∪ Gl))⟩.

Por lo tanto, �a({g1, g2, ..., gl}) es una base de Gröbner de �a(I) con respecto a≺x∪)x en

K⟨x, )x ∶ Q⟩. Como ningún lm(�a(gi)) en el conjunto lm({�a(g1), �a(g2), ..., �a(gl)})
divide a otro lm(�a(gj)) para i ≠ j con i, j = 1, ..., l, entonces además es una base de

Gröbner minimal.

Algoritmo 3.1. CGS(E,N, P , ≺)

Input: E,N subconjuntos de K[u]; P un subconjunto �nito de An[u] = K[u]⟨x, )x ∶
Q⟩; ≺ un orden monomial por bloques sobre An[u].
Output:  un recubrimiento de Gröbner de ⟨P ⟩ con respecto de ≺ sobre el subcon-

junto (E) ⧵ (N) de Km
.

BEGIN

 ← ∅;

if (E) ⧵ (N) = ∅ then return ; end-if

G ← GB(P ∪ E,≺); (Algoritmo para el cálculo de una base de Gröbner)

if 1 ∈ G then return {((E) ⧵ (N), {1})}; end-if

G′ ← G ⧵ ((G ∩K[u]) ∩ ⟨E⟩);
{m1, ..., ml}←MBlm(G′); ℎ← 1;

for i = 1, ..., l do
gi ← tomar gi de G′

tal que lm(gi) = mi;
ℎ← lc(gi) ⋅ ℎ;

end-for

ℎ�11 ℎ
�2
2 ⋯ℎ�rr ← factor(ℎ);

if ((E) ⧵ (N)) ⧵ (ℎ1ℎ2⋯ℎr) ≠ ∅ then
 ←  ∪ {((E) ⧵ (N ∧ {ℎ1ℎ2⋯ℎr}), {g1, g2, ..., gl})};

end-if

for i = 1, ..., r do
 ←  ∪ CGS(E ∪ {ℎi}, N ∧ {ℎ1ℎ2⋯ℎi−1}, G′, ≺);

end-for

return() END

(Donde si A,B ⊂ K[u], A ∧ B = {pq|p ∈ A, q ∈ B}). Y la función factor(ℎ) calcula

la factorización de ℎ en K[u].
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Este algoritmo funciona de la siguiente forma:

(1) Primero, prueba si (E) ⧵ (N) es vacío o no. En el caso de que sea vacío, el al-

goritmo termina devolviendo el conjunto vacío.

(2) Suponiendo ahora que (E)⧵(N) ≠ ∅, el algoritmo calcula una base de Gröbner,

G, de P ∪E con respecto a ≺, GB(P ∪E,≺). Si 1 ∈ G, entonces el algoritmo termina

y devuelve {((E) ⧵ (N), {1})}.
(3) Si no se veri�ca lo anterior, entonces considera G ∩ K[u] que básicamente es la

parte de G que contenga únicamente parámetros (se puede obtener de manera fácil

ya que el orden monomial producto ≺, es de eliminación sobre dichos parámetros).

Después obtiene G′ = G ⧵ ((G ∩ K[u]) ∩ ⟨E⟩) y calcula una base minimal de G′
que

viene denotada por {m1, ..., ml}.
(4) Aquí, siguiendo el corolario anterior al algoritmo, toma ciertos elementos gi ∈ G′

tales que lm(gi) = mi, calcula el producto de todos los coe�cientes líderes de estos gi
y factoriza dicho producto en K[u]. Es decir, en orden, calcula lo siguiente

{ℎ1, ..., ℎl} = {lc(gi) | gi ∈ G′
con lm(gi) = mi}

ℎ =
l

∏

i=1
lc(gi)

ℎ�11 ℎ
�2
2 ⋯ℎ�rr =factor(ℎ)

Llegado a este punto, usando el corolario anterior, sabemos que para cualquier a ∈
(E) ⧵ (ℎ1ℎ2⋯ℎr), �a({g1, ..., gl}) es una base de Gröbner minimal de �a(P ). Por

tanto como también debemos quitar el conjunto de puntos que anulanN , el algoritmo

realiza la comprobación ((E) ⧵ (N)) ⧵ (ℎ1ℎ2⋯ℎr) ≠ ∅. En caso de que se veri�-

que, estamos en las condiciones de dicho corolario y por tanto añadimos el segmento

((E) ⧵ (N ∧ {ℎ1ℎ2⋯ℎr}), {g1, ..., gl}) al Recubrimiento de Gröbner (CGS).

(5) (Paso recursivo.) Finalmente, el algoritmo considera los subconjuntos disjuntos

restantes de (E) ⧵ (N). Primero, realiza de nuevo el proceso donde se cumpla

ℎ1 = 0; después el segmento donde ℎ2 = 0 pero ℎ1 ≠ 0, y así sucesivamente, en el

paso i-ésimo, el segmento donde ℎi = 0 y ninguno de los anteriores a ℎi sea 0. Estos

claramente forman una partición del conjunto total disjunta.

Teorema 3.2. El algoritmo CGS termina y devuelve un recubrimiento de Gröbner de
⟨P ⟩ sobre (E) ⧵ (N).

Demostración. Usando el corolario 3.1, ((E) ⧵ (N ∧ {ℎ1ℎ2⋯ℎr}), {g1, ..., gl}) es

un segmento del recubrimiento de Gröbner. Para probar que el algoritmo termina es

su�ciente probar que, en cada iteración, el algoritmo sólo crea ramas �nitas. En cada

iteración de CGS, el número de elementos de MBlm(G′) es �nito. Ya que lc(gi) ∈ K[u]
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para algún gi ∈ G, donde G es una base de Gröbner reducida de ⟨P ∪ E⟩ ⊂ An[u] y

lc(gi) ∉ ⟨E⟩ ⊂ K[u], y de lo contrario, g ∈ G se puede simpli�car aún más con la

base de Gröbner de ⟨E⟩. En la siguiente llamada recursiva de CGS, el input E ∪ {ℎj}
cuyo ideal es estrictamente mayor que ⟨E⟩ de la anterior llamada recursiva de CGS.

Por tanto, cada rama termina en un número �nito de pasos.

Veamos un par de ejemplos del cálculo de recubrimientos de Gröbner mediante el

procedimiento anterior. Para ello vamos a usar el algoritmo implementado en [31]

en el sistema algebraico Risa/Asir. Para ello, el comando usado para la realización

del proceso anterior es newcgsw1(P ,U, [V ,D], Ord), que calcula un recubrimiento

de Gröbner de ⟨P ⟩ con respecto del orden Ord. (2 es el orden lexicográ�co, 1 es el

orden lexicográ�co total y 0 es el orden lexicográ�co inverso, los cuales son todos ad-

misibles sobre el PBW -álgebra An[u]). U es una lista de parámetros, que en nuestros

ejemplos van a ser [a, b] y [a, b, c] respectivamente. V es una lista de variables yD es

una lista de los operadores diferenciales respecto de las variables de V .

Ejemplos: 1. Sea P = {x2)y + 2x)2x + ax)
2
x, xy)

2
x + by, y

2)x + by2} ⊂ A2(ℂ)[a, b] =
ℂ[a, b]⟨x, y, )x, )y⟩ y ≺ el orden monomial lexicográ�co sujeto a )y ≺ )x ≺ y ≺ x.

Entonces usando el algoritmo anterior, obtenemos que un recubrimiento de Gröbner

de F con respecto a ≺ viene dado por:

{((b) ⧵ (b, a2 + 4a + 4), {a)y + 2)y, a)x + 2)x}),
((b, a + 2), {y)2y + 2)y, y)x, y

2)y, x2)x, x2)x − 2xy)y}),
((a + 2) ⧵ (b, a + 2), {by, bx2}),

(ℂ2 ⧵ (ba + 2b), {1})}.

Esto nos quiere decir que:

- Cuando b = 0 y no se anulan a la vez b, a2 + 4a + 4 entonces una base de Gröbner,

�jando los valores de a y b en esos parámetros, viene dada por {a)y+2)y, a)x+2)x}.
- Cuando b = 0 y a + 2 = 0 entonces una base de Gröbner viene dada por {y)2y +
2)y, y)x, y2)y, x2)x, x2)x − 2xy)y}.
- Cuando a+ 2 = 0 y no se anulan a la vez b, a+ 2 la base de Gröbner viene dada por

{by, bx2}.
- Por último cuando no se anula ba + 2b = b(2 + a) tenemos que la base de Gröbner

es {1}, como indica el paso (2) que comentábamos tras el algoritmo CGS.

Donde el comando directamente escrito en Risa/Asir para este cálculo ha sido

newcgsw1([x2 ∗ dy + 2 ∗ x ∗ dx2 + a ∗ x ∗ dx2, x ∗ y ∗ dx2 + b ∗ y, y2 ∗ dx + b ∗
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y2], [a, b], [[x, y], [dx, dy]], 2);

2. Sea P = {ax2y + by)y + )x, 2x2)x + bxy, xy2)x + cy + )x} ⊆ A2(ℂ)[a, b, c] y

de nuevo ≺ el orden lexicográ�co. Entonces obtenemos:

{((a, b, c), {)x}), ((a, b)⧵(a, b, c), {)x, cy}), ((b)⧵(a, b), {)x, ay}), (ℂ⧵(b), {1})}

Este ejemplo es mucho más intuitivo de ver. Lo que nos quiere decir este output es:

- Cuando los tres parámetros son nulos, el conjuntoP es de la forma {)x, 2x2)x, xy2)x+
)x}. Por lo que es claro que todos sus elementos se reducen, al calcular una base de

Gröbner, a )x.
- Si hacemos a = b = 0 y quitamos el origen, tendremos al sustituir {)x, 2x2)x, xy2)x+
cy + )x}. Luego, en este caso, al reducir respecto de )x todos los elementos, obten-

dremos que el último se reducirá a cy y por tanto tendremos que la base de Gröbner

viene dada por {)x, cy}
- Cuando sustituimos b = 0 y quitamos los puntos donde también ocurre a = 0 obte-

nemos que la base de Gröbner viene dada por {)x, ay}.
- Por último, Cuando consideramos todos los puntos (a, b, c) con b no nulo, obtene-

mos que la base de Gröbner es todo el espacio.

El comando que se ha escrito directamente en Risa/Asir para el cálculo es

newcgsw1([a ∗ x2 ∗ y + b ∗ y ∗ dy + dx, 2 ∗ x2 ∗ dx + b ∗ x ∗ y, y2 ∗ x ∗ dx + c ∗
y + dx], [a, b, c], [[x, y], [dx, dy]], 2);

Notar también que en este ejemplo se puede ver con mayor facilidad la recursión

en la que se basa el algoritmo que vimos anteriormente.

Estos ejemplos calculados en Risa/Asirmediante el comando anterior se han compu-

tado en menos de un segundo, aunque notar que con otros ejemplos se ha tenido que

�nalizar la operación ya que el programa no �nalizada. Lo cual indica que el coste

computacional de este algoritmo es enorme.

3.2 Recubrimientos de Gröbner para el cálculo de la
b-función e ideales de Bernstein-Sato

El cálculo de un recubrimiento de Gröbner de un ideal paramétrico dado, presenta

varias aplicaciones directas del cálculo de las b-funciones al trabajar sobre el álgebra

de Weyl con parámetros. En esta subsección vamos a usar el algoritmo para el cálculo



82 aspectos computacionales del polinomio de bernstein-sato de una

singularidad

de recubrimientos de Gröbner para calcular el ideal anulador s-paramétrico asociado

a un conjunto de polinomios f1, ..., fq ∈ K[u][x] y, posterior a ello, estudiaremos los

resultados ya conocidos para el cálculo del ideal de Bernstein-Sato y el polinomio de

Bernstein-Sato por medio de estos recubrimientos de Gröbner, haciendo uso del ideal

anulador s-paramétrico como hemos hecho hasta ahora.

3.2.1 CGS para el cálculo del ideal anulador s-paramétrico mediante
el método de Briançon y Maisonobe

Dados f1, ..., fq polinomios no constantes enK[x1, ..., xn], vimos en la sección 2.4.2 un

método para el cálculo del ideal anulador s-paramétrico asociado a F s = f s11 ⋯ f sqq ,

donde s = (s1, ..., sq) eran nuevas variables a considerar. Este ideal anulador lo deno-

tábamos y de�níamos de la forma:

AnnAn[s](F
s) = {p ∈ An[s] | p ⋅ F s = 0}

el cual se podía calcular mediante el ideal de Malgrange generado por los elementos:

)xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

)tk , para todo i = 1, .., n y

sj + fj)tj , para todo j = 1, ..., q.

Sobre el G-álgebra B = An ⊗K K⟨s1, ..., sq, )t1 , ..., )tq ∶ {)tjsk = sk)tj − �jk)tj}⟩, cal-

culando la intersección de este ideal con An[s]. Es decir, si notamos por I al ideal

generado por los elementos anteriores en B, entonces AnnAn[s](F
s) = I ∩An[s] ( [8]).

Este algoritmo se puede traducir al cálculo de un recubrimiento de Gröbner sobre

el ideal I con un orden de eliminación adecuado para las variables )ti , (como ya vi-

mos en dicha sección, son las variables que queremos eliminar), de la siguiente forma.

Algoritmo 3.2. ANN(f1, ..., fq)
Input: f1, ..., fq polinomios paramétricos en K[u][x],
Output: = {(E1, N1, G1), (E2, N2, G2), ..., (Er, Nr, Gr)} tal que para todo a ∈ (Ei)⧵
(Ni), �a(Gi) es una base de Ann(�a(f

s1
1 f

s2
2 ⋯ f sqq )) para todo i = 1, ..., r.

BEGIN



3. recubrimientos de gröbner en pbw-álgebras 83

 ← ∅

I ← {sj + fj)tj , )xi +
q
∑

k=1

)fk
)xi

tk|i = 1, ..., n, j = 1, ..., q}

≺{)t}← un orden de eliminación para {)t} sobre la base de monomios (s, x, )x, )t)
 ← CGS({0}, {1}, I, ≺{)t})
while  ≠ ∅ do

selecciona (E,N,G) de 
 ←  ⧵ {(E,N,G)};
 ←  ∪ {(E,N,G ∩ An[s])}

end-while

return 
END

Notar que en CGS({0}, {1}, I, ≺)t), estamos poniendo E = {0} y N = {1} ya que

queremos calcularlo en todo el espacio paramétrico sin imponer condiciones. También

nptar que el algoritmo CGS está en un principio de�nido para un conjunto P ∈ An[u],
pero en realidad se puede extender a una PBW -álgebra cualquiera ( [31]).

3.2.2 Ideales de Bernstein-Sato y b-función reducida mediante el al-
goritmo CGS

Una vez calculado el ideal anulador s-paramétrico asociado a f s (resp. aF s = f s11 ⋯ f sqq ),

y sabiendo que ⟨bf (s)⟩ = (AnnAn[s](f
s)+⟨f ⟩)∩K[s], (resp. para los ideales de Bernstein-

Sato ver sección 2.3), podemos construir por medio del uso de recubrimientos de Gröb-

ner un algoritmo que calcule la b-función global asociada a f , (resp. los ideales de

Bernstein-Sato), de la siguiente forma.

Algoritmo 3.3. ParamBS({f1, ..., fq}, F )
Input: f1, ..., fq polinomios paramétricos enK[u][x]; F puede ser uno de los siguien-

tes conjuntos {f1⋯ fq}, {f1, ..., fq} ó {fj}, (también puede ser F = f1 un único

polinomio).

Output:  = {(A1, IB1), (A2, IB2), ..., (Ar, IBr)}, tal que para todo a ∈ Ai, ⟨�a(IBi)⟩ es

el ideal de Bernstein-Sato asociado a �a(F ), (en el caso F = f1 correspondería con la

b-función global asociada a �a(f )1).
BEGING

 ← ∅
≺x∪)x← un orden monomial de eliminación para x ∪ )x sobre la base de monomios
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(s, x, )x) (Es decir, tal que {x, )x} >> s)
 ← ANN(f1, ..., fq) (mediante el algoritmo anterior)

while ≠ ∅ do
Seleccionar (E,N,G) de 
 ←  ⧵ {(E,N,G)}
 ← CGS(E,N, ⟨G⟩ + ⟨F ⟩, ≺x∪)x)
while  ≠ ∅ do

Selecciona (E′, N ′, G′) de 
 ←  ⧵ {(E′, N ′, G′)}
 ←  ∪ {((E′) ⧵ (N ′), G′ ∩K[s])}

end-while

end-while

return 
END

Este algoritmo está implementado en el programa Risa/Asir mediante el siguiente

comando:

∙ cgs−bf−gene([f1, ..., fq], F , P , V ). Donde f1, ..., fq ∈ ℚ[u][x] yF es [f1f2⋯ fq], [fi]
para 1 ≤ i ≤ q ó [f1, ..., fq], (añadiendo el caso en que F = f1). P es una lista de los

parámetros u y V es una lista de variables.

Ejemplos: 1. Sean f1 = x2 + ay2 y f2 = by en ℂ[a, b][x, y]. Tomando F = ⟨f1 ⋅ f2⟩
tenemos que el algoritmo anterior devuelve

{((b) ⧵ (a, b), {s2}, ((a, b), {s2},
((a) ⧵ (a, b), {(−2s2 − 2)s21 + (−3s2 − 3)s1 − s2 − 1},

(ℂ ⧵ (ab), {(8s2 + 8)s41 + (12s
2
2 + 56s2 + 44)s

3
1 + (6s

3
2 + 54s

2
2 + 136s2 + 88)s

2
1 + (s

4
2 +

16s32 + 77s
2
2 + 138s2 + 76)s1 + s

4
2 + 10s

3
2 + 35s

2
2 + 50s2 + 24)}

Lo cual quiere decir:

- En primer lugar, donde se anula b pero no se anulan a la vez a, b se tiene que ⟨s2⟩ es

el ideal de Bernstein-Sato asociado a F = f1 ⋅ f2.
Podemos observar que cuando b = 0, se tiene que f2 = 0. Lo mismo ocurre en el

segundo segmento del output.

- Cuando se anula a pero no se anulan a la vez a, b se tiene que el ideal de Bernstein-

Sato asociado a F viene dado por (−2s2 − 2)s21 + (−3s2 − 3)s1 − s2 − 1.

- Por último, cuando consideramos todos los puntos (a, b) excepto aquellos tales que

ab = 0, (como estamos sobre un cuerpo son los puntos a = 0, b = 0 ó a = b = 0) se
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tiene que el ideal de Bernstein-Sato asociado a F está determinado por (8s2 + 8)s41 +
(12s22+56s2+44)s

3
1+(6s

3
2+54s

2
2+136s2+88)s

2
1+(s

4
2+16s

3
2+77s

2
2+138s2+76)s1+

s42 + 10s
3
2 + 35s

2
2 + 50s2 + 24).

2. Tomemos los mismos polinomios paramétricos f1 y f2 pero tomemos F = ⟨f1, f2⟩.
Entonces el algoritmo nos devuelve

{((b) ⧵ (a, b), {s2, s21 + 2s1 + 1}, ((a, b), {s2,−2s21 − 3s1 − 1},
((a) ⧵ (a, b), {s2 + 1,−2s21 − 3s1 − 1},

(ℂ ⧵ (ab), {−2s21 + (−s2 − 4)s1 − s2 − 2,−4s
2
1 − 6s1 + s

2
2 + s2 − 2}

Como veníamos pincelando anteriormente, en el caso en que q = 1 se puede proce-

der de manera similar considerando el ideal:

I1 = ⟨s + f)t, )x1 +
)f
)x1
)t, ..., )xn +

)f
)xn
)t⟩

ya que teníamos que AnnAn[s](f
s) = I ∩ An[s], donde ahora s es una única variable

nueva. Además, como ya comentamos al �nal de la sección 2.6, es que si consideramos

el ideal J = I1 + ⟨f, )f
)x1
, ..., )f

)xn
⟩, entonces tenemos que

J ∩K[s] =
(

AnnAn[s](f
s) + An[s]⟨f,

)f
)x1
, ..., )f

)xn
⟩

)

∩K[s] = ⟨

bf (s)
s+1

⟩ =∶ ⟨b̃f (s)⟩.

Por tanto, basándose en el proceso anterior se puede construir un algoritmo que cal-

cule la b-función reducida para un polinomio paramétrico f no constante de manera

análoga al proceso del cálculo de ideales de Bernstein-Sato mediante el algoritmo CGS.

Algoritmo 3.4. redBfunCGS(f )
Input: f ∈ K[u][x] un polinomio paramétrico.

Output:  = {(A1, b̃1(s)), ..., (Ar, b̃r(s))} tal que para cada i = 1, ..., r y a ∈ Ai, se

tiene que b̃i(s) es la b-función reducida de �a(f ).
BEGIN

 ← ∅
J ← {f, )f

)x1
, ..., )f

)xn
}

 ← ANN(f )
≺x∪)x← un orden monomial de eliminación para x ∪ )x sobre la base de monomios
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(s, x, )x) (Es decir, tal que {x, )x} >> s)
while ≠ ∅ do

Seleccionar (E,N,G) de 
 ←  ⧵ {(E,N,G)}
 ← CGS(E,N, ⟨G⟩ + ⟨J⟩, ≺x∪)x)
while  ≠ ∅ do

Seleccionar (E′, N ′, G′) de 
 ←  ⧵ {(E′, N ′, G′)}
 ←  ∪ {((E′) ⧵ (N ′), G′ ∩K[s])}

end-while

end-while

return 
END

En Risa/Asir podemos encontrar este algoritmo y, a su vez, un algoritmo que calcu-

la la b-función global en su totalidad, (es decir, incluyendo la multiplicidad de la raíz

s + 1). Este último viene dado por el comando:

cgs_bf(f, P , V ), donde f ∈ ℚ[u][x] es un polinomio paramétrico, P es una lista de

parámetros u y V es una lista de variables.

Ejemplos: 1. Sea f = x3 + axy2 + by3 + y2 ⊂ ℚ[a, b][x, y]. Entonces tenemos la

siguiente traducción del output que aparece en Singular/Asir al aplicar el comando

anterior.

{((a) ⧵ (a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s + 7)}),
((a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s + 7)}),

((4a3 + 27b2) ⧵ (a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s + 7)}),
((b) ⧵ (a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s + 7)}),

(ℂ ⧵ (4ba3 + 27b3a), {(s + 1)(6s + 5)(6s + 7)})}

En realidad al aplicar el comando anterior, el output aparece en forma de listas de

pares separadas entre sí. Por ejemplo, en el primer par aparece el estrato de la for-

ma [[a], [a, b]] y la b-función asociada a f en los puntos de dicho estrato de la forma

[[s + 1, 1], [6 ∗ s + 5, 1], [6 ∗ s + 7, 1]] donde el 1 que aparece en los tres factores

anteriores es la multiplicidad de cada uno de ellos. Veamos un ejemplo en el que no

siempre salga la misma b-función.

2. Sea f = x2y2 + xy3 + axy + by. Entonces obtenemos lo siguiente.
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{((b) ⧵ (a, b), {(s + 1)2}),
((a) ⧵ (a, b), {(s + 1)}),

((16a3 − 27b2) ⧵ (a, b), {(s + 1)2}),
((a, b), {(s + 1)2(2s + 1)2(4s + 3)(4s + 5)}),

(ℂ ⧵ (16ba4 − 27b3a), {(s + 1)2})}

Podemos comprobar fácilmente cuando a = b = 0 con el comando bfct en el sistema

Singular que la b-función asociada a f (0, 0, x, y) = x2y2 + xy3 viene dada por

(s + 1
2
)2(s + 3

4
)(s + 1)2(s + 5

4
).

Notar que el cálculo de ejemplos un poco más elaborados en Risa/Asir por medio

del comando anterior requiere de un tiempo muy elevado para su cálculo.

3.3 CheckRoot sobre polinomios paramétricos

Para termina este capítulo, usando los resultados teóricos de la sección 2.6 y de la

anterior sección, podemos construir un algoritmo que compruebe si, dado un núme-

ro racional � y un polinomio paramétrico f ∈ K[u][x], se tenga que � es raíz de la

b-función asociada a �a(f ) para algún a ∈ K
m

.

∙ Con el algoritmo Ann(f ), (alg. 3.2), obteníamos un conjunto de tripletas

 = {(E1, N1, G1), ..., (Er, Nr, Gr)} tal que para todo a ∈ (Ei) ⧵ (Ni) se tiene que

�a(Gi) es una base de Gröbner del ideal anulador s-paramétrico AnnAn[s](�a(f
s)).

∙ Por otro lado, para la construcción del algoritmo checkRoot, (alg. 2.9), se calculaba

una base del ideal anulador s-paramétrico, y con dicha base G = ⟨P1(s), ..., Pk(s)⟩, se

calculaba una base de Gröbner reducida del ideal L = ⟨f,G
|s=−�

⟩. Una vez calculada

una base de Gröbner reducida del idealL, teníamos que si dicha base era {1} entonces

� no era una raíz y, en caso contrario, sí era raíz.

Luego uniendo estos dos puntos basta considerar para todo i = 1, ..., r, tomando

a ∈ (Ei) ⧵ (Ni), los ideales Li = ⟨�a(Gi
|s=−�

), �a(f )⟩, calcular una base de Gröbner

reducida Mi de dicho ideal y comprobar para cada i = 1, ..., r si Mi = {1}.

Algoritmo 3.5. checkRootANN(f, �, ≺)
Input: f ∈ K[u][x] un polinomio paramétrico, � ∈ ℚ>0, ≺ un orden monomial

cualquiera sobre An[s].
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Output:H = {, J}; donde  = {(E1, N1, G1), ..., (Er, Nr, Gr)} tal que se tiene que

para todo a ∈ (Ei) ⧵ (Ni), �a(Gi) es una base de Gröbner de AnnAn[s](�a(f
s)) para

todo i = 1, ..., r, y J es un conjunto de índices en {1, ..., r}, donde i aparece en J si �
es una raíz de la b-función asociada a �a(f ) para cualquier a ∈ (Ei) ⧵ (Ni).
BEGIN

 = {(E1, N1, G1), ..., (Er, Nr, Gr)}← ANN(f )
H ← {}
for i = 1, ..., r do

Elegir a ∈ (Ei) ⧵ (Ni)
Li ← ⟨�a(Gi

|s=−�
), �a(f )⟩

Gi ← RedGB(Li, ≺)
if (Gi ≠ {1})
H ← H ∪ {i}

end-if

end-for

END

Ejemplo: Tomemos f = x3y + axy2 + by2 ∈ ℂ[a, b][x, y]. Al calcular el ideal anu-

lador de f s usando el algoritmo ANN, el cual en Risa/Asir viene determinado por el

comando para_ann(f, [a, b], [x, y]), obtenemos el siguiente resultado:

Tomemos por ejemplo la segunda terna: (E2, N2, G2) = (a, b, {x)x+3y)y−6s,−x3)x+
3x2y)y − 2by)x}), notar que el output en Risa/Asir pone los productos al revés, por

ejemplo dx ∗ x.

Sabemos que para cualquier a ∈ (a)⧵(b) el conjunto �a(G2) es una base de Gröbner

del ideal anulador s-paramétrico AnnAn[s](�a(f
s)). Por tanto, siguiendo el algoritmo

anterior, elegimos cualquier a ∈ (a) ⧵(b), (por ejemplo a = 0, b = 1), tomamos un

� que queramos comprobar, (por ejemplo � = 7∕6) y calculamos una base de Gröbner

reducida de ⟨�a(G|s=−�
), �a(f )⟩ = ⟨x)x+3y)y−6(-7/6),−x3)x+3x2y)y−2y)x, x3y+y2⟩

y obtenemos:
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ideal I = xdx+3ydy+7,-x3dx+3x2ydy-2ydx,x3y+y2;
_[1] = xdx+3ydy+7;
_[2] = y2;
_[1] = xy;
_[1] = x2-2ydx;
_[1] = 2ydx2+3xydy+5x;

Que claramente es no nula. Por tanto−7∕6 es una raíz de la b-función asociada a �a(f ).

Si tomamos ahora � = 9∕6 obtenemos haciendo el mismo proceso:

ideal I = xdx+3ydy+9,-x3dx+3x2ydy-2ydx,x3y+y2;
_[1] = 1;

Es decir, −9∕6 no es una raíz de b�a(f ).

Centrándonos en el mismo ejemplo, podemos calcular un recubrimiento de Gröbner

considerando s y b como dos parámetros, y así poder ver para qué valores de s se tiene

que la base de Gröbner �nal es distinta de {1}:

Podemos observar que los valores del parámetro s que hacen que la base de Gröbner

sea distinta de {1} son s = −1, s = −2∕3, s = −4∕3, s = −5∕6 y s = −7∕6. En

particular, dichos valores son las raíces de la b-función asociada a �a(f ) [31]. Es más,

calculando el polinomio de Bernstein-Sato asociado a �(0,b)(f ) = x3y + by2 mediante

el algoritmo 3.3, obtenemos:

[[b],[1]], [[s+1,2],[3s+1,1],[3s+1,1]]
[[0],[b]], [[s+1,2],[3s+2,1],[3s+4,1],[6s+5,1],[6s+7,1]]
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Como en nuestro caso b ≠ 0, entonces viene dado por (s + 1)2(3s + 2)(3s + 4)(6s +
5)(6s + 7), que claramente concuerda con los valores del parámetro s que hacían la

base de Gröbner reducida distinta de {1}.
Este algoritmo se basa principalmente en el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea f ∈ K[u][x] un polinomio paramétrico. Supongamos que aplica-
mos los siguientes pasos:

1) Ejecutar ANN(f ), (Alg. 3.2).
2) Aplicar el algoritmo CGS, (alg. 3.1) sobre AnnAn[s](f

s) + ⟨f ⟩ en ℂ[s]⟨x, )x⟩.
Entonces el output siempre será

√

bf (s) y todas las raíces de bf (s) = 0 como estrato,
donde

√

bf (s) es el polinomio libre de cuadrados de bf (s).

Demostración. En el paso 2 estamos aplicando el algoritmo CGS sobreF =AnnAn[s](f
s)+

⟨f ⟩ con respecto a un orden monomial por bloques sujeto a s << {x, )x} (s < xi,
s < )xi para todo i = 1, ..., n). Como estamos considerando este único paráme-

tro, obtendremos una única tripleta con E = {0} y N = {1}. Como el generador

de (AnnAn[s](f
s) + ⟨f ⟩) ∩ ℂ[s] es la b-función de f y G (en el algoritmo CGS) es

la base de Gröbner reducida con respecto el orden monomial por bloques, entonces

bf (s) ∈ G ∩ ℂ[s]. Entonces, como MBlm(G) = {1}, (ℂ ⧵ (
√

bf (s)), {bf (s)}) es un

segmento de CGS, por construcción de dicho algoritmo. Por último, como todas las raí-

ces de bf (s) son racionales [18], la b-función bf (s) puede ser factorizada linealmente

sobre [s]. Por lo tanto, todas las raíces de la b-función aparecen en el estrato.
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