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Resumen

El presente trabajo de Fin de Grado tiene como objetivo abordar el tema sobre “Pro-
gramacion no lineal”, en el cudl, se muestra un analisis detallado sobre programacion no
lineal, conjuntos convexos, funciones y aplicaciones de determinados algoritmos. El pro-
posito de este proyecto es que cualquier persona con algunos conceptos de programacion
lineal pueda entender las técnicas desarrolladas de programacion no lineal, enfocandose
mas en la aplicacién de determinadas técnicas.

Se definira el modelo matematico de programacién no lineal discutiendo las diferentes
caracteristicas de este tipo de problema e incluyendo comparaciones de modelos lineales.
Adentrandonos en la programacion no lineal se analizara los conjuntos convexos y la
funciones convexas junto con determinados teoremas y ejemplos de gran importancia.

Dedicaremos una seccion a resolver problema de programacion no lineal utilizando
métodos univariables y multivaribles, ademaés, presentaremos distintas conclusiones y re-
flexiones de los resultados obtenidos con ayuda del programa informatico R y la aplicacién
Excel.

Por 1ltimo, veremos los fundamentos de optimizaciéon restringida desarrollando los teo-
remas de condiciones necesarias y suficientes de Karush-Kuhn y Tucker incorporando
ejemplos practicos.
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Abstract

The objective of this Final Degree project is to address the topic of “Non-linear pro-
gramming”, in which, a detailed analysis of nonlinear programming, convex sets, functions
and applications of certain algorithms is shown. The purpose of this project is that anyone
with some concepts of linear programming can understand the developed techniques of
nonlinear programming, focusing more on the application of certain techniques.

The mathematical model of nonlinear programming will be defined by discussing the
different characteristics of this type of problem and including comparisons of linear mo-
dels. Going deeper into nonlinear programming, convex sets and convex functions will be
analyzed along with certain theorems and examples of great importance.

We will dedicate a section to solve nonlinear programming problem using univariate and
multivariable methods, in addition, we will present different conclusions and reflections of
the results obtained with the help of the computer program R and the Excel application.

Finally, we will see the fundamentals of constrained optimization by developing the
necessary and sufficient conditions theorems of Karush-Kuhn and Tucker incorporating
practical examples.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Investigacién operativa

La investigacion de operaciones, también llamada investigacion operativa, es una disci-
plina que se ocupa de la aplicacién de métodos analiticos avanzados para ayudar a tomar
mejores decisiones.

La programacion no lineal en investigacién de operaciones es un método matemaéatico
de optimizacion que permite la representacion de modelos no lineales para reducir costos,
o maximizar ganancias en diferentes areas de una organizacién o empresa.

Un problema general se define como:

Opt  f(x)
s.a ¢ <0
rex

Si f, ¢; son lineales el problema es lineal, en otro caso es no lineal.

1.2. Programacion no lineal

La programacién no lineal forma parte de la investigacion de operaciones y tam-
bién, como la programacién lineal, tiene como finalidad proporcionar los elementos para
encontrar los puntos éptimos para una funcién objetivo.

La programacion no lineal es un proceso de resolucién de un sistema de igualdades y
desigualdades sujetas a un conjunto de restricciones sobre un conjunto de variables reales
desconocidas, con una funcién objetivo a optimizar, cuando alguna de las restricciones o
la funcién objetivo no son lineales.

La funciéon objetivo en la programacién no lineal, puede ser concava, convexa o ni
coéHncava, ni convexa.

Los problemas de programacién no lineal se presentan de muchas formas distintas. Al
contrario del método simplex para programacion lineal, no se dispone atin de un algoritmo
que resuelva todos estos tipos de problemas de forma eficiente.



1.3. CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION NO LINEAL

1.3. Conceptos basicos de programacién no lineal

Estos conceptos vienen recogidos en los libros [4] y [2].

Se considera programacion no lineal, al conjunto de métodos utilizados para optimizar
una funcién objetivo, sujeta a una serie de restricciones en los que una o mas de las
funciones incluidas es no lineal.

Por ejemplo:

Minimizar . f(z)
Sujeto: gi(x) <0 i=1,...,m
hi(z) =0 j=1,...,1

Donde f, 91,92, ..., Gm, h1, h1, ..., h; son funciones definidas en el espacio euclidiano de
n dimensiones. x es un subconjunto de F,, y x es un vector de componentes x1, s, ..., T,.

El problema anterior puede ser resuelto para los valores de la variable x4, xo, ...., z,, que
satisfacen las relaciones y minimicen la funcién f.

La funcién f se llama, funcion objetivo o funcién criterio. Cada una de las restric-
ciones g;(z) para i = 1,2,...,m es llamada restriccién de desigualdad y cada una de las
restricciones h;(x) para j = 1,2,...,1 es llamada restriccion de igualdad.

Un vector T que satisface todas las restricciones es llamado una solucién factible al
problema.

La colecciéon de todas las posibles soluciones forman la regién factible. Los problemas
de programacion no lineal consisten en encontrar un punto factible = tal que f(z) > f(7)
para cada punto factible x.Un punto tal Z es llamado una solucién éptima o simplemente
una solucién al problema. Si existe mas de un punto 6ptimo, estos son referidos como
soluciones alternativas 6ptimas.

Un problema de programacion no lineal puede expresarse como un problema de
maximizacion y las restricciones de desigualdad pueden estar escritas en la forma g;(z) > 0
parai = 1,2,...,m. En el caso especial cuando la funcién objetivo es lineal y cuando todas
las restricciones, incluyendo al conjunto X, puede ser representado por desigualdades
lineales y /o ecuaciones lineales, el problema anterior es llamado un problema lineal.

Esto indica que la programacion lineal es un caso particular de la programacién no
lineal. Por tal motivo, los problemas no lineales son mas dificiles de resolver que los de
programacion lineal.

A continuacién, se indicaran algunas caracteristicas de los problemas lineales y no
lineales:

Programacion lineal Programacion no lineal
La solucién 6ptima se encuentra en un No siempre la solucion 6ptima se encuentra
punto extremo de la region de en un punto extremo de la region de
factibilidad. factibilidad.
El punto 6ptimo nunca esta en el Hay casos donde el punto éptimo esta en el
interior de la regién de factibilidad. interior de la region factible.

2 CAPITULO 1. INTRODUCCION



1.4. PLANTEAMIENTOS DE PROBLEMAS

Programacion lineal Programacion no lineal

Sus métodos de optimizacién generan  Generalmente se encuentra un éptimo local 6

optimos absolutos ¢ globales. relativo, mas no el 6ptimo global 6 absoluto.
La region de factibilidad es un conjunto Se pueden generar regiones de factibilidad
convexo. que no son necesariamente convexas.
Sus funciones objetivos y restricciones  La funcién objetivo y las restricciones ambas
son lineales. pueden ser no lineal.

1.4. Planteamientos de problemas

Ejemplos seleccionados de [4].

m Ejemplo 1.1 A una compania de teléfono le cuesta ¢ euros por unidad, cada vez que
fabrica un teléfono. Si la compania cobra x euros por unidad de producto, los clientes
pedirdn D(z) unidades. Para maximizar las ganancias, ;{Qué precio tendré que poner la
compania?

Variable
x
Funcién objetivo
Maximizar z = (x — ¢)D(x)
Sin restricciones.
]

m Ejemplo 1.2 Si se utilizan x; unidades de capital y x5 unidades de trabajos, una compania
puede producir z;x5 unidades de un bien manufacturado. Se puede conseguir el capital a
30€ la unidad y el trabajo a 7€ la unidad. Se dispone de un total de 600€ para conseguir
capital y trabajo. ;Como puede la compania maximizar la cantidad de bienes que se
pueden fabricar?

Variables

x1 : Unidades de capital
xy : Unidades de trabajo
Funcién objetivo
Maximizar z = z1x9
Restricciones

30z; + Ty < 600

12029 >0
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Capitulo 2

Conjuntos convexos

2.1. Convexidad

Antes de definir propiamente lo que es un conjunto convezo, resulta conveniente recordar
algunos conceptos previos.

Definicion 2.1.1 Se dice que un vector x de R™ es una combinacion lineal de los vectores
x1,..., T si existen \q, ..., \p € R adecuados tales que x = A\jxq + ... + A\pxp. Ademas:

= Silos \; verifican Ay + ... + A\ = 1, entonces se dice que x es una combinacion
afin de los x;.

s Silos \; verifican \; > 0, ¢« = 1, ...k, entonces x es una combinacion positiva de
los x;.

= Finalmente, si se verifican ambas condiciones a la vez, esto es, si A\; + ...+ X\ =1
v A =>0,4=1,..., k, entonces se dice que x es una combinacion convexa de los
T

2.1.1. Definicién conjunto convexo

Definicion 2.1.2 Un conjunto C' C R" se dice que es convexo si el segmento que une
un par cualesquiera de puntos del conjunto pertenece al conjunto, o sea

st x1,x9 € C, entonces [x1,x9] CC

De otra forma,

si x1,29 € C, entonces \x1+ (1 — N)axg € C,VA € ]0,1]

Proposicion 1 Un *conjunto™ C' es convexo si, y sélo si, cualquier combinacién convexa
de puntos de C' estd en C.



2.1. CONVEXIDAD

Lema 1 Si C' C R” es convexo, entonces contiene a todas las combinaciones lineales de la
forma

k k
Z/\jxj, z;€C, con \j; >0y Z)\jzl

j=1 j=1
Lema 2 Sean C7, (5 C R" convexos, entonces

1. C; Ny es convexo.

2. C1+ Cy ={x1 + x5 : 21 € C1, 29 € Cy} es convexo.

3.C1 —Cy ={x1 —x9: 11 € C1, 19 € Ca} s convexo.

Como consecuencia de la primera propiedad enunciada, se tiene que:
m Ejemplo 2.1 P ={z € R": Az < b} donde A € M,,;,, y b € R™ es convexo.

A este tipo de conjuntos se les llama poliédricos o poliedros y son interseccién de
semiespacios.

m Ejemplo 2.2
311 + 229 + 23 < 6bx; — 629 <7

que escrito en forma matricial queda
T
3 2 1 6
<
T3

Observaciéon 1 Las columnas y filas de la matriz anterior se pueden reordenar sin que el

poliedro cambie.
4]
—6 5 0 7
I3

2.1.2. Definicién punto extremo

Definicion 2.1.3 Sea C' un conjunto convexo cualquiera, se dice que T € C' es un

punto extremo <= 7T = Az + (1 — N)zg, con z1, 20 € Cy A€ [0,1] = A =06
A= 1.

O lo que es lo mismo, no existen z1,22 € C, tal que T = Ax; + (1 — g, con
A € (0,1). Por tanto, no existe una combinacién lineal convexa estricta para Z.

6 CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS



2.1. CONVEXIDAD

2.1.3. Definicién de direcciéon
Definicién 2.1.4 Sea C' € R” un conjunto convexo no vacio. Se dice que d € R" es una
direcciéon <= V € ( se verifica que = + ud € C, Vi > 0.
Observacion 2 Para que un conjunto convexo tenga al menos una direccion, es necesario
que sea no acotado. El reciproco también es cierto, como se vera posteriormente.

Observacion 3 Si d es una direccion, también lo es ad, Va > 0, a € R.

2.1.4. Definicion direccion extrema

Definicion 2.1.5 Una direccién d € C se dice que es una direccion extrema <—
dadas dos direcciones dy, dy € C, verificando d = ady 4+ fdy, con ay >0 = a =0

6 B = 0. O sea, una direccién extrema no se puede poner como combinacién lineal
estricta de otras direcciones.

2.1.5. Teorema de caracterizaciéon de conjuntos poliédricos

Teorema 2.1.1 Se considera el conjunto P = {z € R" : Ax < b} donde A € M,z ¥
b € R™. Un punto T € P = se puede expresar de la forma:

k l
7= 3"+ Y
i=1 j=1

donde x4, ..., z; son los puntos extremos de P, y dy, ..., d; son las direcciones extremas
de Pyademas \; > 0,Vi=1,..,k, u; >0,Vj=1,...1y Zle A= 1.

I Corolario 2.1.2 C' € R" tiene al menos una direccién extrema <= C es no acotado.

Otro concepto interesante es el de cono convexo, que se puede definir de la siguiente
forma.

2.1.6. Definicion cono convexo

Definicién 2.1.6 Un cono convexo es un subconjunto A de R"” que es convexo, no
vacio y tal que si x esta en A, entonces Az también estd en A para todo A > 0.

En definitiva, un subconjunto no vacio A de R™ es un cono convexo si es cerrado
para la suma y el producto por nimeros reales no negativos.

2.1.7. Ejemplos de conjuntos convexos

] Ejemplo 23 1. 5= {(l’l,l'g,l'g) T+ 21’2 — X3 = 4} C R3

Esta es una ecuaciéon de un plano de R3. En general S = {x : p'x = a} se llama un
hiperplano en R", donde p es un vector no nulo en R", usualmente llamado vector no
nulo en R", se denomina gradiente o normal, al hiperplano, y « es un escalar. Notese
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que si T € S, se tiene p'T = a, por lo que se puede escribir equivalentemente S = {z :
p'(x — ) = 0}. Por lo tanto, el vector p es ortogonal a todos los vectores (x — T) para
x € S, por lo que es perpendicular a la superficie del hiperplano S. "

m Ejemplo 2.4 2. S = {(;Cl,.illg,xg,) x4 229 — a3 < 4} C R?

Se trata de puntos situados en un lado del hiperplano definido anteriormente. Estos
puntos forman un semiespacio. En general, un semiespacio S = {x : p'z < a} en R" es
un conjunto convexo. n

m Ejemplo 2.5 3. S = {(z1, 22, 23) : 11 + 279 — 13 < 4,201 — 29 + 23 < 6} C R?

Este conjunto es la interseccién de dos semiespacios. En general, el conjunto S = {z :
Az < b} es un conjunto convexo, donde A es una matriz m X n y b es un m-vector. Este
conjunto es la interseccion de m semiespacios y suele llamarse conjunto poliédrico. "

m Ejemplo 2.6 4. S = {(z1,29) : 22 + 23 <4} C R?

Este conjunto representa puntos sobre y dentro de un circulo con centro (0,0) y radio
2. "

m Ejemplo 2.7 5. S ={z: 2z resuleve el problema P de abajo}
P: Minimizar ¢’z sujeto a Az =bx >0

Aqui ¢, es un n-vector, b es un m-vector, A es una matriz m X n, y x es un n-vector.
El conjunto S da todas las soluciones 6ptimas al problema de programacién lineal de
minimizar la funcién lineal c'z sobre la regién poliédrica definida por Az = by = > 0.
Este conjunto es a su vez un conjunto poliédrico, siendo la interseccién de ¢!z = v* con
Ax =b,x > 0, donde vx es el valor 6ptimo de P. "

2.2. Envolvente convexos

En esta seccion introducimos primero la nociones de envolvente convexa.

Definicion 2.2.1 La envolvente convexa, envoltura convexo o capsula convexa
de un conjunto de puntos X de dimensién n como la interseccion de todos los conjuntos
convexos que contienen a X.

Dados k puntos z1, x», ..., x3 su envolvente convexa C' viene dada por la expresion:

k k
CX)={> wuilrie X,;, e Ry, > 0,> o = 1}

i=1 i=1

En el caso particular de puntos en un plano, si no todos los puntos estan alineados,
entonces su envolvente convexa corresponde a un poligono convexo cuyos vértices son
algunos de los puntos del conjunto inicial de puntos.

Una forma intuitiva de ver la envolvente convexa de un conjunto de puntos en el plano,
es imaginar una banda eldstica estirada que los encierra a todos. Cuando se libere la banda
elastica tomard la forma de la envolvente convexa. Esta figura seleccionada del libro [2]
nos muestra un ejemplo.
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Envoltura convexa de un conjunto de 8
puntos en el plano.

Figura 2.1: Envolvente convexa

La unién de todas las combinaciones convexas de conjuntos finitos de puntos de A C R”
se denomina capsula convexa de A.

Andlogamente se define la envoltura afin y la envoltura positiva de A, y se repre-
senta por aff Ay pos A, respectivamente, como la interseccion de todos los subespacios

afines, en el primer caso, o de todos los conos convexos, en el segundo, de R™ que contiene
a A.

En definitiva, con A (respectivamente,aff A o pos A) no es otra cosa que el menor
conjunto convexo (respectivamente, subespacio afin o cono positivo) que contiene a A.

Ademés:

Proposicion 2 Dada un subconjunto cualquiera A de R™, su envoltura convexa es, pre-
cisamente el conjunto de todas las combinaciones convexas de una cantidad finita de
elementos de A.

Resultados andlogos se demuestran para las envolturas afin y convexa de un conjunto
A; por lo tanto, aff Ay pos A coinciden con los conjuntos de todas las combinaciones
afines y positivas, respectivamente, de cualquier cantidad finita de elementos de A.

Uno de los resultados fundamentales sobre la generaciéon de las envolturas convexas es
el Teorema de Carthéodory.

2.2.1. Teorema de Carathéodory

El siguiente teorema asegura que se puede expresar un punto de la envoltura convexa de
un conjunto como combinacién lineal convexa de un maximo de n+1 puntos del conjunto.
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Teorema 2.2.1 Sea X C R" no vacio y = € conv(X). Entonces x se puede expresar
como combinacién lineal convexa de un maximo de n + 1 puntos de X.

Demostracion

Sea x € conv(X). Entonces existen escalares Aj, ..., \,, > 0y puntos de X, x!, ..., 2™,
tal que x = Mzt + ...+ 2™y A+ ...+ N\ = 1. Supongamos que m es el minimo ntimero
natural tal que = puede ser expresado de esta forma. Asi, todos los puntos ¢ son distintos
y A; > 0, para todo i =1, ..., m.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que m > n + 1. El método de la reduccién al
absurdo consiste en demostrar que un resultado es cierto demostrando que NO puede ser
de otra forma. Consiste en suponer que el resultado a demostrar es falso y llegar, a partir
de ahi, a una contradiccion.

Entonces 21, ..., 2™ son puntos afinmente dependientes, por lo que existen i, ..., thym €
R, no todos nulos, tales que ' + ... 4+ fx™ = 0y pt1 + ... + fty, = 0. Como la suma de
los p; es igual a 0 y no todos ellos son nulos, habra positivos y negativos. Ademas, como
los A son positivos, existira ¢ > 0 tal que \; +tu; > 0 para todo ¢ = 1, .., m, con al menos
uno de ellos en que se alcanza la igualdad a cero. Asi,

m

z= (\i+tp)a’

i=1
y se expresa x como combinaciéon lineal convexa de m — 1 puntos de X a lo sumo, una
vez eliminados los términos con coeficientes igual a 0. Sin embargo, habiamos supuesto
que m era el minimo natural para el que existia una combinacion lineal convexa, por lo
que llegamos a una contradiccién. Asi pues, se tiene que m < n + 1.

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de la definicién de convexidad. Afirma
que la interseccién de dos conjuntos convexos es convexa y que la suma algebraica de dos
conjuntos convexos es también convexa.

Especial interés presentan los conjuntos obtenidos como al envoltura convexa de puntos:

Definicion 2.2.2 La envoltura convexa de un numero finito de puntos se denomina
politopo (convexo), en general, o poligono (convexo), en el caso del plano euclideo.
En particular, un k-simplice es a la envoltura convexa de k£ + 1 puntos afinmente
independientes.

Es sencillo demostrar que todo punto de un k — simplice tiene una tinica representacion
como combinacién convexa de sus vértices. Ademas, el Teorema de Carathéodory establece
entonces que la envoltura convexa de un conjunto A es la unién de todos los simplices con
vértices en A.

2.2.2. Definicién conjunto arbitrario

Definicion 2.2.3 Sea S un conjunto arbitrario en R". La envoltura convexa de S, de-
notado conv(S), es la coleccién de todas las combinaciones convexas de S. En otras
palabras, x € conv(S) si y sélo si x puede representarse como

N e
o =37\,
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[ ] Z?:l )\J - 1
o)\, >0 j=1,..,k
donde k es un ntmero entero positivo y x1, xg, ..., x5 € S

La figura 2.2 muestra algunos ejemplos de envolventes convexas y esta seleccionada
del libro [2]. En realidad, tal y como se ve en cada caso, conv(S) es el conjunto convexo
minimo (mas envolvente) que contiene a S. Este es el caso en general, como se indica en
el lema siguiente.

Figura 2.2: Coscos convexos

Lema 3 Sea S un conjunto arbitrario en R™. Entonces, conv(S) es el conjunto convexo
méas pequeno que contiene a S. De hecho, cov(S) es la interseccién de todos los conjuntos
convexos que contienen a S.

De forma similar a la discusion anterior, se puede definir la envoltura afin de S como
la coleccién de todas las combinaciones afines de puntos en S. Este es el subespacio afin
mas pequeno.

Por ejemplo, la envoltura afin de dos puntos distintos es el subespacio unidimensional
que contiene a puntos distintos es la linea unidimensional que contiene estos dos puntos.
Del mismo modo, la envoltura lineal de S es la coleccion de todas las combinaciones
lineales de puntos en S.

La envoltura convexa de un nimero finito de puntos conduce a las definiciones de un
poliedro y de simplex.

2.2.3. Definiciéon poliedro y simplex

Definicion 2.2.4 La envoltura convexa de un numero finito de puntos zi,...,Tk11
en R"™ se denomina poliedro. Si x1,29,...,2x Yy xry1 son independientes, lo que
significa que z9 — 1,23 — ¥, ..., X1 — 21 son linealmente independientes entonces
cov(xy,...,Tkr1), €l convexo de xi,...,x541, se denomina simplex con vértices
L1yewoy Lyt

La figura 2.3, seleccionada de [2], muestra ejemplos de un poliedro y un simplex en R™.
Obsérvese que el nimero maximo de vectores linealmente independientes en R"™ es n, y
por tanto no puede haber ningtin simplex en R™ que tenga mas de n + 1 vértices.

Un politopo es la generalizacién del concepto poligono (2D), o poliedro (3D) a cual-
quier otra dimension. Geométricamente un politopo es una regiéon finita de un espacio
n-dimensional encerrado por un ntmero finito de hiperplanos.
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En geometria , un simplex o n- simplex es el andlogo n- dimensional del triangulo.
Debe su nombre a que es el objeto geométrico cerrado “mas simple” que tiene n dimen-
siones.

Xs & - X

b |

Xy

Politopo Simplex

Figura 2.3: Politopo y simplex

Definicién 2.2.5 La dimensién de un conjunto cualquiera A de R"™ no es mas que la
dimension del menor subespacio afin que lo contiene, y se denota por dim A.

Observacion 4 Dada un conjunto convexo de R™, entonces int K e y € ¢l K, entonces el
segmento semiabierto [z,y) C int K. Esto permite demostrar, entre otros, los siguientes
resultados:

i) Si K es un conjunto convexo de R", entonces int K y ¢/ K son también convexos.
ii) Si K = con{x1, ..., 41} es un simplice k-dimensional, entonces relint K # ().

iii) Si K es un conjunto convexo y no vacio de R™, entonces su interior relativo

relint K # ().

iv) Si K es un conjunto convexo de R", entonces relint K = relint cl Ky cl K =
cl relint K.

v) Si A es un conjunto abierto de R", entonces conv A también es abierto.

vi) La envoltura convexa de un conjunto compacto es compacta.

2.2.4. Teoremas tipo Helly

El Teorema de Carthéodory establecia cudl es el nimero maximo de puntos de un con-
junto A necesarios para construir, mediante una combinacién convexa, un punto cualquie-
ra de conv A. otro resultado igualmente sencillo e importante sobre envolturas convexas
es el siguiente:
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2.2.4.1. Teorema de Radon

Teorema 2.2.2 Todo subconjunto de puntos afinmente dependientes de R™ (en particu-
lar, cualquier conjunto con, al menos, n+2 puntos) puede expresarse como la unién de
dos conjuntos disjuntos cuyas envolturas convexas tienen un punto en comun.

A partir del Teorema de Radon puede deducirse facilmente el conocido Teorema de
Helly, un resultado fundamental y tipico de la geometria combinatoria de conjuntos
CONVEXOs.

2.2.4.2. Teorema de Helly

Teorema 2.2.3 Sea K1, ..., K, conjuntos convexos del espacio euclideo R". Si cualquier
coleccion de n + 1 de tales subconjuntos tienen un punto en comun, entonces todos los
K; tienen un punto en comun.

Este teorema es el mas representativo de toda una clase de resultados conocidos como
los Teoremas de Tipo Helly, los cuales responden a la siguiente formulacion general:

Sea F una familia de conjuntos y sea r un entero positivo. Si r conjuntos cualesquiera
de F satisfacen la propiedad P, entonces toda la familia F verifica la propiedad Q.

CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS 13






Capitulo 3

Funciones convexas y generalizacion

3.1. Funciones convexas y céncavas

Las funciones concavas y convexas son un tipo especialmente importantes de funciones
para la programacion matematica. Ahora se veran algunas definiciones, asi como algunas
de sus propiedades mas importantes, sobre todo aquellas que pueden utilizarse para re-
solver problemas de optimizacion. Estas propiedades seran utilizadas para desarrollar las
condiciones de optimalidad y los algoritmos de resolucién de los problemas no lineales.

Al contrario que lo que ocurria para los problemas lineales, no existe ningin método
eficiente para resolver los problemas de programacion no lineal en general, ni siquiera una
coleccion de métodos tales que al menos uno de ellos pudiera ser utilizado para resolver un
problema dado. Existen, sin embargo, métodos mas o menos eficientes para resolver pro-
blemas no lineales donde las restricciones y la funcion objetivo verifican algunas “buenas”
propiedades, que se pueden dividir en dos categorias:

-Condiciones de uniformidad: continuidad, diferenciabilidad.

-Condiciones de convexidad: convexidad, concavidad, convexidad y concavidad genera-
lizada, monotonicidad.

En general, las condiciones de uniformidad son faciles de verificar por la forma de las
funciones. Las condiciones de convexidad en muchos casos son dificiles de estudiar de una
forma eficiente.

Por ello en esta seccidén se centrard en el estudio de la convexidad.

Definicion 3.1.1 Sea S C R" se dice que es convexo si el segmento lineal que une dos
puntos cualesquiera de S también pertenece al conjunto, es decir:

r,yeS=Xr+(1-NyesS, VAel]]

A las medias ponderadas de la forma Az + (1 — A)y, donde A € [0, 1] se les llama
combinaciones convexas de x, y.

Nota 1l El conjunto R", el vacio y los conjuntos con un tinico punto son conjuntos convexos.

Sea f:S CR" — R, donde S es un conjunto convexo no vacio. Se dice que f es
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Definicion 3.1.2 Convexa en S si

fAz+ (1 =Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y), Vz,yelS, VIxe[0,1].

Definicién 3.1.3 Estrictamente convexa en S si

fOx+ (1 =Ny) < Af(x)+ (1 -=Nf(y), VYr,yeS, VIxelo,1].

Definicion 3.1.4 Coéncava en S si

fAz+ (1 =Ny) > Af(x)+ (1 =N f(y), Ve,yeS, VIxe[0,1].

Definicién 3.1.5 Estrictamente céncava en S si

Nota 2 Es inmediato que

e Estrictamente convexa (céncava) = convexa (céncava), pero el reciproco no es cierto.

e f es (estrictamente) convexa si y sélo si —f es (estrictamente) concava.

Se considera ahora la interpretacion geométrica de las funciones convexas y concavas.

Sea x e y dos puntos distintos en el dominio de f; y se considera el punto Az + (1 —\)y,
con A € (0,1).

Obsérvese que Af(x) + (1 — A)f(y) da la media ponderada de f(z) y f(y), mientras
que f[Az + (1 — A)y| da el valor de f en el punto Az 4+ (1 — A\)y. Por lo tanto, para una
funcion convexa f, el valor de f en puntos del segmento de linea Az + (1 — A)y es menor o
igual que la altura de la cuerda que une los puntos [z, f(z)] v [y, f(y)]. Para una funcién
cOncava la cuerda esta por debajo de la propia funcién. Por tanto, una funcién es convexa
y concava si y sélo si es afin.

La figura extraida del libro [2], muestra algunos ejemplos de funciones convexas y con-

\@/%Dw@v/

I
I
—6——-—-—6—-
X ix +H1-Aj)y ¥ x  Ax (] )} ¥ X ¥

Funcion convexa Funcion concava Funcion no convexa
ni concava

Figura 3.1: Funciones convexas y céncavas

A continuacién se muestran algunos ejemplos de funciones convexas. Tomando los ne-
gativos de esta funciones, se obtiene algunos ejemplos de funciones céncavas:
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L f(z) =

fla) =

flw) =a* =2z
()= —a? 2 >0
(
(

flxy,m9) = 22% + 23 — 22119

I A T o
~

f(x1, xo, w3) 72 + 222 + 323 — 4wy — dagns

Notese que en cada uno de los ejemplos anteriores, excepto en el ejemplo 4, la funcion
f es convexa sobre R". En el ejemplo 4, la funcién no esta definida para = < 0. Se pueden
construir facilmente ejemplos de funciones que son convexas sobre una region pero no sobre
R". Por ejemplo, f(x) = x3 no es convexa sobre R pero es convexa sobre S = {z : z > 0}.

Los ejemplos anteriores citan algunos casos ilustrativos de funciones convexas. En cam-
bio, a continuacion damos algunos casos particulares importantes de funciones convexas
que surgen muy a menudo en la practica y que es 1til recordar.

1.- Sea f1, fa, ..., fr : R™ — R sea funciones convexas. Entonces:

(a) f(x)= Z?Zl a;fj(x), donde a; > 0 para j = 1,2, ..., k es una funciéon convexa.

(b) f(z) mazx{fi(z),..., fr(x)} es una funcién convexa

2.- Supongamos que g : R" — R es una funcién céncava. Sea S = {z : g(z) > 0}y
definimos f : S — R como f(x) = 1/g(x). Entonces f es convexa sobre S.

3-Sea g : R — R es una funcién no decreciente, univariante y convexa y sea h :
R"™ — R una funcién convexa. Entonces la funciéon compuesta f : R® — R definida como
f(z) = [g(x)] es una funcién convexa.

4.- Sea g : R" — R una funcién convexa, y sea h : R" — R sea una funcion afin de la
forma h(z) = Az + b, donde A es una matriz m x n y b es un vector m x 1. Entonces la
funcién compuesta f : R" — R definida como f(z) = [g(x)] es una funcién convexa.

Definicién 3.1.6 Sea f : S Ce R" — Ry «a € R. Al conjunto S, = {z € S/f(x) < a} se
le llama conjunto de nivel inferior y S¢ = {z € S/f(z) > a} se le llama conjunto
superior de orden o nivel alpha.

Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R una funcién convexa.
Entonces el conjunto de nivel S, =z € S : f(z) < « es convexo para todo a € R.

Demostracion

Sea x1,Ty € S,. Por tanto, z1,29 € Sy f(z1) < ay f(rs) < a. Sea ahora A € (0,1)
y * = Ar; + (1 — M)z, Por la convexidad de S, se tiene que z € S. Ademds, por la
convexidad de f,

f(@) < Af(@) + (1= A)f(z2) < Aa+(1-Na=a
Por lo tanto, x € S,, y por lo tanto, S, es convexo.
Nota 3 Si f es concava en S convexo no vacio entonces S* es convexo para todo o € R.

El reciproco no es, en general, cierto.
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3.1.1. Continuidad de las funciones convexas

Una propiedad importante de las funciones convexas y céncavas es que son continuas
en el interior de su dominio.

Una funcién f(x) es continua en el punto x = xq si:

1) f(xo) esta definida.

2) limg_q, f(2) existe.

3) limgy_suo f(z) = f(x0).

Teorema 3.1.1 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R convexo.

Entonces f es continua en el interior de S.

Demostracion
Sea T € int S. Para demostrar la continuidad de 7, necesitamos mostrar que dado
€ > 0, existe un § > 0 tal que ||z — Z|| < J por lo que implica que |f(z) — f(T)| < e. Ya

que T € int S, existe un ¢’ > 0 tal que ||z — Z|| < ¢’ implica que x € S. Siendo 6 de la

siguiente forma:

0 = mazi<icn{maz(f(z + d'e;) — f(7), f(z = d'e;) = f(D)]}  (3.1)

donde e;, es un vector de ceros excepto un 1 en la posicion de la i. Notese que 0 < 0 < oo.

0 ed
= - — 2
0= mm(n ne) (3.2)

Elija una z con ||z — Z|| < . Si x; — T; > 0, z; = d'e;; en caso contrario, z; = —de;.

Entonces z — T =Y.' | a;2;, donde o; > 0 para ¢ = 1,..,n. Ademas,

le —z|[ =03 ad)?  (33)
i=1

A partir de (3.2), se deduce que a; < 1/n parai = 1, ...,n. Por tanto, por la convexidad
de f, y dado que 0 < na; < 1, se obtiene

n

S f(@+naiz) =

1 & 1
iz

flx)=f (:p—kzn:laizi) =f ln Z(T—i—naizi)

<

i=1

1 n
—Zf[(l —na;)T + noy(T + z)] <
iz

Por tanto, f(x)+ f(Z) < X, i [f(T + z;) — f(T)]. De (3.1) es evidente que f(ZT+z;) —
f(@) <0, para cada i ; y como «; > 0, se deduce que

B\H

E": (1 = na) f(T) + na; f(T + z)]

f(z) - f(z) < ef;ai (3.4)
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Observando (3.3) y (3.2), resulta que «; < €/nf, y (3.4) implica que f(x) — f(T) <
e.Hasta ahora, se ha demostrado que ||z — Z|| < ¢ implica que f(z) — f(Z) < e. Por
definicién, esto establece la semicontinuidad superior de f en T. Para completar la prue-
ba, necesitamos establecer también la semicontinuidad inferior de f en 7, es decir, para
demostrar que f(x) — f(T) < e. Sea y = 2T — = y observe que ||y — Z|| < §. Por lo tanto,
como arriba,

fly)—f@)<e (35)
Pero 7 = (1/2)y + (1/2)x, y por la convexidad de f, se tiene

f@) < (1/2)f(y) + (1/2)f(z)  (3.6)

Combinando (3.5) y (3.6) anteriores, se deduce que f(Z) — f(x) < €, y la prueba es
completa. Notese que las funciones convexas y céncavas pueden no ser continuas en todas
partes. Sin embargo, por este ultimo teorema, sélo se permiten puntos de discontinuidad
en la frontera de S, como se ilustra con la siguiente funcién convexa definida en S = {z :
—1<z<1}:

f(x):{ a:; lz| <1

[ =1

Teorema 3.1.2 Si f es convexa en S convexo no vacio entonces f es continua en int(.S).

El reciproco no es cierto.

Teorema 3.1.3 Sea f1,..., fn : S € R" — R convexas en S convexo no vacio. Entonces:

m
1. Zaifi con o; >0 es una funcién convexa.
i=1

2. mazi—1. m{fi} es una funcién convezxa.

Nota 4 La combinacion lineal positiva de funciones estrictamente convexa es estrictamente
convexa.

3.1.2. Derivada direccional de funciones convexas

El concepto de derivadas direccionales es particularmente til en la motivacion y de-
sarrollo de algunos criterios de optimalidad y procedimientos computacionales en progra-
macién no lineal, donde uno esta interesado en encontrar una direccion a lo largo de la
funcién disminuye o aumenta.

Definicion 3.1.7 Sea S un conjunto no vacio en R", ysea f: S — R. Sea® € Sy d un
vector no nulo tal que T + Ad € S para A > Oy suficientemente pequeno. La derivada
direccional de f en T a lo largo del vector d, denotada por f'(T;d), esta dada por el
siguiente limite si existe:
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_ . f(@+ M) - f(7)
! . — 1
flmd) = lig, X
En particular, el limite de la definicién existe para funciones globalmente definidas
como funciones convexas y céncavas.
Lema 1 Sea f: R™ — Runa funcién convexa. Se considera cualquier punto T € R" y una
direccién distinta de 0 d € R". Entonces existe la derivada direccional f'(7;d), de f en T
en la direccion d.
Demostracion
Sea Ay > A1 > 0. Observando la convexidad de f se tiene:
A A A A
F@+Md) = f[T@ + dad) + (1 = )7 < TF(@ + Mod) + (1= T)f (@)
Ao A2 A2 A2

Esta desigualdad implica que

[(@+ M\d) — f(T) < [(T 4 Xod) — f(7)
)\1 o )\2

Asi, el cociente de diferencias [ f(Z+Ad)— f(Z)] /A es mondtono decreciente (no creciente)
a medida que A — 0%.

Ahora, dado cualquier A > 0, también se tiene, por la convexidad de f, que

F@) = flos @ = )+ s (F 4 M) S T fE = )+ S A

f@+Xd)— f(z _ _
DD 5 @) - - a)
Por tanto, la secuencia mondtona decreciente de valores [ f(Z4+Ad)— f(Z)]/A, como A — 07,
estd limitada desde abajo por la constante f(Z)— f(Z—d). Por tanto, el limite del teorema
existe y viene dado por

oy JEHN) = @) F@ D) = f(@)
A0+ A A>0 A

3.2. Subgradientes de funciones convexas

3.2.1. Epigrafe e hipografo de una funcién

Una funcién f sobre S puede ser descrita completamente por el conjunto {[z, f(x)]} C
R"*!. que se denomina grafico de la funcién. Se pueden construir dos conjuntos que estan
relacionados con la grafica de f: el epigrafe, que consta de puntos por encima del grafica
de f, y el hipégrafo que consiste en los puntos por debajo del grafico de f.

Sea f: S CR" — R.
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Definicién 3.2.1 Se llamard epigrafo de f al conjunto

Epi(f) ={(z,y) eR"™/z e S;ye R f(z) <y}

Definicién 3.2.2 El hipégrafo de f

Hip(f) = {(z,y) e Rz e Sy e R f(z) >y}
La figura 3.2 ilustra los epigrafes e hipégrafos de varias funciones, seleccionadas del
libro [2].

En la figura 3.2 a, ni epigrafe ni el hipégrafo son conjuntos convexos. Pero en la figura
3.2 b y ¢, respectivamente, el epigrafe y el hipografe de f son conjuntos convexos.

Una funcién es convexa si y solo si su epigrafe es un conjunto convexo y, equivalente-
mente que una funcién es céncava si y sélo si su hipégrafo es un conjunto convexo.

7 //’7// %fﬁ”ﬂ %ﬂ/

f

Figura 3.2: Epigrafes e hipografos

Teorema 3.2.1 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R. Entonces
f es convexo si y sélo si Epi(f) es convexo.

Demostracion

Se supone que f es convexa, y se deja que (x1,y1) v (71, y2) € epi f, es decir, x1, 29 € S,
y1 > f(z1), vy y2 > f(xs). Sea X € (0,1). Entonces

Ayt + (1= AN)ya > Af(x1) + (1= A) f(x2) > f(Az1 + (1 = A)zg)

donde la tltima desigualdad se deduce por la convexidad de f. Nétese que Axy + (1 —
ANzg € S. Por tanto, [Az1 + (1 — Nz, Adys + (1 — N)ya| € epi f, y por tanto epi  f
es convexo. A la inversa, supongamos que epi f es convexo, y se deja que xq, 75 € S.
Entonces [x1, f(x1)] v [x2, f(22)] pertenecen a epi  f, y por la convexidad de epi  f, se
debe tener

Azy + (1 = Nxg, \f(x1) + (1= N)f(x2)] €epi f  para X € (0,1)

En otras palabras, Af(z1) + (1 — A\)f(z2) > f[Ax1 + (1 — N)x] para cada X € (0,1), es
decir, f es convexo. Esto completa la demostracion.
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Este teorema puede utilizarse para verificar la convexidad o concavidad dada un funciéon
f. Haciendo uso de este resultado, estd claro que las funciones ilustradas en la figura 3.2
(a) no es ni convexa ni concava, (b) convexa, y (c) céncava.

Como el epigrafe de una funciéon convexa y el hipografo de una funcién concava son
conjuntos convexos, tienen hiperplanos de apoyo en puntos de su limite. Estos hiperplanos
de apoyo conducen a a la nocién de subgradientes, que se define a continuacion.

Definicion 3.2.3 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f :.S — R convexo.
Entonces ¢ se llama subgradiente de f en T € S si

fx)> f@) +&(x—7)  para todo =€ S

Analogamente, sea [ : S — R céncavo. Entonces £ se llama subgradiente de f en 7 € S
si

f@)< f@) +&(x—7) para todo €S

De la definicion anterior se deduce inmediatamente que la coleccion de subgrafiente de
f en T (conocido como el subdiferencial de f en T) es un conjunto convexo.

La figura 3.3 seleccionad de [2], muestra ejemplos de subgradientes de funciones con-
vexas y concavas. En la figura se ve que la funcién f(Z) + &(x — T) corresponde a un
hiperplano de soporte del epigrafe o hipografo de la funcién f. El vector subgradiente &
corresponde a al pendiente del hiperplano de apoyo.

I Hx—7) I where §=tan @
By where E=tin@

I
I (%)
1
|

|
' f(xy f
1 |
Ly Y
—_— [
X X X X
Funcion convexa Funcion concava

Figura 3.3: Interpretacién geométrica de los subgradientes

m Ejemplo 3.1 Sea f(x) = min{fi(z), fo(x)}, donde f; y fo son:

filz) =4 — |z, r € Rfa(z) =4 — (v —2)%, r€E€R
Dado que f3(z) > fi(z) para 1 < x <4, f puede representarse como:

4—z 1<z<4

f(x>:{4—(x—2)2

En la figura 3.4 la funcién céncava f se muestra en lineas oscuras. Notese que £ = —1 es
la pendiente y, por tanto, el subgradiente de f en cualquier punto x del intervalo abierto
(1,4).Siz <loxz >4, &= —2(x—2) es el tnico subgradiente de f. En los puntos z = 1
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y = 4, los subgradientes no son tnicos porque existen muchos hiperplanos de apoyo. En
x = 1, la familia de subgradientes se caracteriza por

AVAL) + (1 —=AN)V(1)=A-1)+ (1 —-X)(2)=2-3X para Xe€]0,1]

En otras palabras, cualquier £ en el intervalo [—1,2] es un subgradiente de f en x = 1,
y esto corresponde a las pendientes de la familia de hiperplanos de apoyo en x = 1. En
xr = 4, la familia de subgradientes se caracteriza por

AV (4)+ (1 =A)Vf(4)=A-1)+ (1 =X (-4) =—-4+4+3\ para X€][0,]]

En otras palabras, cualquier £ en el intervalo [—4, —1] es un subgradiente de f en z = 4.
El ejemplo aborda la caracterizacién general de subgradiente de funciones de la forma

f(@) = min{ f(z), f(x)}.

Figura 3.4: Ejemplo

El siguiente teorema muestra que toda funcién convexa o céncava tiene al menos un
subgradiente en puntos del interior de su dominio. La prueba se basa en el hecho de que
un conjunto convexo tiene un hiperplano de apoyo en los puntos de la frontera.

Teorema 3.2.2 Sea S un conjunto no convexo en R",y sea f : S — R convexa. Entonces
para T € int S, existe un vector £ tal que el hiperplano

H={(r,y):y=f@) + &= -7)}
soporta epi  f en [z, f(Z)]. En particular,
f(x) > f(@) +&(x—7) para todo x €S

es decir, ¢ es un subgradiente de f en T

Corolario 3.2.3 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R estricta-
mente convexo. Entonces para T € int S existe un vector £ tal que

f(x) > f(@) +&(x—7) para todo x€S,x#7T
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Teorema 3.2.4 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R. Supongamos
que para cada punto T € int S existe un vector subgradiente £ tal que

f(x) > f(@) +&(x—7F) para todo x €S

Entonces, f es convexa en int S.

3.3. Funciones convexas diferenciables

La caracterizaciéon de funciones convexas mediante su definicién es, en general, muy
dificil de aplicar en la practica. Para comprobar si una funcién es o no convexa es necesario
encontrar otras caracterizaciones mas sencillas de aplicar. En particular, en el caso de
funciones diferenciables, existen resultados que proporcionan esas caracterizaciones en
términos del gradiente y del Hessiano y que seran ttiles en los problemas de programacién
no lineal con diferenciabilidad.

Definiciéon 3.3.1 Sea S un conjunto no vacio en R", y sea f : S — R. Entonces se
dice que f es diferenciable en T € int S si existe un vector V f(Z), llamado vector
gradiente y una funcién o : R* — R tal que

f(x) = f@) +Vf@)(x—7)+||r —7||a(z;2 —T) para cada x €S

donde lim,_,z a(Z; x —T) = 0. Se dice que la funcién f es diferenciable en el conjunto
abierto S” C S si es diferenciable en cada punto de S’. La representacion de f anterior se
denomina expansién de primer orden (serie de Taylor) de f el punto Z, y sin el término
de resto definido implicitamente que implica la funciéon «, la representacién resultante
se denomina aproximacién de primer orden (serie de Taylor) de f en (o alrededor de)
el punto 7.

Nétese que si f es diferenciable en T, sélo puede haber un vector gradiente y este
vector viene dado por

of(x)  of@.,, ., _ -
oo g, ) = (1@ (@)

donde, f;(x) = 0f(T)/0x; es la derivada parcial de f con respecto a x; en Z.

Vi) = (

Lema

Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R es convexo. Supongamos
que f es diferenciable en T € int S. Entonces la coleccién de subgradiente de f en T es
el conjunto tnico {V f(7)}.

Teorema 3.3.1 Sea f : C' C R" — R diferenciable definida en un conjunto C' convexo
no vacio, entonces

[ es convexa <= VT € C se verifica f(z) > f(z) + Vf(z)'(x — ), Vz € C.
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Teorema 3.3.2 Sea f : S C R" — R diferenciable en S convexo y abierto, entonces
1. f es convexa si y solo si f(x)— f(y) > Vf(y)(x—y),Vo,y € S.

2. f es estrictamente convexa si solo si f(x)— f(y) > Vf(y)l(z—vy),Vo#y €
S.

Teorema 3.3.3 Sea f: S CR"” — R diferenciable en S convexo y abierto, entonces
1. f es convexa si y solo si (Vf(x)—Vf(y)(x—y)>0Vr,yes.

2. f es estrictamente convexa si solo si (Vf(x)—Vf(y)T(zr—y) >0,V #yE€E
S,

3.3.1. Funciones convexas y concavas doblemente diferenciables

Definicién 3.3.2 Sea S un conjunto no vacio en R", y sea f : S — R. Entonces se dice
que f es dos veces diferenciable en T € int S si existe un vector V f(T), y una matriz
simétrica n x n, H(T), llamada matriz hessiana, y una funcién o : R" — R tal que

fl@)=f@) + V@) (z-7)+ ;(90 —2)' H@)(z —7) + ||z - 7|"a(T; 2 — 7)

para cada x € S, donde lim, ,z a(Z; 2z —T) = 0. Se dice que la funcién f es dos veces

diferenciable en el conjunto abierto S’ C S si es dos veces diferenciable en cada punto
de S’.

Si f: X CR"™ — R es dos veces diferenciable en X no vacio, llamamos Hessiano de f
en T € int(X) y se denota por H¢(T) a la matriz m x n. Esta compuesta por las derivadas
parciales de segundo orden f;;(z) = 0*f(z)/0x;0x; parai = 1,...n, j = 1,...,n y viene
dada como

@ f@) . fin(T)
Hy(7) = f(T)  foo@) ... fou(T)

i@ 2@ o fon(T)

En forma expandida, la representacién anterior puede escribirse como

- n = B 1 n n B B a - . B
f@) = @)+ 3 (@) (@5 =75) + 5 2. 3 (@ =T (0 = %)) f15(T) + + [Jo = 7 (T 2 — 7)
j=1 =1 j=1
De nuevo, sin el término del resto asociado a la funciéon «, esta representacion se conoce
como una aproximacién de segundo orden (serie de Taylor) en (o sobre) el punto 7.

Teorema 3.3.4 Sea [ : C' C R" — R dos veces diferenciable en un conjunto C' convexo
no vacio. Entonces f es convexa <= el Hessiano es semidefinido positivo Vz € C.

Lema 2 Considérese el siguiente Hessiano
a b
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Entonces H es semidefinido postivo <= a >0, ¢ > 0y ac — b*> > 0.

Teorema 3.3.5 Sea f : S C R” — R dos veces diferenciable en S abierto convexo.
Entonces

1. f es convexa en S si solo si He(x) es semidefinido positivo en cada x €

S.

2. Si H¢(z) es definido positivo en cada x € S, entonces f es estrictamente

» Ejemplo 3.2 Sea f(x1,23) = 22 + 625 — 227 — 323 + 41125. Se tiene

N 2 — AT + 479
Vi@ = [6—6x2+4x1]

H(z) = [_44 —46]

Por ejemplo, tomando T = (0,0)*, la expansién de segundo orden de esta funcién es
dada por

Sy, 22) = (2,6) (2) + ;(xl’@) [_44 —46] (il)

Obsérvese que aqui no hay término de resto ya que la funciéon dada es cuadratica, por
lo que la representacion anterior es exacta.

3.4. Minimos y maximos de funciones convexas

En esta seccién consideramos los problemas de minimizacién y maximizacién de una
funcién convexa sobre un conjunto convexo y desarrollamos condiciones necesarias y/o
suficientes para la optimizacion.

3.4.1. Minimizaciéon de una funcion convexa
El caso de la maximizacion de una funcion céHncava es similar al de la minimizacién de
una funcién convexa.

Sea f : .S C R® — R definida en un conjunto S no vacio y se considera el Problema
de Programacion Matematica:

Min  f(x)
sa xes
(PM)
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3.4. MINIMOS Y MAXIMOS DE FUNCIONES CONVEXAS

I Definicion 3.4.1 Un punto = € S se dice solucién factible de (PM).

Definicion 3.4.2 Si T € S verifica que f(Z) < f(z) Yz € S, entonces T es la solucién
6ptima de (PM). También es llamado solucién global o simplemente solucién.

Definicion 3.4.3 T € S es una solucidn local de (PM), si existe B(%, ) tal que f(7) <
() Vx € B(T,r).

Definicién 3.4.4 Se considera (PM). Si el conjunto factible es convexo y la funcién f es
convexa, se dice que el problema es convexo.

Observacion 1 Los problemas de programacion lineal son problemas convexos.

Teorema 3.4.1 Sea f : C' C R®” — R convexa definida en un conjunto C' convexo no
vacio. Se considera el problema (PM) y supongamos que T es una solucién local del
problema. Entonces

1. T es una solucién global.

2. Si f es estrictamente convexa, entonces ¥ es solucién unica.

Teorema 3.4.2 Sea f: C' CR" — R convexa diferenciable definida en un conjunto C'
convexo no vacio, entonces

T es 6ptimo global de (PM) <= V f(z)'(x —T) > 0 Vz € C.

Corolario 3.4.3 Sea f: C' C R” — R convexa diferenciable definida en un conjunto C
convexo no vacio, entonces

T es minimo global de (PM) <= V f(z) =0

Todos estos tipos de 6ptimos o minimos locales se denominan a veces minimos relativos.
La figura 3.5 ilustra casos de minimos locales y globales para el problema de minimizar
f(z) sujeto a z € S, donde f y S se muestran en la figura.

| R -
\i/\\ : /(’%"u_f/:’ \‘“::a.//< !

A
D L-I
1
I
I
1

A e

-
— -

Figura 3.5: Minimos globales y locales

Los puntos de S correspondientes a A, B y C son también minimos locales estrictos
y son minimos locales estrictos y fuertes, mientras que los correspondientes al segmento
plano entre D y E son minimos locales que no son ni estrictos ni fuertes.
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Teorema 3.4.4 Se considera el problema de minimizar f(z) sujeto a = € S, donde f es
una funciéon convexa y dos veces diferenciable y S es conjunto convexo, y supongamos
que existe una solucion 6éptima z. Entonces el conjunto de soluciones 6éptima alternativas
esta caracterizado por el conjunto

S*={zeS:Vf(@)(z-7)<0 y Vf(2)=Vf(@)}

Corolario 3.4.5 El conjunto S* de soluciones Optimas alternativas puede definirse de
forma equivalente como

§'={ze€S:Vf@)(x-7)=0 y Vf(x)=Vf@)}

Corolario 3.4.6 Supongamos que f es una funcién cuadrética dada por f(z) = c'z +
(1/2)x*Hz y que S es poliédrico. Entonces S* es un conjunto poliédrico dado por

S*={zeS:z-7)<0,Hxz—-7)=0}={reS:(x—7)=0},Hx —7T)

» Ejemplo 3.3 Ejemplo procedente del libro [2].

3
Minimiza (xq — 5)2 + (v2 — 5)?

s.a— X1+ 19 <2
2.T1+3[L’2§11
—ZL‘1§O

—(L’QSO

Claramente, f(z1,22) = (21— 32)?+ (22—5)? es una funcién convexa, que da el cuadrado
de la distancia al punto (%, 5). El conjunto poliédrico convexo S estd representado por
las cuatro desigualdades anteriores. El problema se representa en la figura 3.6. De la
figura se observa que el punto éptimo es (1,3). El vector gradiente en el punto (1,3) es
Vf(1,3) = (—1,—4)". Se ve geométricamente que el vector (—1,—4) forma un dngulo de
< 90° con cada vector de la forma (x; — 1,29 — 3), donde (z1,x2) € S. Asi, la condicién

de optimalidad se verifica y, el punto (1, 3) es el nico 6ptimo.

3y

L3
02 W
5

X

¥ @y

vr

Figura 3.6: Ejemplo
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3.4.2. Maximizacion de una funcién convexa

Ahora desarrollamos una condicién necesaria para un maximo de una funcién convexa
sobre un conjunto convexo. Por desgracia, esta condicién no es suficiente. Por lo tanto, es
posible, y en realidad no es improbable, que existan varios maximos locales. A diferencia
del caso de minimizacién, no existe informacién local en dicha soluciones que pueda lle-
varnos a puntos mejores. Por lo tanto, maximizar una funcién convexa suele ser una tarea
mucho mas dificil que minimizar una funcién convexa. De nuevo, minimizar una funcion
coOncava es similar a maximizar una funciéon convexa.

Teorema 3.4.7 Sea f : R” — R una funcién convexa, y sea S un conjunto convexo no
vacio en R". Se considera el problema de maximizar f(x) sujeto a z € S. SiT € S
es una solucién 6ptima local, '(z — 7) < 0 para cada z € S, donde & es cualquier
subgradiente de f en 7.

Demostracion

Supongamos que T € S es una solucién éptima local. Entonces existe una vecindad
N(T) existe tal que f(z) < f(T) para cada © € SN N(T). Sea x € S, y observe que
T+ ANz —T) € SN N(T) para A > 0 y suficientemente pequeno. Por lo tanto,

[+ M —7)] < f(7)

Sea & un subgradiente de f en Z. Por la convexidad de f, se tiene

fE+ Mz —2)] = f(@) = A'(x = 7)

Las dos desigualdades anteriores, implica que A{'(z — T) < 0, y dividiendo por A > 0,
el resultado se deduce.

Corolario 3.4.8 Ademas de los supuestos del teorema, supongamos que f es diferencia-
ble. Si T € S es una solucién éptima local, V f(Z)!(x — Z) < 0 para todo x € S.

Notese, que el resultado anterior del ejemplo 3.3 es, en general, necesario pero no sufi-
ciente para optimalidad. Para ilustrar, se deja que f(z) =2y S ={z: -1 <z <2}. El
maximo de f sobre S es igual a 4 y se alcanza en x = 2. Sin embargo, en T = 0, se tiene
Vf(Z) = 0y por tanto Vf(Z)"(z — T) = 0 para cada z € S. En relacién al ejemplo an-
terior, se tiene dos maximos locales (0,0) y (4,0). Ambos puntos satisfacen la condicién
necesaria. Si nos encontramos en el punto 6ptimo local (0,0) desgraciadamente no existe
ninguna informacién local que nos conduzca hacia el punto maximo global (%, 0) no hay
ningun criterio local conveniente que nos diga que estamos en el punto 6ptimo.

Teorema 3.4.9 Sea f : R" — R sea una funcién convexa, y sea S un conjunto poliédrico
compacto no vacio en R". Se considera el problema de maximizar f(x) sujeto a x € S.
Existe entonces una solucion 6ptima T al problema, donde T es un punto extremo de S.
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3.4.3. Funciones continuas

Entre las propiedades deseables de las funciones a optimizar se encuentra también la
continuidad, que se ve que esta relacionada con la convexidad. Con esta propiedad se tiene
el teorema de Weierstrass.

Teorema 3.4.10 Sea f : K C R" — R, donde K es un conjunto compacto (cerrado y
acotado) no vacio. Si f una funcién continua, entonces existe x1 y xo € K, tales que

flar) < fx) < flzz) VeeK

O sea, se tiene maximo y minimo.

3.4.4. Funciones convexas

Teorema 3.4.11 Sea f : R" — R, S C R" convexo no vacio. Si T es un minimo local
de fen Sy

e f es convexa, entonces T es un minimo global.

e f es estrictamente convexa, entonces T es el inico minimo global.

Teorema 3.4.12 Condicién necesaria de optimalidad

Sea f diferenciable en S abierto no vacio. Si T es un minimo local entonces V f(7) = 0.
Si f es dos veces diferenciable en Sy T es un minimo local entonces V f(z) = 0y H(T)
es semidefinido positivo.

Teorema 3.4.13 Condicién suficiente de optimalidad global
Sea f: S CR"™ — R diferenciable en S abierto, convexo.
1. Si f es convexo en S,
T es un minimo (maximo) global si y sbélo si Vf(T)=0.
2. Si f es estrictamente convexa en S,

T es un el unico minimo global si y s6lo si Vf(Z) = 0.

Teorema 3.4.14 Condicién suficiente de optimalidad local

Sea f : S C R" — R dos veces diferenciable en S abierto. Sea = € S tal que
V f(Z) = 0. Se verifica que:
1. Si H¢(Z) es definida positiva, entonces T es un minimo local estricto de f.

2. Si Hy(%) es indefinida, entonces T es un punto de silla (la funcion pasa de
concava a convexa) de f.

3. Si Hy(z) es semidefinida positiva, entonces T es un minimo local o punto de
silla (la funcién pasa de céncava a convexa) de f.
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Teorema 3.4.15 Sea f : S C R" — R convexa en S un poliedro compacto no vacio.
Entonces existe T € S donde f alcanza el méaximo en S y ademas T es un punto extremo
de S.

3.5. Generalizacion de una funcién convexa

En esta seccién se veran varios tipos de funciones que son similares a las funciones
convexas y concavas, pero que sélo comparten algunas de sus propiedades deseables de
las funciones convexas, pero que son mas generales, ya que en algunos de los resultados
vistos anteriormente la convexidad es una condicion suficiente, pero no necesaria.

3.5.1. Funciones cuasiconvexas

Definiciéon 3.5.1 Sea f:S C R" = R, donde S es un conjunto convexo no vacio en R".
Se dice que la funcion f es cuasiconvexa si para cada x y y € S,se cumple la siguiente
desigualdad:

fOz+ (1= Ny) <maz{f(x), f(y)} para cada X € (0,1)

Se dice que f es cuasiconcava si —f es cuasiconvexa.

A partir de esta definicién, una funcién f es cuasiconveca si siempre que f(y) >
f(x),f(y) es mayor o igual que todas las combinaciones convexas de x y y. Por lo tanto,
si f aumenta su valor en un punto a lo largo de cualquier direcciéon , debe seguir siendo
no decreciente en esa direccion. Por lo tanto su seccion transversal univariante es moné-
tona o unimodal. Una funcién f es cuasiconcava siempre que f(y) > f(x), f en todas las
combinaciones convexas de x y y es mayor o igual a f(z).

Teorema 3.5.1 Sea f : C C R" — R definida en un conjunto C' convexo no vacio. La
funcién

f es cuasiconvexa <= C, = {x € C': f(x) < a} es convexa, Yo € R.

La figura 3.7 extraida de [2], muestra algunos ejemplos de funciones cuasiconvexas y
funciones cuasiconcavas. Nos centraremos en las funciones cuasiconvexas. A la funciéon que
es a la vez cuasiconvexa y cuasiconcava se llama cuasimondtona (d), la figura (a) es una
funcién cuasiconvexa, (b) es cuasiconcava y (c¢) no es ni cuasiconvexa, ni cuasiconcava.

[
U BVaY% /

Figura 3.7: Funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas
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Definicién 3.5.2 Sea f : ' C R" — R definida en un conjunto C' convexo no vacio.
La funcién f se dice cuasicéncava si y solo si —f es cuasiconvexa.

Teorema 3.56.2 Sea f : S — R donde S es un conjunto convexo no vacio en R". La
funcién f es cuasiconvexa si y sélo si S, = {x € S : f(z) < a} es convexa para cada
numero real a.

Teorema 3.5.3 Sea S un conjunto poliédrico compacto no vacio en R”, y sea f : R* — R
cuasiconvexo y continuo en S.Se considera el problema de maximizar f(z) sujeto a
xr € S. Entonces existe una solucién 6ptima T del problema, donde T es un punto
extremo de S.

3.5.2. Funciones cuasiconvexas diferenciables

El siguiente teorema da una caracterizacion necesaria y suficiente de una funcién cua-
siconvexa diferenciable.

Teorema 3.5.4 Sea f: (C C R" — R diferenciable definida en C' convexo no vacio.

Entonces f es cuasiconvexa <= se da algunas de las siguientes condiciones equiva-
lentes

1.—Si z,1,€C y f(x1) < flxa), entonces Vf(xe)'(z1—x9) <0

2.—Si x,19€C y Vf(m) (w1 —1x2) >0, entonces f(x1)> f(x2)

3.5.3. Funciones estrictamente cuasiconvexas

La funcién estrictamente cuasiconvexas y estrictamente cuasicéncavas son especialmen-
te importantes en la programacion no lineal porque garantizan que un minimo local sobre
un conjunto convexo son respectivamente, un minimo y un maximo global.

Definicion 3.5.3 Sea f : S — R, donde S es un conjunto convexo no vacio en R". Se
dice que la funcién f es estrictamente cuasiconvexa si para cada x, y € S con

f(x) # f(y), se tiene

fAz+ (1 =Ny) <mazx {f(z),f(y)} para cada X< (0,1)

La funcién f se llama etrictamente cuasiconcava si —f es estrictamente cuasiconvexa.
En general no es cierto que estrictamente cuasiconvexa = cuasiconvexa.

Obsérve que en esta definicion toda funcién convexa es estrictamente cuasiconvexa. En
la figura 3.8 extraida de [2], se dan ejemplos de funciones estrictamente cuasiconvexas
y estrictamente cuasicéncava. Ademads, la definicion impide que se produzcan “puntos
planos” en cualquier lugar, excepto en los puntos extremos.
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I

(@) (L]

Figura 3.8: Funciones estrictamente cuasiconvexas y estrictamente cuasicéncavas: (a)
estrictamente cuasiconvexas, (b) estrictamente cuasiconvexas, (c) estrictamente cuasicon-
cavas, (d) ni estrictamente cuasiconvexa ni cuasiconcava.

Definicion 3.5.4 Sea f: S CR"™ — R con S convexo. Se dice que f es explicitamente
cuasiconvexa en S si f es cuasiconvexa y estrictamente cuasiconvexa en S.

Es inmediato que convexa =- explicitamente cuasiconvexa.

Teorema 3.5.5 Sea f: S CR"” — R, S convexa. Si f es explicitamente cuasiconvexa en
S todo minimo local de f en S es minimo global.

Teorema 3.5.6 Sea f : R" — R estrictamente cuasiconvexo. Se considera el problema
de minimizar f(x) sujeto a z € S, donde S es un conjunto convexo no vacio en R". Si
T es una solucion optima local, T es también una soluciéon 6ptima global.

Teorema 3.5.7 Sea f : C' C R” — R diferenciable definida en un conjunto C' convexo
no vacio, entonces f es estrictamente convexa <=

VT € C se verifica f(z) > f(Z) + Vf(Z)(z — T), Vz € C.

3.5.4. Funciones fuertemente cuasiconvexas

La cuasiconvexidad estricta no asegura la unicidad de la soluciéon 6ptima global. Aqui
otra version de la cuasiconvexidad, llamada cuasiconvexidad fuerte, que asegura la unici-
dad del minimo global cuando éste existe.

Definicién 3.5.5 Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : .S — R. Se dice
que la funcion f es fuertemente cuasiconvexa si para x, y € S, con x # y, se tiene

fOx + (1= Ny) <maz{f(z), fy)} YA e (0,1)

Se dice que la funcién f es fuertemente cuasiconcava si —f es fuertemente cuasiconvexa.

Se tiene que: estrictamente convexa = fuertemente convexa.

Teorema 3.5.8 Sea f: S CR"” — R, S convexo. Si f es fuertemente cuasiconvexa en S
y T es un minimo local de f en S entonces T es el tinico minimo global.

Teorema 3.5.9 Sea f : S C R" — R, S un conjunto poliédrico compacto no vacio. Si
f es cuasiconvexa y continua en S entonces f alcanza el maximo en S y est epunto es
punto extremo de S.

CAPITULO 3. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACION 33



3.5. GENERALIZACION DE UNA FUNCION CONVEXA

Teorema 3.5.10 Sea f : S C R™ — R diferenciable en S abierto convexo. Entonces f es
cuasiconvexa en S siy solo si Va,y € S

f@) = fly) <0= Vi) (x—y) <0

Teorema 3.5.11 Sea f : R" — R fuertemente cuasiconvexo. Se considera el problema
de minimizar f(x) sujeto a z € S, donde S es un conjunto convexo no vacio en R". Si
T es un Optimo local, T es la tinica solucién 6ptima global.

3.5.5. Funciones pseudoconvexas

Las funciones diferenciables fuertemente (o estrictamente) no comparten la propiedad
particular de las funciones convexas, que dice que si Vf(Z) = 0 en algin punto T, T es
un minimo global de f.

Definicién 3.5.6 Sea f : S C R" — R diferenciable en S abierto. Se dice que f es
pseudoconvexa en S si Vr,y € S

Vi) (x—y)>0= f(z)— fly) >0

Lo que es equivalente a:
fla) = fly) <0= V) (x—y) <0
Analogamente, f es estrictamente pseudoconvexa si Vx,y € S con x # y

Vi) (x—y)>0= f(z) - fly) >0

Lo que es equivalente a:

f@)=fy) <0=> Vi (z—y) <0

Para las funciones diferenciables se tiene que:

estrictamente convexas = convexas =- pseudoconvexas = explicitamente
quasiconvexas = quasiconvexas.

Y los reciprocos no son en general ciertos.

Teorema 3.5.12 Sea f : S C R"” — R pseudoconvexa en S abierto. Entonces todo
minimo local es minimo global.

Teorema 3.5.13 Sea f : S C R" — R pseudoconvexa en S abierto. Entonces si

V@) '(x—7)>0 VoeS =7 es un minimo global de f en S.
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Teorema 3.5.14 Sea f : S C R" — R pseudoconvexa en S abierto. Entonces,

T es un minimo global de f en S < Vf(z)=0

Definicion 3.5.7 f es invex si y solo si
fl@) = fly) = V) nlx,y), Veyes

Definicién 3.5.8 f es pseudoinvex si y solo si

f@) = f(y)0=Vf(y) nxy) <0

Teorema 3.5.15 Sea f: S CR"™ — R, f es invex si y solo si f es pseudoinvex.

Teorema 3.5.16 Sea f: S C R"™ — R en S abierto. Entonces, f es invex si y solo si

T es un minimo global de f en S < Vf(xZ)=0

La figura 3.9 procedente de [2], muestra en la figura (a) una funcién pseudoconvexa. A
partir de la definicién de pseudoconvexidad esta claro que si V f(Z) = 0 en cualquier punto
Z, f(z) > f(Z) para todo Z, por lo tanto, T es un minimo global para f. Por tanto, la
funcion (c) de la figura no es ni pseudoconvexa ni pseudocéncava. De hecho, la definicién
afirma que si la derivada direccional de f en cualquier punto x en la direccion (y — x)
es no negativa, los valores de la funciéon no son decrecientes en esa direccion. Ademas, la
funcion pseudoconvexas mostrada en la figura son también estrictamente cuasiconvexas,
lo que es cierto. La figura (c) no es pseudoconvexa, pero es estrictamente cuasiconvexa.

. / |
\ ' !
]\/ / ,.,/
\,__ _Inflection
\ / / point
/
(a) (h)

(©)

Figura 3.9: Funciones pseudoconvexas y pseudocéncavas: (a) pseudoconvexas, (b) tanto
pseudoconvexas como pseudocéncavas, (¢) ni pseudoconvexas ni pseudocéncavas

Teorema 3.5.17 Sea S un conjunto convexo abierto no vacio en R", y sea f : S — R una
funcion diferenciable sobre S. Entonces f es estrictamente cuasiconvexa y cuasiconvexa.

Teorema 3.5.18 Sea S un conjunto convexo abierto no vacio en R", y sea f : S —
R una funcién diferenciable estrictamente pseudoconvexa. Entonces f es fuertemente
cuasiconvexa.
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3.6. Convexidad en un punto

Otro concepto ttil en la optimizaciéon la convexidad o concavidad en un punto. En
algunos casos, el requisito de una funcién convexa o concava puede ser demasiado fuerte
y realmente no es esencial. En cambio, la convexidad o concavidad en un punto puede ser
todo lo que se necesita.

Sea S un conjunto convexo no vacio en R" y sea f: S — R.

Definicion 3.6.1 Convezidad en T Se dice que la funcién f es convexa en T € S si
[+ (1 =Nz < Af(T) + (1= ) f(2)
para cada A € (0,1) y cada z € S.

Definicion 3.6.2 Convezidad estricta en T Se dice que la funcién f es estrictamente
convexa en T € S si

fIAZ+ (1= Na] < Af(@) + (1= N)f(2)
para cada A € (0,1) y cada x € S, x # 7.

TS si
fT+ (1= Na] < mazx{f(x), f(T)}
para cada A € (0,1) y cada x € S.

Definicion 3.6.4 Cuasiconvexidad estricta en T Se dice que la funcion es estrictamente
cuasiconvexa en T € S si

AT+ (1= Na] <maz{f(z), f(Z)}
para cada A € (0,1) y cada x € S, = # T.

Definicion 3.6.5 Pseudoconvexidad en T Se dice que la funcién f es pseudoconvexa en
T e Ssi

| Definicion 3.6.3 Cuasiconvezidad en T Se dice que la funcién f es cuasiconvexa en
| Vi@ (z-7) >0

para x € S implica que f(z) > f(T).
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3.7. Ejercicios

m Ejemplo 3.4 Estudiar la convexidad de las siguientes funciones.
1. f(z) =1 paraz >0

Solucion
f es dos veces derivable en intervalo (0, 4+00)

fl(x) ==, f"(z) = 3 conz > 0= f’'(z) >0 en (0,400) = [ es estrictamente

2
convexa en el dominio.

2. f(xy,29) = 222 + 323 en R”

Solucion

f es dos veces derivable en el dominio.

V(@ wa) = ()

H(ar, ) = (g‘ 2)

A1:4>0

4 0

AQ:’O 6

’ =24>0
H;(z1,x2) es definido positivo en R? = f es estrictamente convexa en el dominio.
3. flay,29) = €72 en R% a,b € R

Solucion

f es dos veces derivable en el dominio.

aeax1+bx2
Vf(%l,l'z) = <b€am1+bm2>

axi+bxro b2€ax1+bx2

a2€az1+bx2 abeaxl-‘rbxz
abe

Hf(x1’x2) = (

Menores principales fundamentales
Ny = g?etmitbe2 > ()
A2 — det(Hf(:cl, 1’2)) — a2b2€2ax1+2bz2 o a26262ax1+2ba:2 =0
Por tanto no es ni definida positiva ni negativa.

Estudiamos los menores principales:
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CLZeaarl—i-bJ:z >0
D1 = b2€ax1+bx2 >0

Dy = det(Hy(xq,22)) =0

Como Dy > 0y Dy > 0 = es semidefinida positiva = f es convexa en el dominio.
4. f(xy, @9, 23) = —2% + 323 + x123 con (21, Ta, 23) € R®.

Solucion

f es dos veces derivable en el dominio.

=211 + 3
Vf(flfl,.fg,lg) = 6.932
T
-2 0 1
Hp(xy,29,23) =1 0 6 0
1 0 0

Menores principales fundamentales:

Ny = =2
Ny =—12
N3 =—6

Ni definida positiva ni negativa.

Menores principales:

-2
D=4 6
0

Tampoco es semidefinida negativa o positiva, por lo que f no es ni concava ni convexa. m

m Ejemplo 3.5 Estudiar la convexidad de los siguientes conjuntos.
1. S ={(z1,22) € R% Jaozq > 1}
Solucion

Sea S = Epi(f), donde f(z) =2 = f'(z) = 53 = f"(z) = 5 > 0= [ conveza =
Epi(f) convexo

2. S ={(v,y) € R2 /322 + 2zy + 2y*> < 30}
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Solucion

Entonces S = S3(f), con f(z,y) = 322 + 2zy + 2y*.

6z + 2
R e

e = 5 )

A1:6>0
Ny =24—4=20>0

Asi H¢(x,y) es definida positiva = f es estrictamente convexa = f convexa = El
conjunto de nivel S5(f) es convexo.

m Ejemplo 3.6 Encontrar los valores de a tales que el siguiente conjunto sea convexo:

S ={(z,y) e R*: az® + 29* —x < 4,2* — 2ay® < 3}

Solucion

Definimos S = S,(f) N Ss3(9), f(z,y) = ax® +2y* —z y g(x,y) = z* — 2ay?

Vi(z,y) = (2&23/_ 1)

e = (5 )

Menores principales fundamentales:
A1 =2a>0sia>0
Ny =8a>0sia>0

Vy(z,y) = ( e )

—4ay

1222 0
e = (5 5)
Menores principales fundamentales:
Ay =1222>0siz #0
Ny = —48az? > 0sia <0

Por tanto no se puede afirmar que sean estrictamente convexas para algin valor de
a, pero en realidad solo necesitamos que sean convexas, asi que calculamos los menores
principal.
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Menores principales f:

Dy;=8a>0=a>0

Menores principales g:

D — 1222 >0
Y7 ) —4a>0=a<0

Dy = —48a2?>>0=0a<0

Por tanto, si a > 0, f es convexa y si a < 0, g es convexa = si a = 0, entonces Sy(f) y
S3(g) son convexos y por tanto su interseccién.

m Ejemplo 3.7 Calcular los maximos y minimos de las siguientes funciones:
1- f(z1,12) = af + 82% — 4ag + 23
Solucion

Calculamos el gradiente y se veran los puntos donde se anula.

Y fay, 12) = (435? + 161‘1) _ (8) N

2[L’2—4
423 + 1621 = 0 N 41 (2 +16) =0
21’2—4:0 I2:2

4z1(22 +16) = 0 = x; = 0 = Puntos criticos = {(0,2)}
Veamos H

1222 4+16 0
Hy(xy,79) = < 10 2)

02 - ()

H¢(0,2) definida positiva = (0, 2) es minimo local estricto.

Por otro lado H(z1, x2) es definida positiva en R?, lo que significa que f es estrictamente
convexa, por lo que (0,2) es minimo global estricto.

2.- f(x1,22) = 2379 — 1179

Solucion
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De la segunda ecuacion se tiene 1 =00 z1 = 1.
Siz;=0= —29=0=29=0
Siz;=1=x2,=0

Puntos criticos = {(0,0), (1,0)}.

Veamos Hj:

2x 20y — 1
H(x1,22) = (2901 i 1 10 )

Por lo que

Hy(0,0) = (_01 _01>

Dy =0y Dy = —1, por lo que en ese punto es indefinida y por tanto (0,0) es un punto

de silla.
01
0= () )

D; =0y Dy = —1, por lo que en ese punto es indefinida y por tanto (1,0) es un punto
de silla.

No existen 6ptimos.
3= f(x1, 29, 23) = 327 + 3wy — 23 — 25 — 323

Solucion

—2[L’1 + 3x3 +3 0
Vf($1,$2,$3> = —21’2 =10 =
—6[E3 + 31’1 0
—2$1+3ZL’3—|—3:0
—2332 =0
—6x3 + 371
To = 0,1‘3 :3,l’1 =06
Punto critico (6,0, 3)
-2 0 3
Hi(z,y)=[ 0 -2 0
3 0 —6
Menores principales fundamentales:
Al - —2 < O
-2 0
Ny = ‘ 0 _2’ 4>0
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-2 0 3
NAy3=|0 -2 0|=-244+18-6<0
3 0 -6

Hessiano definido negativo = (6,0, 3) es méaximo global estricto.
4.- f(l'l, 1'2) = (.I'l — $2>4 + (.1’2 — 14)

Solucion

. 4(ZL‘1 - Ig)g . 0
Vi, 22) = (—(:vl )P Az —1?) ~\o) T
4(I1 - 132)3 =0
—(ZL‘l — ZL'Q)S + 4(1‘2 - 1)3 =0
To=my (22— 1P =0=>2=1=2,=1
Punto critico (1,1)

. 12(1’1 — ZL‘2>2 _12($1 - ZL‘2)2
Hilor,z2) = <—12(:131 —x9)? 12(zy — x2)” + 12(21 — 1)?

D 12(ZL’1 - 132)2 Z 0
"1 —12(2 — 29)? + 12(z; — 1)2 >0

Dy = det(Hy(z1,72)) = 122 (21 —22) +(21—29)* (12—1)*—12% (2, —29)* = (v1—22)*(2—1)* > 0

Por tanto, el Hessiano es semidefinido positivo en el dominio = f es convexo = (1, 1)
es un minimo global.

m Ejemplo 3.8 Resolver los siguientes problemas:

Max : 2% — zy — y?

sa:rx—y=1

Solucion

r—y=1y=c—-1

Max 2> —z(x—1)—(x —1)?> = Max z — 2> —1+22 = -2+ 3z — 1
Vf(z)=f'(z) = —2x+3=0= 2 =3 es el punto critico.

Hy= f"(x) = =2 <0 = f es estrictamente céncava = % es maximo global estricto.
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Min: (y—z)* + 2(x +v)
sa:x+y=2

Solucion

y=2—x=Min 2—z—2)+2(x+2—12)= Min 2(1 —z)>+4
El problema es equivalente a Min (1 —x)3 = g(x)
Jx)=-31-2P=0=>1-2=0=>x=1

g"(xr) = —=6(1 —x) = ¢"(1) = 0, por lo que 1 puede ser punto de silla, madximo o
minimo.
g"(x) = =6 = ¢"(1) = =6 # 0 = 1 es un punto de silla, pues la primera derivada

distinta de cero es impar.

Min : 23 — x5 + 29 + 23

s.a:x1+x9=1

Solucion

T — 1— i)

flrg,w3) = (1 —x9)* — 23+ 219 + 25 = 1 + 22
Vf(xg,ﬁg) = (223) = (8) = I3 = 0

Puntos criticos = {(22,0) : 2 € R}

Hf(x27$3) = (8 g)

0>0
Dl{on

Dy =0 >0 = Hy es semidefinida positiva = [ es convexa = {(22,0) : 2 € R} son
minimos globales. Pero no se deben olvidar las restricciones y se sabe que x; + o = 1,
por lo que {(1 — a,a,0) : @ € R} son minimos globales.
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. 2 2 2 2
Min : xy + x5 + 23 + x5
S.CLZI1+JI2+I3+JI4:O

Ty = —T1 — T2 — XT3

f(x1, o, 3, 24) = x% + a5+ x§ + (1 + 22 + $3)2

21‘1 +2(£B1 + 22 —|—ZB3) 0
Vf(xl,xg,.%'g) = | 229 +2<£L'1 —+ X9 +£L'3) =(0] =
2%3 + 2(%1 + X9 + $3> 0

21]1+ZL‘2+JZ3:0
$1—|—2ZL'2—|—[L'3:O
$1+£L’2+2.’L‘3:O

.lel’gzl’g:o

Hp(xq, x9,23) =

DO DN >~
[NOREE V)
RN NG V]

N =4>0

Ny=16—-4>0
N3=0644+8+8—-16—-16—16=32>0
Es definida positivo.

El Hessiano es definido positivo = f estrictamente convexa = (0, 0,0) es minimo global

unico.
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Capitulo 4

Aplicaciones de programacion no
lineal

4.1. Conceptos de optimizacion

Un problema de optimizacién es, en general, un problema de decisiéon. A partir del
valor de una funcién, que se llama la funcién objetivo y que se disenia para cuantificar el
rendimiento y medir la calidad de la decision, se obtendran valores para cierto nimero de
variables, relacionadas entre si mediante expresiones matematicas, de manera que mini-
micen o maximicen esa funciéon objetivo y, por lo general, teniendo en cuenta una serie de
restricciones que limitan la elecciéon de esos valores.

El planteamiento general para resolver problemas de este tipo es, por tanto, el siguiente:
Se desea optimizar f(z)
Sujeto a: Restricciones

El empleo del término “optimizar” en la definicion incluye los objetivos de minimizacion
o maximizacion de la funcién cuando el punto cumple el conjunto de restricciones. En
cualquier caso, siempre se puede transformar un problema con miras a la maximizacion en
otro equivalente para su minimizacién y viceversa, simplemente multiplicando la funciéon
objetivo por -1.

4.1.1. Elementos de la optimizacion

Para aplicar los conceptos matematicos y técnicas numéricas necesarias de la teoria de
optimizacién en problemas concretos de Ingenieria, es necesario definir previamente lo que
se pretende optimizar. El enunciado general de un problema de programacién matematica
con restricciones podria ser:

Optimizar : f(x)
sujetaa : hi(x) =0 i=1,2,....m
gi(x) <0 j=1,2,..1
x €
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donde 27" = (1, z3, ..., 1,,) es el vector de las variables independientes, f(z) es la funcién
objetivo, Q C R"™ (aunque puede ser cualquier espacio vectorial), h;(z) son funciones que
representan las restricciones de igualdad mientras que las g;(x) representan el conjunto
de las restricciones de desigualdad. El hecho de que solamente aparezcan restricciones del
tipo g;(z) < 0 y no aparezcan restricciones del tipo g;(x) > 0 se debe a que estas tltimas
pueden transformarse en las primeras multiplicando la desigualdad por -1. En principio, las
funciones implicitas en el problema no necesariamente tienen alguna propiedad particular,
pero en nuestro caso se van a introducir hipétesis adicionales que nos ayuden a simplificar
el problema. Por ejemplo, se supondra de forma general que las funciones f(x),h;(x) ,
gj(x) son continuas y que en la mayoria de los casos tienen derivadas primeras y segundas,
también continuas. Ademas, el conjunto {2 sera en la mayoria de los casos un conjunto
convexo, aunque generalmente €2 = R".

Definiciones seleccionadas del libro [5].

Definicion 4.1.1 Una solucién factible es un vector x que satisface todas las restric-
ciones con el grado de precisién requerido.

por todas las soluciones factibles.

Definicién 4.1.3 Una solucion 6ptima z* es aquella solucién factible que produce el

I Definicion 4.1.2 Una region factible es la region del espacio n dimensional constituida
I valor 6ptimo de la funciéon objetivo.

» Ejemplo 4.1 Estos ejemplos aparecen en [5].
Dado el siguiente problema de optimizacion:
Minimizar: f(x) = 2} — 3z 29 + 4
Sujeta a: hy(z) = =21+ 25 —5=0

g1(x) = bxy + 219 — 18 <0

En la figura extraida del libro [5] muestra las curvas de nivel de la funcién objetivo,
las lineas rectas muestran las restricciones y la region en amarillo corresponde a la region
factible.

La solucién 6ptima al problema es el vector 2*T = (5,15) que produce el valor 6ptimo
de f(z*) = —96.
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Figura 4.1: La regién factible es la linea negra contenida en la regién de color amarillo a

lo largo de la restriccién h(x)
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Figura 4.2: El punto 6ptimo x* en la regién factible

4.2. Métodos Univariable

La mayoria de los métodos seleccionados se encuentran [5].

4.2.1. Métodos con derivadas

Ahora se considerard algunos procedimientos numéricos simples que en forma indirecta
localizan el minimo de una funcién f(z). Los métodos indirectos son aquellos que de-
terminan los puntos extremos usando s6lo condiciones necesarias, derivadas analiticas y

valores de la funcién.

CAPITULO 4. APLICACIONES DE PROGRAMACION NO LINEAL
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Con estos métodos, basicamente se busca el minimo de f(z) en un intervalo (a, b) en el
cual se sospecha que se encuentra dicho minimo o bien partiendo de un solo punto zy o
dos de ellos xy vy x1, lo cuales se encuentran suficientemente cercanos al punto minimo z*.
La busqueda se hace determinando las raices de la funcién f'(x) = 0 en puntos elegidos
dentro del intervalo, o bien mediante un punto o puntos elegidos suficientemente cerca del
6ptimo. Una vez encontradas las raices de la funcién f/(z), se usa el criterio de la segunda
derivada para determinar si estos valores extremos son maximos o minimos. En caso de no
poder determinar la segunda derivada o que ésta no exista se utilizan puntos vecinos a los
valores extremos y se comparan los valores de la funciéon para determinar la naturaleza de
los puntos extremos. Debe recordarse que ademas de la unimodalidad y continuidad en las
funciones que se quieren optimizar, se requiere también ola derivabilidad de las mismas.
A continuacion se veran algunos métodos numéricos simples para resolver la ecuacion
f'(x) =0y se comentard el error y/o la rapidez de convergencia de estos métodos.

4.2.1.1. Método que usan intervalos

Estos métodos aprovechan el hecho de que una funcién f’'(x) cambie de signo en la
vecindad de una rafz. Estas técnicas se conocen como métodos que usan intervalos por-
que se necesita de dos valores iniciales para la busqueda subsecuente de la raiz. Como
su nombre lo indica, estos valores deben encerrar a la raiz. Los métodos descritos sobre
este punto emplean diferentes estrategias para reducir sistematicamente el tamano del in-
tervalo también conocido como intervalo de incertidumbre y asi converge en la respuesta
correcta. Se vera que en el desarrollo de los métodos que usan intervalos se supuso que en
un principio se conoce el intervalo que contiene a la raiz. En la practica, dicho intervalo
normalmente debe localizarse primero mediante célculos preliminares. Entre los méto-
dos simples disponibles para hacer esto se encuentran métodos grificos y los métodos de
busqueda incremental. Como preambulo a los métodos que usan intervalos, se examinara
brevemente los métodos graficos para obtener las graficas de las funciones y estimar sus
raices.

4.2.1.2. Meétodos de biisqueda incremental

Este método consiste en empezar en una zona de regién de interés y realizar evaluaciones
de la funcién con pequenos intervalos a lo largo de la region. Cuando la funciéon cambia de
signo se supone que la raiz cae dentro del incremento. Los valores de x en los extremos del
intervalo pueden servir de valores iniciales para una de las técnicas que usan intervalos.

Un problema en potencia aunado a los métodos de busqueda incremental es escoger
la longitud del incremento. Si la longitud es muy pequena, la bisqueda puede consumir
demasiado tiempo; por otro lado, si la longitud es muy grande, existe la posibilidad de
que las raices muy cercanas entre si pasen inadvertidas. El problema se combina con
la existencia de raices multiples. Aunque el empleo de un incremento muy fino puede
solucionar en parte el problema de la acotacién de las raices, debe aclararse que los
métodos sencillos, como el de la busqueda incremental, no son infalibles. Se debe ser
prudente al utilizar tales técnicas automaticas con cualquier otra informacién que provea
la visualizacion en la localizacion de las raices (puntos extremales).
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4.2.1.3. Meétodo de biseccidén

Cuando la primera derivada de la funcién onjetico esta disponible en los puntos extremos
de un intervalo de incertidumbre, es necesario evaluar la funcién en sélo un punto interior
para reducir este intervalo. Esto se debe a que es posible decidir si un intervalo acota un
minimo simplemente al observar los valores de la funcién f,, f, y sus derivadas f/,f; en
los puntos extremos a, b.

La condiciones por satisfacer en los puntos a y b son que f, < 0y f; > 0 en la primera
figura (2.3)o que f! <0, f, <0y fp > f, como se muestran en la figura 2.4(derecha o
izquierda explicarlo).

Figura 4.3: Existe un minimo si ambas pendientes en a y b satisfacen que: f'a < 0y f’b
>0

O bien que f'a >0, f/ >0y f, < f, como se ilustra en la siguiente figura.

o
-
o~

i

Figura 4.4: xiste un minimo si en los punto a y b se satisface que: fa>0, fb>0 y fb<fa

El método de biseccion parte de un intervalo incial de incertidumbre [ag, by] en el cual
se encuentra una de las raices de la funcién f'(z) = 0 ; es decir, f'(ag) y f'(bo) tienen
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signos opuestos. El método consiste en evaluar la funciéon f'(x), continda y derivable, en el
punto medio del intervalo [ag, by]. Si f'(ag) v f'(bo) tienen signos opuestos, se reducira el
intervalo de [ag, bo] & [ag, xo] ; si no se satisface la condicién de los signos opuestos, entones
se reducird el intervalo de [ag, by a [zo, by] ya que la raiz buscada se encuentra dentro de
este nuevo intervalo. Se repite este proceso hasta lograr que el intervalo sea méas pequetio
que una tolerancia prefijada y el tltimo valor x,, sera una buena aproximacion de la raiz.
Este procedimiento tiene la garantia de que converge a la raiz hasta una precisién deseada
una vez que la raiz haya sido acotada y que la funcién sea unimodal en el intervalo de
interés. Si la funcién no es unimodal, la condicién f'(ag)f'(by) < 0 se satisface siempre
que el intervalo tenga un nimero impar de raices, en este caso, el método de biseccion
encontrara una de las raices separada en el intervalo dado y tal vez serda no deseada.

El método de biseccién también tiene problemas con las raices dobles (o multibles)
debido a que estas funciones tocan el eje x de manera tangencial en estas raices. Otro
defecto del método de biseccion es que éste puede atrapar una singularidad como si fuera
una raiz, debido a que dicho método no reconoce la diferencia entre una raiz y una
singularidad (un punto singular es aquel en el que el valor de la funcién tiende a infinito,
por ejemplo que la derivada no esta definida en el punto extremo de una funcién continua).
Sin embargo, una gran ventaja es que también es 1util para funciones no analiticas; en
resumen, se puede decir que es un método robusto.

Algoritmo. Método de biseccién

Dados € y una funcién f’(x) continua sobre el intervalo [ag, b] tal que

f'(ao)f'(bo) <0

Para k=0, 1,2, ... hasta donde se satisfaga, hacer:

_ ap+by
1. T = 2
2. Si |bgy — zx| < € entonces x ~ x* y terminar.

3. Si f'(ax)f'(zx) < 0 entonces

Qp+1 = Qr 'y bk+1 = Tk

En otro caso,

A1 = Tp Y bry1 = by,
4. Regresar al paso 1.

Error limite en el método de biseccion
Sea ay,,b, v x, los n-ésimos valores calculados a partir de ag,by vy = respectivamente;

entonces

1
bn — Qp = §(bn—1 - an—l)

luego
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1
bn — an = i(bnfl - anfl) = ?(ban - aan) = ?(bnfg% - an73)

por lo que

1
bn—anzz—n(bo—ao), n>0

(4.11)

donde (by — ag) representa la longitud del intervalo original con el que se inici6. Ya que
la raiz z* esta entre [a,, z,| 0 [z, b,] se sabe que el error de orden n esta dado por

1
€n = |xn - .CL’*| <Xy —ap = bn — Tpn = §<bn—1 - an—l)

Combinando este resultado con la ecuacién 4.11, se tiene

1
en = |z, — 2% < Z—n(bg — ap)

Esta ecuacion expresa el error limite y muestra que x, converge a x* si n — oo. Para
mostrar cuantas iteraciones seran necesarias para que x,, se aproxime a z* con la precision
deseada, se necesita que

e, < €

donde € > 0 es el criterio de tolerancia deseado, entonces

1
27([)0 — ao) S €

por tanto,

ln(—bozao)
n2

que expresa el nimero maximo de iteraciones para reducir el intervalo inicial a la precision
deseada.

n <

Ejemplo 1
. Cuéntas iteraciones se requieren para resolver un problema dénde el intervalo [ag, by] =
[0,1] y la tolerancia e = 0.017

Solucién

ln(—bo’“o) In(t=2)
> < = 0017 — 6.64
"= n2 In2

por lo que se requieren n = 7 iteraciones para reducir el intervalo original a menos o igual
que 0.01 de precision.
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Ejemplo 2
Funciéon que vamos a utilizar para aplicar el método de biseccién.

Cddigo R

optunider nores biseccion = function(dfunx, extizq.ini,extder.ini,
0.1, T {

# funz debe ser pseudoconveza

# longinc > 0

n=20

an = extizq.ini

bn = extder.ini

mres = NULL

repeat {

lambda.n = (an+bn)/2

fd.lambdan = dfunx(lambda.n)

if (fd.lambdan==0) {

print ("Optimo en lambdan")

vres = c(n+l,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)

break

} else if (fd.lambdan>0) {
anl = an

bnl = lambda.n

} else {

anl = lambda.n

bnl = bn

}

vres = c(n+1,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)
if (report.calculos) {

if (is.null(mres)) {

mres = vres

} else {

mres = rbind(mres,vres)

+

}

if ((bn-an)<=longinc) {

break

}

n=n+1

an = anl

bn = bnl

}

if (report.calculos) {

colnames(mres) = c("n","a","lambda","b","der f lamba","Amplitud")
rownames (mres) = NULL

dfres = as.data.frame(mres)

} else {

names(vres) = c("n","a","lambda","b","der_f lamba","Amplitud")
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dfres = as.data.frame(vres)

}
print ("Optimo en lambda")
return(dfres)

by

Lo utilizamos sobre la funcion:
f(z) =2+ 2x

fl(x) =2x+2

[ao, bo] = [—2,1]

e=0.1

Solucién

Para poder realizar estas tablas con las funciones creadas se usan las siguientes librerias
de R:
[9] [10] [11] [12]

En todos los métodos siguientes se usan las mismas librerias para poder construir las
tablas.

library(kableExtra)
library(tidyr)
library(dplyr)
library(knitr)

dfunx = function(x) 2*x+2
df .res = optunider_nores_biseccion(dfunx,-2,1)

## [1] "Optimo en lambda"

kable(df .res, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 2 - Método de biseccién") %>%
kable_styling( c("striped","HOLD_position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.1: Ejercicio 2 - Método de biseccion

n a lambda b der f lamba Amplitud
1 -2.0000 -0.500000 1.00000 1.00000 3.00000
2 -2.0000 -1.250000 -0.50000 -0.50000 1.50000
3 -1.2500 -0.875000 -0.50000 0.25000 0.75000
4 -1.2500 -1.062500 -0.87500 -0.12500 0.37500
5 -1.0625 -0.968750 -0.87500 0.06250 0.18750
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Tabla 4.1: Ejercicio 2 - Método de bisecciéon continia

n a lambda b der f lamba Amplitud

6 -1.0625 -1.015625 -0.96875 -0.03125 0.09375

Ahora sin iteraciones

dfunx = function(x) 2*x+2
df .res2 = optunider_nores_biseccion(dfunx,-2,1,report.calculos = F)

## [1] "Optimo en lambda"

knitr::kable(df.res2,digits = 6, booktabs=TRUE,longtable=TRUE,
caption ="\\label{tablaO1}Ejercicio 2 - Método
de biseccidén solucién") %>%

kable_styling(latex options =c("striped","HOLD position","repeat_header"),
position = "center",repeat header text = "contin\\'ua")

Tabla 4.2: Ejercicio 2 - Método de biseccion solucién

vres
n 6.000000
a -1.062500
lambda -1.015625
b -0.968750
der f lamba -0.031250
Amplitud 0.093750
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Se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente:

™M /
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1
2 465 3 Z
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-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figura 4.5: Grafico - Método biseccion ejercicio 2

Una vez hecho en el c6digo R, vamos hacerlo en Excel y comparamos resultados:

1 f(Ad n) longitud intervalo

2 1 -2 -0,5 1 1 3 FALSO 0,1
3 2 -2 -1,25 -0,5 -0,5 1,5 FALSO

4 3 -1,25 -0,875 -0,5 0,25 0,75 FALSO

5 4 -1,25 -1,0625 -0,875 -0,125 0,375 FALSO

6 5 -1,0625 -0,96875 -0,875 0,0625 0,1875 FALSO

7 6 -1,0625| -1,015625 -0,96875 -0,03125 0,09375 VERDADERO

8

Figura 4.6: Excel - Método biseccion ejercicio 2

Como se puede ver tanto en Excel como en R nos dan los mismo resultados por tanto
se puede iniciar las conclusiones del método.

Describimos las tablas que nos aparecen en la salida R y Excel:
e n — [teracciones.
e a_ n — Valor del intervalo que se encuentra en la parte inferior.

e b_ n — Valor del intervalo que se encuentra en la parte superior.

A, — Valores para los cuales van las raices de la ecuacion.

f(An) — valor de A, en la ecuacién.

e longitud__intervalo — Longitud del intervalo.

CAPITULO 4. APLICACIONES DE PROGRAMACION NO LINEAL 55



4.2. METODOS UNIVARIABLE

e ;parar? — Valor Falso o Verdadero, nos va indicar cuando se puede parar.

e 1 — Valor del €, que es un valor prefijado donde la longitud del intervalo tiene que
ser menor, para poder parar.

Partimos de in intervalo inicial que es [—2,1], en el cual se encuentra una de las raices
de la funcién f'(x)=0. Vamos a evaluar la funciéon f’(z), continua y derivable, en el punto
medio del intervalo. Si f'(—2) y f(1) tienen signos opuestos, y se reducird el intervalo de
[—2,1] a [—2, x¢]. Se repetird este proceso hasta lograr que el intervalo sea mas pequetio
que € que es 0.1 y el dltimo valor de A sera una buena aproximacion de raiz.

Entonces, se puede concluir que el intervalo que contiene a la raiz es [—1, 0625, —0.96875],
la aproximacion de la raiz es A = —1.015625, en la iteracién 6, con una amplitud de
intervalo de 0,09375 que es menor que nuestro € = 0.1.

Ejemplo 3

Muestre los resultados parciales del algoritmo de la biseccién sabiendo:
Funcién f(z) =23 + 42> —10=0

Intervalo [ag, bo] = [1, 2]

e = 0.0001

optunider nores biseccion = function(dfunx, extizq.ini,extder.ini,
0.0001, T {

# funz debe ser pseudoconveza

# longinc > 0

n=20

an = extizq.ini

bn = extder.ini

mres = NULL

repeat {

lambda.n = (an+bn)/2

fd.lambdan = dfunx(lambda.n)

if (fd.lambdan==0) {

print(”@ptimo en lambdan")

vres = c(n+1,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)

break

} else if (fd.lambdan>0) {
anl = an

bnl = lambda.n

} else {

anl = lambda.n

bnl = bn

}

vres = c(n+l,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)
if (report.calculos) {

if (is.null(mres)) {

mres = vres

} else {

mres = rbind(mres,vres)
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}

}

if ((bn-an)<=longinc) {

break

}

n=n+1

an = anl

bn = bnl

}

if (report.calculos) {

colnames(mres) = c("n","a","lambda","b","der f lamba","Amplitud")
rownames (mres) NULL

dfres = as.data.frame(mres)

} else {

names (vres) = c("n","a","lambda","b","der f lamba","Amplitud")
dfres = as.data.frame(vres)

}

print ("Optimo en lambda")

return(dfres)

by

Solucion

La ecuacién mostrada tiene una raiz en [1,2], ya que f(1) = =5y f(2) = 14 y existe
cambio de signo.

f'(z) = 3z* + 8=

dfunx = function(x) 3*x~2+8%x
df .res = optunider_nores_biseccion(dfunx,1,2)

## [1] "Optimo en lambda"

knitr: :kable(df.res, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 3 - Método de biseccién")
kable_styling( c("striped","HOLD_position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.3: Ejercicio 3 - Método de biseccion

n a lambda b der f lamba Amplitud
1 1 1.500000 2.000000 18.75000  1.000000
2 1 1.250000 1.500000 14.68750  0.500000
3 1 1.125000 1.250000 12.79688  0.250000
4 1 1.062500 1.125000 11.88672  0.125000
5 1 1.031250 1.062500 11.44043  0.062500
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Tabla 4.3: Ejercicio 3 - Método de bisecciéon continia

n a lambda b der f lamba Amplitud
6 1 1.015625 1.031250 11.21948  0.031250
7 1 1.007812 1.015625 11.10956  0.015625
8 1 1.003906 1.007812 11.05473  0.007812
9 1 1.001953 1.003906 11.02736  0.003906
10 1 1.000977 1.001953 11.01367  0.001953
11 1 1.000488 1.000977 11.00684  0.000977
12 1 1.000244 1.000488 11.00342  0.000488
13 1 1.000122 1.000244 11.00171  0.000244
14 1 1.000061 1.000122 11.00085  0.000122
15 1 1.000031 1.000061 11.00043  0.000061

Ahora sin iteraciones:

# Sin informacidén de las iteraciones
dfunx = function(x) 3*x~2+8*x
df .res2 = optunider_nores_biseccion(dfunx,1,2, F)

## [1] "Optimo en lambda"

knitr: :kable(df.res2, 6 , TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 3
- Método de biseccidn solucién") %U>%
kable_styling( c("striped","HOLD_position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.4: Ejercicio 3 - Método de biseccién solucion

vres

n 15.000000
a 1.000000
lambda 1.000031
b 1.000061
der f lamba 11.000427
Amplitud 0.000061
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A B C D E F G H 1

38

39 ] 1 n ] ) n fidn longitud_intervalo éparar?
40 1 18,75 1 FALSO
41 2 1 1,25 1,5 14,6875 0,5 FALSO
42 3 1 1,125 1,25] 12,796875 0,25 FALSO
43 4 1 1,0625 1,125| 11,8867188 0,125 FALSO
44 5 1 1,03125 1,0625| 11,4404257 0,0625 FALSO
45 ] 1 1,015625 1,03125| 11,2194824 0,03125 FALSO
46 7 1 1,0078125 1,015625| 11,1095581 0,015625 FALSO
47 8 1| 1,00390625| 1,0078125| 11,0547333 0,0078125 FALSO
48 9 1| 1,00195313| 1,00390625| 11,0273552 0,00390625 FALSO
49 10 1| 1,00097656| 1,00195313| 11,0136747 0,001953125 FALSO
50 11 1| 1,00048828| 1,00097656| 11,0068367 0,000976563 FALSO

51 12 1| 1,00024414| 1,00048828| 11,0034181 0,000488281 FALSO

52 13 1| 1,00012207| 1,00024414| 11,001708 0,000244141 FALSO

53 14 1| 1,00006104| 1,00012207| 11,0008545 0,00012207 FALSO
54 15 1| 1,00003052| 1,00006104| 11,0004272 6,10352E-05| VERDADERO
55

Figura 4.7: Excel - Método biseccion ejercicio 3

Como se puede ver ambos resultados coinciden también, por lo que se pueden iniciar
las conclusiones.

Partimos de in intervalo inicial que es [1, 2], en el cual se encuentra una de las raices de
la funcién f'(x)=0. Vamos a evaluar la funcién f’(x), continua y derivable, en el punto
medio del intervalo. Si f'(1) y f’(2) como tienen el mismo signo se reducira el intervalo
de [1,2] a [1,zq]. Se repetira este proceso hasta lograr que el intervalo sea més pequeno
que € que es 0.0001 y el ultimo valor de A sera una buena aproximacion de raiz.

Entonces, se puede concluir que el intervalo que contiene a la raiz es [1,1.00006104],
la aproximacién de la raiz es A = 1.00003052, en la iteracion 15, con una amplitud de
intervalo de 0.00061035 que es menor que nuestro ¢ = 0.0001.
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Se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente:
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Figura 4.8: Grafico - Método biseccion ejercicio 3

Ejemplo 4

Aproximar la tnica raiz real de la siguiente funciéon sabiendo [ag,by] = [—1,1] con
e=10"*

flx)=a® - — 3242

optunider nores_biseccion = function(dfunx, extizq.ini,extder.ini,
1074, T {

# funz debe ser pseudoconveza

# longinc > 0

n=20

an = extizq.ini

bn extder.ini

mres = NULL

repeat {

lambda.n = (an+bn)/2

fd.lambdan = dfunx(lambda.n)

if (fd.lambdan==0) {

print(”@ptimo en lambdan")

vres = c(n+1,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)

break
} else if (fd.lambdan>0) {
anl = an
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bnl = lambda.n

} else {

anl = lambda.n
bnl = bn

}

vres = c(n+l,an,lambda.n,bn,fd.lambdan,bn-an)
if (report.calculos) {

if (is.null(mres)) {

mres = vres

} else {

mres = rbind(mres,vres)

}

}

if ((bn-an)<=longinc) {

break

+

n=n+1

an = anl

bn = bnl

}

if (report.calculos) {

colnames(mres) = c("n","a","lambda","b","der f lamba","Amplitud")
rownames (mres) NULL

dfres = as.data.frame(mres)

} else {

names (vres) = c("n","a","lambda","b","der_f lamba","Amplitud")
dfres = as.data.frame(vres)

}

print ("Optimo en lambda")

return(dfres)

}

Solucion

f(x) =32 —2 -3

dfunx = function(x) 3*x"2-x-3
df .res = optunider_nores_biseccion(dfunx,-1,1)

## [1] "Optimo en lambda"

knitr: :kable(df.res, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 4 - Método de biseccidn")
kable_styling( c("striped","HOLD position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")
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Tabla 4.5: Ejercicio 4 - Método de biseccion

n a lambda b der f lamba Amplitud
1 -1.000000 0.000000 1 -3.000000  2.000000
2 0.000000 0.500000 1 -2.750000  1.000000
3 0.500000 0.750000 1 -2.062500  0.500000
4 0.750000 0.875000 1 -1.578125  0.250000
5 0.875000 0.937500 1 -1.300781  0.125000
6 0.937500 0.968750 1 -1.153320  0.062500
7 0.968750 0.984375 1 -1.077393  0.031250
8 0.984375 0.992188 1 -1.038879  0.015625
9 0.992188 0.996094 1 -1.019485  0.007812
10 0.996094 0.998047 1 -1.009754  0.003906
11 0.998047 0.999023 1 -1.004880  0.001953
12 0.999023 0.999512 1 -1.002441  0.000977
13 0.999512 0.999756 1 -1.001221  0.000488
14 0.999756 0.999878 1 -1.000610  0.000244
15 0.999878 0.999939 1 -1.000305  0.000122
16 0.999939 0.999969 1 -1.000153  0.000061
Ahora sin iteraciones
dfunx = function(x) 3*x"2-x-3
df .res2 = optunider nores_biseccion(dfunx,-1,1, F)
## [1] "Optimo en lambda"
knitr: :kable(df.res2, 6, TRUE, TRUE,

"\\label{tablaO1}Ejercicio 4
- Método de biseccidn solucién") %> %
kable_styling( c("striped","HOLD position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.6: Ejercicio 4 - Método de biseccién solucion

vres

n 16.000000
a 0.999939
lambda 0.999969
b 1.000000
der f lamba -1.000153
Amplitud 0.000061
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Introducimos el ejemplo en Excel:

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

fidw longitud _intervalo iparar?
1 -3 2 FALSO
2 0 0,5 1 -2,75 1 FALSO
3 0,5 0,75 1 -2,0625 0,5 FALSO
4 0,75 0,875 1 -1,578125 0,25 FALSO
5 0,875 0,9375 1| -1,3007813 0,125 FALSO
6 0,9375 0,96875 1| -1,1533203 0,0625 FALSO
7 0,96875 0,984375 1| -1,0773926 0,03125 FALSO
8 0,984375 0,9921875 1| -1,0388794 0,015625 FALSO
9] 0,9921875| 0,99609375 1| -1,0194855 0,0078125 FALSO
10| 0,99609375| 0,99804688 1] -1,0097542 0,00390625 FALSO
11| 0,99804688| 0,99902344 1 -1,00488 0,001953125 FALSO
12| 0,99902344| 0,99951172 1| -1,0024407 0,000976563 FALSO
13| 0,99951172| 0,99975586 1| -1,0012205 0,000488281 FALSO
14| 0,99975586| 0,99987793 1| -1,0006103 0,000244141 FALSO
15| 0,99987793| 0,99993896 1| -1,0003052 0,00012207 FALSO
16| 0,99993896| 0,99996548 1| -1,0001526 6,10352E-05| VERDADERO

Figura 4.9: Excel - Método

de biseccion ejercicio 4

Como se puede ver ambos resultados coinciden también, por tanto se pueden iniciar las
conclusiones.

Partimos de in intervalo inicial que es [—1,1], en el cual se encuentra una de las raices
de la funcién f'(x)=0. Vamos a evaluar la funcién f’(z), continua y derivable, en el punto
medio del intervalo. Si f'(—1) y f'(1) como tienen el distinto signo se reducira el intervalo
de [—1,1] a [zg, 1]. Se repetira este proceso hasta lograr que el intervalo sea mas pequeno

que € que es 0.0001 y el ultimo valor de A sera una buena aproximacion de raiz.

Entonces, se puede concluir que el intervalo que contiene a la raiz es [0.999939, 1], la
aproximacion de la raiz es A = 0.999969, en la iteracion 16, con una amplitud de intervalo
de 0.000061 que es menor que nuestro ¢ = 0.0001.
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Se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente:
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Figura 4.10: Grafico - Método biseccion ejercicio 4

4.2.1.4. Métodos abiertos

En contraste con los métodos anteriores, los métodos abiertos se basan en férmulas que
requieren de un solo valor z o un par de ellos, pero que no necesariamente encierran la
raiz x* a medida que crece el nimero de iteraciones; sin embargo, cuando éstos convergen,
en general lo hacen mucho méas rapido que los métodos que usan intervalos, entre estos

métodos se encuentra el método de la secante, Newton-Raphson, Newton modificado,
Halley, Chebyshev. ..

4.2.1.4.1. Meétodo de Newton-Raphson

En esencia, la técnica de Newton-Raphson consiste en el uso de rectas tangentes; es
por esto que al método se le conoce también como método de la tangente. Esta estrategia
permite usar inicamente un punto inicial cercano a la raiz, sin requerir cosas adicionales
dentro de la vecindad donde se encuentra.

Por lo general, se inicia con una estimacién de z* que se denota con z(, para mejorar
esta estimacion, considérese la linea recta que es tangente a la grafica de f/(z) en el punto
(xo, f'(x0)), si zg esta cerca de z*, esta linea tangente casi coincidira con la grafica de f'(z)
para puntos x alrededor de z*. Entonces si x; es la raiz de la linea tangente, x; sera casi
igual a z*. En general, para determinar una férmula para z,,1, considérese la pendiente
de la linea tangente. Usando la derivada f”(x) de f’(z), se sabe del célculo elemental que
a pendiente de la tangente en (x,, f'(x,)) es f’(x,), esto guia a la ecuacién
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0— f'(z,
tan 0, = f"(z,) = 0= fitan) (zn)
anrl — Tn
y, en consecuencia,
!
f@ o1

Il =T Ty

El método de Newton-Raphson utiliza en forma iterativa las rectas tangentes que pasan
por las aproximaciones consecutivas de la raiz, ademas, este método requiere una buena
estimacion inicial, pues de otro modo la solucién iterativa puede divergir o converger a una
solucién irrelevante. La razén de convergencia iterativa del método de Newton-Raphson
es alta cuando funciona. La desventaja de este método se da en el caso de abordar raices
simples se puede tener problemas cuando f”(z,) — 0, lo que implica que la raiz puede
estar cerca de un punto de inflexién. En resumen, se puede decir que la convergencia del
método es muy depedendiente de la naturaleza de la funcién y del valor de la aproximacion
inicial.
Algoritmo. Método de Newton-Raphson

Dados €, un punto inicial zg y una funcién f’(z) continua y diferenciable. Para k& =
0,1, 2... hasta donde se satisfaga, hacer:

Lz = xp — ]{/,((Z'Z))

2. Si|xg1 — x| <eo|f ()| < € entonces xpyq & x* y terminar.

3. Regresar al paso 1.

Rapidez de convergencia del método de Newton-Raphson

Suponiendo que f'(z) tiene derivadas continuas por todo x en algin intervalo alrededor
de la raiz z*, por el teorema de Taylor se puede escribir

F@) = ) + @ = ) () + 50 = ) ) +

obsérvese que f'(z*) = 0 por suposicién, y luego se divide por f”(x,) para obtener

f,(xn) f,”(xn)

0= R R LS N
Como
f'(xn) Y —
[ (@) " "
entonces
. . f/// $n
O:I’n—l'n+1+[[‘ —:rn—i—(:(: —In)22f//(<wn))+
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Resolviendo para e,1 = |x,41 — 2*]| se tiene

* * f”/(In) ~ *\2 fll/($*)
eny1 = Ty — 2| = (2, — 2 )Qf"(fn) + .| = |(zn — ) 2f"($n)|
donde M = |21}+((;2)| Tomando el limite cuando n — oo, resulta
. €ni1 . |$n+1 - x*| fm(x*) *
LMy, oo—— = limy 00 = =M
tMn— e2 - |z, — z*|2 |2f”(x*)’

en consecuencias si M* < oo el método de Newton-Raphson converge cuadraticamente a

*

x*.
Cédigo R

En este cddigo se usan a parte de las librerfas anteriormente citadas, [3].

library("pracma")
library("knitr")

newtonuni <-function(funcion, x0, epsilon = 0.01) {
#Definimos la funcion con los wvalores: funcion, z0, epsilon.
#funcion: sera la funcion que queremos optimizar
#x0: sera el punto inicial
#epsilon: definimos un epsilon que por defecto sera 0.01

k <-0 #Primera tteracion
mres <-NULL #Definimos una tabla nula en la que vamos a introducir
#los walores
repeat {
k=k+1
#Calculo de la primera derivada y de la segunda derivadas necesarias
#para el calculo de los nuevos puntos que obtenemos en el m?todo
derivada.k <-fderiv(funcion, x = x0, n = 1, method = "central')
derivada2.k <-fderiv(funcion, x = x0, n = 2, method = "central")
#Calculo de los puntos de cada itetacion
x1 <- x0 - derivada.k / derivada2.k
#Ponemos todos los datos calculados en un mismo vector
vres <-c(k, x0, derivada.k, derivada2.k, x1, abs(xl -x0))

if (is.null(mres)) {
mres <-vres
} else {
mres <-rbind(mres, vres)
}
#Fijamos cuando termina el metodo
if (abs(xl -x0) < epsilon) {
break
} else {
x0 <-x1
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+
}
colnames (mres) <-c("k", "x k", "f'(x k)", "f''(x k)",
"x (k+1)", "Ix_(k+1)-x k[|")
rownames (mres) <-NULL
dfres <-as.data.frame(mres)

print("Optimo en x_(k+1)")
return(dfres)

Ejemplo 1
g(z) = 22 + 20z + 20

g <-function(x) (80/x) + 20*x + 20
df .res <-newtonuni(g, 1, 0.00001)

## [1] "Optimo en x_(k+1)"

kable(df .res, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método de Newton Raphson") %>%
kable_styling( c("striped","HOLD position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.7: Ejercicio 1 - Método de Newton Raphson

k x k f'(x_k) 7(x_k) x_ (k+1) |x_(k+1)-x_ K|
1 1.000000 -60.000000 160.00000 1.375000 0.375000
2 1.375000 -22.314050 61.54771 1.737549 0.362549
3 1.737549  -6.498175  30.50064 1.950599 0.213050
4 1.950599  -1.025865  21.55836 1.998185 0.047585
5 1.998185  -0.036355  20.05455 1.999998 0.001813
6 1.999998  -0.000049  20.00007 2.000000 0.000002
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Gréaficamente:
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Figura 4.11: Grafico - Método Newton Raphson ejercicio 1

Para = = 2, el valor éptimo de f(z) sera: 100.
Ejemplo 2
h(x) =2z — a3 + 4o — 2

h <-function(x) 2*x"4 + -7*x"3+4*x-2
df .res3 <-newtonuni(h, -1, 0.00001)

## [1] "Optimo en x_(k+1)"

kable(df.res3, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 2
- Método Newton Raphson") %>7%
kable_styling( c("striped","HOLD_position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.8: Ejercicio 2 - Método Newton Raphson

k x k f(x_k) ’(x_k) x_ (k+1) |x_(k+1)-x_Kk|
1 -1.000000 -25.000000 66.00000 -0.621212 0.378788
2 -0.621212  -6.021823 35.35262 -0.450876 0.170336
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Tabla 4.8: Ejercici contintia

k x_k f(x k) "(x k) x (k+1) |x (k+1)-x K|
3 -0.450876  -1.002341 23.81574 -0.408789 0.042087
4 -0.408789  -0.055770 21.17973 -0.406156 0.002633
5 -0.406156  -0.000213 21.01763 -0.406145 0.000010
6 -0.406145 0.000000 21.01701 -0.406145 0.000000

Para x = —0.4061, el valor éptimo de h(x) sera: —3.10119

Gréaficamente:
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Figura 4.12: Grafico - Método Newton Raphson ejercicio 1

4.2.2. Meétodos de comparacion de la funciéon objetivo

Se consideraran ahora algunos procedimientos numéricos que localizan en forma directa
el minimo (en general, extremos) de una funcién f(z). Bésicamente, con estos métodos
la btisqueda se hace evaluando la funcién en puntos elegidos dentro de un intervalo [a, b],
donde se sabe que se encuentra el punto 6ptimo. La idea general es obtener nuestro
objetivo de la manera maés eficiente posible, es decir, con el menor nimero de evaluaciones
de la funciéon. Una caracteristica general de los métodos de aproximacion es que el punto
preciso en el cual ocurre el é6ptimo nunca serd conocido, y lo mejor que puede obtenerse
es determinar el intervalo final de incertidumbre.

Por lo tanto, nuestro objetivo primordial es obtener el intervalo final de incertidumbre
para establecer la eficiencia n del método aplicado. Este intervalo de incertidumbre siempre
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prevalece debido a que tales métodos calculan el valor de la funciéon inicamente en valores
discretos de la variable independientes. Para aplicar éstas técnicas, solo se necesita conocer
el intervalo inicial de incertidumbre Iy = by — ag y asegurarse de que f(x) sea unimodal
en el intervalo de interés. A continuacion se veran los métodos mas eficientes de busqueda
univariada sin derivadas.

4.2.2.1. Meétodo de la seccion aurea - Golden Ratio

Dado un intervalo (a, b) generamos inicialmente dos nuevos puntos y; = a+(1—a)(b—a)
y z1 = a+a(b—a), para algin a € (%, 1] convenientemente elegido. Segin los valores que
tomen f(y)y f(z), el intervalo de incertidumbre en el siguiente paso serd (a,z) o (y,b).
Pues bien, la idea del método es elegir o de forma que segtin el caso que corresponda el
valor . coincida con el z,_; o bien z; coincida con y;_1.

Por ejemplo, si f(y1) > f(z1), entonces el nuevo intervalo de incertidumbre es (ay =
y1,bo = b) y a debe ser tal que yo = as + (1 — a)(b — az) = z;. Puesto que ay = y1, la
relacién anterior quedaria

a+(1—a)b—a)+(1—-a)b—(a+ (1 —a)(b—a))) =a+ a(b—a)
2(1 —a)(b—a)— (1 —a)*(b—a) =alb—a)
21l —a)—(1-a)*=a
l-a)—2—-(1—-a)) =«
l1-a)(l+a)=a
l-a’=a
o +a—-1=0

1+

cuya solucién (positiva) es o = — ®) ~ 1,618033989

Obsérvese que con este método se tiene siempre que la longitud de un intervalo Lj
respecto del anterior Ly_1 es Ly = aLk — 1.

La denominacion del método se debe a que « es el niimero conocido como la seccion
durea un numero descubierto en la antigiiedad y que se asocia a proporciones que en-
contramos en la naturaleza en la morfologia de diversos elementos tales como caracolas,
nervaduras de las hojas de algunos arboles, el grosor de las ramas, etc. La seccién durea
se obtiene dividiendo un segmento en dos partes de forma que la proporciéon de la parte
menor frente a la parte mayor coincida con la proporcién entre ésta tltima y la longitud
total del segmento.

Algoritmo. Método de la secciéon aurea

o Paso Inicial

Fijar h > 0
_14+4/(5)
= T2

ai=ayb =b

Obtener y; = a; + (1 — ) (b — a1), 21 = a1 + a(by — a4).
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Calcular f(y1), f(21).
Hacer £ = 1.

o Paso General
Repetir:

e Paso 1.- Si by — a;, < k, paramos. [ay, bi] es el intervalo buscado. En caso contrario,
ir al paso 2.

e Paso 2.- Calcular f(yx) y f(2x)- Si f(yr) > f(2x), ir al paso 3. En caso contrario, ir
al paso 4.

e Paso 3.- Hacer agy1 = Yk, bey1 = bk Ykr1 = 26 Y Zkt1 = Qg1 + a(bpgr — apqr).
Calcular f(zpy1). Hacer k =k + 1 e ir al paso 1.

e Paso 4.- Hacer a1 = ag, b1 = 2k, k41 = Yk © Yk = Qg1 + (1 — @) (Dpg1 — A1)
Calcular f(yg+1). Hacer k =k + 1 e ir al paso 1.

Cdédigo R

optuni_nores_goldenratio = function(funx, extizq.ini,extder.ini,
0.1, T Ao
# funz debe ser estrict. cuasiconveza
# longinc, epsilon > 0

rho = ((3-sqrt(5))/2) #aprozimadamente 0.381966
n=20
nval = 0

a0 = extizq.ini
b0 = extder.ini
al = a0 + rho * (b0-a0)
bl = a0 + (1-rho) * (b0-a0)
f.al = funx(al)
f.bl1 = funx(bl)
mres = NULL
repeat {
f.al = funx(al)
f.bl = funx(bl)

if (f.ai1>f.b1) {

a2 = al

b2 = b0

a3 = bl

b3 = a2 + (1-rho)*(b2-a2)
} else {

a2 = a0

b2 = bl

a3 = a2 + rhox(b2-a2)

b3 = al
+
vres = c(n+1,a0,b0,al1,bl,f.al,f.bl,b0-a0)

if (report.calculos) {

CAPITULO 4. APLICACIONES DE PROGRAMACION NO LINEAL 71



4.2. METODOS UNIVARIABLE

3

if (is.null(mres)) {

mres = vres
} else {
mres = rbind(mres,vres)
}
+
if ((b0-a0)<=longinc) {
break
}
n=mn+1
nval = nval + 2
a0 = a2
b0 = b2
al = a3
bl = b3

if (report.calculos) {

}

colnames(mres) = c("n","a0","b0","al","b1","fal","fb1","Amplitud")
rownames (mres) = NULL

dfres = as.data.frame(mres)

else {

names(vres) = c("n","a0","b0","al","b1","fal","fb1","Amplitud")
dfres = as.data.frame(vres)

print(”@ptimo en el intervalo: (a0,b0)")
return(dfres)

Ejercicio 1

Lo utilizamos sobre la funcién f(z) = z* — 1423 4 602* — 70z

funx = function(x) x"4-14*x"3+60*x"2-70%*x
df .res = optuni_nores_goldenratio(funx,0,2)

## [1] "Optimo en el intervalo: (a0,b0)"

knitr::kable(df.res,digits = 6, booktabs=TRUE,longtable=TRUE,

caption ="\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método seccién aurea") %>%

kable_styling(latex options =c("striped","HOLD position","repeat_header"),

position = "center",repeat_header_ text = "contin\\'ua")
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Tabla 4.9: Ejercicio 1 - Método seccion aurea

al b0 al bl fal fbl  Amplitud

0.000000 2.000000 0.763932 1.236068 -24.36068 -18.95816  2.000000
0.000000 1.236068 0.472136 0.763932 -21.09851 -24.36068  1.236068
0.472136 1.236068 0.763932 0.944272 -24.36068 -23.59246  0.763932
0.472136  0.944272 0.652476 0.763932 -23.83743 -24.36068  0.472136
0.652476  0.944272 0.763932 0.832816 -24.36068 -24.28789  0.291796

0.652476 0.832816 0.721360 0.763932 -24.25795 -24.36068  0.180340
0.721360 0.832816 0.763932 0.790243 -24.36068 -24.36691  0.111456
0.763932 0.832816 0.790243 0.806504 -24.36691 -24.34953  0.068884

01O Ok W (B

Ahora sin iteraciones

funx = function(x) x"4-14%x"3+60*x"2-70%x
df .res2 = optuni _nores_goldenratio(funx,0,2, F)

## [1] "Optimo en el intervalo: (a0,b0)"

knitr: :kable(df.res2, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1 -
Método seccidén &aurea soluciémn") %> %
kable_styling( c("striped","HOLD position","repeat_header"),
"center", "contin\\'ua")

Tabla 4.10: Ejercicio 1 - Método seccién aurea solucion

vres

n 8.000000
al 0.763932
b0 0.832816
al 0.790243
bl 0.806504
fal -24.366907
bl -24.349526

Amplitud 0.068884
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Ahora vamos a ver si llegamos a los mismo resultado usando el método en Excel:

A B T D E F G H | J K L

1 fla_n) f(b_n) | intervalo épara? | (longitud)

2 1 0,76393202 -24,361 -18,958 2,000 FALSO

3 2 0| 0,47213595( 0,76393202| 1,23606798 -21,099 -24,361 1,236 FALSO

4 3| 0,47213595| 0,76393202| 0,94427191| 1,23606798 -24,361 -23,592 0,764 FALSD

5 4| 0,47213595| 0,65247584( 0,76393202| 0,94427191 -23,837 -24,361 0,472 FALSD

] 5| 0,65247584| 0,76393202| 0,83281573| 0,94427191 -24,361 -24,288 0,292 FALSO

T 6| 0,65247584( 0,72135955| 0,76393202| 0,83281573 -24,258 -24,361 0,180 FALSO

8 7| 0,72135955| 0,76393202( 0,79024326( 0,83281573 -24,361 -24,367 0,111 FALSD

<) 8| 0,76393202( 0,79024326 0,8065045( 0,83281573 -24,367 -24,350 0,065| VERDADERO

-
=]

Figura 4.13: Excel - Método seccién aurea ejercicio 1

Como se puede ver da los mismos resultados.

Lo primero de todo para poder realizar este método la funcién debe ser cuasiconvexa,
que en este caso lo es.

Objetivo del método es buscar el minimo en el intervalo [0,2]. Después, de realizar 8
iteraciones se encuentra la seccidon donde esta el minimo.

La seccién seria [0.76393202, 0, 83281573] con una amplitud de 0, 069, que es menor que
e=0.1.

Se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente:

funx(x)
-15 -10 -5 O
l l l

-20
I

-25
I

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.14: Grafico - Método seccién aurea ejercicio 1

Si queremos evaluar la funciéon solo una vez en cada iteracion es preciso hacer algunos
cambios.
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optuni_nores_goldenratio2 = function(funx, extizq.ini,extder.ini,

0.1, T {
# funxz debe ser estrict. cuasiconveza
# longinc, epsilon > 0
rho = ((3-sqrt(5))/2) # 0.381966
n=1
nval = 0
a0 = extizq.ini
b0 = extder.ini
al = a0 + rho * (b0-a0)
bl = a0 + (1-rho) * (b0-a0)

f.al = funx(al)

f.bl = funx(bl)

mres = c(n,a0,b0,al,bl,f.al,f.bl,b0-a0)
repeat {

# f.al = funz(al)
# f.b1 = funz(bl)
if (f.a1>f.b1) {

a2 = al

b2 = b0

a3 = bl

b3 = a2 + (1-rho)*(b2-a2)
f.al = £.bl

f.bl =funx(b3)

} else {

a2 = a0

b2 = bl

a3 = a2 + rho*x(b2-a2)
b3 = al

f.bl1 = f.al

f.al = funx(a3)

}

vres = c(n+1,a2,b2,a3,b3,f.al,f.bl,b2-a2)

if (report.calculos) {mres = rbind(mres,vres)}

if ((b0-a0)<=longinc) {

break

}

n=n+1

nval = nval + 2
a0 = a2

b0 = b2

al = a3

bl = b3

}

if (report.calculos) {

colnames(mres) = c("n","a0","b0","al","b1","fal","fb1","Amplitud")

rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
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} else {

names (vres) = c("n","a0","b0","al","b1","fal1"," "fb1","Amplitud")
dfres = as.data.frame(vres)

}

print ("Optimo en el intervalo: (a0,b0)")

return(dfres)

3

Con informacion de las iteraciones.

funx = function(x) x"4-14*x"3+60*x"2-70%*x
df .res3 = optuni_nores_goldenratio2(funx,0,2)

## [1] "Optimo en el intervalo: (a0,b0)"

knitr: :kable(df.res3, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método seccidén aurea evaluando una vez la funcidén ") %> %
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),
"(continua)")

Tabla 4.11: Ejercicio 1 - Método secciéon aurea evaluando una vez la funcion

a0 b0 al bl fal fbl  Amplitud

0.000000 2.000000 0.763932 1.236068 -24.36068 -18.95816  2.000000
0.000000 1.236068 0.472136 0.763932 -21.09851 -24.36068  1.236068
0.472136 1.236068 0.763932 0.944272 -24.36068 -23.59246  0.763932
0.472136 0.944272 0.652476 0.763932 -23.83743 -24.36068  0.472136
0.652476 0.944272 0.763932 0.832816 -24.36068 -24.28789  0.291796

0.652476 0.832816 0.721360 0.763932 -24.25795 -24.36068  0.180340
0.721360 0.832816 0.763932 0.790243 -24.36068 -24.36691  0.111456
0.763932 0.832816 0.790243 0.806504 -24.36691 -24.34953  0.068884
0.763932 0.806504 0.780193 0.790243 -24.36959 -24.36691  0.042572

© 00 IO ULk Wk = | B
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Gréaficamente:

funx(x)
-15 -10 -5 O
l l

-20

-25
l

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.15: Grafico - Método seccion aurea ejercicio 1 evaluando una vez la funcion

4.2.2.2. Meétodo de biisqueda dicotémica

Existe una diversidad de métodos que comparan los valores de la funcién objetivo y que
usan el concepto de intervalo de incertidumbre como los métodos de busqueda dicotémica.

Método de busqueda dicotémica
Sea f : [ag, bp) C R — R una funcién estrictamente cuasiconvexa.
Se elige € > 0 y una amplitud de incertidumbre [, y n = 0.

Mientras b, — a,, > [, entonces A\, = % — €Y lp = % + €.

Si f()‘n) < f(:un>7 luego Qpy1 = QAn Y bn+1 = Hn, €1 Caso COHtI‘aI‘iO, Ap1 = )\n y
bn+1 == bn
n=n+1

Terminamos mientras se hagan dos evaluaciones de la funcién en cada iteracion.

Cdédigo R

optuni_nores_busqdicotomica = function(funx, extizq.ini,extder.ini,
0.1, 0.01,
) {
# funz debe ser estrict. cuasiconveza
# longinc, epsilon > 0
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n=20
an = extizq.ini
bn = extder.ini
mres = NULL
repeat {
lambda.n = ((an+bn)/2) - epsilon

mu.n = ((antbn)/2) + epsilon
f.an = funx(an)
f.bn = funx(bn)

f.lambda.n = funx(lambda.n)
f.mu.n = funx(mu.n)
if (f.lambda.n<f.mu.n) {

anl = an
bnl = mu.n
} else {
anl = lambda.n
bnl = bn
}

vres = c(n+l,an,bn,lambda.n,mu.n,f.an,f.bn,f.lambda.n,
f.mu.n,bn-an,anl,bnl)
if (report.calculos) {
if (is.null(mres)) {

mres = vres
} else {
mres = rbind(mres,vres)
+
+
if ((bn-an)<=longinc) {
break
+
n=n+1
an = anl
bn = bnl

}
if (report.calculos) {
colnames(mres) = c("n","an","bn","lambdan","mun","fan","fbn",
"flambdan","fmun","Amplitud","an1","bnl")
rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
} else {
names(vres) = c("n","an","bn","lambdan","mun","fan","fbn",
"flambdan","fmun","Amplitud","anl","bnl")
dfres = as.data.frame(vres)
}
print ("Optimo en el intervalo: (ani,bn1)")
return(dfres)
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Ejercicio 1

Lo utilizamos sobre la funcién f(z) = z* — 1423 4 602* — 70z

funx = function(x) x"4-14%x"3+60*x"2-70%*x
df .res = optuni_nores_busqdicotomica(funx,-2,1)

## [1] "Optimo en el intervalo: (anl,bnl)"

knitr::kable(df.res,digits = 4,
caption ="\\label{tablaO1}Ejercicio 1 -
Método bisqueda dicotémica") %> %

kable_styling(latex options = c("striped", "HOLD_position",

"repeat_header", "scale down"),
repeat_header text = "(continua)")

Tabla 4.12: Ejercicio 1 - Método busqueda dicotémica

n ‘ an bn | lambdan mun fan fbn | lambdan fmun | Amplitud anl bnl
1 -2.0000 | 1.0000 | -0.5100 | -0.4900 | 508.0000 | -23.0000 | 53.2308 | 50.4107 3.0000 | -0.5100 | 1.0000
2 ‘ -0.5100 | 1.0000 0.2350 | 0.2550 | 53.2308 | -23.0000 | -13.3151 | -14.1764 1.5100 | 0.2350 | 1.0000
3 0.2350 | 1.0000 0.6075 | 0.6275 | -13.3151 | -23.0000 | -23.3842 | -23.6037 0.7650 | 0.6075 | 1.0000
4 ‘ 0.6075 | 1.0000 0.7938 | 0.8138 | -23.3842 | -23.0000 | -24.3645 | -24.3367 0.3925 | 0.6075 | 0.8138
5 0.6075 | 0.8138 0.7006 | 0.7206 | -23.3842 | -24.3367 | -24.1651 | -24.2551 0.2063 | 0.7006 | 0.8138
6 ‘ 0.7006 | 0.8138 0.7472 | 0.7672 | -24.1651 | -24.3367 | -24.3341 | -24.3638 0.1131 | 0.7472 | 0.8138
7 0.7472 | 0.8138 0.7705 | 0.7905 | -24.3341 | -24.3367 | -24.3662 | -24.3668 0.0666 | 0.7705 | 0.8138

Ahora veremos el ejemplo en Excel.

fiA_n) fi_n) I intervalo epsilon
1 3,000 FALSO
21 2 -0,51] 0,235 0,255 1 -13,315 -14,176 1,510 FALSO
22 3 0,235 0,6075 0,6275 1 -23,384 -23,604 0,765 FALSO
23 4 0,6075 0,79375 0,81375 1 -24,365 -24,337 0,393 FALSO
24 5 0,6075| 0,700625|  0,720625 0,81375 -24,165 -24,255 0,206| FALSOQ
25 6 0,700625 0,7471875 0,7671875 0,81375 -24,334 -24,364 0,113 FALSO
26 7| 0,7471875| 0,77046875| 0,79046875 0,81375 -24,366 -24,367 0,067 VERDADERO
27

Figura 4.16: Excel - Método busqueda dicotémica ejercicio 1

I {longitud)

En la iteracién 7, se ha logrado que la longitud del intervalo sea menor que 0,1. El
intervalo éptimo serfa [0, 7471875, 0, 81375], partiendo de [—2, 1]. En este método se hacen

dos evaluaciones de la funcién en cada iteracion con f(\,) y f(tn)-

Ejercicio 2

f2<-function(x){sin(x)-0.1*x}
bd.sin<-optuni_nores_busqdicotomica(f2,-2xpi,2*pi)

## [1] "Optimo en el intervalo: (ani,bn1)"
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knitr: :kable(bd.sin, 4,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 2 -
Método bisqueda dicotémica") %> %
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),
"(continua)")

Tabla 4.13: Ejercicio 2 - Método busqueda dicotémica

n an bn | lambdan mun fan‘ fbn | lambdan fmun | Amplitud anl bnl
1]-6.2832 | 6.2832 | -0.0100 | 0.0100 | 0.6283 -0.6283 -0.0090 | 0.0090 12.5664 | -6.2832 | 0.0100
2 |-6.2832 | 0.0100 | -3.1466 | -3.1266 0.6283‘ 0.0090 0.3197 | 0.2977 6.2932 | -3.1466 | 0.0100
3 |-3.1466 | 0.0100 | -1.5783 | -1.5583 | 0.3197  0.0090 -0.8421 | -0.8441 3.1566 | -1.5783 | 0.0100
4 1-1.5783 | 0.0100 | -0.7941 | -0.7741 —0.8421‘ 0.0090 -0.6339 | -0.6217 1.5883 | -1.5783 | -0.7741
5| -1.5783 | -0.7741 | -1.1862 | -1.1662 | -0.8421 -0.6217 -0.8083 | -0.8026 0.8041 | -1.5783 | -1.1662
6 |-1.5783 | -1.1662 | -1.3823 | -1.3623 —0.8421‘—0.8026 -0.8441 | -0.8421 0.4121 | -1.5783 | -1.3623
7 |-1.5783 | -1.3623 | -1.4803 | -1.4603 | -0.8421 -0.8421 -0.8479 | -0.8479 0.2160 | -1.5783 | -1.4603
8 | -1.5783 | -1.4603 | -1.5293 | -1.5093 —0.8421‘—0.8479 -0.8462 | -0.8472 0.1180 | -1.5293 | -1.4603
9 | -1.5293 | -1.4603 | -1.5048 | -1.4848 | -0.8462 -0.8479 -0.8473 | -0.8478 0.0690 | -1.5048 | -1.4603
o
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Figura 4.17: Grafico - Método busqueda dicotémica ejercicio 2

Después de varias iteraciones se encontra el intervalo donde se encuentra el 6ptimo
[—1.5293, —1.4603], con una amplitud de 0.0690. En la iteracién 9.
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4.3. Métodos Multivariables sin usar derivadas

La mayoria de los métodos seleccionados se encuentran [4].

4.3.1. Optimizacion de funciones diferenciables multidimensio-
nales

Optimizacion de funciones sin usar derivadas.

Una de las grandes desventajas de los métodos que emplean derivadas para funciones
de varias variables es que en estos es necesario evaluar el gradiente y en varios casos,
también el Hessiano.

Otro problema en consideracién, en el caso de que la funcién sea diferenciable, es el
evaluar analiticamente en cada iteracion las funciones contenidas en el gradiente y el Hes-
siano. Esta tarea de evaluacion ananitica, puede ser muy laborioso, sobre todo cuando se
trata de funciones complejas con muchas variables independientes. Hay métodos numé-
ricos que permiten expresar estas derivadas por procesos que no son analiticos, y por lo
tanto se puede eliminar este problema. La gran desventaja con los métodos numéricos es
el error de redondeo que introducen y, que acumulado en un gran niimero de operaciones
e iteraciones, puede generar resultados bastante alejados de los éptimos reales.

Por este motivo, se han desarrollado una serie de métodos iterativos que, sin ser tan
eficientes en cuanto al nimero de iteraciones necesarias para alcanzar un 6ptimo como los
métodos basados en el gradiente, tienen las siguientes ventajas:

= No requieren de gradientes y Hessianos, por lo que sirven tanto para funciones
diferenciables como no diferenciables.

= No requieren de métodos numéricos y por lo tanto su error de redondeo se reduce
considerablemente.

Ahora se analizan algunos de estos métodos.

4.3.1.1. Método de Coordenadas Ciclicas

Este método usa los ejes coordenados como direcciones de busqueda. Mas especifica-
mente, el método busca a lo largo de las direcciones dj, ..., d,, donde d; es un vector de
ceros, excepto por un 1 en la coordenada j. Asi, a lo largo de la direccién de busqueda
d;, la variable z; es cambiada mientras todas las otras variables quedan fijas.

Si la funcién es diferenciable, entonces el método converge a un punto estacionario.
Procedimiento

e Paso 0: Elegir un escalar € > 0 para ser usado para saber cuando termina el algoritmo
como margen de incertidumbre y sean dy, ..., d, las direcciones coordenadas. Elegir un
punto inicial xq, sea y; = x1, kK = j = 1 y continuar con el paso 1.
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e Paso 1: Sea \; una solucién éptima a el problema de minimizar la funcién f(y+ Ad;)
sujeta a A € Ry sea y;11 = y; + \;jd;. Si j < n, reemplazar j por j + 1 y repetir el paso
1. De otra manera, si j = n, continuamos con el paso 2.

e Paso 2: Sea z41 — Yny1- Si ||Tk41 — xx|| < € paramos. De lo contrario sea y; = 41,
sea j = 1, reemplazar k por k + 1 y repetir el paso 1.

Cédigo R

#H#####H#COdigo método coordenadas ciclicas#H##AH#H#HAR#HHH
# vz.ini = c(0,3)
# funz = function(vz) (vz[1]-2) 2+(vx[1]-2*vz[2]) 2
optmul nores_coordciclicas = function(funx, vx.ini,
0.01,
1000,
T,
-1000,
1000) {
# longinc, epsilon > 0
#browser ()
mres = NULL
k=1
vyl = vx.ini
vxki = vx.ini
ndimension = length(vx.ini)
m.vectoresD = diag(x=1, ndimension, ndimension)
# Paso 3
repeat {
j=1
# Paso 2
for (j in 1l:ndimension) {
vDj = m.vectoresD[j,]
ffunxj = function(lambda) funx(vyi+lambda*vDj)
sol.uni = optimize(ffunxj,c(cota.inf,cota.sup), F)
#i1f (j<ndimension) {
#uDj1 = m.vectoresD[j+1,]
vyil = vyi + sol.uni$minimum * vDj
#}
vres = c(k,j,vyi,sol.uni$minimum,vyil)
if (report.calculos) {
if (is.null(mres)) {
mres =
} else {
mres =

vres

rbind(mres,vres)

vyi = vyil

vxkil = vyil
norma.l2 = sqrt(sum((vxkil-vxki)“~2))
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if ((norma.l2<epsilon) | (k>=nummax.iter)) {
break
} else {
k = k+1
vyi = vxkil
vxki = vyi
}
} # final repeat
if (report.calculos) {
colnames(mres) = c("k","j",paste0("vyi",1:ndimension),
"lambda",paste0("vyimasl",1:ndimension))
rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
} else {
names (vres) = c("k","j",paste0("vyi",1:ndimension),
"lambda",paste0("vyimas1",1:ndimension))
dfres = as.data.frame(vres)
}
print ("Optimo en vyimas1")
return(dfres)

Ejercicio 1

Minimizar f(z,7s) = (1 — 2)* + (21 — 2x5)? partiendo del punto inicial (0, 3).

vx.ini = c(0,3)
funx = function(vx) (vx[1]-2) 4+(vx[1]-2*vx[2])"2
df .res = optmul_nores_coordciclicas(funx, vx.ini, 0.0001,
1000, T

## [1] "Optimo en vyimas1"

La tabla muestra un resumen de los calculos para el método de coordenadas ciclicas.
En cada iteracion los vectores

knitr::kable(df.res[c(1:6,nrow(df.res)),], 4,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1 -
Método coordenadas ciclicas") ¥%>%
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),
"(continua)")
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Tabla 4.14: Ejercicio 1 - Método coordenadas ciclicas

k|j vyil vyi2 | lambda | vyimasll | vyimas12
1 1111 0.0000 | 3.0000 | 3.1282 3.1282 3.0000
2 1|2]3.1282 | 3.0000 | -1.4359 3.1282 1.5641
3 2| 1|3.1282 | 1.5641 | -0.4987 2.6294 1.5641
4 21226294 | 1.5641 | -0.2494 2.6294 1.3147
5 31126294 | 1.3147 | -0.1807 2.4487 1.3147
6 3| 2] 24487 | 1.3147 | -0.0904 2.4487 1.2244
374 | 187 | 2 | 2.0366 | 1.0184 | 0.0000 2.0366 1.0183

Ahora sin iteracciones

df .res2 = optmul nores_coordciclicas(funx,vx.ini,

## [1] "Optimo en vyimas1"

knitr: :kable(df .res2, 6, TRUE, TRUE,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método coordenadas ciclicas solucidén") %> %
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),

"(continua)")

Tabla 4.15: Ejercicio 1 - Método coordenadas ciclicas solucién

vres
k 187.000000
j 2.000000
vyil 2.036647
vyi2 1.018363
lambda -0.000039

vyimasl1 2.036647
vyimas12 1.018324

El objetivo es minimizar f(z) = (z; — 2)* 4+ (x1 — 2x4)? partiendo del punto inicial
(0,3). La tabla muestra un resumen de los calculos para el método de coordenadas cicli-
cas. En cada iteraciéon los vectores y; y y2 son obtenidos mediante la representacion de
una linea de bisqueda en las direcciones (1,0) y (0, 1), respectivamente. Para el punto
(2.036647,1.018363) la funcién objetivo tiene un valor de 0.00000180365, muy cercano del

valor 6ptimo 0.

Se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente en 3D:
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Figura 4.18: Grafico en 3D - Método coordenadas ciclicas ejercicio 1

También se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente en 2D sobre las curvas
de nivel:

00 05 10 15 20 25 3.0

Figura 4.19: Grafico en 2D - Método coordenadas ciclicas ejercicio 1
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Aqui elegimos los niveles para los que se representan las curvas de nivel:

00 05 10 15 20 25 30

Figura 4.20: Gréfico - Método coordenadas ciclicas ejercicio 1

También puede verse como se mueve en el plano XY:
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o — [
N —
>
— -
o -
I I I I I
0 1 2 3 4

Figura 4.21: Grafico en XY - Método coordenadas ciclicas ejercicio 1

4.3.1.2. Meétodo de Hooke y Jeeves

El método de Hooke y Jeeves representa dos tipos de bisqueda exploratoria y patron de
busqueda. Dado 1, una busqueda exploratoria a lo largo de las direcciones coordenadas
produce el punto xs. Un patrén de bisqueda a lo largo de la direccion zo x; conduce
al punto y. Otra busqueda exploratoria a partir del punto y conduce al punto z3. El
siguiente patrén de busqueda es a lo largo de la direccién x3 x5, obteniendo 3. El proceso
es repetido.

La figura muestra las primeras dos iteraciones del método. Las lineas que van de x;
a Ty v las que van de y a x3 representan la bisqueda exploratoria a lo largo de los ejes
coordenados y la linea que une a x5 y x3 y la que une a xs e y representa el patrén de
busqueda.

/Y .
x5 -
*3
Busqueda exploratoria
Patrén de busqueda @

X1

Figura 4.22: Busqueda exploratoria y patrén de busqueda
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El método de Hooke y Jeeves maneja direcciones de linea a lo largo de las direcciones
coordenadas dy, ..., d, y un patrén de busqueda en su desarrollo.

Procedimiento

e Paso 0: Elegir un escalar ¢ > 0 como margen de incertidumbre. Elegir un punto de
partida x, sea y; = 1, sea k = j = 1 y seguir con el paso 1.

e Paso 1: Sea \; una solucién optima a el problema de minimizar la funcién f(y;+Ad;)
sujeto a A € R y sea y;41 = y; + A\;jd;. Si j < n, reemplazar j por j + 1, y repetir el paso
1. De lo contrario, si j = n sea Tgr1 = Yni1- O ||Trr1 — xk|| < €, paramos, de lo contrario,
continuamos con el paso 2.

e Paso 2: Sea d = w1 — x; y sea A\ una solucién optima al problema de minimizar
f(zr1 + Ad) sujeto a A € R. Sea y; = z41 + Ad, sea j = 1, remplazar k por k+ 1, y
repetir el paso 1.

Cdédigo R

optmul _nores _HJ = function(funx, vx.ini,

0.01, 1000,
T,

-1000, 1000) #Buscamos lambda

#en un area (estos wvalores podemos modificarlos)
{

# longinc, epsilon > 0
#browser()
mres = NULL #Matriz de resultados
k=1

vyl = vx.ini
vxki = vx.ini
ndimension = length(vx.ini)
m.vectoresD = diag(x=1, ndimension, ndimension)
#Vectores de direcciones
# Paso 3
repeat {
j=1
# Paso 2
for (j in 1l:ndimension) {
vDj = m.vectoresD[j,]
ffunxj = function(lambda) funx(vyi+lambda*vDj)
sol.uni = optimize(ffunxj,c(cota.inf,cota.sup), F)
#i1f (j<ndimension) {
#uDj1 = m.vectoresD[j+1,]
vyil = vyi + sol.uni$minimum * vDj
valorf=funx(vyil)
#}
vres = c(k,j,vyi,sol.uni$minimum,vyil,vDj,valorf)
if (report.calculos) {
if (is.null(mres)) {
mres = vres
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} else {
mres = rbind(mres,vres)
}
}
vyi = vyil
}
vxkil = vyil
norma.l2 = sqrt(sum((vxkil-vxki)~2))
#distancia euclidea entre los dos puntos

if ((norma.l2<epsilon) | (k>=nummax.iter)) {
break

} else {
#Paso 3 (Parte modificada del método de Cordenadas ciclicas)
d=vxkil-vxki
ffunxj=function(lambda) funx(vxkil+lambda*d) #Misma funcidn,
#pero d distinto
sol.uni=optimize (ffunxj,c(cota.inf,cota.sup), F) #0Optimiza
#unidimensional
vyil=vxkil+sol.uni$minimum*d
j=3 #dentro de cada etapa obtenemos 1, 2 y 3
vres=c(k,j,vyi,sol.uni$minimum,vyil) #wvector de resultados
mres=rbind(mres,vres)
j=1
k=k+1
vyi=vyil
vxki=vxkil

} # final repeat
if (report.calculos) {
colnames(mres) = c("k","j",paste0("vyi",1:ndimension),"lambda",
paste0("vyimasl",1:ndimension),
paste0("dj",1:ndimension),"valorf")
rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
} else {
names (vres) = c("k","j",paste0("vyi",1l:ndimension),"lambda",
pasteO("vyimasl",1:ndimension),
paste0("dj",1:ndimension),"valorf")
dfres = as.data.frame(vres)
+
print ("Optimo en vyimasi")
return(dfres)

Ejercicio 1
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vx.ini = c(0,3) #coordenadas del punto en el que comienzo a iterar
funx = function(vx) ((vx[1]-2) 4+(vx[1]-2*vx[2])"2)
df.res = optmul nores HJ(funx, vx.ini,

0.0001, 1000,

## [1] "Optimo en vyimas1"

knitr: :kable(df.res[c(1:6,nrow(df.res)),c(1:7)], 4,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método Hooke y Jeeves") %>%
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),
"(continua)")

Tabla 4.16: Ejercicio 1 - Método Hooke y Jeeves

k| ] vyil vyi2 | lambda | vyimasll | vyimasl2
1 | 1]1|0.0000  3.0000 | 3.1282 3.1282 3.0000
2 11231282 | 3.0000 | -1.4359 3.1282 1.5641
3 | 11331282 | 1.5641 | -0.0972 2.8241 1.7037
4 | 2|11 28241 | 1.7037 | -0.1187 2.7054 1.7037
5 [ 22127054 | 1.7037 | -0.3510 2.7054 1.3527
6 2327054 | 1.3527 | 1.6684 2.0000 1.0000
11|42 2.0000 | 1.0000  0.0000 2.0000 1.0000

Minimizamos la funcién f(z) = (x; —2)*+ (21 — 224)?, la tabla muestra los célculos del
método de Hooke y Jeeves. En cada iteracion, una busqueda exploratoria a lo largo de las
direcciones coordenadas dados los puntos y, y ;1 y un patron de bisqueda a lo largo de
la direccién d = x4 — 1 dado el punto y;.

En 11 iteraciones se llega al punto inicial a la solucién 6ptima (2, 1), con valor objetivo
igual a 0.

Evolucién de ejemplo en 3D:
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Figura 4.23: Gréfico en 3D - Método Hooke y Jeeves ejercicio 1

Evolucién grafica en 2D sobre las curvas de nivel:

\?

00 05 10 15 20 25 3.0

Figura 4.24: Gréfico en 2D - Método Hooke y Jeeves ejercicio 1
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9.9=

0.2

16

00 05 10 15 20 25 3.0

Figura 4.25: Grafico - Método Hooke y Jeeves ejercicio 1

Evolucién grafica en el eje XY:

oM ¢ ®
=
>

— -

o -
I I I I I
0 1 2 3 4

X

Figura 4.26: Gréafico en XY - Método Hooke y Jeeves ejercicio 1
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4.4. Meétodo de busqueda multivariante usando deri-
vadas

Los métodos que utilizan derivadas las cuestiones béasicas de metodologia son las mis-
mas:

1.- ;Hacia que direccion moverse en R*?
2.- ;Cuando parar las iteraciones?

Obviamente la respuesta de la pregunta dos es facil, parar las iteraciones cuando f se
empiece a incrementar o disminuir.

Una eleccién natural direccional es determinada mediante calculo: hacer que f crezca
o decrezca tan rapido como sea posible.

Una manera de lograr esto es dada por el gradiente de f(x).

Los métodos de gradientes determinan la mejor direccién y la mejor longitud de re-
corrido en esa direccién, para poder alcanzar el maximo o minimo, en el menor tiempo
posible (menos nimeros de iteraciones).

4.4.0.1. Método de paso descendente

Procedimiento
e Paso 1: Elegir el punto inicial z; € R* y calculamos V f(z;) para k = 1.
e Paso 2: Calculamos la longitud de paso 5 > 0 tal que f(zx — 3V f(zx)) sea minimo.

e Paso 3: Sea xj,1 = xp — SV f(x}) calculamos V f(2x11). Si V f(2ry1) = 0 o suficien-
temente pequeno paramos. En caso contrario k = k + 1 y vamos al paso 2.

Codigo R

optmul nores_pasosdescendentes = function(funx,gradfunx, vx.ini,

0.01,
1000,
I
0.00001,
1000) {
# longinc, epsilon > 0
#browser ()
mres = NULL
k=1

#uyir = vx.ini
vxki = vx.ini
ndimension = length(vx.ini)
gradfxi = gradfunx(vxki)
repeat {
vD = gradfxi
fxi = funx(vxki)
ffunxj = function(lambda) funx(vxki-lambda*vD)
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sol.uni = optimize(ffunxj,c(cota.inf,cota.sup), F)
vxkil = vxki - sol.uni$minimum * vD
gradfxil = gradfunx(vxkil)
norma.l2 = sqrt(sum((gradfxil)~2))
vres = c(k,vxki,fxi,-gradfxi,sol.uni$minimum,
vxkil,norma.l2,norma.12<epsilon)

if (report.calculos) {

if (is.null(mres)) {

mres = vres

} else {
mres = rbind(mres,vres)
}
+
if ((norma.l2<epsilon) | (k>=nummax.iter)) {
break
} else {
k = k+1

vxki = vxkil
gradfxi = gradfunx(vxki)
+
}# final repeat
if (report.calculos) {
colnames(mres) = c("k",paste0("vxki",1:ndimension)
,"fxi" ,paste0("vd",1:ndimension),"lambda",
pasteO("vxkimasl",1:ndimension),"NormaGrad","Fin")
rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
} else {
names (vres) = c("k",paste0("vxki",1:ndimension),
"fxi",paste0("vd",1l:ndimension),"lambda",
pasteO("vxkimasl",1:ndimension),"NormaGrad","Fin")
dfres = as.data.frame(vres)
}
print ("Optimo en vxkimas1")
return(dfres)

Ejercicio 1
Minimizar (z; — 2)* + (21 — 2x2)* con un punto inicial (0, 3).

vx.ini = ¢(0,3)
funx = function(vx) (vx[1]-2) 4+(vx[1]-2*vx[2])"2
gradfunx = function(vx) c(4x(vx[1]-2)"3+2*x(vx[1]-2xvx[2]),-4*x(vx[1]-2*vx[2]))
df .res = optmul_nores_pasosdescendentes (funx,gradfunx,vx.ini,
0.0001, 1000,
T)

## [1] "Optimo en vxkimas1"
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knitr::kable(df.res[c(1:8,nrow(df.res)),], 3,
"\\label{tablaO1}Ejercicio 1
- Método paso descendente") %>%
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),
"(continua)")

Tabla 4.17: Ejercicio 1 - Método paso descendente

k | vxkil | vxki2 fxi vdl vd2 | lambda ‘ vxkimasll | vxkimasl2 | NormaGrad | Fin
1 1| 0.000 | 3.000 | 52.000 | 44.000 | -24.000 0.062 2.708 1.523 1.544 0
2 2| 2708 | 1.523 | 0.365 | -0.740 | -1.355 0.231 ‘ 2.537 1.210 0.969 0
3 312537 | 1.210 | 0.096 | -0.851 0.465 0.112 2.442 1.262 0.376 0
4 4] 2.442 | 1.262 | 0.045 | -0.180 | -0.330 0.268 ‘ 2.394 1.174 0.382 0
5 512394 | 1.174 | 0.026 | -0.336 0.183 0.125 2.352 1.197 0.190 0
6 6| 2352 | 1.197 | 0.017 | -0.091 | -0.166 0.280 ‘ 2.326 1.150 0.218 0
7 71 2.326 | 1.150 0.012 | -0.191 0.105 0.131 2.301 1.164 0.119 0
8 812301 | 1.164 | 0.009 | -0.057 | -0.105 0.287 ‘ 2.285 1.134 0.145 0
839 | 839 | 2.029 | 1.014 | 0.000 | 0.000 0.000 0.145 2.029 1.014 0.000 1

Minimizamos la funcién f(z) = (21 —2)* + (22 — 222)? partiendo del punto inicial (0, 3).
En la iteracién nimero 839 se encuentra el éptimo y en el punto (2.029,1.014). El valor
de al funcién en ese punto es 0.00000170728.

También se puede ver como evoluciona el algoritmo graficamente en 2D sobre las curvas
de nivel:

Figura 4.27: Grafico en 2D - Método paso descendente ejercicio 1
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En el siguiente c6digo, se eligen los niveles para los que se representan las curvas de
nivel:

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 4.28: Gréfico - Método paso descendente ejercicio 1

4.4.0.2. Método de Newton

En el caso multidimensional la aproximacién cuadratica de una funcién dos veces dife-
renciable viene dada por:

q(x) = 0(zg) + VO(zr) (x — xp) + ;(I — xy) H(xy)(x — z)

la eleccion del nuevo punto xi,; se realiza de forma

Vq(xz) = VO(zy) + H(zk)(x —xx) =0

por lo que, en caso de que la matriz hessiana sea invertible,

= Tky1 = Tgp — H(xk)’lve(:ck)

Dado un escalar positivo prefijado €, el procedimiento termina cuando

|Thi1 — 2| <€

o cuando

IVO(ar)]] < e
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Cddigo R

newtonmultidimensional=function(fun, x, y, epsilon, D){
#,cota.inf=0.00001, cota.sup=1000) No son mecesarias ,
#no hay etapas unidimensionales.

#(Nos wvamos a mover a base de gradientes y hessianos)

#D=numero maxrimo de tteraciones
k=1 #primera iteraccion
mresultados=NULL #La matriz de resultados empieza nula
derivadal=deriv(fun, c("x","y"), hessian=TRUE, func=T)
#Calculamos la derivada de la funcidén con respecto a T e Yy
grad=function(x,y) attr(derivadal(x,y), "gradient") #funcidn gradiente
hess=function(x,y) matrix(as.vector(attr(derivadal(x,y),
"hessian")), nrow=2,ncol=2)
#funcion hessiano (vector)
repeatq{
vfun=derivadal(x,y) [1] #Valor de la funcion en = e y
gradl=grad(x,y) #Gradiente
hessl=hess(x,y) #Hessiano
hessinversa=solve(hess(x,y))
hessgradiente=as.vector (hessinversa J* %t (grad(x,y)))
#Nuevos puntos para la siguiente iteracidn
x1=x-hessgradiente[1]
yl=y-hessgradiente[2]

norma=norm(grad(x,y),type="F")

vresultado=c(k,x,y,vfun,as.vector(gradl) ,as.vector (hessl),
as.vector(hessinversa),
as.vector (hessgradiente) ,x1,y1l,norma)
if (is.null(mresultados)) {
mresultados=vresultado #igualamos la matriz de
#resultados(nula) al primer vector de resultados
} else {
mresultados=rbind(mresultados,vresultado)
#a partir de la segunda iteracion vamos afiadiendo
#nuevos vectores calculados a la matriz de resultados
+
if (norma<epsilon || k==D){
break #si cumple esa condicion de rompe el bucle. Hemos llegado al
#optimo
} else{ #si no se cumple lo
#anterior,continua con los puntos calculados anteriormente para
#la stguiente iteracion
x=x1
y=yl
k=k+1
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+

}

colnames (mresultados)=c("k","x1","x2", "valordelafun",
"gradx1","gradx2","Hess11l",
"Hess12","Hess21",
"Hess22","InversaHess11","InversaHess12",
"InversaHess21",
"InversaHess22", "gradlxHessxl", "gradl*Hessx2",
"x1masl","x2masl", "norma"

rownames (mresultados)=NULL

datafresultados=as.data.frame(mresultados)

print ("Optimo en xlmasl, x2masi")

return(datafresultados)

Ejercicio 1

Minimizar (z; — 2)* + (21 — 2125)?

fun=expression((x-2) "4+ (x-2%y) "2)
resfin2=newtonmultidimensional (fun,0,3,epsilon=0.1,D=1000)

## [1] "Optimo en xlmasl, x2masl"

knitr::kable(resfin2,digits = 3,

caption ="\\label{tablaOl1}Ejercicio 1

- Método Newton Raphson") %> %
kable_styling(latex_options = c("striped", "HOLD_position",
"repeat_header", "scale_down"),
repeat_header text = "(continua)")

Tabla 4.18: Ejercicio 1 - Método Newton Raphson

k| xI| x2] valordelafun | gradxl | gradx2 | Hess11 | Hess12 | Hess21 | Hess22 | InversaHessI1 | InversaHess12 | InversaHess21 | InversaHess22 | grad™Hessx1 | grad™Hessx2 | xImasl | x2mas] | norma,
T_0.000_3.000 52.000 | -44.000 24| 50.000 Bl ] B 0.021 0.010 0.010 0.130 -0.667 2.667 | 0.667 _ 0.333 | 50.120
210,667 ] 0.333 3060 | -9.481 | 0 23333 E ] 8] 0.047 0.023 0.023 0.137 | 0.441 0222 LIII] 0556 9481
3 1111 0.556 0.624 | -2.809 0| 11.481 4 4 8 0.105 0.053 0.053 0.151 -0.296 <0148 | 1407 0.704 | 2.809
41407 ]0.704 0.123 [ -0.832 0] 6.214 -4 4] 8] 0.237 0.119 0.119 0.184 | -0.198 -0.099 | 1.605] 0802 0.832
5 1.605 0.802 0.024 | -0.247 0| 3873 -4 -4 8 0534 0.267 0.267 0.258 -0.132 -0.066 | 1737 0.868 | 0.247
6] 1.737 [ 0.868 0.005 | -0.073 | 0] 2832 -4 A7 8] 1.201 0.601 0.601 0.425 | -0.088 -0044] 1821 0912] 0.073

Minimizamos la funcién f(z) = (x1 — 2)* + (21 — 222)? partiendo del punto inicial
(0,3). La tabla anterior muestra un resumen de los cdlculos. En cada iteracién zx; =
xy — H(xp,) ' f(x)). Después de 6 iteraciones se obtiene el punto (0.9122085,1.8244170).
El valor de la funcion es 0.004811659 y el procedimiento es terminado.

Evolucién grafica en 3D:
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Figura 4.29: Grafico en 3D - Método Newton Raphson ejercicio 1

Evolucién grafica en 2D sobre las curvas de nivel:

o
e AR AR AR g (B
A >
v _|
—
o _|
—
v _|
o
o _|
o
Lq /
o 5
' | | |

I I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 4.30: Grafico en 2D - Método Newton Raphson ejercicio 1
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Evoluciéon grafica en el eje XY:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.31: Grafico - Método Newton Raphson ejercicio 1

4.4.1. Optimizaciéon multidimensional con restricciones
4.4.1.1. Meétodos de penalizaciones

Sea f : 5 CR* — R consideramos el Problema de Optimizaciéon Multiple con restric-
ciones de desigualdad e igualdad

s.a: g(r) <0 g:R* = R”
h(z) =0 h:R* - R

Asociado con este problema esta el problema penalizado:

Min  f(z) + pa(z)
s.a:x €R”

donde a(z) es la funcién penalizadora definida por

m k

a(z) =3 0lgi(@)] + > Ulhi(x)]

i=1 i=1

con ) y 1 funciones continuas que verifican:
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0 s2 y<o0
>0 st y>0

0 si y=0
?/J(y)—{>0 st y#0

Las funciones mas empleadas son:

o(y) = [max{0, y}]’
Y(y) = [yl

Procedimiento

e Paso 0 Sea € > 0 el escalar empleado como criterio de parada.
Elegimos:

-El punto inicial x;.

-Un parametro de penalizacion p; > 0.

-Un escalar § > 1.

-k =1.

e Paso 1 Resolver el problema Min f(z) + ura(z) s.a : x € R sea x4 la solucion
optima de este problema, pasamos al paso 2.

e Paso 2 Si ppa(rg1) < € parar en otro caso figy1 = fug, k =k + 1.
Cédigo R

optmul_res_penalizaciones = function(vx.ini,funx,lrest.igualdad,
function(x) abs(x)"2,

0.1, 10, 0.01,
1000, T) {
#epstilon > 0
#browser ()
mres = NULL
k=1

vxki = vx.ini
ndimension = length(vx.ini)
f.alfa = function(vx,muk) {
pri = funx(vx)
pri = pri + muk * phi.igualdad(lrest.igualdad[[1]] (vx))
return(pri)
}
#mul = 0.1
#beta = 10
muk = mul
# Paso 3
repeat {
fmu.temp = function(vxki) f.alfa(vxki,muk)
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solk = optim(vxki,fmu.temp)
vxkil = solk$par
fpvxkil = solk$value
fvxkil = funx(vxkil)
alfavkil = lrest.igualdad[[1]] (vxkil)~2
muk.alfavkil = muk * alfavkil
vres = c(k,muk,vxkil,fvxkil,fpvxkil,alfavkil,muk.alfavkil)
if (report.calculos) {
if (is.null(mres)) {

mres = vres
} else {
mres = rbind(mres,vres)
+
+
if ((muk.alfavkil<epsilon) | (k>=nummax.iter)) {
break
} else {
k = k+1

vxki = vxkil
muk = mukx*beta
+
} # final repeat
if (report.calculos) {
colnames(mres) = c("k","muk",paste0("vxkmasl",1:ndimension),"fvxkmasl",
"fpvxkmasl",
"h2vxkmas1", "mukporh2vxkmasi")
rownames (mres) = NULL
dfres = as.data.frame(mres)
} else {
names (vres) = c("k","muk",paste0("vxkmas1",1:ndimension),
"fvxkmas1","fpvxkmasl","h2vxkmasl", "mukporh2vxkmasi")
dfres = as.data.frame(vres)
}
print ("Optimo en vxkmas1i")
return(dfres)

Ejercicio 1

Lo utilizamos sobre la funcién f(z1, z2) = (71 — 2)* + (21 — 224)?, sujeto a z7 — x5 = 0.

vx.ini = c(2,1)

funx = function(vx) (vx[1]-2) 4+(vx[1]-2*%vx[2])"2
lrest.igualdad = list(function(vx) (vx[1]"2-vx[2]) )

df .res = optmul_res penalizaciones(vx.ini,funx,lrest.igualdad,

function(x) abs(x)~2, 0.1,
10, 0.0001, 1000,
T)
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## [1] "Optimo en vxkmasl"

knitr::kable(df.res[c(1:5,nrow(df.res)),], 5, TRUE,
TRUE, "\\label{tablaO1}Ejercicio 1 -
Método de penalizacién") %>%
kable_styling( c("striped", "HOLD position",
"repeat_header", "scale_down"),

"(continua)")

Tabla 4.19: Ejercicio 1 - Método de penalizacién

muk vxkmasll vxkmasl2 fvxkmasl fpvxkmasl h2vxkmasl mukporh2vxkmasl

le-01 1.45393 0.76077 0.09349 0.27659 1.83098
le+00 1.16870 0.74067 0.57529 0.96617 0.39088
le+01 0.99059 0.84239 1.52005 1.71295 0.01929
le+02 0.95077 0.88749 1.89128 1.91840 0.00027
le+03 0.94610 0.89342 1.94053 1.94335 0.00000

le+05 0.94558 0.89411 1.94613 1.94616 0.00000

N Otk W N
N Ok W= R

0.18310
0.39088
0.19290
0.02712
0.00282

0.00003

El objetivo es minimizar (z; — 2)* + (21 — 222)? + pa(2? — 22)%, 2y = (2,1) py = 0.1,
8 = 10.

Llegamos al 6ptimo en la iteracién nimero 6, con p = 10000, z7 = (0.9454,0.8935). La
funcion en ese punto vale 1.9456.

La funcién penalizadora vale 0.

4.4.1.2. Meétodos de barrera

Sea f : S C R* — R consideramos el problema de optimizacion multiple con restric-
ciones

s.a g(x) <0
resS ¢g:R* >R

Asociado con este problema esté el problema de barrera

Min 0(p) = f(z) +pBx) >0
Funcién de Barrera

La funcién B(z) es una funcién de barrera que cumple las propiedades de ser no negativa
en la regiéon S y de tender a infinito cuando se acerca a la frontera de S.

Las funciones mas empleadas son
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Procedimiento
e Paso 0 Sea € > 0 el escalar utilizado como criterio de parada.

Elegimos:
» El punto inicial 2 € S = {z € R* : 9(\) < ¥} # ¢.

-Un parametro de penalizacion gy > 0.
-Un escalar 0 < g < 1.
E=1

e Paso 1 Resolver el problema:

Min  f(z) + puB(x)
sa: x €S

Sea x.1 la solucién 6ptima del problema obtenido por algin método de optimizacién sin
restriciones.

e Paso 2 Si upB(zy41) < € paramos, en caso contrario figy1 = Blks1-
Ejercicio 1

Minimizar (z; — 2)* + (21 — 222)? sujeto a 23 — x5 < 0. Vamos a minimizar (z; —2)* +
(11 — 219)% + uﬁ, punto inicial (0,1), 4y = 10, 8 = 0.1.
f=function(x) {

x1=x[1]

x2=x[2]

return((x1-2)"4 + (x1-2*x2)°2 - mu/(x1°2 -x2))

}

beta=0.1

mu=10
epsilon=0.001
x=c(0,1)

( optim(x,f))

## $par

## [1] 0.7080021 1.5315815
##

## $value

## [1] 18.03898

##
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## $counts

## function gradient
## 61 NA
#it

## $convergence

## [1] ©

##

## Pmessage

## NULL

( soluc$par)

## [1] 0.7080021 1.5315815

( soluc$value)

## [1] 18.03898

repeat

{
cat("La solucidén es",vx.sol,"\n")
cat("La funcidén penalizada vale", fvx.sol,"\n")
mu=muxbeta

X=VX.s01l

( optim(x,f))

( soluc$par)

( soluc$value)

p=—mu/(vx.sol[1]"2 -vx.so0l[2])
if (p<epsilon) break

## La solucidén es 0.7080021 1.531581
## La funcidén penalizada vale 18.03898

4.5. Fundamentos de Optimizacién Restringida

4.5.1. Condiciones de Karush-Kuhn y Tucker y optimalidad

4.5.1.1. Problemas de Optimizacién con Restricciones

Definicion 4.5.1 Se considera el Problema de Optimizacién con restricciones, definido
como sigue

Min  f(x)
s.a gi(r) <0 Vi=1,2,...m
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| r € X CR"

4.5.1.1.1. Teorema Condiciones Necesaria de Karush,Kuhn y Tucker (K-K-
T)

Sea X C R* un conjunto abierto no vacio. Se considera el problema de optimizacion
con restricciones anteriormente definido. Sea T factible y supongamos que f y g; son
diferenciables en Z. Sea I = {i\¢;(T = 0)}. A este conjunto se le conoce como el conjunto
de las restricciones activas en Z. Ademads se verifica que {Vg;(Z)} para cada i € I son
linealmente independientes (cualificacién de restricciones). Si T es una solucién local de
problema definido, entonces existen escalares u;, tal que se verifica:

Vi@ LS uVa@=0 (1)

i=1
W >0, Yi=1,2...m (3)
Observaciones

La ecuacion (1) es una igualdad vectorial que se puede escribir como

1@ | 090 o iy

Hi
Or; I O
Observacién

Si no se verifica la cualificacién de restricciones, el minimo no tiene por que ser punto
K-T, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Min —x;
s.aa my—(1—21)*<0
x1,r9 20

Buscamos los puntos K-T. Empezamos por definir la funciéon del lagrangiano para
aplicar la expresion del teorema. En este caso se tiene que

f(x1,20) = =11
g(wr, ) = w5 — (1 — 1)’

92(I1,$2) =~

g3(w1,12) = —12

Por tanto se tiene que:

L(.Z', )\) = —x1 + )\1(.1'2 — (1 — .I'l)?’) — )\2%1 — )\333'2

Y las derivadas parciales:
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oL
87371 - —1+3>\1(1_l‘1)2—)\2:0
oL
R W Y
81:2 1 3
)\1(1‘2 — (1 — l'1>3) =0
)\21’1 =0
)\31‘2 =0

$2—(1—l‘1)3§0

1,72 >0

Veamos ahora qué valores pueden tomar los escalares \;

e (0,0,0)

—1 = 0 imposible

e (A,0,0)

-1+ 3)\1x% — 3Nz +3A =0

A —A3=0

Imposible porque \{ = A3y A\ >0y A3 =0
e (0,X2,0)

Ay = —1 No vale.

e (0,0,A3)

—1 = 0 Imposible.

o (A1, \2,0)

Imposible porque A\ = A3y Ay >0y A3 =0
e (A,0,3)

—1+3\22 — 6\ 21 + 3\ =0

A —A3=0

Como A3 > 0= 2o =0= 21 =1, por ser \; >0

Asi pues —1 + 3A; — 61 +3X\; = 0= —1 = 0 Imposible

o (0,)2,A3)

1= X =0=>X=-1
No vale.

o (A1, A2, A3)

.lel'Q:O

79 = (1 —21)® = x5 = 1 Contradiccién.

No hay puntos K-T. Sin embargo si se resuelve el problema de manera gréfica.
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Figura 4.32: Ejemplo condiciones necesarioas de Karush,Kuhn y Tucker

Se puede ver que la solucién es el punto (1,0), que no es punto K-T. La razén es que
no se verifica la cualificacién de restricciones. Las restricciones activas en el punto (1,0)
son:

g1(x1,m3) = 25 — (1 — 21)3, pues ¢1(1,0) =0
93(3317502) = —X2, pues 93(1,0) =0

Y se tiene que:

Vi (a1, 2) = (3(1 _1961)2)

Vs (a1, ) — (_01)

Que evaluados en el punto (1,0) queda:

a0 = (1) v vm0= (")

Obviamente, no son vectores linealmente independientes.
Observacion
La condicién de K-K-T es necesaria, pero no suficiente.

Ejemplo

Min — xy
s.aa w1+ a5 <4

—23 4+ 15 <0
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L1, T2 2 0

Calculamos el lagrangiano y planteamos las ecuaciones de K-T.

L(ZE, )\) = —T9 + )\1(%% + Qig — 4) + )\2(—$% + xg) — )\3%1 — )\4]72

oL

_— = 2)\1.%'1 — 2)\21’1 — )\3 =0

(91’1

oL
7:—14-2)\1]724-)\2—)\4:0
(9x2

(22 + 22 —4)=0
Ao(—2] +29) =0

)\31’1 =0
)\41‘2 =0
o+ a2 <4
—$% + To S 0
1,22 20
e (0,0,0,0)
—1 = 0 Imposible.
L4 (/\170707())
2Mr1=0 =2,=0
—142\2xy =0 3 = Infactible
Btari=4 =Sai=4=1,=2
L (07 A27070)

2021 =0 =2,=0

—1+2X=0 =X=1 ;= Punto K-T
224+ x9=0 =1x5=0

(0,0) v (0,1,0,0) cn valor 0 en funcién objetivo.

e (0,0,5,0)

—A3 = 0 No vale.

e (0,0,0,Ay)

—1—-—X=0= Xy = —1 No vale.

(A1, A2,0,0)

2M1x1 — 22X = 0= 2 121 =2 My = A\ = Ao sizy #0

—14+2M2+ X =0
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2 2
]+ x5=4 5 4
=4+ a; =4
—x%+x2——02>x2——x% 1 1

Se hace un cambio de variable y = 23 = ¢y* +y—4 =0 =

y = —1i\£1+716 — \/i—l = 1 = (@)1/27 pues la raiz negativa da una solucién
infactible.

120 (M) =02 M = =)

Punto K-T: ((\/i—l)l/?’ \/z—l) y (\/%, \/%, 0,0) con valor de la funcién objetivo —@

L (/\1707 >\370)
2)\1331 — )\3 =0-1+ 2)\1.T2 =0

x1 + 2304

2 =0 } = 19 =2 Infactible

b (/\170707>\4)

2Mz1=0=2, =0
—142 Nz — N =0 —1—)\4:O:>>\4:—1 No wvale.
.172:0

o (07 )\27)\370)

2)\2!E1 — )\3 =0

—14+X=0=>X =1 }:>)‘3—_2$1:>)\3§0 No vale.

e (0,),0,)\)
—2X21=0=2;=0
—14+X—-A=0=>XN=\—-1
—2i+x,=0

To =10

Punto K-T: (0,0) y (0, A3,0, Ay — 1)
e (0,0,A3,\y)

A3 = 0 No vale

o (A1, A2, 23,0)

2Mx1 — 2X9x1 — A3 =0
—1+2M29+ X =0

x1 + 2304
—x% +29=0 ) =29=0 Imposible
T = 0
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g ()\17 07 )\37 )\4)
2)\1131 - >\3 =0
—1+2)\1I2+)\2—)\4:0

22423 =4
xr1 =0 p Imposible
To = 0
o (A1, A2,0,0y)
2)\11’1 — 2)\21’1 =0
—1+2)\1I2+)\2—)\4:O
3422 =4

—x% +2o=0 ) = x1=20=0 Imposible
To — 0

o (0> A2, A3, )\4)

—2)\21’1—)\3:0
—14+X—XN=0
—JZ%—FZ'Q:O
r1 =0 =x1=29=0
1’2:0
A3 = 0 No vale

L ()\17>\27>\37>\4>

2+ 2i=4
_$%+$2:O
1’120
IQZO

Imposible

Candidatos a maximo
(0,0) y (0,1,0,0)

VIT— V171
((%)1/2’ T) y (\/%7 \/%7 07 0)

(0,0) v (0, A2, 0, Ay — 1)

El punto (0,0) es punto de K-T, pero su valor en la funcién objetivo es mayor que el
ﬁ—l)l/z \/ﬁ—l)
2 12

punto (( , por lo que no es el é6ptimo. De hecho, aplicando el teorema de

Weierstrass, se sabe que el méximo es ((¥1I=1)1/2 YAT=1),

4.5.1.1.2. Teorema Condiciones Suficiente de Karush, Kuhn y Tucker (K-K-
T)

Se considera el Problema de Optimizacién con Restriciones. Si f(x) es pseudoconvexa y
g; son cuasiconvexas diferenciables Vi = 1,2, ...,m y T verifica las condiciones de K-K-T,
entonces T es un minimo para el Problema de Optimizacion con Restricciones.

CAPITULO 4. APLICACIONES DE PROGRAMACION NO LINEAL 111



4.5. FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION RESTRINGIDA

4.5.1.2. Problemas de Optimizacion con Restricciones de desigualdad e igual-
dad

Definicion 4.5.2 Se considera el Problema de Optimizacion con Restricciones de des-
igualdad e igualdad, definido como sigue

s.a gi(x) <OVi=1,2,....m

hi(z) =0  Vi=1,2,..1
r € X CR"
(POR1)

4.5.1.2.1. Teorema Condiciéon Necesaria de Karush, Kuhn y Tucker (K-K-T)

Sea X C R™ un conjunTo abierto no vacio. Se considera (POR1). Sea T factible y
supongamos que f y g; son diferenciables en . Si T es una solucién local de (POR1),
entonces existen escalares u;, v; tal que se verifica:

=1 =1
U; g; :O, Vi = 1,2,,m (5)
u; >0, Vi=1,2,...,m (6)

Observacién

La ecuacion (4) es una igualdad vectorial que se puede escribir como

of(@) I 0gi(T) <~ Ohi(T) .
8:16]- * i al‘j + vi (%j O’ J yeenn T

i=1 =1

4.5.1.2.2. Teorema Condiciéon Suficiente de Karush, Kuhn y Tucker (K-K-T)

Se considera el (POR1). Si f(x) es pseudoconvexa y g;, h; son cuasiconvexas diferen-
ciables Vi y T verifica las condiciones de K-K-T para (PORI), entonces T es un minimo
para (POR1).

4.5.1.3. Ejercicios
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f(z1,22) = 21 + 329

Max x1 4 32
sa: x7+15<5h
—Z1 + T2 S 1

x1,T2 > 0

Es lineal y, por tanto, céncava y convexa a la vez.

g1(z1,20) =22 + 22 =5

Vo) = (511)

2 0
H =
g1 (w1, 22) <0 2)
Al >0
AQ >0
= g7 es estrictamente convexa.
g2(x1,m9) = —x1 + 29 — 1 es lineal y por tanto, concava y convexa. Se verifican las

condiciones necesarias y suficientes de Khun y Tucker y cualquier punto critico es maximo

global.

L(z, ) = 21 + 3wy — M (22 + 22 —5) — Xo(—21 + 29 — 1) + X321 + Mg

e (0,0,0,0)
1 = 0 Imposible
o ()\17 07 07 O)

1—2)\11’1:0:>)\1:L S1 Il%o 1
3—2>\1ZL'2:0:>)\1:i st 1‘27&0

oL
7:1—2)\13714‘)\2‘1‘)\3:0
(9:1:1
oL
7:3—2>\1$2—)\2+)\4:0
al'g

Mzl +25-5)=0
Xo(—x1+29—1)=0
A3z =0
Mo =0
i+ 15 <1

x1,T2 > 0

= = — = 1,=2371
2(131 2%2 2 !
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I;i;;ilg)}:>xf+9xf:5:>10xf:5:>x§:;:>JC1=\}52?2>$2=3\2/§
Infactible.

e (0,)2,0,0)

1+ X =0= Ay = —1 No vale.

e (0,0,)3,0)

A3 = —1 No vale.

e (0,0,0,Ay)

1 = 0 Imposible.

e (A1,12,0,0)

1—2/\1{E1+)\2:O
3—2/\1[)’2—2—/\2:0

xi+ a3 N x3 + 13
—Jfl—f—l‘g:l Ilzl’g—l

}:>($2—1)2+x§:5:>x§—x2—2:0

1£v1+8
2
Size =2= 21 =1y el punto es factible.

Ty = =>r—2=2 y x3=-—1

Si 9 = —1 infactible.

1—2)\1+)\2:O

:>/\—2>0 >\—1>0
3 AN\ — Ay =0 173 ¥y =3

Se tiene un punto critico, que por el teorema es méaximo (1,2) y (%, é,0,0) con 7 de
valor de la funcion objetivo.

Es posible que exista una solucion multiple y por eso seguimos analizando otros casos,
aunque en este caso la grafica nos dice que es un méaximo unico.
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Figura 4.33: Ejercicio 1

L ()\1703)‘3a0)
1—2)\1$1+)\3=0
3—2\Nz2=0 3 = X3=—1 No vale.
.’1?1=0
1 ()\170705>\4)
1—2)\1371:0
3—2 224+ =0 ;=\ =-3 No vale.
.I‘QZO
b (07)\27)\370)
1—)\2+)\3:O
3—X=0 p,=X=3 y A=—-4 No vale.
%‘1:0
o (07/\2707)\4)
14+ X =0= Ay = —1 No vale.
b (0707>\37>\4)

A3 = —1 = No vale.
o (0,2, A3, \y)
1+X+A3=0
1—=X+X=0
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—r1+x9=1
x1 =0 » = Imposible.
To = 0

L4 (/\17 07 >\37 >\4)

2+ 12=5
r1 =0 } = Imposible.

Lo = 0
L4 ()\17)\2707 )‘4)
24123 =5
—x1 4+ 22 =1 ) = Imposible.
Try = 0
L4 ()\17)\27>\370)
wi+a3=5
—r1+ 22 =1 ) = Imposible.
Tr, = 0
L4 (Ala)\27A37>\4)
2+ 23=5
—x1 4+ 292 =1 ) = Imposible.
T = Tg9 = 0

Por tanto solo existe un maximo, (1,2) y (%, %, 0,0), con valor de la funcién objetivo
igual a 7.

Opt 23 + (39 — 1)?
s.aa: x1+a2<6
200+ a0 >4 201 — 22+ 4 <0
1,29 > 0
far,2) = 27 + (22 — 1)
Vf($175152) = (ﬁfb)

vf(xb‘r?) = (g (2)>

A1 >0y Ay >0 = f es estrictamente convexa.
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Las restricciones son lineales. Por tanto se verifican las condiciones necesarias y sufi-
cientes de Khun y Tucker para un problema de minimizar y cualquier punto critico es el
tnico minimo global. Como también hay que maximizar, en este caso no se verifican las
condiciones del teorema. El problema se va a plantear con las ecuaciones de minimizar,
por lo que si se quieren buscar maximos, se tendra que hacer con los landas negativos. O
sea, minimo con landas positivos y maximo con landas negativos. Si hay de las dos clases,
no es un punto critico.

L(l’, )\) = $% + ill'% +1-— 2.1'2 -+ )\1(1’1 + X9 — 6) + )\2(—2371 — X9 + 4) — )\31'1 — )\41’2

L
87:2$1+)\1—2/\2—)\3:0
81'1

oL
7:21‘2—2+)\1—)\2—)\4:0
83:2

)\1(IB1 + o — 6) =0
)\2(21}1 + X9 — 4) =0

)\31’1:0
)\4.732:0
1+ 292 <6
201 + a9 > 4
371,33220
e (0,0,0,0)
221 =0 1 =0 .
%y — 2 = 0 }:> oy = 1 }:>Infactzble
L ()\1707070)

201 + A1 = M\ = 214
200 =2+ XA =0= X\ =2 — 229
Por tanto: —2x; =2 — 229 = —221 + 229 = 2

—21’1 + 21’2 =2

Ir =
T1+ 22 =0 ’

N =3

Se tiene un punto critico candidato a maximo porque \; es negativo.

(5,%) v (=5,0,0,0) con valor de la funcién objetivo 2.
o (0,),0,0)

21 + 20 =0= Ay = 11
200 — 24+ X =4 = Ay =219 — 2

Por tanto: 229 — 2 =21 = —x1 + 225 = 2
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—x1+ 229 =2 = 21 +4x, =4
21‘1+l’2:4

Portanto:5x2:8:>x2:% xlzg Ay =8

Es un punto critico para el problema de minimizar, lo que significa que es el minimo
global tnico, porque se cumplen las condiciones necesarias y suficientes del teorema de
Kuhn y Tucker y la funcién objetivo es estrictamente convexa.

(g, %) y valor de la funcién objetivo %.

Ya no hay que investigar mas minimos por lo que si en los proximos sistemas de ecua-
ciones encontramos algin landa positivo, se puede dejar de resolver ese caso.

b (0707)\370)

21‘1—)\3:0
200 =0 p = Ny =x1 =29 =0 Infactible
1'120
e (0,0,0,Ay)
201 =0 }:>x1::c220 Infactible
$2:O
L4 (/\1)/\2)070)
331—|-£132:6 o _ .
2x1+$2—4:>—2x1—:c2——4}:>_x1_2:>$1_ 2 Infactible
L4 (/\1707A370)
$1+l’2:6 o
$1:0}$x2_6

2$1+)\1—)\3:0

2:52—2—1—)\1:0}:/\1:/\3:_10

Punto critico candidato a méaximo.
(0,6) y (—10,0,—10,0) con valor de la funcién objetivo 25.
L (07 )\27 )\37 0)

2I1+Z‘2:4 -
1 =20 }:>$2_4
21’1+2)\2—)\3:O

2x2_2_)\220}:>)\3:12

No vale, pues es positivo y ya se sabe que no puede ser minimo.
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o (07 )\2707)\4)

No vale, son de distintos signos.

b (07 07 >\37 >\4)
I = 0 .
2y = 0 } = Infactible.
L ()\17)\27)\370)
2I1 + Ty = 4
T1+ 20 =6 p = Imposible.
ry = 0
L4 ()\17/\2707 )\4)
21’1 —+ 19 = 4
r1+ 210 =6 p = Imposible.
To — 0
L4 (A1707>\37>\4)
T — 0 .
2y = 0 } = Infactible.
4 (07 A27 A37 )‘4)
I = 0 .
2y = 0 } = Infactible.
L ()\17)\27/\37/\4)
I = 0 .
2y = 0 } = Infactible.
El problema tiene un minimo global tinico (g, %) y valor de la funcién objetivo % Y se

tiene que la funcién esta definida en un compacto por lo que tiene maximo, que ha de
ser el que tiene mayor valor de la funcién objetivo entre los puntos criticos candidatos a
méaximos (6,0) con 36 de valor de la funcién objetivo.

Graficamente:
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Figura 4.34: Ejercicio 2

Min (z1 —3)* + (2o — 2)?
sa: 2 +a5<5h
.’1’)1+.’l‘32§3

x1,22 >0

L(z,A\) =23+ 9 — 621 + 23 +4 — 4o + M (23 + 23 — 5) + Xa(1 + 79 — 3) — A3y — My

L
a—:2$1—6+2)\1$1+)\2—)\3:0
(9.271

L
8—:2$2—4+2)\1$2+)\2—)\4:0
8:1:2

M(22 + 25 —5)=0
Ao(z1+29—3)=0
A3xp =0
MT2 =0
x}+ a5 <5
1+ 29 <3
T1,T9 > 0

Probamos con le punto (2,1) para ver si es critico. Si sustituimos en las ecuaciones se

tiene que A3 = \y =0
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4—6+4N + X =0=4N\ + Xy =2 N =0 Ay = 9
DA+ N =0= 2\ F A =2 (2T Y 2T

Por tanto se tiene un punto critico. Como el problema cumple las condiciones de Khun
y Tucker, entonces también es un minimo tnico con valor 2 en la funciéon objetivo.

Graficamente:

Figura 4.35: Ejercicio 3

Min 1—x + a3

sa: x7+x5<1

La funcién objetivo se puede cambiarla por f(xy,rs) = 23 — 1 porque sumar 1 no hace
que cambie el valor donde se encuentra el 6ptimo.

Vf(x,y) = <_1>

21)2

e = ()

Ny =0y Dy =0, por lo que recurrimos a los menores principales.

Menores principales:

Dlz{g =D >0
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Dy=0>0
La funcién es convexa.
gi(xy,m0) =22 + 23— 1

Vor(on) = (3)

e = (5 9)

A1 >0y Ay >0, por lo que es convexa.

El problema cumple las condiciones del teorema, por lo que los puntos criticos son
minimos.

L(z,\) = 23 — 21 + A2 + 25 — 1)

oL
or
oL
— =229+ 2 12 =0
dy
Mzl +22-1)=0
:Uf—l—x%gl

e \A=0

—1 =0 = Imposible

e M\NA£0

_1+2)\x1:0:>)\:$ si a1 40 B
2x2+2/\x220:>)\:_§%:_11 si w90 = A1 = —1 = No wvale.

Asi que 25 =0

Punto critico y por tanto minimo con valor —1 en la funcién objetivo, que corresponde
a 0 en la funcién objetivo inicial.

Gréaficamente:
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7T\

Figura 4.36: Ejercicio 4

Min (21— 3)* + (72 — g)z

sa: xi+a5<4
$1—IL’2§0

x1,T2 > 0

flar,22) = (21 = 3)* + (22 — 3)°

it = (512 75)

oo = (5 3]

A1 >0y Ay >0 = f es estrictamente convexa.

gl<x1,l’2) = Z’% +.’17§ -5

Vo1 (1, 22) = <2I1>

2.T2

2 0

A1 >0y Ay >0 = gy es estrictamente convexa.
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g2(x1, o) es lineal y por tanto, concava y convexa. Por lo que se verifican las condiciones
necesarias y suficientes de Khun y Tucker y cualquier punto critico es el tinico minimo
global.

oL
— =221 —6+2 N1+ A — A3 =0
8:[1
oL
7:2332—34—2/\1.%1—)\2—)\4:0
81’2
(2% + 25 —4) =0
)\2(1‘1 —112) =0
)\31’4:0
)\4.%’220
o+ a3 <4

ZEl—l’QSO

1,72 20
° (0,0,0,0)
21’1—6:0 .1'1:3 .
= =7 tibl
2%2—320} 26223} nfCLCZ ©
L4 (/\1)07070)
201 — 64+ 201 =0=> M =82 =3 1 5 2, #£0 3 3
1 o 1 33;1 3 : v = ——l="—-1=ux =2
2%2—3+2>\1$2:0:>>\1:T§2:E—1 S1 1'2#0 x1 229
Ty = 2% 4 2 2v5 44/5
Infactible.
L (07)\27070)
2$1—6+/\2:0
=2 209 =9
2952—3—)\2—0} frer
2 2090 =9 9 9
TLt LT }:>4a:1:9:>a:1=:>x2:
1 = X9 4 4
Infactible.
b (0707)‘370)
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1

)9

2.’171—6—)\320
200 —3 =0 ; = A3 =—6 No vale.

1'1:0
b (07070;)\4)
21‘1—6:0
200 —3—X=0 3 = Xy =—-3 No vale.
l‘g—o
b ()\17)\27070)

}:>x1:4:>x§=2:>x1=\/§:>x2:\/§

221 — 6+ 2M21 + Ao = 0= 22— 6422\ + A, =0
42 — 42N =
22y — 34+ 20Ty — Ay = 0= 2/2— 34+ 203N —Ap =0 [ V2—9+4vV2) =0

_9-4v2 _ 9V2

Mo =2v2-3+2v2(22 - 1) =22 -3+ % -22=9-3=1

Punto critico.
9v2
8

Se tiene un punto critico, que por el teorema es el tinico minimo (v/2,v/2) y (
3.0,0) con un valor de la funcién objetivo % —9v/2 ~ 2,522.

Gréaficamente:

Figura 4.37: Ejercicio 5
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Capitulo 5

Conclusiones

En la programacion no lineal no existe un algoritmo tinico para cualquier problema no
lineal, tal como ocurre en programacién lineal, lo que hace mas complicado su estudio.

Como hemos visto a lo largo del proyecto existen problemas que no pueden ser solucio-
nados con la programacién lineal debido a que posee elementos no lineales.

Primero empezamos viendo los conceptos basicos de la programaciéon no lineal, sus
restricciones, la funcién objetivo, conjuntos convexos y funciones convexas. Todos estos
conceptos nos sirve de ayuda para comprende los métodos desarrollados.

La mayoria de los problemas de programacion no lineal necesitan de aplicaciones o
programas informaticos para alcanzar su solucién completa. Durante este trabajo, se han
desarrollado los diferentes tipos de algoritmos que tienen estos métodos de la programacion
no lineal, junto con ilustraciones graficas. La ilustracion grafica nos ayudara a comprender
mas facilmente la solucién.

Los métodos multivariables méas practicos son el método de Hooke y Jeeves junto con
el método de Newton Raphson. De los dos métodos, el método de Newton Raphson es el
mas recomendado de usar, pues converge en menor nimero de iteraciones como vemos en
el ejemplo seleccionado como modelo.

También en la programacién no lineal con restricciones se han determinado condiciones
que bajo ciertos requisitos se convierten en condiciones de primer orden o necesarias, e
inclusive en condiciones necesarias y suficientes. Estas son las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker, son el resultado analitico mas importante en programacién no lineal, por
ello introducimos ejemplos con sus correspondientes soluciones y procedimientos.

Una de las causas por la que decidi realizar este trabajo fue la posibilidad de elaborar
un tema completo sobre programacion no lineal en castellano, ya que el inglés predomina
en la mayoria de informacion que podemos encontrar acerca de este tema.
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