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IIPEOATI'OBOP

Kwura Matlab u Simulink y aymomamckom ynpasmany je KOHIUMAPAHA TAKO
na obyxBara o0JIACTA TpeaBubheHe HACTABHUM IIJIAHOM W IPOTPAMOM IMIPEIMETa
IIpozpamupame y aymomamcrom ynpasnany, Koju ce ciyma aa OCHOBHIM akaleM-
ckmM cTyaujaMa Ha MamwuackoMm dakymnrery y Beorpany. Mebyrnm, y3umajyhn
y 0031p aKTyeJHOCT M 3HAa4aj yIO3HABama Ca HEKUM O COPTBEPCKUX ajaTra 3a
pas3iIuunTe BPCTE MHKEHEPCKUX HpopauyHa u aHaausa (a Matlab je jemam on
HAj3aCTYIJLEHUjUX, TOTOBO He3a00MIa3aH), KU je HAUCaHA TAKO Ia MOTY Ia
je KOpHCTe U CTyHEHTHU ca APYTuX ¢akylTeTa y UMjUM HaCTABHUM IJIAHOBUMA U
mporpaMuMa je 3acTyljbelha OBa IpobJsieMaTura. Y TOM CMUCIY, IPOTPAMCKA
jesux Matlab (y mamem Texkcty Martaab) u meros naker Simulink (y mamem Tek-
cry CuMyJMHK) IpPEACTAB/LEHU CY Yy OPBa TPU Aeda Kiure. YerBpru u meTu
Ieo Kmure ce omHoce Ha npuMeny Matnaba u CumynauHka y 00JacTé CHCTEMA
ayTOMaTCKOT YIPaB/bakha, U AOOPUM IEeJIOM IPEACTaBJbAjy IOJAPIIKY HACTABU
u3 upeamera (Ockoge aymomamckoe ynpassamwa KOju je obaBe3aH mpeaMeT Ha
OCHOBHIM aKaJJeMCKUM cTyarjama Ha MammHckOoM ¢akyarery y Beorpany. Ko-
HAYHO, KIbUT'A MOXKE Oa IOCIY:KU KAao OCHOBa 3a Oymyhe mampenHo ropumlieme
Marnaba u CumyauHKa.

Komnosunuja kmure je opranmszoBana y ner geiaoBa. OCHOBa mporpamMupama
y Marmaby je m3ao:keHa y mpBoMm mesy. IlpBo morsasime monocu yBoxm o Mar-
maby xKao MONHOM IPOrpPaMCKOM je3UKY, OIKC HErOBOTI Pa3BOjHOI OKPYKEHma U
OCHOBHUX omneparmuja. [IpoMeHpuBEe 1 OCHOBHM TUIOBU IIOAATAKA TEMa Cy IPY-
ror noryasspa. ¥ TpeheMm mornaBmy yBOAM Ce KOHIENT HU3A, KOjU IPEACTABIHA
¢ynnamentannu enement y Marnalby, u merasmHo ce obpabyjy HyMepuurr HU-
30BU (BEKTOPU M MaTPUIE), 3HAKOBHU HMU30BU U HU30BU Nenuja, KAO0 U OCHOBHE
omepamuje Han mrMa. lIpBu meo ce HACTaB/ba YETBPTUM INOIJIABJHEM KOj€ Ce
GaBu mmcameMm mnporpama y Marmaby, moueB oJ jeTHOCTABHUX CKPUITOBA U
JOTWYKNX WHCTPYKOUja OO PA3JIMYATUX TUNOBA (YHKIMja WM (QYHKIWjCKAX Oa-
TOTEeKa. Y MIeTOM IMOIJIaB/hY ce pa3Marpajy cumbosmuku maker Maraaba u
MEeTOZe 33 CUMOOJIMYKO PellaBame ajare0apCkux u AuGepeHnnjaTHuX jeTHAYNHA.
[MTecto mornasme je mocBeheHO pesanMoOHMM U JIOTUYKUM OIEPATOPUMA U KOH-
Tpoan TOka mporpama. llaxkma je y cemMoMm moriaBisey nocBeheHna u memny



rpaduuknx moryhuoctu Maraaba a koje ce 0gHOCE HA ABOAMMEH3UOHAIHY I'Da-
Pury.

Y OpyroM meny KIWre ce M3JIasKy OCHOBHE HyMEpPUUKe METOHE KOje Cy Camap-
’kaHe u mMIuieMeHTupane y yrpabeaum ¢yrarnmjama Martnaba. Cucremu nune-
ApHUX jeIHAYWHA W MPOOJIEMU COICTBEHUX BPEAHOCTU MATPUIA Cy TEMa OCMOT
norisassba. IleBero mornasibe je mocBeheno npobisieMy anpokcuManuje (pyHKIUje
jemHe MPOMEHJbUBE, TIPU YEMY 3HAYAJHO MECTO 3ay3VMa U WHTEPIOJaluja ajre-
OapCKuM IOJMHOMUMA M CIJIAjHOBMMA, KAO0 M METONa HajMamUX KBaIpaTa Kao
jemHa on MeTona 3a alpPOKCUMAIM]y (yHKIUja. Y eceTOM IOTJIaBJbY CE UIyC-
TPYJ]y MeTole 3a pelaBaimke HeauHeapHUX ajarebapcrkmx jemnauumna. Canpskaj
jelaHeCTOr MOrJIaB/ba YMHE OCHOBE METOA HYMEPUYKOT IU(EepPEHIUPAmha U WH-
TerpaJsema, Ipu YeMy je mocebHa makma nocBelieHa Meromama Ha KOjuMa ce
3acHuBajy yrpabene ¢yurmuje Marnaba 3a HyMEpUUYKO AuepeHIUpAmhe U WUH-
Terpaseme. Y IBAHAECTOM IIOIVIABJ/LY Ce pa3MaTpajy MEeTOIe 3a DPeIllaBarme
OOMYHUX MU(EePEHINjaTHIX jeTHAYNHA U HUX0BA UMIIeMeHTanuja y Marma0y.

Tpehu meo rmure ce omuocu Ha CUMYIWHK, rIe ce Y TPUHAECTOM U UETP-
HAECTOM IOIJIABJbY WM3JIAKy OCHOBHU ejeMeHTH CHUMyJIMHK MOAEIa W OCHOBHU
OmokoBu m3 Oubamoreke OisokoBa. IleTHaecTo mormaBme je mocBeheno mpu-
Mern CUMyJIVHKA y CUMYJalUjUi AAHAMUYKAX CUCTEMa, JMHEAPDHUX U HeJUHe-
apHux. YeTBpPTU €0 KHBUrEe KPO3 IIECHAECTO IMOrJIaBJ/LE JOHOCU OCHOBHE IIOj-
MOBE U3 MOIEJOBama OUHAMUYKUX CUCTEMAa, Ca MOCEOHUM OCBPTOM HA OCOOUHE
u 0o0JmMKe MOMesia JWHEAPHUX CTAIMOHADHUX AWHAMUYKUX cucTeMa. llpmmena
Jlannacose Tpanchopmanuje y onpebuBamy on3vBa JWHEAPHUX CTAUOHAPHUX
CUCTEeMa TPETUPA Ce y MeTOM Heily KIUre, y ceJaMHAaecToM noriaasmy. Ocamua-
€CTO TOTJIaBJ/be Ce NeTaJbHO DaBuU IpencTaB/balmeM JIMHeapHuX cucrema y Mar-
aaly ¥ BUXOBUM PA3IUYATAM MOAENUMa. AHAJIU3a JIUHEAPHUX CUCTEMa, aHa-
JUTUYKA U HYMEPUYKA, TEME Cy JEeBETHAECTOr MOTJIABJBA.

Wsznoxkenun maTepujas je MIyCTPOBaH OpOjHMM mpumMmepuma. TamMo rme je
HEONIXOJHO, JATU CY U PEe3yJITATU U3BpIIaBama onpebhennx mapendw, CKpUITOBA,
a onpebenu 6poj mpumepa, MOCEOHO y MeTOM Heny, ypabeH je u aHAIUTUIKUM
Iy TeM.

PenenserTuma Ha KOPMCHMM cyrecTmjaMa, Kao ¥ CBUMa OHMMAa KOJU Cy HA
HEKU HAYWH MIOMOIJIN Y TOKY MUCAMmkha OBE KIbUTe, ayTOP Ce HAajTOIJINje 3aXBasbyje.

Beorpan, mapr 2016. roguse Ayrop

IIpenroBop mpyrom m3namy

Y npyrom m3namy KUCIPABJ/LEHO je HEKOJUKO T'PENIaKa YOUEHUX y IPBOM W3-
namy. AyTop mo3mBa CBe UMTAOLE OBE KHUTE Ha CBOJUM CYrecTHUjaMa, IIPUMEI-
OaMa 1 yKas3mBamUMa Ha €BEHTyaJIHe I'DEIIKe, IOMOrHY y moboskmamy ciaeneher
u3namba.

Beorpan, centembap 2021. ronause Aytop



IIOTJIABJLE 2

HpOMeHJI»I/IBe N TUIIOBMU IIOJAaTaKa

2.1 IIpomensuBe

KonnenTr npoMenmpuBUX, Unje ce BPeIHOCTU MEHajy Y TOKY U3BPIIABAKA IPO-
rpama, IpencTaBiba CACTABHU Ie0 CBUX IPOTPaMCKUX je3uka. [lojaMm mpomeHsbu-
Be y Marnaby (1 y IpOrpaMCKOM je3uKy YyOIIITe) O3HAUAaBa AICTPAKTAH IO-
jaM memopwujcke heauje padyHapa WJaM CKyma MeMOpujckux hemuja. Ilpyrum
peunMa, IPOMEHJbUBE IPEACTaBba]y y HeKy PYKY MMeHa (CHMMOOIMYKA) MeMO-
PUjCKUX JIOKAalKja, X CBAKAKO je IpOorpaMepuMa JIAKIIe W IPUPOIHUjE na Pame
ca TAKBUM, CUMOOJIMUKAM MMEHUMA, HErO Ca FHUXOBUM AICOJIYTHUM agpecaMa.
Iedpunucame npoMmenpuse ce y Martnaby Bpum HapeIOOM IOIele.

2.1.1 Omneparop mnonese

Y Marnaby ce 3Hak = HaszuBa onepamopom dodese. OH OBIe MMa Apyravuje
3HAUEH-e Ol 3HAKA jeIHAKOCTM IO3HATOr M3 MareMaruke. Kama ce oTKyna Ha
npumep x = 5, To roBopu Marnaby ma mHomeau BPEIHOCT 5 MPOMEHJLUBO] .
IIpema ToMme, oBaj omepaTop moAebYje BPEIHOCT MPOMEHJHUBO]:

ImePromenljive = HymMepuYKa BPEAHOCT UIU U3Pa3

[Iperxomua ynorpeba ce He pasjivKyje OO OHe HMO3HATE M3 MareMaTure. Me-
byrum, y Marnaby je moryhe mmaru u oBakaB obauk: z = x + 2. OBa Hapenba
rosopu Marnaby ma moma 6poj 2 TpeHyTHOj BPEIHOCTU MPOMEHJ/LUBE T U 3aMe-
BYyjeé TPEHYTHY BPEIHOCT OJ £ Ca TOM HOBOM BPEIHOIINY. Y KOJIUKO OPUTMHAIHO
T MMa BPEAHOCT H, BeroBa HOBa BpemHocT he Outu 7. OBa nmprMena omeparopa
= je pa3nmuuTa O HHEeroBe mpuMeHe y maremaruny. Ha npumep, y MareMaTunu
jemHaumHa T = T + 2 HeMa CMHCJIa, jep OHa mMIaunupa na je 0 = 2.

Ha neBoj crpanm omepartopa momeine Moxke OUTU jeoHA U CaMO jeTHA IpOoMe-
wiuBa. Crora ce y Matnaly He MOske KOPUCTUTH, HA IPUMED, OBAKO HEMTO: 6 =
x, jep 6U TO 3HAUMIIO A& HYMEPUUYKO] BPEeTHOCTH Tpeba mIa ce MOMETIU CAIPKAJ



2.1 Ilpomennuee 9

MOy caapsKaTu CJOBa, muppe U Kapakrep Aoma pra (HOABIAKA), IPU UMy
MOpajy moummaTu cioBoM. Matimab mpaBu pasiauky uamehy BeJIuKuX W MaJjux
cioBa, Tako ma cy AY, Ay, ay u a¥ uderupu pasjuuure npomeHsmuse. I[lpu
u3bopy mMmena tpeba m3beraBary uMeHa yrpabeHux ¢yHKIUja, Kao MTO Cy COS,
sin, exp, sqrt, min, urn. PyHKIUja UKje ce MMe UCKOPUCTHU 3a deUHUCAHE
NPOMEHJPVBE HE MOKE Ce BUIIEe KOPUCTUTH. Ha mpumep, ako ce aeQuHUILy
NIPOMEHJbUBE:

>> sqrt = 10, pi = 6

sqrt =

10
Pi =
6

Taza ce Mo3mBoM sqrt (4) mobuja MOPyKaA O IpeIny, a KOHCTAHTa T UMa BPEJHOCT
KOja HUje OHa Koja ce ouekyje. IIperxomaum Hapenbama pene@uHUCAHY Cy 1 KOH-
craHTa M QyHKUUja, a objammerne je y HAUMHY pala MHTepIperaropa. Hawwme,
Kala MHTEPIPETATOD IPENO3Ha HUCKY Yy HEKO] Hapendu, OH IPBO IOKYyIIaBa Iaa
vHabhe meHy mHTepuperanujy y pagHoM IpocTopy. AKO MHTepIperanuja y pam-
HOM INIPOCTOPY HE IOCTOjU, OHIA WHTEPIPETATOP Ipesa3u Ha IpPeTPaKUBAH€
canpskaja AUPEKTOPUjyMa KOJjU je IPUKa3aH y IPO30PY PATHOT OUPEKTOPUjyMa,
3aTUM MIpeTpaskyje OCHOBHU PAITHU MUPEKTOPUjYM, U HA KPAajy CUCTEMCKE Ie-
soBe Marnaba y kojuma ce Hasna3e yrpabene ¢pyuarknuje Martnaba. IIpema Tome,
c 003upoOM Jna Cy BPEAHOCTU IPOMEHJBUBUX pi M sqrt neduHUCAHE y PATHOM
npocropy Marnaba, oHe ce y meMy M Haja3e, Ia UX U UHTEPIPETATOD OOMax
Hasa3u. Jla sgu ce MOyke HOIPABUTU OBO WITO je yunmmeHo! HapaBHO ga MOKe.
Heonxomuo je camo obpucatu IpOMEHBUBE KOje CY KpeMpaHe y PamHOM IIPOC-
Topy Matnaba.

>> clear sqrt pi
>> pi
ans =

3.1416

A npeca npoMmeHnJsMIBE

A peca nmpoMeHJbUBE je agpeca MEMOPUjCKe JOKAIM]e KOjy IPOMEHJLUBA IIPEI-
craBma. Anpece npomenssuBux Hehe GuTu mpeaMer HABUX U3JIATABHA.

Twun npoMmeHJEUIBE

Twun npoMmenmuse onpebhyje moapydYje BpeIHOCTH KOje Ce MPOMEHJLUBO] MOTY
[OMEeNUTH, KA0 M CKyI OIepanuja Koje ce MOory obaBi/baTy HAJA IPOMEHJBUBAMA
TOT THIIA.

Bpenaoct nmpomenssuse

BpensocT mpoMeHLUBE je CAmpiKa] MEMODHUjCKe JOKanuje (Wiv BUIIE HUX)
KOjy IPOMEHJbUBaA MpenacTaBiba. Memopujcka Jokanuja camap:Ku oaroBapajyhu
Opoj 6ajroBa 3a 3ammuc BpemHocTu onpebenor tumna npomenssue. O BeIUUUHU
MEMOPUjCKOT MPOCTOpPa 3a CMelnTame onpeheHux TumoBa TPOMEHJ/bUBUX Ouhe
peun y HaCTaBKY.

BungruBocT npomensbuBe

BumpuBocT Heke mpoMeHJ/bUBE OQHOCU Ce HA IOAPYYje Hapexdbum mporpama y
KOjUMa je HPOMEHJbUBA ,,BUIBUBA’, Tj. MOke OuTu pedepenuupana. IIpema



IIOTJIABJLE 3

Hwu3oBu u omepaiivje Ham HU30BUMA

3.1 BpctTe HHM30Ba

Husoeu npencrasmajy QyHZAMEHTAIHY CTPYKTYpPY nozaraka y Maraalby. Y
HAYIUW U UHKEHEPCTBY, j€IHOIMMEH3MOHAJIHA HU30BU IPEACTAaBI/hA]y BEKTODE, a
IBOVMEH3VOHAJIHN HU30BU IPEACTABIHAJY MaTPUIIE.

2-J1 Hu30BM (MaTpule) | | n-J] HU30BU

| IIpa3na matpuna (0x0 matpumna) I

| Crkaunap (1x1 matpurna) I

| BekTop (1xn wm nx1 ManI/IIla)I

[ |
BekTop Bpcra (1xXn Marpuna) BekTop kos10Ha (nx 1 MaTpuma)

Hyna Bexktop Jenumunmunm Bektop Hyna Bektop JeauHumynu BekTOp

| Marpuue I

IIpaBoyraona matpuua (nxm matpuia) KBaaparna marpuua (nxn Matpuna)

[ I I ]
Jujaronanna matpuua Tpoyraona marpuna Magic matpuna OpToronajina MaTpuna

[ : | I
Jenuunmuna marpuna Biok aujaronanna MmaTpuna OpToHOpMAaTHA MATPHIA

Cuuka 3.1: Knacudpuranuja wuzosa y Marinaby



18 Huszoeu u onepayuje Ha0 HU308uMa,

IOCTOjU HEeKa Be3a. JeoHa O TUX Be3a je ma je pasnuka m3dMeby cycemHux esre-
MeHaTa ucra. 10 je caydaj y pa3HUM MepemUMa, aKBU3UIM)U IIONATAKA, YIIPaB-
Jbamy, Kala Ce yHaIpenx 3HaA Iepuola oxabuparma, U MOJANU Ce NPUKYILAjy U
maJby y yHaIpen nepUHUCAHUM BPEMEHCKVM TPEHyIUMa, KOjU Cy €KBUIUCTA-
vrHu. Tana je moryhe mmartu Beiauku Opoj ejleMeHATA U IPUMEHOM OIEPATOPa

(mBe Tauke) BEKTOD ce MO)kKe mepUHUCATU IPBUM U HOCJIEAHBUM €JIEMEHTOM, U
ropakom mameby mux:

X = [IPBU_€JIEMEHT : KOPaK: MOCJIEmhU_eJIEeMEHT]

Yrnacra 3arpaga Huje obaBe3Ha y npeTxonHoj Hapenou. IIpumep xpenpama
BEKTOpa ca KopakoMm 2 m3mebhy ermemenara Ha MOMEHYTH HAUUH Ou OUO:
>> x = 1:2:7
x =
1 3 5 7

Yxromuko je rkopak m3MeDhy esemenara jemmak 1, oHZa ce OH MOKE M30CTABUTU
u3 Hapenbe. Tako, mpumep ca mouyerka 6m 610:

>> vekt_vrsta = 1:4
vekt_vrsta =
1 2 3 4

Tpeba yountu na he mpBu onepann n3 Hapende yBeK OUTU eIeMEeHT BEKTOPa KOju
ce meduHUIIE, TOK JECHU Omepani He Mopa. To 3aBucK O BeIuduuHe KOpaka. Y
npuMepy

>> y = 1:2:8

y =

1 3 5 7

je ounTo ma je mMpBU eJeMEeHT Ne(PUHUCAHOT BEKTOPa jeIHAK BPENHOCTU JIEBOT
omepanna (1), mok necum omepann 8 uuje esement. Jlakie, mocienmu ese-
MEHT BeKTOopa he OUTM HOCJIenmu eJeMeHT M3 Hu3a Koju Huje Behwu om mecHOr
omepaHa.

Takobe, cBu omepanau y Hapendu He Mopajy Outu mesu OpojeBH, a KOPak
MOkKe OUTU U HEraTUBHA BPEIHOCT:

>> x = 10:-3:0

X =

10 7 4 1

Omnepatop : ce MOsKe KOPHUCTUTU CAMO 3a Ne(QUHMICAIE BEKTOpa BPCTA, Tj. Ma-
Tpune tuna 1 X n. To 3HauUM ma ce Ha OBAj HAUMH HE MOKE KPEUPATU BEKTOD
rosoHa. MeDhyruMm, cac moctoju y kopumhiemny 0COOMHA MaTPUIA & Ce BEKTOPD
KOJIOHA MOK€ TOOUTU TPAHCIOHOBAKHEM BEKTOPA BPCTE:

>> vekt_vrsta = 1:2:6;
>> vekt_kolona = vekt_vrsta'
vekt_kolona =

1

3

5



30 Huszoeu u onepayuje Ha0 HU308uMa,

>> x(end)
ans =
8
>> x(end-4:end-1)
ans =
4 5 6 7

[Iperxomaa TeXHUKA BAKU U y CIAydYajy MaTpPUIA:

> A =1[123; 456; 78 9]

A=
1 2 3
4 5 6
7 8 9
>> A(end,end)
ans =
9
<< A(end-1,:)
ans =
4 5 6

Ha npumepy jenne matpure tuna 4 X6 Ha caumu 3.2 Cy IPUKA3AHU PA3TUINTA
HAUYMHM 34 NPUCTYI eJeMEHTUMAa U I'pylaMa eJjieMeHaTa MaTpule.

A(1,1) A(2,2) A([9 13; 12 16]) A([17 21; 18 22])
A(1) A(6) A([1 41,3 4]) A(1:2,5:6)

\. Iy AB3,16)

Bpcra:

A(3,1:end)
A@3,)
A([37 111519 23))
A([3:4:23])
A(3,[1,2,3,4,5,6])

A(4,6)
T A(24)
6 A(end)

Komona: 1 2 3 4 5

Cuaura 3.2: [Ipumep unmekcupama ereMeHaTa MaTPUIE

3.2.12 EJaemeHTHe omepariije HaJ BEKTOPMMAa M MaTpUIaMa

UYecro je morpebHO na ce yMECTO MATPUUYHUX aPUTMETUYKUX Olepaluja MHO-
JKema, NeJbeHa, CTEIEeHOBama, M3BPIIE Te Olepaluje eJEMEHT IO e€JEMEHT, Tj.
Ha I oaroBopajyhum erementuma marpuia. HapasHo, To je jemuuo moryhe Kon
MAMPUYA UCME BEAUMUNE, U TAKBE ONEpAalllje Ce Ha3UBAjy eAeMENMHE ONepayu-
je. Omeparopu 3a pajl €JeMEHT II0 eJEeMeHT ce mnobujajy momasameM Tadke (.)
(r3B. dot omeparop) ucupen oarosapajyhier marpuynor ouneparopa. CBakru o



3.2 Mampuuye u sexmopu 35

3.2.15 Bekropu 1 MaTpuIie Ka0 apryMeHTU (QyHKIVja

Y Marnaby ce BEKTOp MM MATPHULA MOT'Y IPOCIEIUTN KA0 apPryMEHTHU (yHK-
uuje, npu dyeMy he ce (QyHKIMja M3BPIIATH HA CBAKOM eJjieMeHTy. 1o 3Hadm
na he pesynarar OWTU TPOMEHLUBA MCTE BEIUYMHE KAO yJIa3HU aprymeHt. Ha
IpuMep, 33 HATU BEKTOD X MpuMeHoM ¢yHEuuje sin() Mory ce moburty BpeqHoCTI
Y = Sin T 3a CBAKU €JIEMEHT & BeKTopa X. Pe3ynrar he Outu BeKTOp UCTE Iy:KUHE
Ka0 yJIA3HU BEKTOP:

>> x = -2:2
x =
-2 -1 0 1 2
>> y = sin(x)
y =
-0.9093 -0.8415 0 0.8415 0.9093

3a Mmarpuiy, pesyiaryjyha marpuna he 6ury uctor tumna Kao yjaa3Ha MaTPUIA.
Ha npumep, ¢pyurnuja sign() he oxpemutu 3HAK CBAKOT eJieMEHTa MaTpUIE:

>> mat_A = [0 2 -1; -3 0 2]

mat_A =
0 2 -1
-3 0 2
>> sign(mat_A)
ans =
0 1 -1

-1

dyurmmjama kao wro cy sin() u sign() Mory ce npociaemuTy Kao apryMeHTH
7 CKRajapy u Hu30BU (BekTopu uau Marpune). MebhyruMm, mocroju nssecran 6poj
¢yHKIMja KOje Cy HANUCAHe CIEIUjaJHO 3a pal ca BEKTOPUMA WU Ca KOJOHAMA
Marpuna. Y Te QyHEIUje crmanajy, Ha npumep, gyarmuje min(), max(), prod(),
cumsum () u cumprod().

Ha npumep, mHexa cy mepurHucane nBe BEKTOPCKE IPOMEHJBUBE, X] U X3!

>> x_1 = 1:5;
>> x_2 = [3582];

Pyurmuje min () u max () kao pesyarar Bpahajy MUHUMAJIHY U MAKCUMAJHY BPEI-
HOCT CaApP/KAHY Y BEKTOPY, CJIEACTBEHO.

>> min(x_1)
ans =

1
>> max(x_2)
ans =

8

Pyurmumja sum() m3pauyyHaBa CyMy CBUX eJeMeHaTa BekTopa. Ha mpumep, 3a
BeKTOp X1 ce mobuja 1 +2+3+4+5=15:

>> sum(x_1)
ans =
15



IIOTJIABJLE 4

IIporpamupame y Maraady

o cana je ynorpeba Marnaba O6uia MHTEpAKTUBHA, ¥ CMUCIY 1a Cy CBE Ha-
pende yHOIIEHEe Y KOMAaHIHU IPO30P, U Ja Cy Ce OHE M3BPIIABAJIE HAKOH IIPUTUCKA
ua tacrep Enter. To je 3amoBosmaBajyhu HaumH pana YKOJIUKO CY IUJb j€THO-
craBHA m3pavyHaBama. MeDyTuMm, y MHOIUM ciIydajeBUMAa HEONXOIAH j€ HU3
KOpaka Ipe HEero ImTo ce nobuje Kpajmu pe3yarar. Y KOJIWKO Tpeba U3BPUIATUA
Hu3 Hapendbu meby kojuma mocroju ompebeHa 3aBUCHOCT, OHIA je HENpaKTU4-
HOCT NIPUMEHE CaMO KOMAaHAHOI MpO30pa ouuTa. KRama ce NpUTUCHE TacTep
Enter, uzsBpmana ce camo mocienma yHeTa Hapenba, a CBe MITO je U3BPIIEHO
paHuje ocraje HEIPOMEHEeHO. Y KOJUKO je MoTpebHa KOPEeKIuja v Hapeaou Koja
je IpeTXonHO M3BPIIEHA U Pe3yJiaTaTr Te Hapenbe ce KOpUCTH y Hapenbama Koje
crene, cBe Hapenbe ce MOpajy YHETH M M3BPIIUTU MOHOBO. Tana je epuracHuje
Ia ce HeOIXOHe Hapenbe IPYIUILY, YuMe ce Jobuja jenaH pauyHapcky npozpam.
Y Ty CBpPXy MOe Ce KpeupaTu jeOHa NATOTEeKa Ca JIMCTOM Hapendu, CHUMUTK
¥ IOTOM MOKPEHYTH HEHO M3BpIIaBame. Kana ce maroreka IOKpeHe, Hapende
caap:kaHe y HOj Ce U3BPIIABAjy IO PENOCieny y KOMe Cy HaIucaHe. Y KOJIUKO
je morpebuo, Hapenbe y HATOTENM CEe MOIY IONPAaB/baTH WM MEHATHU, U Ha-
TOTEKa MOyKe OUTW CHUMJbEHA W MOKpeHyTa MOHOBO. JlaToTeke Koje ce Kopucre
y OBe CBpXe, W HA OBaj HAUWH, Ha3uBajy ce ckpunmoeu. OBaj roument Ouhe
WIyCTPOBAH KPO3 HU3 IPUMEpPA Y HACTABKY M3JIarama.

4.1 Anaropurmm

[Ipe mucama OMIO KAKBOI TmporpaMa KOPUCHO je Pa3MOTPUTU KOpPaKe KOju
Cy HEONXOMHW Ha Ou ce AOMIIO A0 pemema. Y MOAYJIAPHOM IpUIa3y IPOrpa-
MUpamy pememe npobiaeMa ce genu y nocebHe KOpake, a MOTOM Ce CBAaKUA KOPaK
Iajbe aHAJU3UpPA, palldiamyje, CBe MOK pe3ynryjyhu kopanu He OyIy MOBOJBHO
MaJm fa Ou IpencTaBsbaid U3BOMBUB 3anaTak. OBaj HU3 KOpPaKa U CKYIl IPABU-
Ja neUHUCAHUX y IMUJLY peraBama ogpehenor npobieMa HA3UBA CE AA20PUMAM.
Kao jemnocraBan mpumep, 6uhe pazMoTpeH mpobieM m3padyHaBama MOBPIINHE
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kpyra. Hajuope TpebGa onpemutu koje mHPOpMaIuje Cy HEOIXOIHE A OU ce Taj
npobJieM pemmo, a y OBOM CIydajy TO je IoAaTakK O HOJAynpeyHuky kpyra. llasme,
3a ATy HOJYIPEYHMK KPyra HEOIXOIHO je M3padyyHaT! BeroBy noBpmuxy. U
Ha Kpajy, Kaja Ce IOBPIIMHA M3padyHa, Tpeba je mpuka3aTu HA HEKU HAUUH.
OCHOBHU ajropuraMm ce, IpeMa TOMe, MOKE IPEICTABUTU Ca TPU KOPAKA:

1. mobujame yia3HOr MOAATKA — MOJYIPEYHUK KPyTa,
2. U3pauyyHaBame PEe3yITaTa — MOBPIINHA,
3. mpuUKa3uWBame pe3yJiTara.

Uak 1 KOJ OBOT' jeJHOCTABHOI aJrOpUTMa, MOryhe je masme penepuHMCATH
CBakM OJ] HaBeIEHUX KOopaka. Kama ce muire mporpaMm y Oujby MMILIEMEHTAInje
OBOI' AJrOpUTMa, Kopamu 6u Tpebaso ma Oymy ciaemehu:

e Omarne monmasm ynasuu momatak? JIBa cy moryha m3Bopa: u3 Heke CIO-
JbAlllhe NATOTEKe, WM OJ CTpaHe kopucHumka (ocobe koja moxpehe mpo-
rpam) koju yHocu 6poj kymajyhiu ca tacrarype. 3a CBaKd CUCTEM jelaH
oxn osa msa Moryha uszbopa 6uhe crapmapaau ynasuu ypebaj (makae, on
je moapasyMeBaH, akO HUje CHENU(PUIMPAHO Apyrauduje). Y KOJIUKO Ce KO-
PUCHUKY [IOCTAaBH 3a4aTaK Ia yHeCe IHOJIYyNPEeYHuK, OH Takohe Mopa na 3HA
y KOjuM jemmHMNMMa TO na ypaau. lIpema Ttome, mporpam Tpeba ma rake
KOPHCHUKY Ty uHpopMaimjy. Moske ce 3arbydnTH & Ce YJIA3HU KOPaK
cacToju on mBa MeDykopaka: ynur m nHEGOpManMja KOPUCHUKY na yHeECe
[IOJIyIPEYHUK, M Ka4a OH TO yUWHU, HOTPEDHO je na ce Taj momaTak yduTa
y mporpam.

e Jla Ou ce m3pauyHasia HOBPIIMHA, HEONXOAHO je 3HATU (GOPMYyIy. Y OBOM
jeIHOCTaBHOM TpUMeEpPY, KOPUCTHU Ce MO3HAaTa (OpMyJia: HOBPIIMHA KPyTa
P jemmaka je P = r?m, rme je r momympedHuk Kpyra. Moke ce youuTw,
takobe, na je HEOUIXOIHA M KOHCTAHTA 7 Y IPOTDAMY.

e I'ne TpebGa gna ce mpocaemu msna3 (pesyarar) u3 nporpama? Ilse cy
MmoryhHOCTH: y cmo/mamsy JATOTEKYy WM Ha eKpaH. Ranxa ce mpukasyje
1351a3 U3 Iporpama, oH Tpeba ma Oyne nHGpOpMATUBAH IITO je Buie Moryhe.
IlpyruM pedmMa, yMeCcTO Ha Ce CaMO IITaMIa BPeAHOCT mopmube (6poj),
IOKEJBHO je Ia Ce OAIMTAaMIIAa HeKa JIelmo ¢opMmaTupaHa pedeHuna. larxobe,
na 6um oaroBop OMO jomr jacHWjU, MOMKEHHO je OMIMITAMIATH U BPETHOCT
yaa3a y mporpam. Ha npumep, usnaa3 6u morao 6utu pedvenuna: ,,lloBprmm-

Ha KPyra umju je moaympednk 1cm wm3mocu 3.1415cm?”.

4.2 Matnad ckpunt

[Tomro ce mpobieM mpoaHaau3upa U AePUHUANIE AJITOPUTAM 3a IHETOBO pe-
maBame, pelemne npobiema ce nume y ogpehernom nporpamckom jesuky. Pauy-
HAPCKU IporpaM je HU3 MHCTPYKIHWja y TaTOM je3MKy, KOje U3BPIIaBajy HEKU
3amarak. lIporpaMcku je3uiy BUCOKOI HUBOA MMAajy Hapenbe um (QyHKIUje, Kao
ITO Cy HA IPUMeEp ,,mmTamroaj oBo” wiad ,,ako je © < 5 ypaau 1o u To”. Pauy-
Hap, MehyTuM, MOKe Ja M3BpHIIABA CaMO Hapende MUCaHEe Y BerOBOM MAIINMHCKOM
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OBo pesyaryje ma marorera ,,testdat.dat” cama canp:xu cienehe monmarke:
pe3yiTy) ” P

0.8147 0.1270 0.6324
0.90568 0.9134 0.0975
0.2785 0.9649 0.9572
0.5469 0.1576 0.4854
0.9575 0.9706 0.8003

4.4.3 YuuraBame ImogaTaka M3 OATOTEKE

YumTaBame moJaTraka M3 JaTOTEKe Ce MOCTIKe KopuimhemeM Hapende load.
Kana ce marorera jemHoM kpewpa (Kao y HPETXOTHO HABEIEHOM CIYyYajy), HeH
camp:kaj ce MOKe yUMTaTHh y HEKYy MaTPUYHY MPOMEHJ/LUBY. Y KOJIUKO je TO Ha-
TOTEKAa Ca HyMePUUKUM monaruma, ¢pyHrmuja load() he yunraTtu nonartke mu3 na-
toreke ,,ImeDatoteke.ext” (ma mpumep, excrensuja moske 6utu .dat) u kpeupaTu
MaTpUILy Ca UCTUM UMEHOM KAao INTO je mMe maroTeke. Ha mpumep, ako ce MCKO-
pucT; maTtoTeka paHHUje Kpeupana, ,,testdat.dat”, cmemehum mapembama he ce
YUUTATU MOJAIU U3 e, U CMECTUTU PE3YJITAT y MATPUYHY IPOMEHJLUBY KOja ce
HasuBa testdat:

>> clear

>> load testdat.dat

>> who

Your variables are:

testdat

>> testdat

testdat =
0.8147 0.1270 0.6324
0.9058 0.9134 0.0975
0.2785 0.9649 0.9572
0.5469 0.1576 0.4854
0.9575 0.9706 0.8003

$yurnuja load () pamy jeanHO aKO MOCTOJU UCTU OPOj BPETHOCTU Y CBAKO] JIVI-
HUjU TAKO Oa OJAanyd MOTY OWUTU CMENITEeHM y MATpPHULy, U Hapendba save jequHO
yOmcyje MomaTKe W3 MATPUIE V HATOTEKY. & KOJMKO TO HUje CIyYaj, MOopajy
Ce KOPUCTUTH yJa3HO/M3ia3He Hapenbe HKEr HUBOA, KOjé HUCY IPEIMET OBUX
u3jgarama.

4.5 <PynENMUje

Marnab mocenyje Gorary bubnunoreky yrpabenux ¢yHkIUja, 1 OHe ce MOTY
KOPUCTUTU Y MaTEMATUYKIM MU3PA3UMa jeTHOCTABHO — KyUAamheM HBUXOBUX UMEHA
U BPEIHOCTU HBUXOBUX apryMeHaTa, Kao MmMTo cy npuMepu sin(x), sqrt(x), urm.
Hajuemhe y pauynapckum mporpammMa moctoju morpeba na ce m3padyHaBajy
BpeqHOCTH (YHKIHMja KOje HUCy yHaupen medunucane y Marmaby. Kanma je
u3pa3 (PyHKNUje jeIHOCTAaBaH, M aKO je NOTPEOHO M3pAUYyHATU je CaMO jeIHOM,
Ta (QyHKIUja MOke OmuTm meo mporpama. MeDyrTumm, ykoauko je HEKy (GyHKIU)Y
noTpebHO M3pavYyHABATY MHOIO IIyTa, M IPU TOME U Ca PA3JIUYUTUM BPETHOCTU-
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Y 1a3HM U W3JIa3HA apryMeHTU (QyHKIHje

Y a3HM M M3JIa3HU apryMeHTU ce KOPHCTE 3a IPEHOC IONaTaka Y PyHKyujy u
u3 Pynryuje, caencreeno. OOMYHO, PYHKOMja UMa HajMaimbe jeJaH yJa3HU apry-
MEHT, Mana je Moryhe meprHucary n GpYHKIU]Y KOja HEMa yJIa3HE apryMeEHTE.
YKOIMKO MX MMa BUIIE, VJIA3HU apryMEHTH Cy pa3aBojeHu 3ameroM. [Iporpam-
CKU KOZ KOjU M3BPIIABAa U3PadyyHaBama y (YHKIU]U Ce IUIle y3 Kopuiheme yII-
PaBO TUX yJa3HUX apryMeHaTa, V3 IPETIOCTaBKY Ha Cy UM I0AeJbeHe HyMepUUKe
BpenHocTH. T0 3HAUM fa ce MATEMATHUKN M3Pa3M y (QYHKIUjaMa MOPAajy MUCATH
y CKJamy ca AWMEeH3WjaMa yJIa3HUX apryMeHaTa, KOju MOr'y OUTU CKaJiapu, BEK-
Topu may Marpure. TpeHyTHe BPeTHOCTM apryMeHaTa Ce IOJEJbY]y HPUIUKOM
no3uBa (PyHKIHje.

$yurnuja MOke UMATH jeIaH WKW BUIIE M3JIA3HUX apryMeHaTa, Uid HUjeIaH.
Y cnydajy jemHOr M37a3HOT apryMeHTa OH Ce MOKe KOPDHUCTUTHU Oe3 3arpame.

Ia Ou ce ¢yHEIUMja MOrJIa KOPUCTUTH, y Teldy (YHKIHMje MOpa IOCTOjaTu
Hapenba Koja HoJesbyje BPEIHOCTU M3JIA3HUM IIPOMEHJUBUM, Tj. M3JIA3HUM ap-
rymMeHTHMa. AKO (yHKIMja HeMa M3JAa3HU ApryMeHT, OIepaTop IoJeie y ne-
(UHUIIMOHO] JMHUJU MOKe ce m3ocTtaBuTu. Ha mpumep, ¢pyHEIUja 6€3 M3Ia3HOT
apryMeHTa MOKe OUTH Heka (PyHKIMja KOja IpTa Aujarpame, IMTAMIa WA yIId-
cyje momaTKe y HATOTEKY UT.

Yobuuajeno je nma ce cBu ynasu y (GYHKIU]CKY OATOTEKy, KaO U M3Ja3U U3
Be, IPEHOCEe IPEKO YIA3HUX U M3Ja3HuX aprymenara. llopen tora, mebhyrumm,
CBe yJIa3HO-M3JIa3HE KAPAKTEPUCTUKE CKPUIT NATOTEKE Ce MOI'Y KODUCTUTHU U Y
¢yHEIUjcKO] naTtorenu. To 3Haum na he ce cBaka IPOMEHJ/LUBA KOjOj j€ NOAE/bEeHA
BPENHOCT y TeJly (YHKIMje IPUKa3aTH Ha eKpaHy KOMAaHIHOI IPO30pa YKOJIUKO
ce Ha Kpajy Hapenbe nonene He Hajlasu 3HaK ;. lakobhe, ¢pyHrumja input() ce
MOKe KOPUCTHU 33 MHTEPAKTUBHU YHOC momaraka, a ¢yskmuje disp(), fprintf ()
u plot() ce MOry KOpUCTUTH 3a NIPWKA3 MHOOPMAIVja HA E€KPAHY, CHUMAILE Y
[aTOTEKY WJIU IpTame aujarpaMa, Oall Kao U y CKPUIT JaTOTEeKaMa.

Ha mpumep, mHexa je morpebrO ma ce manume (yHKIHja KOja padyyHa OOMM
U DOBPIIMHY KpPyra 3a 3amaTyu Hojaynpedruk. 1o ce Moske ypaauTu Ha ciaenehm
HAYUH:

function [0bim, Povrsina] = krug_op(radijus)
% Funkcija vraca obim i povrshinu kruga.

% Ulazni argument: radijus (skalar)

% Izlazni argumenti: Obim i Povrsina (skalari)

Obim = 2*radijus*pi;
Povrsina = radijus”2*pi;
end

Iakne, ¢yHKIVja MMa jemaH yJaa3HM W [OBa M3Ja3HA IapaMeTpa, W CBU OHU
npencraBibajy ckanape. [Iprvep mosuBa (yrkmuje 6m Ouo:

>> [0,P] = krug_op(3)
0=

18.8496
P =

28.2743
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Baxuo je BomuTm pauyHa o ToMe ma ce (QyHKIMja IO30Be ca OIaroBapajynmm
Opojem aprymenara, u ma Ccy oHu omropapajyher tuma. Ha mpumep, mo3us

>> [0,P] = krug_op
Error using krug_op (line 6)
Not enough input arguments.

pe3yiaTyje rpemkoM, 360r uzocraBpbama aprymernta. Ca apyre cTpane, YKOJIUKO
ce (yHEIMja I030Be Ha cienehu HAYWH:

>> krug_op(3)
ans =
18.8496

ounTO je ma je mHpopMauuja O APYTrOM M3JIa3HOM APryMEHTYy n3ryoOsmena. Y
no3uBy (YHKIMje He NMOCTOju IPOMEHJbUBA y KOjy OM ce pe3yiaraTrT CMecTHO u
cagyBao.

[Iperxomau mpumep ce MOKEe MOIUPUKOBATU TAKO Ha (PYHKIUja padyHa 0OUM
¥ MOBPIIVHY 33 HU3 YJIA3HUX BPEAHOCTU, Tj. 338 BEKTOD YJIA3HUX IIOJATAKA, TAKO
mTO Ce y M3pa3y 3a M3pauyHABaWke INOBPIIMHE yIOTPEeOU eJIeMEHTHU OIEepPATOD
MHOKEHa.

function [0bim, Povrsinal = krug_opv(radijus)
% Funkcija vraca obim i povrshinu kruga.

% Ulazni argument: radijus (vektor)

% Izlazni argumenti: Obim i Povrsina (vektori)

Obim = 2*radijus*pi;
Povrsina = radijus. 2%pi;
end

WsspmaBamem Hapendoum:

>> x = 1:5;
>> [0,P] = krug_opv(x)
0=

6.2832 12.5664 18.8496  25.1327  31.4159
P =
3.1416 12.5664 28.2743 50.2655  78.5398

pe3yiaTar m3padyHaBama (YHKIUje Cy OBa BEKTOPAa, UCTUX AUMEH3Uja Kao U
yJIa3HU BEKTOD.

Sanaskame 4.1. Kada ce nosusa wexa Pynryuja, 8ancro je 3namu kaxae obaux
WENOZ UBAA3G CE OueKyje, Mj. 04 AU je Y Numany CKGAGD, 8EKMOP UAU MAMPUYT;
HAPABHO, BANCHO j€ 3HAMU U OPO] USAAIHUT BEAUNUN.

H1 nunauja 1 xomenrapu

H1 suunja n Texct momohm cy nunuje KoMeHTapa (NUHUjE KOje MOUMILY Ca
3HAKOM IPOIIEHTA), a KOje CJele HAKOH nedpuHunuone aunuje ¢pymxmuje. H1 mu-
HUja je IPBa JUHUja KOMEHTApa U OOUYHO CAAP/KA UME U KPATaK OMUC (PYHKIUjE.
Kana kopucHuk y KOMaHIHOM OpO30pYy OTKyla Hapendy lookfor neka_rech,
Marnab tpaxu peu neka_rech y Hl nunmjama cBux ¢yurmuja, u axo je zHabe,
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3. u3 ¢pyurnuje na Omio koM HwkeM HUBOY (C Moske nosuBaru B unu D, anu
He MOke mosusBaTu u F).

Takobe, mondyHKIMja ce MO)Ke MO3UBATU M3 OUJIO KOje yrHEXIEeHe (YHKIW]je
YHYTAp KUCTE M-ITATOTEKE.

4.5.8 ABOHUMEHEe ¢QYyHKIHUje

Anonumne GpyHruuje omoryhasajy Kpeupame jeIHOCTABHUX (yHKIUja O6e3
norpebe 3a KpeupameM (PYHKNUjCKe natoreke 3a mux. OHe ce MOr'y Kpemparu
uiau y KOMaHIHO] JuHuju Martnaba, uau yHyTap Apyre QyHKIUje UIN CKPUITA.
Cunrakca 3a nepuHucame aHoHUMHE (yHKUUje je ciaemeha:

fpok = @(ListaArgumenata) TeloFunkcije

rae je ListaArgumenata 3ameTraMa pas3IBOjeHa JIMCTa YJIA3HUX apryMeHaTa Koja
ce npocaebyje ¢pyurnuju, a TeloFunkcije je 6uno koju Baskehm m3pa3 y Mar-
maby, 1 OH mpenacraBiba Teso GyHkuuje. OBOM CHHTAKCOM Kpeupa ce MOKa3u-
Bau Ha (yHEUUjY fpok, KOju mpencraBsa Tun nomarka function_handle, roju
omoryhapa mo3uBame (yHEKOUje. Y HacTaBKy he OWTH pasMATPOHE HEKOJUKO
jemHOCTaBHUX IPUMEPA.

Matnab nma yrpabery ¢yHKIMjy 3a pauyHame IPUPOTHOT joraputMa log(),
aay ce MOXKe KpenpaTu aHOHMMHA (YHKIMja KOja TO M3padyHaBa, U 3a HEH
MMOKA3MBAY KOPUCTUTHU MME 1ln, IMITO je YecTa MATEMATUYKA O3HAKA:

>> 1n = @(x) log(x)
1n =
@(x)log(x)

Capna ce Ta aHOHUMHA (QYHKIMja MOKE KOPUCTUTH Kao OMIIO KOja Apyra (yHKIH]ja,
HA TIpUMeEp:
>> 1n(10)

ans =
2.3026

Y oBoMm ciay4ajy, ln je mMe TpPOMEHBUBE KOja Ce HaJa3W Yy PAaJAHOM MIPOCTOPY
Marnaba:

>> whos 1n
Name Size Bytes Class Attributes
1n 1x1 32 function_handle

ITojam wmace function_handle je BeoMma cauvaH MOjMy TOKA3WBada y IPO-
rpamMckoM jesuky C, Mana je OH OBIe YOIIITEHUjU.

3a u3pauyHaBame MOBPIIMHE KPYyra CBOjJEBPEMEHO je KOPUIINEeH CKPUIT, aju
ce TO MOJKe ypaauTu U noMony aHOHUMHE ¢yHKHUje Ha ciaemnehu HauwH.

‘ >> KrugPovrsina = @(radijus) pi*radijus.”2;

Y rTeny ¢yHENUjEe je KOPUIINEH €JIEMEHTHU OLIEePATOD CTEIEHOBAKA, IITO OMOIY-
hasa ga ce kao yna3Hu mapamMerap npocienu BekTop. [IprmMepwn mosmsa cy:
>> KrugPovrsina(4)

ans =
50.2655
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CumMmbOo/mmuka MaTeMaTuKa

CuMmbosnmyka MaTeMaTrKa Doapa3yMeBa OaB/bee MaTEeMaTUKOM HAaHd CHM-
Gonuma, a He HaI OpojeBuUMAa, Kao Ha mpuMmep, a+a = 2a. Cumbonmuke MaTeMa-
Tuuke QyHEIUje geo cy Marmabosor CuMBOIMYKOr TaKeTa, KOju KOPUCTU HOCe-
6an u HOB mpom3Box MuPAD. IIpe merose mojaBe m merosor pas3sujama Mart-
mab je KpO3 CTOTMHE pa3BUjeHuX ¢(yHKmUja rKopuctuo Maple 3a mompmky cum-
bonmuknM m3pauyHaBamuMma. lanac, ¢pyurmumonasnoct MuPAD jesuka, 3ajenHo
ca YK/bYUYEHUM OMOJIMOTERaMa je 3HAYajHO WCIpPEe TPBOOUTHOT CUMOOIUUKOT
MaTeMaTUYKOr maxkera. VIMeHa U (YHKIMOHAJIHOCT MHOTUX (YHKOMja TOCTYII-
HUX y OBOM IIaKeTy Cy HAEHTUYHN (QyHKHujama kKoje mocroje y Marnaby, anm
je pa3imka yopaBO y TOMe IITO (YHKIMje y CHUMOOJMYKOM IaKeTy pajae ca
cuMboanykrM OoOjekTuMa, 3a pa3iuky on oHux y Matnaly, koje pamge ca Hy-
MEPUYKUM BPETHOCTUMA.

OcHoBHE esieMeHT 3a cuMbonmuke onepanuje je cumbonanuru objerr. CumbGo-
JUYKU 0DjeKTU ce cacToje O MPOMEH/LUBUX W OpojeBa KOju Kama ce KOPUCTE y
MaTeMaTUYKUM n3pa3uMa ropope Martnaby na M3Bpmu onepanuje CUMOOJIMYKH.
YKOIMKO je TOTPeOHO CHUMOOIUYKYN U3PA3U CE MOTY KOPUCTUTH U Y HYMEPUUKAM
omnepalnujama.

5.1 CumMOoIMUYKe HPOMEHJbUBE M M3Pa3U

Cumboauuku 00jeKkT Moke OuTU IpoMeHbuBa (663 IPEeTXOMHO N0Ae/LEeHe Hy-
MEpUYKe BPEIHOCTH ), OPOj, MK U3pa3 CacTaB/bEH O] HyMEPUYKUAX IPOMEHILUBUAX
u OpojeBa. 3a kKpeupame cuMOOIMYKOr oGjexra kKopuctu ce (pyurmuja sym()
n/unu Hapenba syms. Ao je ymasHu aprymenT (yHkmuje sym() CTPUHT, pe3yi-
TaT je cuMboNMmukM OpOj MM MPOMEHJ/bMBA. 3a CIydvaj Aa je YIa3HU apryMeHT
HYMEPUUYKHN CKaJap WU MATPUIA, PE3yJITaT je CUMOOINYKA [IPE3eHTAI]a JaTUX
HyMepUYKux Bpennoctu. Ha nmpumep, Hapenda x=sym(’x’) Kpeupa CUMOOIUUKY
NPOMEHJBPMBY I[OA MMEHOM T W cMemTa pe3yiarar y x. Hapenba y=sym(’1/7’)
unu y=sym(1/7) kpempa jeman cumOonmuky OpOj, ymMe ce m3beraBa AIPOKCU-
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>> [X Y Z] = solve(4*x-2xy+z==7,'x+y+5*z==10", ' -2*x+3*y-z==2")
X =
124/41

Y =
121/41

7 =
33/41

5.1.4 CuMm0Oo0/muUKa MaTeMaTUUYKA aHaJIN3a

Iudpepernupame

dyurnuja diff () ce kopuctum 3a cumboanukro onpebuBame n3Boaa GyHKUU)A.
WNako oBa ¢pyHKUMja MMa UCTO MMe Kao QYHKIMja KOja ce KOPUCTU 33 HyMePUYKO
u3padyyHaBame KOHAUYHMX pasinka, Marnad mpemossaje xojy ¢yuruujy he xo-
PUCTUTH y KOHKpeTHOM ciaydajy. OcHOBHa cuHTakca (yurnuje je diff (F'), npu
gyeMy ce Bpaha um3Bon m3pas3a ¢yukuuje F' y omHocy Ha mOogpa3yMeBaHy He3a-
BUCHY NPOMEHJBUBY.

>> syms x f

>> f = x73 + 2*xx72 - 4xx +3 ;

>> diff(f) % ili direktno diff (x"3+2*x"2-4*x+3)
ans =

3%xx"2 + 4%x - 4

YKOIMKO (QyHKOMja 3aBUCHU OJ BUIIE MPOMEHJBUBUX, OHNA (YHKIUja PAUYHA
MapuujaHu U3BOI pena n Mo m3abpaHoj IPOMEHLUBOj var, U TALd je CUHTAKCA
nosusa obsmka diff (F,var,n).

>> syms a x, £ = sin(a*x"2);

>> dfdx = diff(f)

dfdx =

2*a*x*cos (a*x"2)

>> dfda = diff(f,a)

dfda =

x"2*cos (a*xx"2)

>> d2fdx2 = diff(f,2)

d2fdx2 =

2*a*cos(a*x"2) - 4*a”2*xx"2*sin(a*x"2)

Nurerpameme

$yurnuja int () ce mo3mBom obsmka int (expr,var) Kopuctu 3a ogpebhuBame
veoapebhenor mHTEerpasa cuMOONIMYKOr M3pa3a erpr y OAHOCY Ha CUMOOIUYKY
npoMensbpuBy var. Pywrmuja mokymasa na wabe cumbonnuru wm3pas I Tako
na je diff(l,var)=expr. Ilapamerap var je onnmoHW, U aKO Ce HE HABENE,
¢yurnuja Bpaha naTErpast n3pasa exrpr y OLHOCY HA IOAPA3yMEBAHY HE3ABUCHY
MPOMEHBUBY. Y KOJIMKO WHTErPaJ HE MOCTOjU y 3aTBOPEHOM OOamKy, mau Mart-
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mab He MOXKe Oa r'a U3padyHa MaKO OH IIOCTOju, Taxa ce Hapenba Bpaha Hem3Bp-
meHa (Jakie, OHAKO KAKO je yHeTa).

Ha mpumep, meonpebenn unterpan ¢ymrmuje f(r) = 322 — 1 Mome ce mahm
Ha ciaenehm HauwH:

>> syms X

>> int(3*x~2-1)

ans =

x"3 - x
Ca npyre crpane, onpebhenu mHTerpaJs oBe (QyHKUMje y IpaHUNAMA T = 2 OO
T = 4 Moxe ce qodbuTu ca:

>> int(3*x"2-1,2,4)

ans =

54

I'parnune BpemHocTH

I'parnmune Bpennoctu ¢yHKIUje Mory ce Hahwm ¢yHrumjom limit(), umja je
ommra cuHTakca limit(expr,r,a), m KOjOM ce pauyHa TI'DAHUYHA BPEIHOCTU
u3pas3a erpr Kana IPOMEHJBUBA & TEXU IPOMEHJUBO] a, Tj. lim expr. Ilapa-
MeTap T Ce MO/Ke M30CTABUTH, U OHIA C€ KOPUCTU HOﬂpa3yMeBagf}¥Lanp0MeHJLHBa.
Ha nmpumep, rpanuyHe BpenHOCTHU:

ox—2 1 . cos(x+h)—cos(x) .
me—a=7 K = —sin(z)

ce nobujajy Ha cnemehu Haywms:

>> syms h x

>> limit ((x-2)/(x"2-4),2)

ans =

1/4

>> 1limit ((cos(x+h)-cos(x))/h,h,0)
ans =

-sin(x)

YKOJIMKO ce mapaMerap a M30CTaBU, IPAHUYHA BPeIHOCT ce onpebyje rana
MPOMEHJBUBA TEKU HYJIU.

5.2 PemaBame mupepeHIUjaTHUX jeTHAUYNHA

dyuruuja dsolve () ce KopucTu 3a pemaBame OOUUHUX AUPEPEHIN]ATHUX je -
HauymHa. PazauunTty obnunu no3mBa (GyHEKIUje oapeheHU Cy IMMEH3MOHAJIHOII-
hy mpobiiema koju ce pemasa, Tj. Yy 3aBUCHOCTH Ia JIU je y NUTABY CKaJIapHA
IuepeHnrjaita jefHaUuHa UIM CACTEM jeIHAYMHAa, KA0 U IOCTOjameM UIN He-
IOCTOjaleM IOYeTHUX U I'paHMYHUX ycioBa. Pyarmuja dsolve() mompasymena
na je yHampen ne(@UHMCAHA HE3aBUCHA IPOMEHJpUBA & HE I, KAO KOA APYTUX
CcUMOOINYKUX (YHKIM]A.
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OmnepaTopu M KOHTPOJIa TOKA Iporpama

I[IporpamMu pasmarpaHy y IPETXOTHUM IOLJIABJBUMA OUIN Cy CTPYKTYPHO
jemHOCTaBHU, jep Cy ce Hapenbe M3BpIIaABaJIe jeqHA 3a APYIOM, OHAKO KaKO CY
nucane, 6e3 MKAKBOI I'paHama U moHaBmama. Mebhyrum, Behunna mporpamep-
CKMX mpobJieMa HUje TAKO jeqHOCTaBHA. YuWmeHWNa je y cTBapu, Oa BEJIUKa
MOh mporpaMcKux je3wka I0Ja3U M3 HBUXOBE MOTYNHOCTH Ha [ajy WHCTPYKIM]je
padyyHapy Oa M3BPIIN UCTU 33JATAK BUIIE IIyTa, CA IOHABJbAKEM, NN 13 U3BPIIN
pasianyuTe 3anaTKe ako ce oapeheHM mapamMeTrpu Memajy WX CY 3aI0BOJbEHU
onpebenu ycmoBu. Y BUmIMM OPOrPAMCKUM je3UNUMa OBO CE€ MOCTWXE y3 momMoh
Hapendu 3a KOHTPOJY TOKa nporpama. Hapenbe 3a KOHTPOJIY TOKa IpOrpama ce
MOr'Yy MOIEJIUTU Y OBE OCHOBHE Ipyme: Hapenbe 3a yCIOBHO IpaHame, 1 HApende
nerbu. Y CJIOBHO T'paHame MPeacTaB/ha MOTYNHOCT OIJIYKE Aa Ju ce ompebhenu
kO M3BPIIABA MJM HE, & y 3aBUCHOCTYU O] BPeIHOCTU HeKOTr n3pasa. llerme, nnm
OPYTUM peunMa UTepalyje, IpencTaBibajy CIIOCOOHOCT fa Ce U3BPIIU CKYI UCTUX
omepalyja BUIIE IyTa, JOK Ce€ CIENUjaJHU 3aXTEB HE 33J0BOJLU. Y Hapemdama
Oy UMBaka, IPAHAKA, U YOIIITE Y KOHTPOJIN TOKA IPOrpaMa, jeqHy O BayKHUX
yJIora urpajy JOrUJKUA U PEJIAIMOHN OIepaTopu, U O mhuMa he Takohe butu peun
y OaJbeM TEKCTY.

6.1 Pegammonu omeparopmu

Penayuonu onepamopu (mimu onepamopu nopelema) Cy omepaTopu OAHOCA W3-
Meby nBejy mpOMeHBMBUX MM M3pa3a, & KA0 PE3yaTaT Oajy JIOTMYKU TUI II0-
natka. OwHu mo3BosbaBajy OWMIIO KOjy BapujaHTy omepaHala, IITO 3HAYN 4
ce MOry mpuMemuBaTy uaMeDy ckajiapa, BEKTOpa W MaTpulla, aju u m3dmebhy
crasapa u MaTpune (Bekropa). Takobhe, pesanuonu onepaTopu ce MOTy IpUMe-
BUBATU U HA KOMIUIEKCHEe OpojeBe, u y ToM ciyuajy ce ynopebyjy camo muxoBu
peasHu neJoBU.

Iakiae, pesyarar nopebema crajapa IPUMEHOM DENAIMOHUX Oleparopa je
uinu 0 (ako nmopebeme Huje Tauno) unu 1 (ako je nopebeme Tauno), u pesyarar
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MOPYKa O TPEmKaMa KO M3pa3a KO KOjux Ou ce y HEKMM OKOJHOCTUMA TO MOTJIO
nojaButu (Ha IPUMED, AEJHEHE HYJIOM).

Jlornuky onepaTopu Ce MOy KOPHUCTUTHU Ca CBUM HYyMEPUYKAM TUIOBUMA
nomaraka, y3umajyhu y o63up ma ce CBe HyMEPUUKE BPEIHOCTU DPA3JIUUUTE O
HyJIe TPETUPAajy Kao JOTMYKA BPEIHOCT true, a BPEIHOCT HyJa CE€ TPETHPA Kao
Jorudka BpenHocT false.

6.3 Y cJiaoBHO rpaname

Y CIIOBHO I'paHamEe je HAjOCHOBHUJU €JIEMEHT 3a KOHTPOJY TOKa y OMIO KOM
nporpamckoM jesuky. OH omoryhasa mporpamy na JOHOCHU OIUIYKE U I OIJIyYyje
na a1 he ce m3Bpmuty uiau Hehe HM3 Hapendu, a HA OCHOBY BPEAHOCTU HEKOT
n3paza. Kako ce BPeOHOCT OBOI M3pa3a MOXKEe PAa3JUKOBATU CA PA3IUYNTUAM
M3BPIIABAKBUMA IPOrpaMa, MOMEHYyTa KapaKTepUCTHUKa oMoryhasa ma mporpam
pearyje muHaMuuKM Ha paszauuure momaTke. Y Marnaby ce ycioBHO u3Bpima-
Bame IporpaMa HOCTU:KEe KbydHUM pedyuMa if, else u elseif.

6.3.1 If ycaos

OGuuxk jenme if mapenbe je Beoma jemHocraBad. HakoH kmyuHe peuwm if
cjenu jenaH JIOTMYKU M3pas3, KOju ce aApyrauuje um Has3uBa ycaoe if uckasa. Yko-
auko uslov uma BpemuoctT true (1), m3BpmaBa ce HM3 HapeaduU KOje Clene mu3a
uckasza if, cse no uckasa end (grupa naredbi u3 cunrakrce). Y CympPOTHOM, aKO
je mormura BpemHOCT m3pa3a uslov false, mporpam Ipeckave Ipyny Hapenown
u3Mely if u end, u u3BpmaBame IporpaMa Ce HACTABJHA IMPBOM HAPEIOOM MU3a
KJby4YHE peuu end.

if wslov
grupa naredbi
end

Wspas uslov HakoH KibyuHE peun if Moske OUTU CIIOKEH U3pa3 KOju Ce CACTOju
Ol pelanuoHuX u/miau jorudkux oneparopa. IIrto ce Tuue nuMeH3uja, MoOke
OuTU CKajap, BEKTOP WX MATPUIA.

Crpykrypa if-else omoryhaBa m3BpmaBame jemae on ase moryhe rpyme
HapeadM, a y 3aBUCHOCTU OJf ICTUHUTOCHE BPETHOCTU ycJjioBa if MCKaza U HeH
onmry obauk je (camka 6.1):

if uslov

grupa naredbi 1
else

grupa naredbi 2
end

Axo m3pa3s uslov HakOH K/bydHE peun if MMa BPEAHOCT true, M3BpIIABA CE HU3
Hapendum oO3HAUeH ca grupa naredbi I, Koju ce Haja3m m3MeDy KbYUHUX pedn
if u else, a 3aTuM ce mpeckady ocraje Hapenbe m0o mcka3a end. Y KOJIUKO je
BpenHocT m3pasa uslov false, mporpam mpeckave Hapenbe no Mckaza else, a
3aTUM M3BPIIABA HU3 Hapeadu o3HauveH ca grupa naredbi 2 mameby else u end.
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nedpumHUIIE Kaga ImeTsha noumme. Hacynmpor Ttome, kon while mersne 6poj mpo-
jla3a HUje HO3HAT YHAIIPEeI U IPOIEC IOHABJhAKA IET/HE CE HACTABIbA CBE IOK Ce
crenuGUIpaHn ycaoB He 3amn0Bosu. O6Ge BpCTe meTibe MOrY Ce NPEKUHYTU Y
OusI0 KOM TPEHYTKY HapendboMm break.

6.4.1 For merspa

For mersha m3BpImaBa Hapendy uiau HU3 Hapeadbu yHampen omapebenu Opoj
nyta. CTtpykrypa for meribe je jeIHOCTaBHA U HEH OIIITH OOJUK je:

for indeks_petlje = vrednosti
grupa naredbi
end

IIpBa nuHUja MaeHTUPUKYje NeTHY U NepuHUNIE TPOMEHJBUBY indeks_petlje,
KOja Ce HA3UBA NPOMEHDHUBE NEMpe WU UHIeKe nemme, a IpeacTasiba 6poj uuja
ce BPEOHOCT Mema TOKOM MpOoJiacKa Kpo3 merspy. V3pas vrednosti, koju Moxke
OUTU BEKTOD WJIM MaTpUIa, IPEICTABbA CKYN 8PeOHOCMU KOje TPOMEHJLUBA N~
deks_petlje yauma nok ce meriba m3Bpmasa. CymrTuHCEU, OPO)j eseMeHaTa Y BEK-
Topy BpemHocTu (mau GpOj KOJOHA, YKOJIMKO je y muTamy Mmarpura) oxpebyje
Opoj mpomasaka kKpo3 mershy. Hapenba uaum rpyma Hapendu Koja caenau, 03-
HaUeHa ca grupa naredbi , HA3UBA Ce MeA0 nemsme, U OHO Ce U3BPIIaBa IPU CBAKOM
npoisaldy. Kmyuna peu end upentuduryje kpaj for nersme. Ilerssa ce u3Bpmasa
jemaHmyT 3a CBaKy BPETHOCT mpoMmeHmuBe indeks_petlje. Y mpumepy:

for k = [1 3 7 2]
x = k72;
fprintf (' %4', x)
end
fprintf('\n')

NPOMEHJBUBA, Kk IPEACTaBba MHIEKC IETJLE, a BEKTOP [1 3 7 2] IpeaCcTaB/ba
cryn BpemHocTu. TOKOM mpPBOT mpoJia3a Kpo3 HeTJ/hy IIPOMEHJbUBA k mMa Bpe-
HOCT 1, IITO je mpBa BPETHOCT U3 BEKTOPA BPETHOCTU. Y TEJy NETJ/he Ce PAUyHA
KBaApaT NPOMEHJpVBE k UM OOAes/byje HPOMEHJbUBOj T, a IOTOM CE€ BPETHOCT
NPOMEHJBUBE X IMTaMIa Ha ekpaHy. Tokom ciemeher mpoma3a Bpemnoct k ce
Memha Ha BPETHOCT 3, INTO je Apyra BPENHOCT Yy BEKTOPY BPENHOCTU, U M3BP-
maBa Cce IOHOBO Teyio mersbe. lIpm cBakoM mpoJslacKy KpO3 HIEeTJby BPETHOCT
npoMeHJpuBe k ce Mema U JI0Jebyjy joj ce cieneha BpemHOCT M3 IPOMEHILUBE
BpenHocTu. VI3BpImaBameM CKpPUIITa ZOOUja ce:

1949 4

Y mperxomHOM HpUMEPY WMHOEKC MEeTJhe je y3uMao BPEOHOCTU W3 BEKTODA,
u3Mely umjux ejgeMeHaTa He MOCTOjUW HUKAKBA yOusbuBa 3aBucHOCT. MebhyTuwm,
Hajuemhe je npumena for merme y ciemnehem o6muky (cnuka 6.3):

for k = m:s:n

grupa naredbi
end

Ilakie, BEeKTOD BPEAHOCTU OBJE IPEICTABJBA BEKTOP CA OCODMHOM 1A je Pa3jInKa
u3MmeDy nBa cycenHa ereMeHTAa KOHCTAHTHA U jenHaka s. V3pas m:s:n nomemyje
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WHIEKCY HeTJ/he Kk MOYeTHYy BPETHOCT M KOja ce TOKOM CBaKOTl mpoJia3a nosBehasa
3a S, Ia Ce BeJIW4YWHA S Ha3uBa Kopak nemwe. llerspa ce 3aBpmaBa Kaga BPeIHOCT
uHaekca k mocTurae BPpemHOCT N. Y TOM CIydYajy, mporpam ce He Bpaha Buire
Ha Hapenby for, Beh macraBma ca usBpmaBameM npse cienehe mapenbe usa
rpyuHe peun end. Ha mpumep, ako je k = 1: 3 : 10, 6uhe 4 nposasa kpo3 nermy,
a BPEOHOCTHU WHIEKCA k y mpoJsiasuMma Kpo3 merwy cy 1, 4, 7 m 10, ciencrBeHo.
Kopak metme k moske Outu u HeraTu-
Ban. Tako, ma mpumep, k = 20 : =5 : 10
pe3yaTyje ca 3 mpoJsasza y kojuma je k =
20,15,10. YxoauKO HUje 3a0aT KOPAK MeTJhe,
mongpasyMeBa ce na je OoH jemHak 1. Ako je
m = n, neTba he ce U3BPIIUTUA CAMO j&THOM.
Y cayuajy ma je m > n u s > 0, unu nax
m < nus <0, merma ce nehe u3BpmuUTU kzm
uujenuoM. CrenujasiHo, aKO Cy BPEIHOCTU
k, s m n TakBe ma k He MOke OWUTH jeqHAKO
N, YKOJIMKO j€é KOPAK S MO3UTUBAH, [I0CJIE IHN
npoJsa3 he ce u3BpmuTu kana k numa zajsehy
BPEOHOCT KOja je Mama on n. Ha mpumep, li
k=1:2:6 maje 3 mpoJsasa y KojuMa je

- end (u3nasz)

for (ynasz)

grupa naredbi

k=1,3,5. Ako s UMa HeEraTuUBHY BPEIHOCT,

nociaenmy mposa3 he ce m3Bpmutu kana k Crwuka 6.3: Iujarpam Toka for merime
uMa HajMamy BPEIHOCT Koja je Beha om n.

W tpeba mamomenyTH — CBakoj Hapenou for y mporpamy mMopa OWUTU O0mIe/beHa
omropapajyha kmyuna peu end. Kana ce mersba 3aBpIiv, MHOEKC METJHE UMA
nocaenmhy OONeJLeHy MY BPEIHOCT.

Marpuia Kao MHJIIEKC MeThe

Wunekc metime MOKe OUTH U MATPUIA, 3a PA3JIUKY O IPETXOIHUX IPUMEPa
rze je To 6uo BekTrop. Ha mpumep, Heka je mara marpuna A tuma mxn. HapenGe

for k = A
grupa naredbi
end

nonemyje ungercy k sexrop A(:, i), rme i mpencrasma Texkyhu 6poj urepanuje
meTibe, OJHOCHO IIpoJiaza merdbe. Y OpBOM mpoaasy, k je jemmaxo A(:, 1), y
apyrom k = A(:,2), y i-tom k = A(:,i) u ce mo k = A(:,n). IHaruae, 6poj
nmpoJia3a je jemHak Opojy KojJoHa Marpune A, a y CBAKOM HpoJja3y UHIAEKC k
npeacraBba oaropapajyhy kosony marpune A. Jeman takaB mpumep je:

>>A=1[123; 45 6]

A=
1 2 3
4 5 6
>> for k = A, y = 2%k, end
y =
2
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CucreMu JIMHEeapHUX jeTHAUNHA

Ha morpeby nsyuaBama cucreMa JUHEAPHUX jeIHAUYNHA, KAO HAjjeTHOCTABHU-
jer Tuma anrebapcrux jemHauwmHa, ynyhyjy MHOrM mpobieMu Teopuje u mpakce.
Y HacTaBKy ce y Ca:KeTOM IIPUKA3y [najy TEOPUjCKe OCHOBE, KAO W OCHOBA HHU-
XOBOr pemasBama y Matmna0y.

8.1 OcHOBHU IOjMOBU M OpOj pemiema

Hepunuruja 8.1. Uspasz obauka a1xy1 + aaxs ... + Gy, 3a n > 1 u 20e cy aq,
as, ..., Gn peaanu 6pojesu a Ty, To, ..., Tn NPOMENLUBE, HA3UBH Ce JIMHEAPHA
KOMOWHANUja MPOMEHJBUBUX L1, T2, - .., Lp-

Hedumanmnuja 8.2. Jeonawuna odauka:

a1x1 + ass ... + anxy = b, (8.1)

2de ay,azg,...,a, € R ub € R nasusa ce MMHEAPHA je qHAUUHA N0 NPOMEHHUEAMA
X1, T2, ...,Tpn. YKOAUKO je b =0, auneapra jednauuna je XOMOT€EHA, Y CYNPOMmHOM,
3a b # 0, ona je HexomoreHa. Ckaaapu ai1,as,...,0, Ce HA3UEAJY KOCPUIIjEHTH
jemuaumne, o kKoeguyujenm b je cnoGomum unaH jednawure (8.1).

Hepunumuja 8.3. Bexmop r = [rl ro ... rn]T € R" je mapTukyJapHO pe-
meme (uau kpahie: pememe) auneapre jednauune (8.1) arxo samncu

airy +asry ... +a,r, =b. (8.2)

Oumre pememe auneapre jeonavwune (8.1) je ckyn ceur mEHUT NAPMUKYAAPHUL
pewemna.

JHepununmnuja 8.4. Ckyn 00 m (m > 1) auneapHuz jeOHAURA NO NPOMEHDUBUM
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y IOPYTH, eKkeu8aseHmar CHUCTEM jeTHAUWHA, KOJjU je jeOTHOCTABHUJU 34 pela-
Bame. [lBa cucrema Cy €KBUBAJIEHTHA AKO IIOCENY]y WCTU CKYI pemema. 1pu
onepalyje Hall je THAUMHAMA KOje HEe MEHBA]y BUXOBO PEIIeHkhe, T3B. eJeMeHTapHe
onepamnuje, cy:

® 3aMeHa MecTa OWIO KOjuM IBEMa jenHauynHAMA,
® MHOXKEHEe OMIIO KOje jeqHAUMHE CKAJapOM DA3JIUYUTUM OJ HyJle

o MHOMKEHE jeHE jeTHAYWHE CKAJAPOM Pa3JINUYUTUM O HYyJe U IOTOM HEHO
nomaBame OMJI0 KOjoj APYToj jemHAYMHU.

Henmocrarak nqupekTHUX MeTOAa je MTO ce KOJ CUCTEMa BUCOKOI pena MOKe
jaBUTH mPOOJIEM TAYHOCTU yCJIEA aKyMyJialrje Ipemaka 3a0KpykuBama. Vre-
pATUBHE, WX WHAWDPEKTHE METOXE, MOUNMILY Ol HEKe IIPETIOCTABKE DEeNmena, U
IIOTOM KOHTUHYUPAHO pele(UHUINY Dellelme CBe NOK Ce He 3aI0BOobu oapebhenu
KpurepujyM kouBepreumuje. OBe MeTome Cy MOrOJgHE 3a CHUCTEME Ca BEJIUKUM
OpojeM jemHaumHa, aju ce jaBiba MPOOIEM KOHBEPTEHIUje€ TUX METOIA.

Y Marnaly ce 3a pemaBame CUCTEMa JUHEAPHUX jennauuna (8.4) xopucTtu
MeToma JeBor nmessema. (OBa Meroma ce 3acHMBA Ha MeToqu l'aycoBe enumu-
HAIlFje 3a pelIaBame CUCTEeMa JUHEAPHUX ajrebapCKUX jeqHAaYunHA.

Kon pemasama cucrema nuneapHux jemHaumna (8.4) MOry ce Da3IMKOBATHA
TpU cilydaja:

e Opoj jemHauwHa M je jemHak OpOjy HEIO3HATUX, TAKO Xa MATPULIA KOe(u-
nM1jeHaTa mpeacTaBbha KBAIPATHY MATPUILY

e 0Opoj jennaumna m je Mamu ol O6poja HemozHaTux n (M < n)
e Opoj jennaumna m je Behu on 6poja menosmarux n (m > n).

CBe Tpu BapmujaHTe ce pa3Marpajy y HACTaBKY.

8.2.1 CucreM jemmaumHa ca m = n

Axko je m =n, Tanga je marpunia A KBaapaTHa MaTpPUIA, TAKO A CE PEIleHe
Moske Hahu rao

x=A"1h, (8.7)

ykoauko Marpuna A muje cumrymapua. Y Matmaly, TO ce MOxke U3padyHATU
npuMmenoM ¢Qyukuuje inv(), tj. inv(A) unu A~(—1). Ha opumep:

>> A =1[12; 34]; b =[-1; -1];
>> x = A~ (-1)*b
x =
1.0000
-1.0000
>> x = inv(A)*b
x =
1.0000
-1.0000



IIOTJIABJBE 9

AnpokcuMmanuja m MHTEPIIOoJIaIja

9.1 OmmTm; npobJsieM ampoKCUMAIIHNje

Hera je ¢ymrmumja f : X — R, X C R ¢yHRIUMja peasiHe TPOMEHJLUBE.
IIpo6aem amporcumanuje ¢yuruuje f(-) csomu ce ma onpebuBame Here mpyre
¢yHKIU]je

(b(l') = (b(x;a(hah .. -aam)

KOja 3aBucu on m + 1 mapamerapa dg,ai,...,a0;,, Tako na Baxu ¢(x) =~ f(x).
Oyurnuja ¢(-) ce HA3UBA ANPOKCUMAUUOHG Pynkyuja. Y TpaKchH ce IPobIeM
ampoKCcuUMaIuje MOyKe jaBUTU U3 ABa pasjora. [IpBu je mrTo aHamuTuykm o0-
auk ¢yurmuje f(-), mako je mMO3HAT, MOKe OWTU BEOMa KOMILUIMKOBAH, Ha j€
U3padyHaBame HBEHUX BpemnHocTu ciaoskeHo. Ca apyre crpaHe, aHAJIUTUYKA OO-
auK (yHKIUje HUje mo3HaT, Bell cy mo3HATe caMo BPEOHOCTU (yHKIMje HA HEKOM
CKymy Tavyaka. 10 je uecT ciaydaj y MHOIMM HAYYHUM U WHKEHEPCKUAM IpUMe-
HaMa, Kajla ce IoJany IPUKYIBA]y YV €KCIEPUMEHTUMA NPU PA3HUM MepemuMa
pas3nuunTUX (U3NYKUX BEJMYMHA, HA MPUMED KOJ EKCIEPUMEHTAJIHUX onpebn-
Bama CTATUYKUX KAPAKTEPUCTUKA, KAO IITO je CIydaj KO KPUBE CUIA-U3OYKEHE
Yy HOCTYIKY onapebmBama KPyTOCTU OIPYTe, U CIUUIHO.

Jenman on ocHOBHUMX mpobJieMa ampoKCUMAaNVje je Kako OXPEAUTH, OTHOCHO
n3zabpatu QYHKIUjy anpoKCuUMaIluje. Y NPUHIUIY, CBE alPOKCUMAIMOHE (DYHK-
nyje ce MOr'y MONEJUTU HA JuHeapHe U HeauHeapHe. OumTu OOJIWK JUHEADHE
aIlpOKCUMaNUoHe (YHKIUjE je

¢(x) :a0¢0(x)+a1¢)1(x)+"'+am¢m(x)a (91)

npu yemy cucrteM GpyHrnuja @i (-) 3amoBosmasa onpebene ocobune. Opge ce mojam
JUHeapHe (YHKIMje OQHOCU Ha JIMHEAPHOCT IO mapamerpuMa a;, 1 = 0,1,...,m, a
nobpa cTpaHa OBOr OOJIMKA aIpoKCUMAaIUje je MTo ce onpehuBame mapameTrapa
CBOIM HAa CHUCTEME JUHEAPHUX jeTHAUYNHA.
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9.4.3 ®Pyuxnuje 3a mHTepHoJganujy y Marmady

Wuarepnomanuonu KyOHU CIUIAjH ce MOKe OIpenuTu KopumhemeMm yrpabene
¢yurnuje Martnaba, spline(), yuja je ommra CHUHTAKCa OOJIMKA:

yi = spline(x,y,x;)

Ille CY X U y BEKTOPU KOJU Canp:Ke TauKe MHTEPIOoJIAlUje, a y; BEKTOp KOju
Canp:KU pe3yJsiTaTe WHTEPIOJalUje M3padyHaTe y TadykaMa BeKTopa X;. Ilo-
Ipa3yMeBaHU IPAHUYHU yCJOB je T3B. not-a-knot yciaoB. Y ciydajy Oa BEKTOD Y
Ccaap:KM [ABE BPEJHOCTU BUIIE HErO NITO MMa BEKTOD X, Taa Ce IPBa U MOCIEeImha
BPEOHOCT Y BEKTOPY Y KOPUCTE Ka0 M3BOAM y KpajmuM Taukama. Ha raj Hauwmu
OBa ommuja oMoryhasa ma ce mMmmjaeMeHTupa u clamped-end ycioB, Tj. ma ce
nobuje nomnyMu CIIIAjH.

Yrpabena ¢yurnuja interpl() omoryhaBa ma ce mMIIEMEHTHpPa HEKOJIUKO
TUIIOBA Y [NEJIOBUMA jeTHOIUMEH3N]CKUX MHTepHnosanuja. Ibena ommra cuHTakca
je:

yi = interpl(x,y,x;,method)

IZle Cy X U 'y BEKTOPU KOjU canp:Ke BPETHOCTU KOje Ce WHTEPIOIUpajy, y; je
BEKTOP KOJU CaAP:KU Pe3yJTaTe UHTEPIOJIaIrje JOOujeHe y TauykaMa BEeKTOpa X;
IpUMEHOM MeToze nedpunHucane y napamerpy method. Ilocrynre merone cy:

e ’nearest’: MHTEPHOJUPAHO] TAUKU C€ MOMEJbYje BPEAHOCT 0] HAjOIMKe
tauke. [Ipema ToMe, IpeaCTaBIba UHTEPIOJIAIN]Y TTOJUHOMOM HYJITOT PEIa.

e ’linear’: smHeapHa mHTepnoiaruja. OBa MeTOIa KOPUCTU MpaBE JIUHU]E
3a IOBE3UBAKHEC TAYAKA.

e ’spline’: mHTepmosanuja y meiroBuMa KybHuMm cuiajuom. OBa merona je
uneHTryHa (yHKIUjU spline().

e ’pchip’ u ’cubic’: y menoBuMa KyOua EpMuroBa maTepmOIanuja.

Yroauko ce aprymenT method y mo3uBy (yHKIUje M30CTaBU, IOAPA3yMEBAHA
METOIA je MeTONa JUHeapHE WHTEPIOJAI]jE.

IIpumep 9.1. Ha ochosy npouzeonno 00abparus mauaxe uKmMepnoaupamuy gynk-
yujy f(z) = (2? — 3z + 5)e " 5sinz na unmepeany [0,1].

Pememe: [Ipumep pemema nat je caiemehom ¢yrrmujom, ca kpahum objamrme-
BYMa 1 KOMEHTApuUMa O nojenmuHrM Hapenbama. ['paduuru npuras pesyiarara
nar je Ha cauruy 9.3.

function inter_primer

% Primer interpolacije funkcije

%y =1f(x) = (x.72 - 3*xx + 5).*xexp(-5*x).*sin(x);
razlichitim metodama interpolacije

=

% generisanje chvorova interpolacije
x =0:0.1:1;
y = (x.72 - 3%x + 5).%exp(-5*x).*sin(x);
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Henuneapue asredapcke je qHauMHE

10.1 HeJuunHeapHa jemHauyuHa jeHE IIPOMEHJbUBE

Y MHOTUM OpobJeMUMa Y HAYIU U UHKEHEPCTBY HEOMXOMHO jeé OAPEIUTH
peliene HEKe HeJMHeapHe jeqHAUurHe O00JIUKA:

f(z) = 0. (10.1)

I'paduuku, perreme nian KOPEH jeqHAYNHE IPEACTABHA TAUKY IPECeKa (yHKIW]je
f(-) m x—oce. Ilpema Tome, y 3aBucuoctu on ¢pysruuje f(-), jenmaunna (10.1)
MOKe MMAaT! jeIUHCTBEHO peIlleihe, BUIIE pellermha Wianm Helle mMaTu pememe.
Koper jemmaumne ce HeKa MOKE ONPEIUTU AHAJIUTAYKA W OHIA j€ TO TAYHO
pemewme. Mebyrum, y Behunu curyanuja to Huje moryhe, ma ce KopeHu jemnHa-
YyHe MOpajy Hallm mprMeHOM HEKe HyMEepPUUKe Ipouenype. JenaH TakasB IpuMep
je jemnauuna obmauka 1 —x + cosz = 0. Caura 10.1 npura3syje ma oBa jenHavunHa
uMa caMO jeTHO peIleme, KOje ce MOKEe alPOKCUMUPATU Ca yKeJbeHOM TadHOI Ny
y3 moMoh Heke HyMepUYKe METOJE.

Sanaskame 10.1. Tpeba obpamumu naxchy Ha MEPMUHOAOZUJY U Ynompedy noj-
MO8 pelneme, KopeH u Hyna. Kopew npedcmasna pewewne jeonavune f(x) =0, a
mo pewene y cmeapu, npedcmasna wyay dyrkyuge f(-).

HyMepuuke MeTozne 3a pemaBasme HeJIWHEAPHUX jeIHAUNHA C€ MOI'Y IIONEINUTH
y [Be [JIaBHE KATErOpUje: Memode MG 3aMBOPEHOM UHMEPEAAY U MeMOde Ha
omeopenom unmepsany, unu kpahe — omeopene memode. MerTone Ha 3aTBOpEHOM
MHTEPBAJY 3aXTeBajy Oa ce UACHTU(DUKY]e, Tj. OApEenu, IOUYETHN UHTEPBAJI KOjUu
canpsku KopeH jemmauwmue. lIpema coaumu 10.2a, Koja mprKa3yje OCHOBHU TPUH-
OUII METOJA Ha 3aTBOPEHOM MHTEPBAJY, TO 3HA4YM Ja Tpeba oopenuTy MHTEPBAJ
[a,b] Tako ma je f(a)f(b) < 0. IloyeTHW MHTEpPBAJ Ce Tajga CUCTEMATCKUA CMa-
BYje Ha HOJMHTEDBaJle y KOjuMa ce TakoDe Hasa3M Taj KOPEeH jenHaUYUHE, CBe
IOK Ce He 330BOJbU KEJbEHA TAUYHOCT. RAaKO Ce TAUHO Mema MOy:KWHA WHTEPBAJA
Yy CBAKOM KODaKy 3aBUCH OJ MeTone kKoja ce kopuctu. QOuuro je ma merone
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1—x+ cosz
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Cunuka 10.1: [pubamwxao pememe jemnaunue 1 — x + cosx = 0

Ha 3aTBOPEHOM MHTEPBAJy yBEK KOHBEPrupajy pememy, Tj. kopeny. IIpmmepn
TAKBUX METOLA Cy Memoda bucexyuje (METOAA MOJNOBILEHA MHTEPBAIA) U Tequla
fasi (MeToma morpemHor moJsoskaja).

Kox orBopenux Merona y TOKY MUTEPATUBHOI IIOCTYNKA HE IIOCTOjU OrDaHU-
Yeme Na Ce alpOoKCHMaluja MOpa HaJa3WTU y YHaIpen YTBpDHeHOM 3aTBOpeHOM
uHTepBay. HacynpoT nperxomHo OMMCAHUM MeTOaMa, OTBOPEHE METOIE 3aXTe-
Bajy caMoO jenHy BPEIHOCT MPOMEHJBMBE T 3a IOYETAK UTepaluje, Tj. 3aXTeBajy
IOYEeTHY MPOIEHY pellemha, OJUCKYy cTBaApHOM Kopery. lomyime, HEKe OTBOpEHE
MeTode MOry Takobhe ma 3axTeBajy IOBe MM BUIIE TAYaKa, ajld HE 3aXTeBajy Oa
Cce KOPEH M30JIyje y 3aTBOPEHOM MHTepBasy. HakoH moyeTHe IpOIEHE pellena,
TayHUje allpOKCUMAINje, Pellemha Ce TeHEePUITy CYKIECUBHO, IOCEOHIM MeTO aMa
(cmura 10.26). Ose MeTome, yONIITEHO, HE TapPAHTY]y KOHBEPTEHIUjy CBE IOK
MOYETHA MPETIOCTaBKA Ty HUje MHOBOJBHO OJMCKa KopeHy jemHavuwmue. MebhyTum,
YakK U TaAa, HyMEPUUKN AJCOPUTAM MOMKE Oa AUBEPrumpa. Y IPKOC TOME, IPen-
HOCT OTBOPEHMUX METOMA je Y TOME IITO aKO KOHBEPIUMPAjy, OHE NEMOHCTPUPA)Y
MHOro 60/py Op3uMHY KOHBepreHuuje y mnopebemy ca MeTogama Ha 3aTBOPEHOM
nuTepBasty. Heke ox orBopeHux Meroma cy memoda dukcne mawke, Hbymmnoea
memooda, memoda cewuye (OHA 3aXTEBa IBE TAUKE 34 [IOUETAK UTePAIje) U uHEep-
3na Keadpamna unmepnoaayuja (3aXTeBa TPU MOYETHE TAUKE).

10.1.1 PemaBame HesmHeapHUX jemHauuHa y Matmady

Matnab nocenyje camo aBe ¢yHKIMje 3a onpehuBame KopeHa jeqnaunne. To
cy ¢yurumja fzero(), Koja ce MOKe NPUMEHNUTH 3a OWIO KOjy (QYHKUM)Y jenHe
npoMmeHspuBe, 1 pyHkuuja roots() 3a onpebuBame Hysna monunoMa. PyHRmUja
fzero() KOpUCTU KOMOMHAI]Y METOIa OMCEKIje, CEUnIle U MHBEP3HE KBa ApaTHE
WHTEpIoNanuje 3a Halaskeme pemema. Onmru o6auk mo3uBa GyHKIUjE je:

x = fzero(fun, x)

dyurnuja nokymasa ma mabe mymny ¢yurmuje fun ysumajyhu zg ka0 moueTHy
AITPOKCUMAII]Y pellema. Y KOJIUKO je Ty CKajJap, OIPOIeAypa 3a TParKkeme HyJe
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IIpumep 10.1. Odpedumu nyse gynryuje f(x) =1 — x + cosx.

Pememe: 3a npumep ¢yuruuje f(xr) = 1 — x 4 cosz ca caure 10.1, moxke ce
YOUNTH 2 je HBeHa HyJa y OKOJMHMA BPEIHOCTU 1, IITO C€ MOKE MCKOPUCTUTH
Ka0 MOYETHA MPETIOCTABKA U KaO yJa3HU apryMeHT (yHruuje fzero():

>> fun = @(x) 1 - x + cos(x)
>> r = fzero(fun,1)
r =

1.2834

[Iperxomuo ce moxke moburtu m axo ce ¢yHrmuja fzero() mo30Be ca MOYETHOM
NPOIEHOM MHTEDPBAJa HA KOME Ce HAaJIA3W HyJa (YHKIMje, Ha IPUMED Ca IBOeJe-
MEHTHUM BEKTOPOM Xg = [ 1 2 ]:

>> r = fzero(fun, [1 2])
r =
1.2834

Canuno, ¢pyuruuja f(x) = 1—x+cos(x) ce Moraa IUPEKTHO TPOCIEAUTY ()yHKIL)U
fzero() Kao CTpUHT:
>> r = fzero('l - x + cos(x)', 1)

r =
1.2834

10.1.2 ®yurmuja fzero() u jemmauwmsHa ca BuIIe KOPEHOBa

Pyurnuja fzero() ce MOKe UCKOPUCTUTU U y CAYyYA]y Oa HEKA jeTHAYNHA HA
IaTOM MHTEPBAJY MMa BUIIE KOPEHOBa, U TO MiycTpyje cienehu mpumep.

IIpumep 10.2. Hahu xopenose jeonavune xsinz =0 wa unmepsaay [—10,10].

Pememe: Ha maroM mHTEpBaJy MOCTOjU HEKOJMKO KOPEHOBA jeNHAUYUHE, T€ Ce
CBaKM KOpeH Mopa oapemutu nocebuo, kopucrehu onrosapajyhe mouerne mpo-
nere. OBe mouUeTHE MPOIEHE CE€ MOrYy IMeHEePUCATU U3PAdyHABAMHEM BPEIHOCTU
¢yurnuje y onpebenom Opojy Tavaka M3 OATOr MHTEPBaJa, U UACHTUDUKYjyhn
NpPOMeHY 3Haka (yHKIHje.

fun = @(x) x.*sin(x);

x = linspace(-10,10,20);

f = fun(x);

plot(x,f)

Caaka mpomena 3Haka ¢yuruuje f(z) mMoxke ce mmentuduroBaru Ha cienehn
HaYUH:

I = find(sign(f(2:end)) ~= sign(f(1l:end-1)));
Cana ce y meT/mu 3a CBaky IPOMEHY 3Haka IpuMeHoM ¢yHkmuje fzero() ca mo-
YEeTHOM IIPOLIEHOM y OOJIMKY IOBOEJIEMEHTHOI BEKTODA:

for n = 1:length(I)
r(n) = fzero(fun, x([I() I()+1]1)); % Priblizhna reshenja
end
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I_Hymepntmo mudepeHnpame U NHTErPaJbene

11.1 Hywmepuuko mudpepeHnupame

Y MHOTMM WHKEHEPCKUM OpOOJieMUMa 3aXTEBa Ce€ M3PauUyHABAWKE M3BOIA,
Kao Ha npuMmep onpebupame Op3vHE HA OCHOBY IOOATAKA O MO3UIjU, OTHOCHO
npebenom nyty. Hexana je mo3mar amamuTuyku onuc (yHKIje Koja ce mude-
peHIpa, ajly je aHAJIWTUYKO Au(epeHIrupame BeOMa KOMIIMKOBAHO. Y TOM
ciryyajy, GyHKIUja ce muckpermsyje u reHepume onpeben 6poj Tauara koje ce
IIOTOM KOPHUCTE y HEKO] HYMEPUUYKO] METOIU 328 AllPOKCUMAIIN]Y U3BOAa (PYHKIL]jE.
Ca mpyre crpasHe, 4ecTO Cy AOCTYIHU MOAAIM YIPABO y OOJUKY JUCKPETHOT
CKyIla Tavaka, Ka0 Pe3yJTaT eKCIEePUMEHTAIHIX Mepema. Y TOM CIIyYajy, U3BOL
ce MOKe HYMEPUUKM allPOKCUMUPATH Ha jenaH on cieneha nBa HauuHA. JenaH
HA4YMH je nudepeHnrpaneM HHTePIOJANINOHNX (popMyIa, Kala ce Ionanyd alpoK-
CUMMPAajy MOrOJHOM KPUBOM, JIAKOM 3a AUPEpPEHIUPame, a IOTOM Ju(epeHIIpa
aHAJIMTUYKN n3pa3 nobujene ¢yurnumje. Ha mpumep, 3a ciydaj mHTEpHOIanmje
Heno3zHare ¢yHkuuje f(-) HOJMHOMOM, APOKCUMALVOHA (YHKIUja je 00IuKa

$(x) = Po(x) = anz" + an 12"+ + a1z + a, (11.1)

TaKo 1a je mocTymak mupepenmupama jeasoctasan, tj. fF)(z) ~ ¢F)(x). Meby-
TuM, Tpeba HAIIOMEHYTHU Ia OBaKaB MOCTYNAaK AUpEepeHIUpama Moke Aa Oye
HecTabUIaH M HETAuyaH, jep MaJla OJCTyTama AmpPOKCUMAIMOHE (YHKIUje O
crBapre, |f(z) — P,(z)| He 3HA"e 06aBe3HO M MaJa OACTYNAKHA HUXOBUX M3BOAA
|f/ (x) — P;L(x)\ Ca gpyre crpane, mo6pa ocobOuHA je MTO MO3HAT, OUCKPETAH
CKyIl Tadyaka HEe MOPa na Oyme €KBUANCTAHTAH.

Ipyru npuna3 je IpuMeHa KOHAYHUX PA3JIMUKA Y KOJUMa Ce KOPUCTE IOIAIN
Yy OKOJIMHU TauKe OJ MHTEPEeCca 3a AIPOKCUMAIM]Y M3BOJA, U O OBUM METOAaMa
he OuTu BuIIe peun y HACTABKY.
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IIpumep 11.1. Hoxasamu npumeny gynryuje diff () y npubauscrom odpehusany
usgoda Pynryuje

f(z) = 0,24 252 — 20022 + 6752° — 9002* 4 4002°.

u ynopedumu dobujene pesyamame ca Mawkum pewemnem wa urnmepsaay x € [0, 0,8].

Pememe: Ilpennor pemema mar je y caenmehem ckpunty. Ilopebeme anamutuy-
KOT U MPUOIMKHUX pellenha AaTo je Ha caunu 11.2) mpu yeMy je IpuKa3aH auja-
rpam koju ogrosapa rpadury figure(2) y ckpunrty. V3 npukraszaHor pesyiaTaTa
MOKe Ce YOUUTH [a Ce MPUMEHOM KOHAYHUX PA3JIMKA YHA3a[ U YHAIPEI He MOXKE
OOOUTH BPEIHOCT M3BOJA ¥ MIPBOJj, OAHOCHO] MOCIEIH0j TAUKN MHTEPBAJIA, CJIEI-
CTBEHO, a IPVMEHOM IEHTPAJIHUX Pa3JIMKa Ce€ He MOI'Y HOOUTYU BPETHOCTU U3BOIA
Yy KpajBUM TavyKaMa [IOCMATPAHOI MHTEPBAJA.

f = 0(x) 0.2 + 25%x - 200*x.72 + 675*x."3 - 900*x.~4 + 400*x."5;
x = 0:0.05:0.8; n = length(x);

y = £(x); % izrachunavanje funkcije u izabranim tachkama
xa = 0:0.01:0.8; % za crtanje analitichkog reshenja

% analitichko reshenje:

yda = 25 - 400*xa + 3*675*xa.”2 - 4*900*xa.”3 + 5%400*xa."4;

d = diff(y)./diff(x);

% Aproksimacija izvoda: razlike unazad

subplot(3,1,1)

plot(x(2:n),d,'bo'), hold on, plot(xa,yda), grid

% Aproksimacija izvoda: razlike unapred

subplot(3,1,2)

plot(x(1:n-1),d,'rd'), hold on, plot(xa,yda), grid

% Aproksimacija izvoda: centralne razlike.

dc = (y(3:n) -y(1:n -2))./(x(3:n)-x(1:n-2));

subplot(3,1,3)

plot(x(2:n-1),dc, 'k*'), hold on, plot(za,yda), grid

% Na jednom dijagramu

figure(2)

plot(x(2:n),d,'bo', x(1:n-1),d,'rd', x(2:n-1),dc, 'kx')

hold on, grid on, plot(xa,yda)

legend('razlike unazad', 'razlike unapred', 'centralne razlike')

Pyuxuuja polyder()

dyurmuja polyder() omoryhaBa na ce aHANUTWUUYKA OJPENV M3BOJ IIOJIU-
HOMCKe (yHEnUje, onpebene mennM roepuuujentuma. Ilpm Tome, (ynRmUIja
IO3BOJbABA, TPU ODJIMKA MO3UBA:

e b=polyder(p) - Bpaha Bexkrop b kKOju canpskm kKoeduIUjeHTE U3BOIA

[OJIMHOMA, Je(pUHICAHOT BeKTOpoM P (mo omanajyhem cremeny),

e b=polyder(p;,p2) — Bpaha Bekrop b KOju caap:ku KoepuUnIjeHTE U3BOAA
IpPOU3BOAA TOJUHOMA P1 U Pa,

e [n,d]=polyder(pl,p2) — Bpaha BexkTope n 1 d KOju caap:ke KOeUIjeHTE
Opojuona u MMEHNONnA M3BOLA KOJIMYHUKA IOJUHOMA Pi U Pa.
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Cuura 11.2: Tlopebeme npubnmwknux 1 TavyHux u3Boaa ¢GpyHkuuje u3 nprmepa 11.1.3

Ha npumep, usson nomuaoma p(z) = 223 — 51 + 3 je p/(z) = 622 — 5 je:
> p=1[20 -5 3]
>> polyder(p)
ans =
6 0 -5

Y Matnaby ce MOKe OOPEAUTU U I'PAAUjEeHT CKyla IIOAaTaka KOjU IIPEeNCTaB-
Jbajy ABOOMMEH3MOHAJHY (YyHKIU]y nmoMohy d¢yurmuje gradient(). Jemarm on
o0nmka mo3mBa (yHKIUjE je

[F.,F,] = gradient(F,dz,dy)

rae je F marpuna, a F, u F, cy Bekropu napuujanaux nssona 0F/dx u OF /0y,
crencrBeno. Bume o ¢yHkmmju ce moske Halim Hapenbom help gradient.

11.2 Hymepuuyko mHTerpaJbeme

Beoma BaKHO MeECTO y MHOTMM HHKEHEDCKUM NpOOIeMHUMa 3ay3uMa U HY-
MePUUYKO MHTEerpaseme (Ha IpuMep, m3padyHaBame npebeHor myrta Ha OCHOBY
3aBUCHOCTH Op3uHEe Kperama ox BpeMmena). OCHOBHA mzaeja HyMepUUKe WHTE-
rpanygje je u3padyHaBame MHTErPaJa

I:/bf(x)dx (11.19)

kopumhemeM Bpennocty pyuruuje f(-) Ha HEKOM KOHAUHOM CKyIly Tadaka. Pop-
MyJe 3a NpubIWKHO MHTEerpajbemhe (PYHKIMja jeqHe IPOMEH/LUBE 30BY C€ U K8a-
opamypre gopmyae, 360 MHTEPIPETANMje UHTErPaJIa Kao MOBPIINHE MCIOMN KPU-
Be, Tj. ucnoxn ¢pyurnuje f(-).

On MHOrMX MeTOZa, y HACTABKY Ne ce YKPATKO M3JIOKUTU [BE, TPAIE3HO
u CuUMICOHOBO MpAaBWJIO, a Ha KOojuMa ce 3acHuBajy yrpabene ¢ynrmmje Mar-
naba. O6Ge merome ce nobujajy uz Hbyru-KorecoBux (Newton-Cotes) dpopmyina
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re MHTerpan Majo Bapupa, a kpahu uaTepBasu y obiacTuMa re WHTETPAH
moka3yje Harjie mpoMeHe. Y aHaJU3Uu Koja ciemnu, MehyTum, mpermocTtaBiba ce
& Cy Tauke eKBUAMCTaHTHE. Ha cBakoM 01 MOAMHTEDBAJA [X;, T;}1] WHTETDAJ
ce ampoKCcUMUpa NoBpmmHOM Tpamne3a. CabupameM HOBPIIMHA Tpame3a I0Jaa3u’
ce no npubiamkHe BpegHocTtu onpebeHor muTerpasa:

j/ f@ﬂdmzﬁE:figiljéigit)(de——xﬁ. (11.22)

i=1

I'pemxka ommTer TpamesHOT Tpasuia je pema h2, tj. O(h?).

11.2.2 Marnab ¢pysrnuja trapz()

Y Marnaby je mMiieMeHTUpaHa Tpale3Ha MeTOna TPUDIMKHE MHTErPAIldje
y obaury ¢yuruuje trapz(). Hbena currakca je

I=trapz(x,y)

roe HU3 Y CaIOp:KU BPEeTHOCTU (YHKIMje M3padvyHaTe 3a Tauyke cap:KaHe Y HU3Y
X, a I je BpemHOCT mHTErpaJia. Y KOJIUKO Ce KeJIru WHTEerpaj jemHe (yHKIUje,
Tana je Yy BEeKTOp, a 3a CIydYaj BuUile (YHKIMja HBUXOBE BPETHOCTU CE€ MOPajy
neprHucatu y obamky Mmarpune Y. Tana he ¢yHrnuja mspadyyHaTy MHTErpaJ
CBaKe O] KOJOHAa MaTpure Y. BakHO je Ja ce He MOKe aHAJIUTUYKU Je(GUHICATH
¢yHEUMja Kao nHTErpanm, seh naTerpans Mopa OUTH OUCKPETAH CKYI IOJATAKA.

1

IIpumep 11.2. Odpedumu unmezpcm/

3d£U NPUMEHOM MPaAnNe3Ho2 NPpasuaa.
1T

Pememe: Ila 6u ce mpuMeHUIO TPAIE3HO NPABUIIO, NOTPEOHO je reHepmcaTu
MUCKPETHU CKYIl Tavyaka W HOTOM mo3Batu ¢(yHruumjy trapz(). Cuemehwu nus
HapeIdy WIyCTPYyje pelene:

>> x = -1:0.1:1;

>> y = 1./(x+3);
>> I = trapz(x,y)
I =

0.6933

Ananutuuko pememe je:

1
1
/ dz =Tz +3||', =4 —In2 =In2 = 0.6931.
711}‘"3 -1

To ce MOke IPOBEPUTU U TIPUMEHOM CUMOOJMYKOT PAYyHA:

>> syms X

>> int(1/(x+3),-1,1)
ans =

log(2)

IMomenom mnTepBana uarerpanuje [—1,1] ma Behu 6poj Tauakra Moke ce nobutm
jOII TAYHU]U PE3YJITAT.
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HymMmepuuko pemnraBame OOMUHMX
mdpepeHnnjaJTHIX jeHaAuYnHA

12.1 Ilojam mudepeHnIjasIHE jeHAUWHE

3a pasinKy On airebCapCKuX jefHAUMHA, Yy Oufepenyujaisnum jeonawurama
HemosHaTa Koja ce oapebyje je peamna (unum KoMIulekcHA) ¢QyHEKu#ja. ¥ made-
PEHIMjaJHOj jeqHAUNHYN (PUTYyPUITYy He3aBUCHA IIPOMEHJLUBA ¢, HEIO3HATA (YHK-
mja y(-) u Heku wenu uzsoan. OumTu O0GIUK CKajtapHe Au(epeHIjaIHe jeaHa-
yuHe je:

d)(t’y??J?y?"'?y(n)):O (12.1)

YKONWKO je pedu 0 pyHKIMjU jeqHe peasHe IPOMeH/bUBe, Kao y jemnaunnu (12.1),
Taga je y muUTamy obuuna Jufepenyujasna jeonavwura. OcuM oBUUHUX, IOCTOje
u napyujaane Jufeperyujante jednavure KOM KOJUX HEMO3HATa (PYHKIHja 3aBUCH
Ol BUIIE HE3aBUCHO IPOMEHJLUBUX, Na Y IUPEPEHOUJATHO] jeTHAYNHU (PULYDPU-
my mapiyjajuau m3soau. Hanasme, mpeaMer pa3Marpama he Outu camMo obuvne
nudepennujanue jenaavntae. Candao aarebapCcKuM jeIHAYMHAMA, TOCTOj€ U CUC-
TeMu audepeHnrjaTHux jeqHaunsa. Jludepennujanne jeqHaurHe ce jaBibajy Kao
MATEMAaTUYKNA MOMEJIU PAa3IUUYUTUX II0jaBa, MPOIECa WM CUCTEMa y TIPUPOIUA U
TEeXHUI, 1 O TOMe he OUTH peun HEmTO KaCHUjeE.

HajBumu m3Bon TpaskeHe (yHKIMje KOju ce IOjaBibyje y AU(PEPEHIN)aTHO]
jemHAuYMHU TUpencTaB/ba ped mupepeHnujatHe jeqHaduue. Pemmtu aupepeHu-
jaJHy jeMHAUYMHY 3HAUM OJPEIUTH HEMOo3HATy GyHEIU)Y y(-) Koja ce y m0o] jaBiba.
Pewewe nmudpepeHnujasne jeqHaumHe HA HEKOM UHTEpPBaJy J je IpECIUKABAH€
y() : J — R mudepenuujanno n myra, Tako na je jemuauuna (12.1) 3amoBose-
Ha 3a cBako ¢t € J. Ako ce mpermocraBu na ce jemHaumHa (12.1) mMorke pemmnrtu
o Hajsehiem m3Bony Hemosmare ¢pynuuje y(-), nobuja ce jemHadmHa

vy = oty 9,9, ..., y" D) =0, (12.2)
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SamaBameM N yclIoBa Koje pemreme jenHaudmue (12.5) Tpeba ma 3a10BOmaBa,
u3 ommTer pemema ce oapebyje T3B. napmukyaapro pememe. Jennauyuna (12.5)
3ajeHO ca yCJIOBUMA 3aJaTUM Y jeqHOj TAYKU, O3HAUEHO] ca Xg, IIPEACTaBIbA
npobieM Koju ce HaszuBa npobaem novemuur epednocmu uan Kowujes npobaem.

Y muipy pasdyMeBama MeTOIa 3a HyMEPUYKO pemaBame KommujeBor npobiaeMa,
u 3601 moromHOCTU rpaduuke MHTEpPIpeTanuje a 6e3 ryburka y OnmroCTu, pas-
MaTpa ce CKaJlapHa Au(epeHIrjaTHa je JHAaYMHA IPBOT pela ca JaTUM IOYEeTHUM
YCJIOBOM:

z(t) = f(t,x), x(tg) = xo. (12.6)

CBe MeTOZIe KOje Ce MIYCTPY]Y Y HACTaBKY Baske M y OIIITEM CJIY4Yajy BEKTOPCKOT
obJIMKa TPETXOIHE jeTHAUNHE.

IIpema Tome, RomujeB mpobiem ce cacToju u3 omapehuBama OHOT peliema
jemnaumue (12.6) koje mposasy Kpo3 maTy TAuKy, Tj. pellema Koje 3a0BOJbaBa
ycaoB z(tg) = xp. Y HaACTaBKy, ycBaja ce ma Baxku cuaenelia mpeTrmocTaBira:

IIpernocraBra 12.1. Cucmem (12.6) uma jeduncmeeno pewemwe Ha UHMEPEAAY
[a, b].

Hymepuuko pememe oBor mpobieMa reHepulle HU3 BPEIHOCTU HE3aBUCHE
npoMmensmuBe to,ti,...,t, 1 oAroBapajyhum HuU3 BPEIHOCTU 3aBUCHE IPOMEHJLUBE
T0,&1,y...,Tpn, TAKO Ja& CBAKO T; allPOKCUMUPa PeEIIeHE Y Tadku i;:

xi%x(ti), Vi:O,l,...,’n.

Paznura hy, hy = tx —tp_1 OpencraBiba Kopakx Ouckpemusayuje, UIu Kopax uHme-
2payuje Ha k-TOM CerMenty [tg_i1,tx] W OH y OmmTEM cCiayvajy He Mopa OuTwh
KOHCTAHTAH, IITO je Ha3HaueHO mHAekcoM k. HapaBHo, y ciydajy KOHCTAHTHOT
KOpakKa MHTerpallije U Mojejle UHTePBaJa Ha KoMe ce KomujeB nmpobieM pemasa
Ha n cerMeHara (mOAMHTEpPBaJa), Basku ciaenehe:
. tn - tO
ty =to+h, to =tqg+2h, ..., t, =tg+nh, rmeje h=——.
n

Pememe y Taukm ty je mo3HaTo u3 gator moueTHOT ycaoBa. lum je mahwm mpu-
OnwxkHa permema y ciaenehum Taukama ty,ts, ..., t,.

12.3 JemmokopauHe MeTone

Jeonokopaurnum memodama ce TPUOIUKHO PEIIEHEe Yy TAYKU T;y1 KOje& OMAro-
Bapa BPETHOCTU ;41 O00OUMja EKCTPAIOJIAIXjOM, & Ha OCHOBY BPENHOCTU T; Y
nperxonuoj tauku t;. Ha Koju HaumH ce OoBa HOBA BPEIHOCT HOOMja €KCTPAIo-
JIAIMjOM 3aBUCHU OJT BPCTE HyMEepUUKe MeToIe Koja ce kopuctu. Ha coauru 12.1 je
IprKa3aHa jeIHOCTABHA jeHOKOPAUHA METOMa, TAe ce BpeaHocT naruba ¢(t;, ;)
npase Kpo3 Tauky (t;,z;) kopuctu 3a oxpebuBame BpemHoCcTH i1, Tj.:

ZTit1 = x; + ho(ti, ), i=0,1,...,n. (12.7)
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Bpemuocr ¢(t;,x;) ce moxke Ty-
MAYNATA KA0 IPUOIKHN IPUPAII- A
Taj IO jEOAWHUYHOM KOpakKy u
reOMEeTPUjCKU IpeNCcTaBba HArub
moCTaBJbeHe Ipase y Tauku (¢;, T;),
a Ha3mMBa ce U PyHKyuja npu-
pawmaja. IlodyeBmm on ymHampen
MO3HATOT I[IOYETHOI YCJIO0Ba Xy,

Tip1 = T; + h(p

OIpeTXONHa jeAHAUYWHA Ce IpPU- 7 h

. TaYHO pellemne :<—>
Melbyje Ha CBaKd [OIUHTEPBAJI | =
[t;, ti+1] 38 HATAMKEHE TPUOIMKHOD t; tiv1 t
pemema y Tauykama l1,l2,...,0n.

Onmru o6nur jennaumue (12.7)
OICYyje CBE je THOKOpPAYHE METOIE,
Ipu UYeMy Cce MeTOAe pAa3luKyjy y CBOM mnpumnasy 3a oxpebusame ¢(t;,z;).
Metone cy nobuie HA3UB IO TOME LITO CE 3a AIPOKCUMANN]Y T;41 KOPUCTU CaAMO
BPEOHOCT &; y HPETXOMHOj TAYKU, OJHOCHO, y jENHOM KOPAaKy ce u3 x; mobuja
Z;+1. HajjemmocraBuuja jemHoropauna merona je OjmepoBa merona, K0joj je
nocsehen HapegHU OM€/HAK.

Cunuka 12.1: JemHokopauna MeTOnA.

12.3.1 OjaepoBa merona

OjnepoBa MeTonma OOUUYHO Haje HAJMAame TAyHE PEe3yJrare, ajii WUIAK MPY:Ka
noOpy OCHOBY 3a pa3yMeBame COPUCTUNNPAHUX METONA, T€ Ce CTOTa Pa3MaTpa
y HacTaBKy. Kox oBe Merone ce 3a BpenHoct (yHruuje ¢(t;, ;) y3uMa BpeIHOCT
¢yurumje f(t;,x;), Tj. y3uma ce Haru® Ha NMOYETKY WMHTEPBAJA KAO AIPOKCU-
MaIluja Cpeamer Haruba Ha IeJOM WHTEPBAIY.

Tiv1 = + hf(ti,xi), i=0,1,...,n. (12.8)

[Iperxomua jemHauuHa ce MOKe NOOUTHU HA PA3IUUUTE HAUUHE, 14 CE Y HACTABKY
KpPO3 IOMEHYTY METOLY MIYCTPYje CYITHUHA HyMEPUUKOT pelraBama IUu(epPeHnn-
jaJiHe jemHAYUHE.

T'eomeTpujcku acmekT

IMocmarpa ce rpadur Tausor pemema Kommujesor npobaema z(t). Iloszmaru
MMOYETHU yCJIOB IPEACTAB/bA TAUKY KOja Ce HAJA3U HA TAYHOM PENIemYy, TAKO Ia je
(to, o) mpupoman u jJoruyan u3Gop 3a HOYETHY TAUKy MOCTYIKA AlPOKCUMAI]E.
Ia 6u ce mobumao TpUOIWKHO peIeme y Tadyku t1, U3padyHaBa ce HArmbd TaH-
reare y Tauku (tg,zo) kao Lo = f(to,¥o), 1 TAHT€HTA TPeACTABILA NPABY JIUHU]Y
yyja je jeoHadnHa

3a TpubIWKHO pellelnhe T, y TAUKA t] MOMKe C€ MCKOPUCTUTU BPEIHOCT TAHIEHTE
To y TOj Tavku, Tj.:

€T, = To(tl) = x0 + (tl - to)fvo =xg+ hf(to,l‘o). (1210)
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ode23s. Onaj jemHOKOpPAUYHM HYMEPWUKN MOCTYNAK je 3aCHOBAH HA MOIU-
¢uroBanoj PocerOporoBOj GpopMyan OpPyror pena m HAMEHEH je 33 CUMYJIAIW]y
KPYTUX AWHAMUYKUX CHUCTEeMa. ¥ CIydajy rpyOJ/bux TOJEePaHNIUja 0Baj MOCTYIIAK
je epuracHuju on odelbs mocrymnka.

ode23tb. IIpencrasma nvmmaunuray Merony Pynre Kyra koja kopucty KoMm-
OrHaIujy Tpalle3HOr IpaBuia M audepeHnujanHe popMmyse Apyror pena. Kao
u ode23s, oBaj mocrymak Mo:ke OuTu epuracHuju y omHocy Ha odelds mocTymak
npu rpy06J/puM TOJIEPAHIjaMa.

12.7 ®Pysrmuja ode..() y Maraady

CuHrakca mo3mBa je ucTa 3a CBe HyMEePUUKe MEeTOne, TO jecT pemasave. Hy-
MepUYKa MEeTOZa Ce MOKe IIO3BaTH U3 KOMaHIHE JUHUje Ha ciaenehu HauywH:

[t,x]= odesolver (odefun,tspan,xg)

[t,x]=odesolver (odefun,tspan,xq,options)

[MTapamerap odefun npencraBma uMe (YHKIAJCKE TATOTEKE WM AHOHIMHE
¢yHKIMje KOja ce KOPUCTU 3a M3padyyHaBame JleCHe CTPaHe NUudepeHnujaiHe jer-
Haunte (12.6) 3a maTe BpeAHOCTU HE3aBUCHE W 3aBUCHE IPOMEHJBUBE. Y KOJIMKO
Cce KOPUCTU M-TATOTEKa, Ae(UHUIMOHA JUHUja (QYHKIUje OOMIHO mMa ODIUK

function xdot = odefun(t,x)

U IaTOTEeKa ce cHmMa rmon uMmenoMm odefun.m. M3nasua Beanunnaa xdot mopa 6utu
BEKTOD mCTe nuMeH3uje Kao X. Moke ce youmTu na He3aBUCHA IPOMEHJ/bUBA t
Mopa OuTHM Oeo JMCTe yJIa3HUX apryMeHaTa, YakK M akOo Ce OHAa He IOjaBibyje
EKCIUIUIUTHO y M3Pa3y KOJU Ce KOpUCTU 3a m3pauyHaBame xdot. IIlpomenmusa
odefun MoOke ma cagpyKU MMe M-NaTOTEKe MJIM MOXKe Ja Oyae HOKa3mBad IeHe-
pHCaH aHOHUMHOM (YHKIUjoM. [IBOeleMeHTHM BeKTOp tspan nedumHUIIEe MHTEP-
BaJI mHTerpanuje [tg ty], rme je ty moueTHN a ¢y KPAjIBM TPEHYTAK CHMYJIAIU]e.
OcuMm Tora, TO MO¥kKe OUTU BEKTOD BPEAHOCTU 3a KOje Ce sKejiin peleme. Berkrop
X( MPEeACTaB/ba BEKTOD HMOYETHUX YCJIOBa 3a 3aBUCHY IpPOMeHLuBY. HapasHO,
noTpebHO je OHOJIMKO TMOYETHUX YCJIOBA KOJUKO MMa 3aBUCHUX HTPOMEHJLUBUX.
[Tapamerap options npencrasipa jenny Martaab cTpykrypy (kojy kKpeupa ¢yHK-
muja odeset()), u oma omoryhiaBa ma ce yrudue Ha mapaMerpe U3PadyHABADA.
OBaj apryMeHT je OnnuoHaJaH, U YKOJUKO Ce He KOPUCTH, pemasad he Kopuctu
moapa3yMeBaHe BPEOHOCTU, O KojuMa he Outwm peum HemTo KacHuje. Bexrop t
canp:KU BPEAHOCTU HE3aBUCHE NMPOMEHJbMBE 33 KOje Ce HU3 Pellema X MU3pavy-
HaBa. Tpeba umaTu y BUAY Oa, y MOAPA3yMEBAHOM CIydajy, OBE BPEIHOCTU HE
NPenCTaB/bAjY €KBUINCTAHTAH CKyl BpenaocTtu. CBaka KOJOHA OX X IPEACTABIbA
pa3anyuTy 3aBUCHY OPOMeHBbuBY. Bemuunna mHusa je length(t) X length(xg).

I[Ipumena ¢yurmuje 6rhe mnycrpoBaana sa npuMmepy. [locmarpa ce majupe
CKajJlapHa IudepeHnujaHa jeTHaYnHA

#(t) = —x(t) — 5e 'sinbt, x(0)=1

K0jy Tpeba pemmrtu Ha nHTepBandy 0 <t < 3. Kpeupa ce aHOHMMHA (QyHKIM]ja
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xdot = @(t,x) -x - b*exp(-t)*sin(5x*t);
u Hu30M cienehux Hapenbu mobuja ce pememe, TpUKa3aHo Ha cauru 12.6:

tspan=[0 3]; x0=1;

[t,x] = ode45(xdot,tspan,x0);
plot(t,x,'*-.")

grid on

xlabel('$t$', 'Interpreter','Latex’')
ylabel('$x(t)$','Interpreter','Latex')

1 T T
X
*
0,5 x :
\ ™
_ 1 " —
= 0Ff 3 ¥ *‘ aX ”"K
K *
0,5 X*‘g’( i
-1 1 1
0 1 2 3

Cuura 12.6: Pememe crkamaphe mupepeHunjaite jeqHavrHe

Iakme, yma3au apryMeHTH OPU NO3UBY (QYyHKNNje Cy MOKA3UBA4Y HA (DYHKIN]Y
xdot, MTBOEJIEMEHTHU BEKTOD tspan koju AeUHUIIE MHTEPBAJ HA KOME Ce TPasKu
pememe, U MOYETHU YCIOB Xg. VI3maszuum aprymeHTtu cy BekTopu t u X. Bpen-
HocTu BekTopa t ¢y y oncery [0, 3], u x(i) anpokcumupa pememe y TpeHyTRY (7).
To 3maum ma je t(1) = 0 u t(end) = 3, nok cy rauke t(2 : end — 1) ayromarcku
u3zabpane o] CTpaHe pelraBada y IPOIECY AJANTUBHOL PEIlaBaiba jeTHAUnHE.

Ako ce xenn pememe jenHauune y onpebeHuM BpeMeHCKUM TpeHyImMa (a He
y OHMMAa y kojuMa cama (yHkmmja oded45() Bpaha), Tama BekTOp tspan Tpeba
na cangpxku skespeHe Bpennoctu. Ciuenehwn Hu3 Hapenbu mpukasyje jenaH Takas
npumep.

>> tspan_2 = 0:4; x0 = 1;
>> [t2,x2] = oded5(xdot,tspan_2,x0);
>> disp([t2,x2])
0 1.0000

1.0000 0.1043

2.0000 -0.1136

3.0000 -0.0378

4.0000 0.0075

OBakaB 3aXTe€B 3a pellelmhUMa Y CHEMAQUYHUM TPEHYIUMA KUMa MaJu YTUIA]
Ha Op3MHY HYMEPWUYKOI pellaBama. DBakHO je na crnenuduuupame OBUX BPeI-
HOCTU HE 3HAYM Oa PEIaBav pemaBa TU(GEPEeHNUnjaHy jeTHAUNHY CaMO y TUM
rpenynuma. OH U gasse caMm aganTuBHO onpebyje KOpake U BpEMEHCKe TPEHYTKe
y mporecy mobujama pemema Koje Ne ma 3aJ0BOJBU TPAKEHYy TAYHOCT, & OBU
cuenuupaHy TPEHYIW Cy CaMO IOBpaTHe BPeTHOCTH (YHEKNUje — (YHKIUja He
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YBon y CumMmyJmHK

Ilonamame TMHAMWYKAX CUCTEMa OIMKCAHO je NU(EePEHIN]aJTHIM je THAUNHAMA
UV CKyHOM audepeHnrjalHnX jeqHadnHa Koje cy yonmreHo HeianHeapHe. Oc-
HOBHU NPOOJIEM KO aHAJU3€ TAKBUX CUCTEMA je HEMOCTOjame OIIITE MEeTOIO-
Joruje 3a pelaBame HEeJIVHEAPHUX MU(epPeHIrjaJHnX jeqHadnHa. Kao JIOrmdJHO
pelnreme npobiieMa aHaJM3e MOHANIAKA OBAKBUX cHUCcTeMa HaMele ce cuMmytamnuja
cucreMa Ha JUTATAIHOM pavyHapy. CHUMyJINMHK IpenCcTaB/ba IPDAPUUKU AJAT
KOjU KOPUCTU MaTeMaTUdKy OcHOBYy Marnaba m o6e36ebhyje rpaduuku Kopuc-
HUYKM MHTeP(EjC KOju KOPUCTU MHOIITBO €JIeMeHATa KOjU Ce HA3UBajy 040K08U
3a CHUMyJanujy OUHAMUYKUX cucTteMa. | padunuru mHTepdejc omoryhasa ma ce
OJIOKOBU MO3UIMOHNPA]Y, Ia Ce MeHha HBUX0BA BEJIUYNHA, 1ajy HA3UBU, CIenupu-
urpajy napamerpu 610koBa, MeDhycoGHO moBe3y]jy 1 KOMOUHYjy ¥ Tpyne 6JI0KOBa
WY TONCUCTEME, & Y NUJbY ONMMCUBAH& KOMIIMKOBAHUX CHCTEMA 3a CUMYJIAIU]y.

Wzpana cumynanuonor monena yHyrtap Cumysiumaka obaBiba ce Ha jemIHOC-
TaBaH HAUMH KopuinmhemeM Onbamorere rotoBux rpaduukux OsokoBa. Ocum
nocrojehinx GIOKOBA KOPUCHUK MOKE HANMCATU U BiacTuTe O6JI0KOBe Kopuctehn
6uno MatmaboBe m-¢pyHKNUje nau (GYHKIMje HANUCAHE Y IPOrPAMCKOM je3UKy
C/C + + (rarossame S-¢pynrnmje). Cumynammonu monen y CuUMyauHKY ce cac-
TOoju on OJOKOBA M JUHHKja KOje MPEACTaB/ba]y CUTHAJE a KOjUMa, Ce TMOBe3yjy
nojenuuu OJIOKOBU, U TUME peayu3y]y jemHaunse koje omucyjy cucrtem. Cumy-
gamuja yaytap CuMynuHEA ce MO:Ke MONENUTH y TPU (a3e u To:

(1) upeBobeme momena,
(2) moBesuBame Momena u
(3) cumynammja.

ITpeBobeme Monena. Y 0BOj (ha3m Momesn ce IpPeBOAU Y U3BPIIHU OOJIUK,
npu yeMy ce obaBiajy cienehie omepanuje:

e U3pauyHaBajy ce napamerpu OJIOKOBA,
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13.3.1 BuorkoBmu

DBJIOKOBM MOTY MMATH HEKOJIMKO YJIA3HUX MOPTOBA WM HUjEIaH, IITO CE OIHO-
CH ¥ Ha BUXOBE M3Ja3HE MOPTOBE. VIHAMKATOD Oa je HEKW yJa3HU MOPT HEUC-
kopumhieH je Maau OTBOpEHM Tpoyrao (cTpenuna), IOK je MHIUKATOD 3a Henc-
kopumheny M3Ja3HM TOPT 3aTBOPEHU TPOyTao. DOk mpukaszaH Ha caunu 13.1
vMa jeaH HeMcKopuinheH yiaa3 (Ha JIeBOj CTpaHu) U u3na3 (Ha HEeCHOj CTPaHMU).

input port output port
(ynasuu Hohk ). >‘/(I/I3J1a3HI/I nopr)

Cuwnka 13.1: IIpumep 670Ka ca yJIa3HUM M M3JIA3HUM IIOPTOM

13.3.2 Jlunwuje

Jlunuje Bpme npenoc curuauga y cmepy onpebenom crpesumnom. Jluauje yBek
NpEeHOCe CUrHaJe Ca u3ja3a jeqHor OJoka Ha yiaa3 apyror Omoka. V3yserak
jemuHO TpencTaB/ba JUHUjA KOja MOJIA3UW W3 APYyre JUHUje, Kana Ce jemaH UCTU
CUTHAJ maJjbe Ha yjiase Bume GIOKoBa (rpaHame CUrHajua), camka 13.2.

Jluauja HUKaDA HE MOMKE MOBECTU HEKU
CUTHAJI OUPEKTHO y OpYTLY JWHWUjY: JIHU-

HHUje ce MOpajy KOMOWHOBATU WTPUMEHOM D, 1 ;l:|
. S
0/I0KOBa, KaO IMITO je Ha mpuMep OJOK 3a
Integrator Scope
cabupame. Heku curmaia Moske OUTU WA ]
CKAAGDHU WA 8EKMOPCKU CUTHAJ. 3a jel- "
HOCTPYKO IPEHOCHE cucTeMe (CHCTeMU Koju Scopel

vMajy jemaH yia3 U jelaH K3Ja3), YOIl-
IITEHO Ceé KOPUCTE CKAJAPHU CUTHAIU. 3a
BUIIECTPYKO IPEHOCHE cucTeMe (CUcTeMu
ca BUIIE yJa3a U/WiIv BUIIE U3Ja3a) YeCTO
Ce KOPUCTE BEKTOPCKYU CUTHAJIU KOJU CE Cac-
TOje O IBa WJIW BUIIE CKaJApHUX curHaJa. JImHuje Koje ce KopucTe 3a IMPEeHOoC
CKaJIADHUX Y BEKTOPCKUX CUTHAJA Cy MAEHTUYHEe. TUI CUrHAJIA KOjU Ce IPEHOCU
auarjoM oxpeben je 6J0KOBMMA HA OMJIO KOM Kpajy JUHU]E.

Cuuka 13.2: Ilpumep rpamama Cur-
HAJA

13.3.3 Kpeupame Mmonena cucreMa

Y muiby meMoHCTpaluje KakKo ce jedaH cucreM Moke npezncrasutu y Cumy-
JUHKY, Kpeupahe ce CUMyJIanuMoHN MOAEN 33 CUCTEM y KOME Ce CUHYCHU yJIa3HU
CHATHAJI MHOKU KOHCTaHTOM U npociaebhyje Ha ocumiockon (cauka 13.3).

IHakme, oBaj momen hie ce cacrojatu om Tpu O6ioka: Sine Wave, Gain u
Scope. Curnan n3 Sine Wave 06i0ka ce NpeHOCU JIUHUJOM Y CMeDPy ne(UHU-
caHoM crpesunoM 1o 6moka Gain, koju ra Momuduryje (MHOKM CBOjOM KOH-
CTAHTHOM BPEAHOMINY ) U MeHePUIIe Ha CBOM U3J1a3y HOBU CUTHAJ KOjU ce moMohny
caenehe nunaMje mpeHocu n0 Scope Gioka. Kpewpame Momenaa CuCTEMa MOYULE
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A [Tapamerpu:
h(t,to, o, )
al - = Qp — Initial value (mOueTHa BPETHOCT)
& — Final value (kpajma BPEIHOCT)
typ — Step time (mouerHM TpemyTak)
Qo

Y

to t
Caura 14.6: $ysruuja resepucana Step G6iaokoM

Step 6aox. Cse nomenyme fynrxyuje npedcmasnajy cneyujasan cayywaj pynryuje
ca cauke 14.6 3a epednocm ag =0, u 0 wuma he bumu peuu y odewxry 19.1.

14.1.5 Ramp 060K

Ramp 06uox (cimka 14.7) reHepume CUTHAJ
KOjU HOoUYMlbe Yy »ne@UHUCAHOM TPEHYTKY U Jgedu-
‘/>I_1, HUCAHOM BpeNHOIINly, M dYHja Cce BPENHOCT Mema

TOKOM BPEMEHOM YHAIpen AeGUHUCAHOM OpP3UHOM.
JlpyruM peudmma, TO je y [eJOBUMa JMHEAPHA
¢yHKIMja ca kKoHCcTaHTHUM HarubGom (ciauka 14.8).
Kapakrepucrture remepucanor curtaia cy oapebeme
napamMerpumMma Slope, Start time m Initial output.

Ramp

Cuaura 14.7: Ramp 610k

[Tapamerpu:
Yo — Initial output (mouerHa BpPEAHOCT
n3naza)
typ — Start time (mouerHm TpeHyTak)
k — Slope (maru®)

\

Cunra 14.8: ®ysrnuja reseprcana Ramp Giokom

Sanaxkame 14.2. Y odewky 19.1 buhe pewu o HATUOHO] Pymnryuju, wuju obauk je
noceban caywaj ynkyuje ca cauxe 14.8, 3a yo = 0.

14.1.6 Sine wave 0JIOK

Sine Wave 6sok (cauka 14.9) ce xopucTu 3a TeHEpUCambe CUHYCHOD CUI-
mana. CUHYyCHU CHTHAJ MOKE OWTH OBOJAKOT THUMA: NEePUHUCAH y BPEMEH-
ckoMm Mony (Time based) mim MOIy 3aCHOBAHOM Ha y30pKOBamy (omabupamy),
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14.4.3 Trigonometric Function 60k

Trigonometric Function 6ok (cauka 14.27) Ha CBOj yJIa3HU CUTCHAJ IPUAMeE-
BYyje TPUTOHOMETPHjCKe (YHKIU]je, 3aTUM NHBEP3HE TPUTOHOMETPUjCKE (yHKIU-
je, xunepbonuuke (yHKIMje 1 HHBEP3HE xunepbonuure pyurmnuje. Haxkon uzbopa
’KeJbeHe (YHKIMje HeHO UMe Ce II0jaBJbyje Ha UKOHU OJIOKA.

14.5 DBubnuoreka O6JIOKOBA KOHTUHYAJHUX CHUCTEMA

14.5.1 Integrator 60K

Integrator Guok (cauka 14.28) ce KOPUCTU 32 BPEMEHCKU HEIPEKULHE CHUT-
HaJIe ¥ OH HA CBOM M3J1a3y [aje CUTHAJ KOjU MPEACTAB/bA UHTEI DA YIIA3HE BEJIN-
urHEe. YKOJIUKO je T, (t) ynasua Benuuuna y Integrator Giok, a x;(t) uznasza
BeJIMUMHA U3 HBera, OHJA je jeAHAYNHA HEeroBOI IOHAIAKA O0JIMKA:

2i(t) = 2:(0) +/tt o (t)dt. (14.1)

0

Cumynuuk Tperupa Integrator Giok kao jeman
OUHAMWYKA CUCTEM Ca jeJHUM CTaHheM, U TO je me-
roB n3na3. lIpema Tome, yna3Hu curzan y OJ0K y
CTBApU NIPENCTABJhA MPBU U3BOJ IO BPEMEHY He-
ropor crama. V3abpanu pemaBay u3padyyHaBa
Integrator BPEOHOCT m3iyia3a u3 OJIOKAa y TekyheMm BpeMeH-
CKOM TPEHYTKy HA OCHOBY TPEHYTHE BPEIHOCTU
yjlasza ¥“ crama OJOKa y NIPEeTXONHOM BpEMEH-
ckoM TpenyTky. Jla O6m pemaBau 3HAO BPEAHOCT
MMOYETHOT CTarha OJIOKa HA CAMOM IOYETKY CUMY-
jJanuje, HEONXOMHO jy je mepuHUCATH, U TO Ce
ypaU moMohy mapaMerpa Initial condition, umja je mompa3yMeBaHa BPEIHOCT

0.

Ty > l > T
S

Cnura 14.28: Integrator
0JIOK

I[Ipozop 3a momemasame mapamerapa Oioka, Function Block Parameters,
omoryhasa na ce meduHHIIEe HEKA APyra BPEIHOCT 3a IOYETHU YCJOB, MU IIaK,
Ia ce Kpeupa yJas3Hu mHopT OJoKa 3a neuHUCAme modYeTHe BpenHoctu. Takobe,
omoryhasa ma ce mepuHuUIIe TOpHa U AOKHA TPAHUIA UHTErpAaLje, Aa Cce Kpeupa
jeman ymasHu nopt kKoju he pecerosaru usnas (crame) GJI0KA HA H€MOBY IOYETHY
BPEOHOCT Y 3aBUCHOCTY OJ IPOMEHE yJia3a, U Ja Ce KPenpa jeaH ONIUOHN 13J1a3
roju he omoryhurm ma ce KOPUCTU BPEIHOCT M3ja3a OJIOKA 3a HEroBO PECEeTO-
Bame wiu nobybuBame. Y 3aBucHOCTH 01 Moryhumx m3bopa, usrien Integrator
GJIOKa ce Mema, Ca MHTYUTUBHUM NMPUKA30M M3a0pAHUX BapUjaHTU.

IIpumep 14.1. Epeupamu Cumyaunk mooen 36 HyMepuuro pewasane oudepenyu-
jaane jednavune:

Xi(t) = —10X,(t) + Xu (1),

3a X, (t) = 2sin(4t) u X;(0) = 1.
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ganuje je 100s. Pesyararu cumynanuje cy npuras3anu Ha ciaunu 15.76.

15.2 Cumynanuja cucTeMa OPYyror pena

IMocmaTpa ce jenan MEXaHUUYKUA CUCTEM Ca MACOM 71, ONPYTOM U MPUTYIIUBa-
ueM (caura 15.9), Ha Koju menyje cnosmamma cuiaa F.

I_’Y

O__ O

Cumra 15.9: MexaHndyky Maca-onpyra-IpurynmBay CUCTEM

Ha ocHoBy jenmnauwne nuHaMudke DaBHOTEKE CUia, U ycBajajyhu na je mo3wm-
nuja Tesa Y mEroBa M3jga3Ha BeauuumHa, X; = Y, a cuiaa F meroBa yJia3Ha
BenuuuHa, X, = F', MO)ke ce moOuTMm MAaTEeMATUYKA MOZIEJ CUCTEMa Y ODJIUKY:

mXi(t) + e, Xi(t) + o Xi(t) = Xu(t), (15.5)

rne ¢, IPeacTaB/bd KPYyTOCT OIPYTe, a ¢, KOe(pUIUjeHT BUCKO3HOr Tpema. Osa
jemHaymHA NPENCTaBba OOUYHY JNMHEapHY Iu(epeHIUjalHy jeTHAUYNHY Ca KOH-
CTaHTHUM KOE(UIMjeHTUMa OPYTOT pena.

Sanaxkame 15.1. Mamemamuuku modea meranuywkoez cucmema ca cauke 15.9 de-
masHuje ce PasMampa Yy UecHaecmoM nozaas.y.

15.2.1 Kpeupame CumMmyauHK MoOesia

[Ipe mero mro ce 6uno mra ypagu y CuMyIvuHKY, IudepeHIrjaTHa je THAYNHA,
nonamama (15.5) he ce manucarn y obinKy Koju je HeOmXomaH — pemmnhe ce mo
najsehem m3Bony msnasue Benuuwmbe. Rako je majsehiu uzBon usnasue Benuuune
X, meH Ipyru u3Bon, nobuja ce:

it = L X(0) ~ L X0) + - Xa0). (15.6)

Iaxne, apyru w3BOJ WM37Ia3HE BeJWYMHE je jenHak anrebGapcroMm 30upy HEKuX
$yHEIIja, mTo 3Haun na he y cumysamuonoM mouery X,(t) ynpaso Gutn nsmas
n3 cabupava, y KOju yiase CBe (yHKIUje Ca NeCHe CTpaHe NPETXONHE jexHAa-
unme. Tpeba npuMeTUTH A4 Ce jeaHaumHa pemasa mo X;(t), a HA JeCHOj CTpAHM
cy Takobe memosmare dpymrmmje X;(t) u X;(t)). IlocraBma ce murame, KaKo 10-
outu Te pyurnuje ca necue crpane? OArosop je: Ha OCHOBY ,,IO3HABama” Xl(t)
u unmennne ma ce X;(t) Mome mo6uty mETerpamujoM Beamumae X;(t), a X;(t)
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uarerpamajoM X;(t). Ilakme, mpeTmocTaBba ce Oa je mo3HaTa BeamumHa X (1),
MTO Ce MPEeACTaB/ha BEPTUKAJIHOM IPTOM Y CUMYJIAIUOHOM MOMEILY, U HOIAjy
ce mBa mHTerparopa Ha pen. M3ma3 m3 mpBOr MHTErpaTopa MPeACTaBba CUT-
nan X;(t), a usna3 u3 mapyror marerparopa seamuuny X;(t). Camna je mosmara
KOMILUJIETHA IeCHa cTpaHa jemHaumue (15.6), y3 mpeTmocraBry ma je IpOMeHa
yaasne sesuuune X, (t) ysek nosuara. Cienehiu nperxonHo onucanu mocrynax,
nobuja ce Cumynunak momen npukasan Ha caumu 15.10. C ob3upom Ha 3ajen-

t

Clock To Workspace1 ]
Xu(t) Xi(t) Xi(t) Xi(t)
Scope
: > * HENS HE A : xi
Step | ain > - : s : s :
H ain H H H
: >- Integrator i Integrator1 : To Workspace
Gain2
cp/m |<
Gain3

co/m |<

Cunuka 15.10: CuMyJIMHE MOIET MEXaHUUKOT CUCTEMA MACA-OMPYra-IPUryIIMBAY

HUYKK wiad 1/m y cBuMm cabupnuMa Ha mecHoj crpanu jemHaumbe (15.6), oma
ce MOe HAIUCATU U Yy OOJUKY:

i) = — (e Xilt) — o Xalt) + Xu(1)) (15.7)

3a KOjy ce mobuja Cumynwark Mones kao Ha caumu 15.11. Jla Ou ce mokpenyna
cCUMyJlalyja, HEOIXOMHO je meduHUCATU CBe KOHCTaHTe. 1o ce MOke ypaguTu
Ha IBa HAYMHA!

® VHOIIEHEM KOHKPDETHUX, OPOjUaHUX BPETHOCTU Y MOIEN, WU

e muicameM IOCeOHOI CKpuITa, y KoMe he ce neduHUCATH CBe KOHCTAHTE, U
M3BPIIABAKEM TOI CKPUNTA Y PAJHOM OKpPY:kemy Matmaba.

Ilakie, BesuunHe 13 pamgHOr OKpykema Marnabda cy mocrymue CumyauHKy,
u obparmo. IIperxomma uummeHHIa ykasyje ma m300p ma ce paad y ONIITAM
OpojeBuMa mMa 3a MOCIEOUIy na ce Nobuja y HEKY PYKY YHUBEDP3aJIHU MOIEI,
KOjU Ce MOKe IMOKPEHYTH Ca Pa3JIMYUTUM CKyHOBMMAa mapaMeTrapa, a 0e3 MKakBe
Mmoaudukauje camor CUMyJINHK MOZIea.

Ilpumep 15.1. Hanpasumu cumysquuony, MoO0es U U3BPUIUMY CUMYAGUUJe pada
METAHUYKO? cucmema 3a caedehie apednocmu napamemapa:

m=1, ¢ =10, ¢,={0,2,8}.
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17.5.2 ®PyHKOUje ca BUIMIECTPYKUM IIOJIOBMMA

Y ommrem cayuajy ¢pymrmuja X (s) mMa jeIHOCTPYKe M BUMECTPYKE MOJIOBE.
IIpernocrasma ce na X(s) nMma jenan mox s = s§ pena v; > 1 (BumecTpyrocTn

v; > 1), u na cy cBu ocranu nonosu oxn X (s) jemHOCTPYkM (V1 = Vo = ... = V1 =
Vig1 = ... =v, = 1). Tana Xesucajnos passoj on X (s) uma caenehu o6auk:
R R;_ R; R
X(s) _R°+s—ls* 4.+ s_"s*l + 3—1:*1 ot
1 i—1 i+1 n (177)
Ri n Rio T Ry,

e AN S

1 osne Baskm ma y cayuajy Rg # 0 tpeba X(s) zamenntn ca X~ (s).
Koe¢purmjentu R;; dpynrnuje X (s) xoju oaroBapajy MOy S; BHAIIECTPYKOCTH
v; onpebenn cy ca:

Riy— — qvi=i [(s gy W)}

s |75 (17.8)

ok
S—Si

Sanmaxkame 17.1. YV cayuajy deeenepamuene dynruyuje X (s) noxcenno je npeo
my Pynrkyujy dosecmu na wen nedezenepamueny obauk ckpaliveamem ceur jeo-
HAKUL HYAQ U NOA08a, Na mek onda npucmynumu Xesucajoosom paszsojy Hedeze-
Hepamueroz obauka. Ha oeaj nauun ce 3nauajno nojednocmasmnyjy uspauynasamna.

17.6 XeBucajmnoB pa3Boj y Marmady

Marnab nocenyje ¢pyurmmjy 3a XesucajnoB passoj ¢yarnuje X (s), To jecr
3a HBEHO pacTaBbame Ha mapiujaigHe umHuone. I[locmarpa ce ¢ynrunuja X (s),
KOja Cce MOKe IpUKa3aTu Ha cienenu HauuH:

©(s) bin8™ + bp—_18™ L 4 -+ bys + by

X(s) = = : 17.9
(=) f(s) anS" + ap_18" 4 -+ a1s + ag ( )

rae HeKy on roedpunujenara b; u a; Mory outu jenHaku Hyau. Y Matiaaly Bek-
Topu BpcTe num u den onpebhyjy xoedpuinnjenre 6pojrora 1 uMeHNONA (yHKITje
X(s), To ject:

num = [bm bm—l . bl bo], den = [Cbn Ap—1 . ay ao].
Pyukmumja
[r,p,k]= residue(num,den)

onpebhyje BekTOop KOoeduUIUMjeHATA I, BEKTOP IOJOBA P WM AUPEKTHU UJIAH PA3BOja
k y mapumjasme pasioMke KOAWUHUEA nBa moamHoMa ©(s)/f(s). Pymrmmja X (s)
Taga mocraje

el r() | x(@) r(n)

X6) =2 = =@ Tsoe@ T i) T (17.10)




246 Jlannaacosa mpancopmayuja

Yuopebyjyhu jemmauuue (17.5) u (17.10) ounraenna je cneneha Besa:

I‘(l) = Ry, I'(2) =Ry, ..., r(n) =R,,
p(]-) = STa p(2) = 837 ey p(n) = S:f“
k= Ry.

Baxno je youurn na axo nocroju mous p(j) koju je pena v (Tj. BUIIECTPYKOCTH
V), Taja pa3Boj y maplujajHe Pa3iOMKe YKbYUyje dIaHOBE
wG) G+ r(G+v—1)
s=p() ' -pO)E T =BG
Sanaskame 17.2. YV onwmem cayuajy, y Mamaaby je mozyhe pacmasumu y nap-
YUJAARE PABNOMEE U PAUYUORAARY PYNKUUTY KOJa je KOAUNHUK 084 NOAUROMG, 20e je
NOAUHOM Y OPOjuOUY Buwes Peda 00 NOAUHOME Y UMEHUOUY. Y MOM CAYUATY Oupek-
muu waan k je gynxyuja npomennuse s, mo jecm k = k(s). C obzupom na mo da
Y CUCMEMUME AYMOMEMCKO? YNPaswsans Jufepenyujaire jeOnawumne npeicmas.na-
Jy Mamemamuuke mMooene PeaANuT, Pusuukur cucmema, v nuje mozyhe da cmenen

noAUHOMA Opojuoya 6yde gehu 00 CMENEHA NOAUNOMA UMENUOUG, Y HACTNABKY CE
nehe mpemupamu makxeu cayvajesu.

IIpumep 17.3. Pacmasumu na napuujasre passomrke Gynkyujy xomnaexcre npo-
MENDUBE S:

2452 —-25—9
X(s) = s3 —3s+2

Pememe: WzppmaBamem cienehux napendou:

>> num = [1 1 -2 -9]; den = [1 0 -3 2];
>> [r,p,k] = residue(num,den)
r =

-1.0000

2.0000

-3.0000

-2.0000
1.0000
1.0000

nobuja ce

1 n 2 3
s+2 s—1 (s—1)%

X(s)=1-
IIpumep 17.4. Pacmasumu Ha napuyujasre pazromre GyRKyUfy Komniexcre npo-
MEHMDUBE S:

s +4s+13
(252 + 1252 + 205 + 16)(s + 3)

X(s) =
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$yHKONMje KOMIJIEKCHE IPDOMEHJLUBE S:

p(s) _ by 8™ + an—lSm_l + ...+ bis+bo
q(s) AnS" 4+ 18" . a5+ ag’

=
&
I
|
IA
3

(18.1)

18.1.1 TF o0k npeHocHe ¢yHKIHje

a 6u ce popmmpao monmen y Marnady, HeonxomHoO je Opojurnar ¥ UMEHU-
Jlall mpeHocHe (YHKIUje, Tj. MOJIUHOME, IPEICTABUTU BEKTOPUMA BPCTE YUjU CY
eJeMeHTU KoeduiujenTu oarosapajyher cremeHa onx s y HOIMHOMKMA, IO OIa-
najyhem cremeny. Heka BekTop num = [bm bm—1 ... b1 bo] IpeacTaBba
noauHOM Opojuorna, a BeKkTop den = [an ap—1 ... a1 ao] TOJIMHOM MMEHUMOITA
npenocue ¢pyurmmje W(s). Hapenbom

W=tf (num,den)
ce resepuile IpeHocHa (yHkmuja cucrema (18.1).
IIpumep 18.1. IIpedcmasumu y Mamaaby cucmem dam nperocHom Pyrkyujom:

_ p(s) 452 +8s+5
q(s) 83 +2s2+4s5+8°

Pememe: Dpojunamn n uMennian IpeHocHe QYHKIMje Ce MOI'Y IPEICTABUTHU BEK-
TOpUMa nNUM = [4 8 5} u den = [1 2 4 8], cirencTBeHo. Tana ce mpeHOCHa
(YHKIMja MOXKe TOOUTU ca:

>> num = [4 8 5]; den = [1 2 4 8];
>> W = tf(num,den)
W=

4 82 +8s +5

s’ 3 +2s™2+4 s + 8

Continuous-time transfer function.
>> whos W
Name Size Bytes Class Attributes

W 1x1 1081 tf

Haxrne, cucrem mocrToju y pamaoM mpoctopy Marmaba kao LTI ob6jekr y TF
00JIMKy IpEeHOCHe (YHKIje.

Sanaskame 18.1. Pynuxuyuja tf() ce moxmce Kopucmumu u maxo wmo ce 8eKmopu
Koju Oedunuusy noaurome 6pojuoua U UMEHUOUA JUPEKMHO YHOCE KAO GPeYMEHMU
Pynryuje, b6es dedunucanwa nocebnuzr sexmopcrur npomemnnusur. Ilpema mome,
npemroona npenocra Pynrkyuja ce mooce dobumu u napedbom:

>> W =tf([4 8 5], [12 48]

IIpenocra ¢ymKNUja ce MOke NePUHMCATU M OUPEKTHO KaO (PYHKIUja KOM-
IUIEKCHE IPOMEHJbUBE § TAKO MTO ce § me¢pumuunme kao TF moznen, a morom m
npeHocHA (YHKIMja Kao palnuoHasaH m3pa3 y Gyernuju on s. Ha mpumep:
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18.2 Momes cucTemMa y mMpoCTOpPY CTamkba

3a cuctem omucan y npoctopy crama (Y CU cucrem) ¢yrrmujom ss() reme-
pHUIIy Ce jeNHAYMHA CTama U jeqHaunHa miina3a kao LTI objexr xoju ce HaszmBa
SS obGjekr:

sys = ss(4,B,C, D)
Matpune A, B, C u D cy marpune u3 maremarudror onuca ¥ CU cucrema.

ITpumep 18.5. YCU cucmem je dam c80ojum Mampuyama:

A:[_Z (1)] B:“], C=[1 0], D=o.

IIpedcmasumu damu cucmem y Mamaaby modesom y npocmopy cmama.

Pememe: Jlatu cucreM mpeacraBi/ba jeIHOCTPYKO NPEHOCHU CUCTEM U H-EIOB
MOZEeJ Yy IpOCTOpy crama y Matmnady ce mobuja mapenbama:

>> A [-5 1; -6 0]; B = [1; 1];

> C=1[10]; D=0;

>> sistem = ss(A,B,C,D)

sistem =
a =
x1 x2
x1 -5 1
x2 -6
b =
ul
x1 1
x2 1
c =
x1 x2
yi. 1 0
d =
ul
yi 0

Continuous-time state-space model.

Sanaskame 18.4. Tpeba npumemumu da Mamaab xopucmu maaa caosa a, b, ¢, d y
NPUKA3Y MOOEA, & He BEAUKE CA08a Kojuma je nozeana gyrkyuja ss(). Sa anaausy
Mmoldena Koju nocmoju y SS 0bauky y padkom npocmopy Mamaaba 0osonro je Ko-
pucmumu 000enero MYy ume (Y NpemrooroMm npumepy mo je sistem) xao apeymenm
o0zoeapajyhur gynryuja.
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Y macraBry he Ourtu npukasana npumena el mocrojehux ¢yHKIMIja 32 TpeT-
Bapame y TF obuuk.

Hexa je nmedunrmcan LTI o0jekT HEKOr jeOHOCTPYKO IPEHOCHOI CHUCTEMA Yy
MPOCTOPY CTama, Tj. IO3HAT je HeroB S5 O0JIMK, M HEKa je TO IIPOMEHJLUBA
SSmodel. Hapenbowm:

W=t£ (SSmodel)

nobuja ce LTI objekr y obaury npenocue ¢yurnuje. Ipyru HaumH je nprMeHOM
¢yurnuje ss2tf ():

[num,den] =ss2tf (A, B,C, D)

rze ce Kao pe3yarar nobujajy BekTopu BpcTe num u den koju geduHunry 0poju-
JlaIl ¥ IMEeHUIIall IpeHocHe QpyHkiuje. akie, y oBoM ciayuajy yia3Hu mapamerap
¢yurnuje auje LTI objext Beh marpume cucrema, n Kao pe3yiaTar ce He q0o0uja
caMma mpeHocHa (yHKIUja, Behl BekTopu koju je medunumry. HapasHo, mpuMerOM
vapenoe tf (num,den) moske ce mOOUTH 1 caMa IPEHOCHA QYHKIMja. Y CIydajy
BUIIECTPYKO NMPEHOCHOT CUCTeMa 1mo3uB ¢yHKIUje ss2tf () je obuuka:

[NUM,den]=ss2tf (A, B,C, D, k)

U Kao Pe3yJTaT ce y OBOM ciy4ajy mobuja marpuna NUM, koja canp:xu xoedu-
nujente Opojunana IPEeHOCHUX (QYHKIMja 38 k-Ty yJIa3Hy BEJIUYUHY Ca OHOJIUKO
BpPCTa KOJMKO MMa WM3Ja3HUX BeJUYMHA, 1 BeKTOp den Koju caap:ku Koeduuu-
jeHTe MMeHMOIa IPEHOCHUX (PYHKIMja.

IIpumep 18.7. Heka je cucmem onucar y npocmopy cmama:

—4
X= |-

1 0 0
0 1| x4+ |1| x4y, xi:[l 0 O]X.
0 0 3

=~ o

Odpedumu npenocry PyrKYUjy cucmema.

Pememe: Y nuramy je jenHocTpyko nmpesHocHu cucrteM, Tj. N = M = 1. Ilpu-
MenoMm cuenehux Hapenoum:

> A=[-410; -601; -400];
>> B = [0; 1; 3]; C=[100]; D= 0;
>> SSmodel = ss(A,B,C,D);

>> W = tf(SSmodel);

nobuja ce IpeHOCHA (YHKNUja CHCTEMA!

s+3
§3 4452 4+6s5+4"

W(s) =

Hapenbowm:
| >> [num,den] = ss2tf(4,B,C,D);

nobujy ce BEKTOpY num = [1 3} u den = [1 4 6 4] roju onpebyjy 6pojural
U UMEeHUJIAI] IPEHOCHe (DyHKIOUjeE.
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Xu S )(Z
> Wi(s) | (s) W, (s) (5)=
X, (s) Xi(s) ¥
— 5] —
Wa(s) W, (s) |e
Cnura 18.7: Ilapasmenna cupera Cuura 18.8: IloepaTHa cmpera

Axo cy y Marna®y nedpunucane mpenocue ¢yurmuje Wy(s) n Wy(s) cBojum
LTI oGjexruma y dopmmu nperocHe ¢ymrnuje W, u W), ciencrseHo, Taza ce
€KBUBAJIEHTHA IIPEHOCHA (DYHKIMja IOBPATHE CIPere ca ciauke 18.8 Moske 1o00UTH
HapenboMm

W =feedback(W,,W,, znak)

rae mapamerap znak MMa BpeQHOCT 3Haka mosparHe cupere (41 maum —1). Yro-
JUKO je y muTamy HeraTWBHA MOBpaTHa cupera (MTO je moapa3yMeBaHa OILU-
ja), mperxonHa Hapenba ce MOMKEe KODUCTUTH y obauky 0e3 mapamerpa znak,
W = feedback(W,, Wp,).

IIpumep 18.14. Hahu npernocny dynryujy samsopernoe CAY wuju je b.a0% dujaepam
npurazan wa cauyy 18.9. Odpedumu LTI objexm y Mamaaby y gopmu npernocre
Pynryuje u 00pedumu were Hyae U NOA0GE.

Xu(s) 3(s+2) | Xi(s)

>
>

Cuurka 18.9: Bunok mujarpam cucrema m3 npumepa 18.14

Pememe: Hajnpe ce meprHumy noacucreMu IOCMATPAHOT CUCTEMA, Tj. IPEHOC-
e ¢ynruuje Wi(s) u Wa(s). Ilpenocua ¢pyurumja Wi(s) je mara y ¢arropuso-
BaHOM OGJUEKY: UMa jemny Hyy, s = —2, mBa mosna s} = 0 u sj = —5, a mojavame
je k=3, na ce moxe mepunucaru pyuruujom zpk (). Ipenocua dyuarmumja Wa(s)
je mara y pasBHUjeHOM ODOJMKY MOJMHOMA y MMEHUOIY, [a Ce MOKe me(UHUcCaTU

¢yurmujom tf (). OBa mBa cucrema Cy HOBPATHO CIPErHyTa, T€ Ce Hapexdama:

>> W1 = zpk(-2, [0 -5], 3); W2 = t£([2], [1 4 51);
>> W = feedback(W1,W2)
w =

3 (s+2) (872 + 4s + 5)

(s+5.312) (s+0.6638) (s72 + 3.024s + 3.403)
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Ananmm3a JUHEeapHUX CHUCTEMAa

19.1 Twunuuyxe MpoMeHEe yJIa3HUX BeJIMUYMHA

19.1.1 3nauaj 1 BpCcTe TUIMUYHUX OIPOMEHA yJIa3HUX BEJIMUMHA

Y Behunu cucrema ymnpaBibarha BPEME je jearHa He3aBUCHA IIPOMEHJbUBA, U
00WyYHO je b na ce Ogpenr IPOMEHA M3Ja3a TOKOM BPEMEHa, OMHOCHO, Oa Ce
ompemu odszug cucteMa. Y mpobiaeMuMa aHAJIU3E CUCTEMa, Ha yJja3 y CUCTEM
ce moBoam 3amaTu (KeJbeHW) yJIa3HUM CUTHAJ, a moToM ce oxpebyjy kapaxrre-
PHUCTUKE CUCTEMa pa3MaTpameM On3WBa CHUCTEMa y BPEMEHCKOM noMeny. Ha
npuMep, ako je IMUJb CUCTEMa yIPaBbamha A M3JIAa3HA BEJIWUYUHA CUCTEMa IPATU
VIIa3HU, 330aTU CUTHAJ, O HEKOI IIOYETHOr TPEHYTKA U 34 HEKe IIOYeTHE YCJIIOBE,
HEONXOOHO je ymopebuBaTy 3amaTy BEeIWYVHY M OA3UB CHACTEMAa Kao (QyHKIUje
Bpemena. Crora, y BelimHu cucrema ynpaBibama Kpajiba OlleHa KapAKTePUCTUKA
CUCTEeMa je Y BPEMEHCKOM IOMEHY U 3aCHUBA CE HA 8PEMENCKOM 003UBY.

IIpBu KOpak y aHammsu cucreMa ylnpaBibakkha je onpebhuBame MaTeMaTUUKOTD
MOZesia cucreMa. Razma je Momesn mo3HAT, HA PACHOJIOralkY CY PA3IUUUTE METOIE
3a aHAJIMU3Y OUHAMUYKNX KAPAKTEPUCTUKA CUCTEeMa. Y HPAKCU, YIA3HU CUTHAIL
y CHCTEM yIpaBJbarha HUCY IO3HATH YHAIPen, Behl Ccy IO CBOjOj IPUPOIM CIIy-
YajHU, U TPEHYTHU BEKTOD yJia3a Ce He MOKEe U3PA3UTU AHAIUTUYKU.

Ha npumep, y pamapckoM cUCTEMY TPOTUBBA3AYIIHUX PAKETHUX CUCTEMA,
no3unuja u Op3uHA NU/ba KOjU Ce IpaTh MOMKe A Ce MEeHma Ha HempeIBUIUB
HA4YWH, TAKO Ja ce He MOoxke yHampen oxpemutu. OBO mocraBsma npobieMm mpo-
JEKTaHTy ympaBJ/baUKOI CUCTEMA, jep jeé TEIKO IPOjeKTOBATU CUCTEM yIPaBJba-
Bba TAKO MOa Ce OH IMOHAallla Ha 3aA0BOJbaBajynu HaUWH Ha cBe mMoryhe obiauke
yJIa3HUX CUTHAJTA.

Y aHanu3u cucTeMa ynpaBjhbamka HEOIXONHO je Ha IOCTOjU OCHOBa 3a IOpe-
beme meppopmMaHCcH pa3nIMUYUTUX CUCTeMa ynpaBpbama. (OBa OCHOBAa MOMKE Ia
ce cacToju y cuenuuimpamy ogpebeHnx munuunur, mecm yJIa3HUX CUTHAJIA U
nopebemy 0n3UBa PA3IUUUTUX CUCTEMAa HA OBE yJia3He CUrHaJje. Y morpeba TecT
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yCIIOBA, je epemencky 003ue cucmema, niau kpahe odsue cucmema. Y maremaTu-
YKOM CMUCIY, OJ3WB CHUCTEMa IPEACTaBJba Pelleme nudepeHnujalde jeIHaurHe
nonamama cucrema. C 063upoM Ha TO ma cy YU cucreMu onmcaHu JIUHEAPHUM
mudepeHnnjaJHuM jeJHaAYNHAMa Ca KOHCTAHTHUM KOe()UIUjeHTUMa, ON3UB CUC-
TeMa ce MOyKe OOPeNUTH nmpuMeHoOM Merone Jlammacose tpanchopmanuje. Iloc-
Tymak Ou ce MOrao mpukas3aTu Ha cienehu HAUYMH:

1. mudepennujanna jeqHaumHa ce TPAHCHOPMUIIE Yy KOMIJIEKCHU TOMEH IPO-
MeHJpUBe s npuMeHoM JlamracoBe Tpanchopmanuje,

2. asrebapcka jeqHaudunHa y § JOMEHY C€ PelIr IO M3JIA3HOj IPOMEHJLUBOj, TO
jecT onpenu ce HE€H KOMIJIEKCHU JIUK,

3. YKOJMKO je MOTpeOHO, KOMIIEKCHU JIMK W3JIa3He TPOMEHJUBE CE Pas3Buja y
CyMy mapuujajHux pasiomara (XeBucajnos pa3soj),

4. om3uB ce nobuja npumeHoM mHBep3He Jlamnacose Tpanchopmarmje nomohy
rabuuna JlammacoBux TpaHchopmanmja.

IIpumep 19.1. Odpedumu odsus cucmema onucanoe Oufepenyujarrom jeonawu-
HOM

Pememe: IIpumenom Jlammacose tpanchopmanuje Ha AUPEpPEHUUjATHY jeqHA-
4uHY IOHAIIama CUCTEMa nobuja ce
3

$2X; () — s2;(0) — #;(0) + 3sX; (s) — 32;(0) + 2X,; (s) = g

npu yeMmy je uckopumhena unmenuna na je £L{h(t)} =

W | =

3aMeHOM MOYETHUX YCJIOBA y MOCHEARY jETHAUUHY W H-EHUM PEIaBAmEM II0
n3na3Hoj npoMensuBoj X, (s) mobuja ce

X (s) = —s2—s5+5 _ —s2—5+5
‘ Cs(s24+35+2)  s(s+1)(s+2)

Pamnonanna ¢pymrrmmja X;(S) IpencTaBmeHa jeé KOTMYIHUKOM ABA IIOIMHOMA
- s 2 3 2
X;(s)="—=, rmecy p(s)=-s"—s+5, f(s)=s"+3s +2s.

IMonosu ¢pyurnuje X; (s) cy s =0, s5 = —1 u s = —2 u ounro je ma cy oHU
jemHOCTPYKH, TTa je meH XeBUCAjI0B Pa3B0oj Ha MAPIUjaJHE Pa3IOMKe

- R, Ry,  Rs
X, = _ .
i) =R+ 2+ ma
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d,
C o63upom ma je f'(s) = J;—(S) =352 4+ 65 + 2, Pe3auaAUjyMu y HOJTOBUMA, CY:
s

Rigo(s)‘ 775275+5 5

YT T T 32 465+ 2, 2

s —52—s5+5
Ry = QP/( ) ls=ss = 357575 =5
1'(s) 352 +6s+2|,__,

R_<p(s)|  —s*—s+5 3

ST p(s) TR T 32 65+ 2|, 2

Kaxo je crenmen nmonmuuoma ¢(s) Mamu of crenexa monusoMa f(s), To je Ry = 0.
Konaumo,

5 5 .3
25 s+1 0 2(s+2)

ITprmenoMm maBep3ue JlanmacoBe TpaHcopMannje Ha MOCIEARDY jeTHAUNHY TO-
buja ce

zi(t) = £1{X;(s)} :/:1{258 - sil + 2(33+2)}

Kopumhemem ocobune Jlammacose Tpanchopmanuje na je JuHEAPHU OIEPATOP,
nobuja ce OI3UB MOCMATPAHOT CUCTEMA:

- {gh- i)kl

B —5e Tt 4 Zeﬂ h(t), t>0T.

Crpunt kojum ce y Marnaly Bpmu pacraB/baibe Ha MapIyjasiHe PA3JIOMKE AT
je y HacTaBKYy.

syms s

num = [-1 -1 5]; den = [1 3 2 0];

[r,p,k] = residue(num,den)

Xis = r(1)/(s-p(1)) + r(2)/(s-p(2)) + r(3)/(s-p(3))

xi = ilaplace(Xis)

Ilobujenu pesynratu u3 KoMaHAHOT mpo3opa Marmnabda cy:

R =
1.5000
-5.0000
2.5000
P =
-2
-1
0

1
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O0suny mo3vBa Kao0 U 3HAUYEHE IapaMerapa y BUMa Cy UACHTUYHA OHUMA Y
no3uBy ¢yurnuje step(), Te crora osme Hehe OuTV MOHABJ/HAHU.

IIpumep 19.9. Odpedumu umnyachu 003u8 cucmema
30 k=2 uk=3. Hmnyarcre 003use npurazamu na ucmom 2pahuxy.

Pememe: C 063upoM Ha TO [a Cy JATU HYJITUA HOYETHU YCJIOBU, MOKE CE€ UCKO-
puctutu pysrnuja impulse() 3a mobujame MMIYJICHOT OA3uMBA. Y HACTaBKY je
KpaTak CKPUNT KOjuM ce mobuja pememe nmpura3asHo Ha chaumu 19.10.

num = 3; denl = [1 2 2]; den2 = [1 2 3];

sysl = tf(num,denl); sys2 = tf(num,den2);
impulse(sysl,'-b',sys2,'--r')

title('Impulsni odziv sistema'), legend('k=2','k=3'), grid
xlabel('$t [s]$','Interpreter','Latex')

ylabel ('$x_{i1}, x_{i2}$', 'Interpreter','Latex')

I/IMHyJ'[CHI/I O3B CHUCTEMa
1 T T T T

Lil, LT42

Cuugka 19.10: VMMnysacau on3us cucreMa u3 npumepa 19.9

19.4.3 OgpebuBame om3uBa cucTeMa Ha IPOU3BOJbAH YJIa3

3a mobujame 0A3MBA CUCTEMA Ha MPOU3BOJLHY HPOMEHY yila3a MOMKE Ce KO-
puctutu ¢ysrnuja lsim(), ynuju je oCHOBHU OOJIUK IIO3WBA!

1sim(sys,u,t)

OBakBuM 1O3UBOM, 0€3 M3JIa3HUX apryMeHaTa, (yHKIUja Ipa@UUKA IPUKA-
3yje om3uB cucrema. Bekrop t mpencraBba BEKTOP BPEMEHCKU €KBUANCTAHTHUX
TpeHyTaka cuMmyaanuje, obmmka t = 0 : dt : ty, rme je ty Kpajme BpemMe cuMy-
Jamuje. Y a3 U je HU3 KOju MMa OHOJUKO BPCTa KOJUKO BPEMEHCKUX TPEHYTaKa
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initial(sys,Xo,t)

KaJa KOPUCTU yHaIpen neGUHUCAHU BEKTOD BPEMEHCKUX TpeHyTaka t. Y cBuMm
HaBeIEHVM ClIydyajeBuMa, Oe3 M3JIa3HUX apryMeHara, (YHKIMja IeHepuile I'pa-
¢ruku npuka3 ox3uBa. [lomaBameM MOBPATHUX BPENHOCTU (YHKIM]eE:

[x;,t,x]=initial(...)

3a CBe IPEeTXOJHE ciaydajeBe, (yHKIUja Bpalia BEKTOD M3ya3a X; U BEKTOD CTAma
X, KA0 U caM BEKTOp BpeMeHCKUuX TpeHyTaka t. Tana je 3a nmodbujame rpaduyxor
npuKa3a HEONXOomHO kopuctuTu ¢(yHkuujy plot(). Tpeba manomeHyTu na, ¢
003UpOM ma ce KOPUCTU 3a MOIEJI OMKUCAH y IPOCTOPY crama, makie LTI objerr
Tuna SS, TO QYHKIMja JO3BOJHABA U JA Ce MO30BE€ AUPEKTHO ca Marpunama A,
B, C' u D, na upumep Kao:

[x;,t,x]=initial(A,B,C,D,xq)
IIpumep 19.13. 3a cucmem onucan Qufepenyujasnom jedHauuHoM NOHAUAHA
T+ 7% + 14%; + 8x; = Sz,

odpedumu modea y npocmopy cmana. 3a x,(t) = 0 v z;(0) = 2, 4;(0) = 1 u
Z;(0) = 0,5 odpedumu kpemame v 003u6 CUCTNEMA.

Pememe: V360poM (pa3HUX BeIUUNHA CTakha T = Tj, To = T; U T3 = I; Dobujajy
ce CKaJlapHe jelHAUWHE CTamkha U jeIHAUMHA M3J1a3a:

Ty = T,
Ty = T3,
i‘g = 783]1 — 14%2 — 7$3 —+ 5.’]’3u,
Ty = 1.

Kako ce 3axTeBa Kperame U ON3UB CUCTEMA y CIOOOIHOM DATHOM pexuMy (3a
x,(t) = 0), nperxoHe jeqHaUMHE KOje ONUCYjy CUCTEM CE CBOJE Ha

&1 = T,
Tog = I3,
$.3 = —81‘1 - 14.732 - 7$3,
T = T1,

OJlaKJIe Cy MaTpUIle

0 1 0 0
A=|0 0 1|,B=|0|,C=[1 0 0], D=0,
-8 —14 -7 0

a moderHu yciaosu cy 21(0) = 2, 22(0) =1 u 25(0) = 0,5. Cnenehu ckpunr ce
MOK€ MCKOPUCTUTH 3a onpebhuBame Kperama u on3mBa cucrema y Matmaby.
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