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Kirjoitelmassa keskitytdan kolmeen eri differentiaaliyhtaléryhmien ratkaisumenetelméaén, joi-
ta ovat eliminointimenetelm&, Cramerin saantd ja ominaisarvomenetelma. Eliminointimenetel-
mé on yhtalépareista tuttu menetelm3, jota sovelletaan tdssé tydssa differentiaaliyhtalépareihin.
Eliminointimenetelmaa varten kasitellddn esitiedoissa operaattorit ja niiden vaihdannaisuus.
Operaattorit ovat kirjoitelmassa keskeisessa asemassa ja niitd hyddynnetéan jatkuvasti.

Cramerin sdanndn avulla voidaan ratkaista matriisimuodossa olevia differentiaaliyhtalépare-
ja determinantin avulla. Determinanttien laskemisen takia menetelma ei ole tehokas differenti-
aaliyhtéléryhmien ratkaisemiseen, mutta soveltuu differentiaaliyhtélépareille. Cramerin saéntéa
kayttden saadaan johdettua differentiaaliyhtaléparille eliminaatiomenetelmésta saatua tulosta
vastaava tulos.

Kirjoitelma kasittelee ominaisarvo-ongelmaa esimerkin kautta ja hyédyntaa ominaisarvome-
netelma&a myéhemmin oskillaattorin vapaan varéhtelyn tutkimiseen. Ominaisarvo-ongelmassa
matriisimuotoisia differentiaaliyhtéléryhmia ratkaistaan hyédyntden ominaisarvoja ja ominais-
vektoreita.

Kaksimassainen oskillaattori on systeemi, jossa on kaksi kappaletta, jotka ovat kiinni toi-
sissaan jousilla. Kappaleet ovat taman liséksi kiinnitetty systeemin laitoihin jousilla. Newtonin
toista lakia sekd Hooken lakia hyddyntéden saadaan oskillaattorille johdettua vérahtelyyn liitty-
vat differentiaaliyhtalét. Pakotetun varahtelyn, eli varahtelyn, jossa kappaleeseen vaikuttaa ko-
ko ajan vakiovoima, ratkaisu saadaan Cramerin sd&ntéa hyddyntden. Epdhomogeenisten diffe-
rentiaaliyhtaléryhmien ratkaisut haetaan maaradmattémien kertoimien menetelméalla. Vapaan
varéhtelyn, eli varéhtelyn, jossa kappaleeseen ei vaikuta voimia, ratkaisu saadaan ominaisar-
vomenetelmaa hyddyntaen. Vapaan varahtelyn differentiaaliyhtalépari on pakotettua varahtelya
vastaava, mutta homogeeninen differentiaaliyhtélépari.

Avainsanat: differentiaaliyhtald, differentiaaliyhtaléryhma, Cramer, eliminaatiomenetelma, oskil-
laattori
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1. JOHDANTO

Differentiaaliyhtiloilld on rooli lihes jokaisella fysiikan alalla. Tamai liséksi niitd kdytetddn muun
muassa matematiikassa ja kemiassa. Kirjoitelmassa kdyddén lapi kolme menetelméd, joilla voidaan
differentiaaliyhtdloryhmié ratkaista. Menetelmid varten ensiksi tarkastellaan Cramerin saidntod,

operaattoreita ja niiden vaihdannaisuutta seké trigonometristen funktioiden superpositiota.

Kolmannessa luvussa kasitelladan ensiksi eliminointimenetelméi differentiaaliyhtdléryhmien yh-
teydessi. Eliminointimenetelmin jilkeen tutustutaan Cramerin sdinnon kdyttdmiseen differenti-
aaliyhtiloparia ratkaistaessa. Viimeisend kolmannessa luvussa kasitellddn ominaisarvo-ongelmaa,
jolla saadaan ratkaistua homogeenisia vakiokertoimisia differentiaaliyhtéloryhmid ominaisarvojen

avulla.

Kaésiteltyjd menetelmid hyodynnetédédn neljannesséd luvussa kaksimassaisen oskillaattorin vérihte-
lyn tutkimiseen. Ensiksi tutkitaan oskillaattorin pakotettua virdhtelyd, jonka ratkaisemiseen kaiy-
tetddn Cramerin sddntod ja midrddmittomien kertoimien menetelmii. Tidmén jilkeen keskitytdén

oskillaattorin vapaaseen vérdhtelyyn ominaisarvo-ongelmana.

Kirjoitelma pohjautuu pitkalti 1dhteeseen [2, s. 318-319, s. 436-464] ja olettaa lukijalta homogee-
nisten ja epdhomogeenisten differentiaaliyhtdloiden ratkaisemisen ymmaértamisen. Tamin lisdksi

kirjoitelma vaatii jonkin verran lineaarialgebran ymmirrysta.



2. ESITIEDOT

2.1 Cramerin saanto

Tarkastellaan lineaarista yhtdloryhmidd Ax = b, missd A on kiintyvd n X n-matriisi, vektori
x = (x1,...,x,)7 ja det(A) # 0. Tilloin lineaarisella yhtiloryhmilld on tasan yksi ratkaisu ja

yhtiloryhmai voidaan ratkaista kdyttdmalld Cramerin sdéntoa.

Lause 2.1. Jos lineaarisella yhtiloryhmdlld Ax = b on vyksikdsitteinen ratkaisu, voidaan se rat-

kaista kaavalla,

det(A;)
L= , 2.1
YT det(A) @D
missd A; on matriisi A, josta on korvattu sarake i = 1,2, ..., n vektorilla b.

Todistus. Olkoon A yhtidloryhmén muuttujien kertoimista muodostettu matriisi. Matriisista A pois-
tamalla i. rivi ja j. sarake, saadaan uusi matriisi M;;. Jokaiselle alkiolle a;; méiritellain komple-

mentti A;; = (=1)"*J det(M; 7). Nyt voidaan muodostaan matriisin A adjugoitu matriisi

Ay - A
adj(A) =

Anl o Ann

Koska det(A) # 0, matriisilla A on kisinteismatriisi A~'. Koska matriisi A on kiintyvi, niin sille

A (adj(A)) - (adj(A)) A

on voimassa

det(A) det(A)

L ] I - dj(A . .
Kiinteismatriisi A~! voidaan nyt esittidi muodossa A~ = %. Ratkaisuvektori x saadaan niin

ollen esitettyd muodossa

Ay L Ani
X1 det(A) det(A) b
x = = A_l b = . :
Ain . Apn
Xn det(A) det(A) by



Nyt voidaan merkiti x; = de‘?ﬁbl +o 4 dé:%bn. Olkoon

a ... ai-1 b aywm ... am
az ... az-1 by axy ... ay
A; =
| dnl ... Qni-1 bp apiy1 ... am ]

Matriisin A; determinantti voidaan nyt kirjoittaa muodossa det(A;) = Ay;by + - - - + A,iby,. Téten

saadaan x; = %25(2{;. L]

2.2 Operaattorimuoto

. . . vegee . . n n-1 .
Differentiaaliyht&lo on yleisesti muotoa L(x) = a,(x) dd7 +au—1(x) # +--++ap(x). Se voidaan

my®ds kirjoittaa vaihtoehtoisesti operaattorimuodossa.

Miiritelmi 2.2. Differentiaaliyhtilo voidaan kirjoittaa muodossa Lx = a,,(x) D" +a,_1(x)D" '+

-+ +ap(x), jossa D" = %. Tétd muotoa kutsutaan operaattorimuodoksi.

Lause 2.3. Kaksi operaattoria Ly ja Ly ovat yhtd suuria kaikilla operaattoreiden mddrittelyjouk-
koon kuuluvilla muuttujan x arvoilla, jos ja vain jos Li(x) = Ly(x). Télloin voidaan merkitd
L= L,

Huomautus 2.4. Differentiaalioperaattorit eivit yleisesti ottaen ole vaihdannaisia, eli LjL, #
LoL,.

Esimerkki 2.5. Valitaan operaattorit L = D ja Ly = yD. Nyt L1L,(x) = D(yD)x = D(yx’) =
y(Dx") + (Dy)x’ = yx"" +x’ ja vastaavasti LoL{(x) = (yD)(D)x = (yD)(x") = yx".

Differentiaalioperaattorit kuitenkin ovat vaihdannaisia, jos jokainen kerroin a; on vakio.
Lause 2.6. Operaattorit ovat vaihdannaisia, jos ne ovat muotoa Lx = a,D"™ +a,_1D" ' +- - - +aq.

Havainnollistetaan todistuksen ideaa samoilla operaattoreilla, joilla aiemmin néytettiin, ettd ope-
raattorit eivét ole vaihdannaisia. Nyt kuitenkin y on vakio, eli L; = D ja L, = yD. Saadaan
LiLy(x) = D(yD)x = D(yx") = yDx’ = yx”. Vastaavasti toisinpdin L,L;(x) = (yD)(D)x =
yDx" = yx"" = L1L,. Tami voidaan yleistdi kaikille vakiokertoimisille operaattoreille.

2.3 Superpositio

Vililla saattaa olla hyodyllistéd esittdd trigonometristen funktioiden superpositio yhden funktion

avulla. Valitaan mielivaltaiset nollasta eroavat reaaliluvut A ja B. Muodostetaan funktioiden x(¢) =



Assin(wt) ja y(t) = B cos(wt) superpositio
z(t) = x(t) + y(t) = Asin(wt) + B cos(wt). 2.2)
Tadmai superpositio voidaan esittdd muodossa

z(t) = Asin(wt) + B cos(wt) = C sin(wt + ¢), missda C € R. (2.3)

Lause 2.7. Kahden funktion x(t) = Asin(wt) ja y(t) = Bcos(wt) superpositio voidaan esittdid
muodossa z(t) = C sin(wt + ¢).

Todistus. Osoitetaan yhtdsuuruus A sin(wt) + B cos(wt) = C sin(wt + ¢). Kdyttamalla trigonomet-

ristd identiteettid sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) saadaan yhtélon oikea puoli muotoon
Csin(wt + ¢) = Csin(wt) cos(¢) + C sin(¢) cos(wt).

Sijoitetaan tdmaé alkuperdiseen yhtdloon, jolloin alkuperdinen yhtélo sievenee muotoon
(A = Ccos(¢)) sin(wt) + (B — Csin(¢)) cos(wt) = 0.

Jotta yhtalo pétee, tdytyy kertoimien olla nolla. Tistd saadaan yhtidlopari

A = Ccos(¢)
B = Csin(¢)

Korotetaan yhtdloparin molemmat yhtélot puolittain potenssiin kaksi. Tamén jilkeen summataan

yhtél6t keskenéén, josta saadaan yhtalo
A%+ B? = C? cos®(¢) + C?sin®(¢).
Kiyttimilld yhtildd sin® (¢) + cos?(¢) = 1 saadaan yhtilo ratkaistua muuttujan C suhteen. Yhtild

C =VA?+ B>

Jaetaan seuraavaksi yhtédloparin (2.3) ylempi yhtélo alemmalla. Téstda saadaan yhtalo

sievenee muotoon

A cos(¢)

B sin(¢)’

joka sievenee muotoon
¢ t A
=arctan | —|.
B

Téten A sin(wt) + B cos(wt) = C sin(wt + ¢@). O



3. RATKAISUMENETELMAT

3.1 Eliminointimenetelma

Lineaarisia differentiaaliyhtiloryhmiéd voidaan ratkaista eliminointimenetelmaélld samalla tavalla
kuten tavallisia yhtdloryhmid. Eliminointimenetelmd rajoittuu vaihdannaisiin differentiaaliope-
raattoreihin, joita ovat Lauseen 2.6 mukaan vakiokertoimiset operaattorit. Jos lineaarinen differen-
tiaaliyhtdlopari on muotoa

Li(x) + L2(y) = /1(1), 3.1

L3(x) + La(y) = fo(1), (3.2)

voidaan se ratkaista kertomalla ylempi yhtdlo vasemmalta operaattorilla L3 ja alempi operaattorilla

L. Yhtdlot saadaan muotoon
L3Ly(x) + L3La(y) = L3(fi1(1)),

L1L3(x) + L1Ls(y) = L1(f2(2)).

Koska operaattorit ovat vaihdannaisia, vihentamalld yhtilot toisistaan puolittain padstdin eroon ter-
misti, joka riippuu funktiosta x(z). Jiljelle jaava yhtilo on muotoa L3 L (x) — L1 L3(x)+L3Ly(y) —
LiL4(y) = L3(f1(¢)) = L1(f2(1)), joka supistuu muotoon

(L3Ly — L1L4)(y) = L3(f1(2)) = L1(f2(2)). (3.3)

Vastaavasti saadaan ratkaistua funktio x(7) kertomalla yhtdlod (3.1) operaattorilla Ly ja yhtdlod
(3.1) operaattorilla L,. Kun ndmé vihennetiin samalla tavalla toisistaan, saadaan yhtilo muotoon
LaLi(x)+LaLy(y)—LoLs(x)—LyLa(y) = L4(f1(2))—La(f2(2)), joka saadaan edelleen supistettua
muotoon

(LaLy = LoL3)(x) = La(f1(2)) = L2(f2(1)). (3.4

Esimerkki 3.1. Ratkaistaan differentiaaliyhtdléryhma
(D-1x+Dy=0, 3.5)

(D+1Dx+ 2D +2)y=0. 3.6)



Muutetaan yhtilot (3.5) ja (3.6) muotoon
Li(x)+ La(y) =0, (3.7)

L3(x) + L4(y) = 0. (3.8)

NytLi=D-1,L, =D, L3 =D+1jalLs=2D +2. Voidaan seuraavaksi kertoa yhtilo (3.7)
vasemmalta operaattorilla L3 ja yhtdlo (3.8) vasemmalta operaattorilla L;. Télloin yhtilot saadaan
muotoon

L3Li(x)+ L3La(y) = L3(0), (3.9)

LiL3(x) + L1L4(y) = L1(0). (3.10)

Koska operaattorit ovat vaihdannaisia, niin L3L; = LjL3. Nyt voidaan vihentdd alempi yhtdlo
ylemmasté, mikd tuottaa differentiaaliyhtélon L3 Ly (x) + LaLy(y) — LiLs(x) — L1 L4(y) = L3(0) —
L1(0), joka sievenee edelleen muotoon LrL3(y) — LiL4(y) = L3(0) — L;(0). Operaattorien
lineaarisuuden myo6té differentiaaliyhtdlo saadaan muotoon (LyL3 — LiL4)(y) = L3(0) — L1(0).
Nyt voidaan sijoittaa aiemmin miirétyt arvot operaattorien paikalle,

LyLy—LiLy=D(D+1)— (D - 1)(2D +2)

=D?>+D-(2D*+2D -2D -2)=D?>+D -2D*+2=-D*>+D +2,

javastaavasti yhtidlon oikea puoli saadaan muotoon L3(1)—L;(z) = D(0)—(D-1)(0) = 0-0+0 = 0.

Nyt differentiaaliyhtilé on muotoa (—=D? + D +2)(y) = 0, josta viimein saamme sen muotoon
" +y +2y=0. (3.11)

Ratkaistaan homogeeninen differentiaaliyhtilo (—D? + D +2)y = 0. Ratkaistaan ensin karakteris-
tisen yhtilon —A2 + A +2 = 0 juuret. Juuriksi saadaan A = —1 ja A = 2. Yleinen ratkaisu on muotoa
y(t) = cre™" + cpe?*.

Ratkaistaan x(#) samalla idealla. Nyt kerrotaan yhtdld (3.9) operaattorilla L4 ja yhtdlo (3.10)

operaattorilla L. Vahennetididn yhtélot puolittain keskendin, jolloin saadaan
LyLy(x) = LoL3(x) + LaLo(y) — L2La(y) = La(0) = L2(0).

Yhtil6 saadaan taas yhden muuttujan differentiaaliyhtéloksi (LgL; — Ly L3)(x) = L4(0) — L1 (0).
Nyt

LiLi - LoLy=(2D+2)(D-1)-D(D+1)=2D*>-2D+2D-2-D>-D=D>-D -2.

Vastaavasti yhtidlon oikea puoli L4(0) — Lp(0) = 2D(0) +2(0) — D(0) = 0. Ratkaistaan homo-
geeninen differentiaaliyhtils (D? — D — 2)x = 0. Karakteristisen yhtilon juuret ovat -1 ja 2. Tisti

saadaan yleinen ratkaisu x(¢) = dje™" + dre?*.



3.2 Matriisimuodossa ratkaiseminen

Lineaarisen differentiaaliyhtiloparin yhtiloiden ollessa muotoa (3.1) ja (3.2) voidaan pari ratkaista

myds matriisien avulla. Yhtdlopari voidaan esittdd matriisien avulla muodossa

Lo Ly || x| | A (3.12)

Ly Ly || y(0) f2(1)

Lauseen 2.1 mukaan tdmé voidaan ratkaista hyodyntamailld kaavaa x; = ddeett((‘:i; . Kaavaa kiyttamailla

saamme tulokseksi

fi@) Lo
o f2(t) L _ La(fi(®) = Lo (o (0)) (3.13)
Ly L, faka = Lako | |
Ly Ly
Ly fi(?)
_ Ly fo(1) _ Li(A(@) - L3(f1(1) (3.14)
’ Ly L LiLy— L3L, ' .
Ly Ly

Huomataan, ettd tulos vastaa eliminaatiomenetelmailli saatuja yhtéloita (3.4) ja (3.3).

Esimerkki 3.2. Tehdéddn sama Esimerkki 3.1 matriisien avulla, mutta muutetaan yhtdlo epdho-
mogeeniseksi siten, ettd f1(¢) = f>(¢) = t. Esitetdédn yhtdloiden (3.5) ja (3.6) muodostama yh-

. D-1 D ||x() ‘
tilopari matriisien avulla muodossa = . Koska yhtidloryhma
D+1 2D+2 y (1) t
on selvisti lineaarinen, voidaan sen ratkaisemiseksi kayttdd Cramerin sdént6d. Voidaan merkitd
D -1 D ' ]
A= . Tasti lasketaan determinantti
D+1 2D+2

det(A)=(D-1)(2D+2) - (D+1)D =2D*>+2D -2D-2-D*-D=D>-D -2,

(2D+2)(t)=(D+1) (1)
D?-D-2

joka selvisti eroaa nollasta. Kdyttamalld yhtdloa (3.13) saadaan x = . Nyt kerro-

taan nimittdjd toiselle puolelle, jolloin paisemme muotoon
(D> =D -2)x = (2D +2)(t) — (D + 1)(¢).

Tdama voidaan laskea auki
X' —x' =2x=24+2t-1-1,

ja sieventdd muotoon

x" —x'=2x=rt+1.



Homogeenisen differentiaaliyhtdlon ratkaisu on aiemmin laskettu, josta saatiin x(¢) = dje™" +

dye~ . Tisti esimerkiksi Greenin fuktiota kiiyttien saadaan epihomogeeniselle differentiaaliyhti-

16lle yleinen ratkaisu x(¢) = dje ™ +dye* — . %. Vastaavasti voidaan ratkaista y(z) hyodyntdmal-
14 yhtiloa (3.14), jolloin saadaan y = T D(?l_)l()z(lt)gg?:g)ﬁ )) - Kerrotaan taas puolittain nimittéjélla,

jolloin yhtél6 saadaan muotoon
(D-1D@2D+2)-(D+1)D)(y) =(D-1)(@) - (D+1)(),

(2D*+2D -2D -2-D*-D)(y)=1-t—-1-1,

(D* - D -2)(y) = —1*,

y// _ y/ _ 2y — _t2‘

Tadmai voidaan taas ratkaista esimerkin 3.1 tulosta ja Greenin funktiota kayttden. Yleiseksi ratkai-

i — —t 260,12 _t 3
suksi saadaan y(t) = cie™' +cre” + 5 — 5+ 7.

3.3 Ominaisarvo-ongelma

Vakiokertoimiset homogeeniset differentiaaliyhtdloryhmét voidaan ratkaista kayttdmalld ekspo-

nenttiyritettd ja ratkaisemalla timin jidlkeen saatu ominaisarvo-ongelma.

Lause 3.3. Ongelman ollessa muotoa x’ = Ax, missd A on n X n vakiokertoiminen matriisi,
voidaan kéyttdd yritettii x(t) = ge’, missd § on matriisin A ominaisvektori. Sijoittamalla yrite

differentiaaliyhtiloon saadaan Age" = rqge’, joka sievenee muotoon Ag = rq.

Esimerkki 3.4. Ratkaistaan yhtdloryhma

x' =9+ 10y +9z
vy =—6x—-5y—-3z
7=x-z
Kiytetddn eksponenttiyritettd x(1) = gre”’, y(t) = g€’ ja z(t) = gze”". Saadaan yhtdléryhma

muotoon
rq1 =9q1 +10g2 +9¢q3

rqa = —6q1 — 59> — 3q3
rqz =41 — 43

Tidmai saadaan lauseen 3.3 mukaisesti differentiaaliyhtdloryhmi matriisimuotoon

9 10 9| |q: q1
-6 -5 -3||q2|=T7|q2]|-
I 0 -1f|g3 q3

Valitaan r siten, ettd yhtidlo antaa epétriviaalin ratkaisun, eli jonkin muun kuin g = 0. Kyseessi



on ominaisarvo-ongelma, joten valitaan r yhtd suureksi ominaisarvon A kanssa. Ratkaistaan nyt

matriisin ominaisarvot. Saadaan yhtlo

josta saadaan
10 9 9-1 9 9-21 10
1 -0 +(-1-2) ,
-5-1 -3 -6 -3 -6 -5-21
=10(-3)-9(-5-)+ (-1 =) ((9 -V (-5-2) - 10(-6)),
=15+920+ (-1 —A)(15-41+ %) =0,

joka sievenee muotoon
B +32%-21=0.

Otetaan A yhteiseksi tekijéksi, jolloin yhtédlo saadaan muotoon
—A(1*=31+2) =0,
joka edelleen sievenee muotoon
A2 =21-22+2),
=-AAA-1)-2(2-1)),
=A(1-1)(1-2)=0.

Ominaisarvot ovat siis 41 = 0, 4, = 1 ja A3 = 2. Etsitddn ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

Ominaisarvoa 4; = 0 vastaava ominaisvektori saadaan yhtélosta

9 10 9 ||q: q1
-6 -5 -3 q> =1 q2|

10 —1]|g3 93

joka sievenee muotoon
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1

Tistd saadaan gq; = g3 jagy = —%q_v,. Ominaisvektori on siis €] = @ _% . Ratkaistaan seuraavaksi

1

ominaisarvoa A, = 1 vastaava ominaisvektori yhtdlosta

9-1 10 9 |lg:| o
-6 -5-1 -3 ||g|=10]
1 0 -1-1|]qs| |0

joka saadaan Gaussin eliminaatiota kayttdmalld muotoon

10—26]1 0
0 1 g2 = 0] -
00 g3| |0

5
2
0
2
Saadaan relaatiot ¢; = 2¢3 ja g2 = %q3, josta ominaisvektoriksi saadaan ¢> = % . Ratkaistaan
1
vield ominaisarvoa A3 = 2 vastaava ominaisvektori yhtalosta
9-2 10 9 q1 0
-6 -5-2 -3 q2| = 10|,
1 0 -1-2{1g3 0
joka Gaussin eliminaatiota kdyttimalla sievenee muotoon
1 0 3| |q 0
0 1 3|]|g2]1=10]-
0 0 0f]g3 0
3

Relaatioiksi saadaan q; = 3¢3 ja g2 = —3¢3, joten ominaisvektori on muotoa €3 = y | -3|. Yleinen
1

ratkaisu on muotoa

X(1) = &1eM + &re + &ye™. (3.15)
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Sijoitetaan ominaisarvot ja ominaisvektorit yhtidloon (3.15), josta yleiseksi ratkaisuksi saadaan

1 2 3
X(t)=a —g +p % e +vy|=3|e¥,
1 1 1

joka voidaan esittdd myods muodossa

x(t) = a +2Be’ +3ye*
y(t) = —%af + %,Bet — 3ye*

2(1) = a + Be' +ye*
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4. OSKILLAATTORIT

4.1 Pakotettu varahtely

Tarkastellaan systeemid, jossa on kaksi oskillaattoria yhdistettyni toisiinsa jousen avulla.

5 .

W;

Kuva 4.1. Kaksimassainen oskillaattori.[1, s. 230]

Oletetaan, ettd massat ovat kitkattomalla alustalla ja niihin vaikuttavat vain voimat F ja F,. Tilloin
oleellisia fysiikan lakeja ovat Newtonin toinen laki F = ma sekd Hooken laki F = —kx. Kun
muuttujilla x; ja xp merkitdan kummankin jousen poikkeamaa tasapainoasemasta ja x; = xp = 0,
jouset eivit ole puristuneet tai venyneet. Tehddén vield oletus, ettd x; > x» > 0. Nyt voidaan piirtda

voimakuviot molemmille kappaleille erikseen.

| il A2
i F, l .i F,
-y > <
kX sy ky(x-x,)  ky(x-x,)—{mple ksx,

Kuva 4.2. Vapaakappale kuvat.[1, s. 230]

Jos vasenta jousta, jonka jousivakio on k1, venytetddn tasapainoasemastaan x| pituusyksikon verran,
se kohdistaa massaan m; voiman F = kyx;. Télloin keskimmdinen jousi, jonka jousivakio on &,
puristuu erotuksen x; — x; verran ja kohdistaa massaan m; voiman F = k(x| — x2). Massaan m;
keskimmdiinen jousi kohdistaa myos saman voiman F = ky(x; — x) Newtonin kolmannen lain
mukaisesti (voiman ja vastavoiman laki). Oikea jousi, jonka jousivakio on k3, puristuu venymén

X verran ja aiheuttaa voiman F = k3x, massaan m;. Newtonin toisen lain mukaisesti kuvasta 4.2
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voidaan massalle m johtaa yhtédlo
mixy = —kixi — ka(x1 —x2) + Fi (1),

joka tulee muotoon
mlx'l'+k1x1+k2(x1 _XZ) =F1(l‘). “4.1)

Samalla tavalle massalle m, saadaan yhtilo,
moxy = —k3xy + ka(x1 — x2) + Fo(1),

eli

Yksinkertaistukseksi oletetaan oskillaattorien ja jousien olevan identtisid, jolloin m; = my ja
k1 = ko = k3. Ongelman yksinkertaistamiseksi vield entisestdin valitaan massaksi ja jousivakioksi
1, sekd annetaan voimille arvot F(f) = F sin(Qt) ja F»>(t) = 0. Télloin saamme yhtalot (4.1) ja

(4.2) muotoon

X} +2x1 —xp = Fsin(Q1), (4.3)
X +2x; —x1 =0. (4.4)

Yhtilot (4.3) ja (4.4) voidaan esittdd operaattorimuodossa
(D? +2)x| — x» = Fsin(Qr1), (4.5)

eli

—x1 + (D?+2)x, = 0. (4.6)
Nyt merkitisin L; = D> +2, Lo = —1, Ly = =1, Ly = D> + 2, f| = Fsin(Qt) ja f» = 0. Kaavaa
(3.13) kéyttimalla saadaan,

(LiLs = L3Lo)(x1) = La(f1(1)) = L2 (f2(1)),
((D*+2)(D* +2) = (=1)(=1))(x1) = (D* + 2)(F sin(Q1)) - (~1)(0),
((D*+2D* +2D? +4) — 1)(x1) = —Fw? sin(Q¢) + 2F sin(Qr),
(D* +4D? +3)(x1) = (—Q? + 2)F sin(Qr). 4.7

Vastaavasti kdyttdmailld kaavaa (3.14) saadaan,
(L1Ls — L3L2)(x2) = L1(f2(2)) — L3(f1(1)),
((D*+2)(D*+2) = (=1)(=1)) (x2) = (D* +2)(0) = (=1)(F sin(Qr)),

(D* +4D? +3) (x2) = Fsin(Qr1). (4.8)

Etsitiin yhtilolle (4.7) yleinen ratkaisu. Haetaan ensin homogeenisen differentiaaliyhtilon (D +
4D? + 3)x = 0 ratkaisu. Ratkaistaan karakteristinen yhtilo 1* + 412 + 3 = 0. Merkitizin A% = z,
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jolloin yhtélo saadaan muotoon
Z+4z+3=0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaa soveltamalla saadaan yhtélon ratkaisuksi

-4 +V16-12
7= —————.
2
Saadaan juuriksi z = -2 £ 1, eli z = =3 ja z = —1. Nyt voidaan sijoittaa saadut juuret yhtiloon

A% = z. Sijoitetaan juuri z = —3 yhtild6n, jolloin saadaan A = +V/3i. Sijoitetaan sitten juuri z = —1,

jolloin saadaan A = +i. Homogeenisen differentiaaliyhtédlon yleiseksi ratkaisuksi saadaan
x(1) = ¢1 cos(t) + ¢z sin(7) + 3 cos(V3t) + c4 sin(V31).

Ratkaistaan timi yhtdlo midriamittomien kertoimien menetelmalld[3, s. 54]. Funktio (—Q?% +
2) F sin(£t) ei kuulu homogeenisen differentiaaliyhtdlon ratkaisuavaruuteen. Etsitdén operaattori,
jonka ratkaisuavaruuteen funktio kuuluu. Tillainen operaattori on L = (D? + Q7). Ratkaistaan nyt
yrite yhtilosti Ly = (D?+Q?)y = 0. Tisti saadaan yleiseksi ratkaisuksi y = A sin(Q¢)+B cos(Qt),
jossa A ja B ovat reaalilukuja. Derivoimalla yleisti ratkaisua saadaan

y' = AQ cos(Qt) — BQsin(Q1),

y" = —AQ?sin(Qr) — BQ? cos(Q1),
y3) = —AQ3 cos(Qr) + BQ? sin(Q1),
y @ = AQ*sin(Qr) + BQ* cos(Qr).

Sijoitetaan saadut derivaatat alkuperdiseen differentiaaliyhtdloon ja saadaan
(D* +4D? +3)(y) = (—Q* + 2)F sin(Qr1),
AQ*sin(Q1) + BQ* cos(Q1) + 4(—AQ? sin(Qr) — BQR? cos(Q1)) + 3(A sin(Qt) + B cos(Qt))
= (-Q% +2)Fsin(Qr1),
AQ*sin(Q1) + BQ* cos(Q21) — 4AQ% sin(Qt) — 4BQ? cos(Qt) + 3A sin( Q1) + 3B cos(LQ1)

= —(Q% - 2)F sin(Q1).

Otetaan yhteiset tekijit, jolloin yhtélo tulee muotoon

(AQ* —4AQ% + (2% - 2)F +3A) sin(Q1) + (BQ* — 4BQ? + 3B) cos(Q1) = 0.

Tistd saadaan yhtilopari
AQY —4AQ* + (Q* -2)F +3A =0, (4.9)

eli
BQ* - 4BQ? +3B =0. (4.10)
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(-Q%42)F _ 2-QYF
Q40243 T (Q2-1)(@%-3)°
liyhtélon (4.7) yleinen ratkaisu on

Huomataan, ettd B = 0ja A = Titen epdhomogeenisen differentiaa-

(2 - Q*)F

x1(£) = ¢ cos(f) + ¢ sin(z) + ¢3 cos(V31) + ¢4 sin(V31) + @ (223

sin(Q1).  (4.11)

Differentiaaliyhtilolle (4.8) homogeenisen yhtdlon ratkaisu on sama kuin yhtilolle (4.7). Ratkais-
taan epihomogeeninen differentiaaliyhtilo samalla tavalla kuin edellinen. Funktio F' sin(Qr) kuu-
luu my6s operaattorin L = (D? + Q) ratkaisuavaruuteen. Ratkaistaan mazraamittomit kertoimet

yhtilosti
(AQ* —4AQ% +3A) sin(Q1) + (BQ* — 4BQ? + 3B) cos(Qt) = Fsin(Qr),
joka tulee muotoon

(AQ* —4AQ* +3A — F)sin(Qt) + (BQ* — 4BQ? + 3B) cos(Q21) = 0.

Saadaan kertoimiksi B=0ja A = Tistd saadaan yleiseksi ratkaisuksi

F _ F
Q40743 T (Q2-1)(Q2-3)"

x2(1) = ¢5cos(1) + ¢ sin(z) + ¢7 cos(V31) + cg sin(V31) +

o 1)F(Qz 3 sin(Q1).  (4.12)

Sijoitetaan yleiset ratkaisut x; () jax»(¢) yhtdlo6n (4.6) eli yhtiloon —x; +(D?+2)x, = 0. Lasketaan

ensin yleisen ratkaisun x; () toinen derivaatta

d2
ﬁ(CS cos (1) + cg sin(z) + c7 cos(V31) + cg sin(V3r) + (1) (23 sin(Q1)),
joka saadaan muotoon
Q°F
—c5cos(t) — cg sin(t) — 3¢y cos(V3r) — 3cg sin(V3r) — (1) (23 sin(Q1).
Nyt voidaan tehda sijoitukset yhtdloon (4.6). Tastd saadaan
2-Q)F
—(cy cos(t) + ¢ sin(2) + 3 cos(V3r) + ¢4 sin(V3r) + (92(_ 1)(9)2 Y sin(Qr))
Q°F
—c5cos(t) — cg sin(z) — 3¢y cos(V3r) — 3cg sin(V3r) — ) sin(Qr)
F
+2(c5 cos(t) + cg sin(z) + c7 cos(V3r) + cg sin(V3r) + @) sin(Q1)) =0,

joka sievenee muotoon

(cs —c1) cos(t) + (cg — ¢2) sin(2) — (c7 + ¢3) cos(V31) = (cg + ca) sin(V31) = 0.
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Jotta yhtalo olisi tosi, tiytyy kaikkien kertoimien olla nollia. Tdten saadaan muodostettua yhtilot

C5 =C
Ce =C)
(4.13)
C7 = —C3
cg = —C4

Kayttamalld yhtdlod (2.3) saadaan yleinen ratkaisu x; (#) muotoon

(2 - Q*)F

x1(1) = Gsin(t + ¢) + Hsin(V3t +y) + (Q%-1)(Q2-3)

sin(Qr),

jossa G, H, ¢ ja y ovat vakioita. Yleinen ratkaisu x,(#) saadaan kidyttamélld kayttamélld yhtdload
(2.3), sekd edelld ratkaistuja relaatioita (4.13) muotoon

. : F .
x2(t) = Gsin(t + ¢) — Hs1n(\/§t +y) + (P23 sin(Q1).
Vektorimuodossa yleinen ratkaisu saadaan muotoon
x1(1) sin(t + ¢) sin(V37 + ) F (2 - Q2) sin(Q1)
=G +H +— 5
() sin(z + ¢) —sin(V3r+y) | (2°-D(L*-3) sin( Q1)

Alkuarvojen avulla tédstd voidaan ratkaista parametrien G, H, ¢, ¥, F ja Q arvot. Jos oletetaan,
ettd voima F' = 0, puhutaan fysikaalisesti vapaasta virdhtelystd. Talloin ongelma saadaan yksinker-
taistettua entisestiiin ja yleinen ratkaisu on homogeenisen differentiaaliyhtiloparin ratkaisu, joka

vektorimuodossa on

x1 (1) e sin(t + ¢) ol sin(V3r+) ‘ (4.14)

x(1) sin(t + ¢) —sin(V3t + ¢)

4.2 Vapaa varahtely

Tarkastellaan samaista systeemiéd kuin kuvassa 4.1. Tutkitaan vapaata virdhtelyd arvoilla m; =
my = ki = kr = k3 = 1. Koska kyseessd on vapaa virihtely, voidaan ottaa yhtilot (4.3) ja (4.4) ja
sijoittaa F' = 0. Téstd saadaan yhtalopariksi

xi’+2x1 —x2=0

(4.15)
xé’ —-x1+2x, =0

Kéytetddn yritettd x1 (1) = g1e” jax,(r) = goe'". Lasketaan molempien yritteiden derivaatat, josta
saadaan
X’l/(l) — qerert

Xy (1) = gar?e”
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Sijoitetaan yritteet yhtédlopariin (4.15), josta saadaan

qirle’ +2q1e’t — gre’ =0

)

qererl _ qlert + 26[26” =0
joka sievenee muotoon
Qir*+2q1—q2=0
qor* —q1+2q2 =0

Kirjoitetaan yhtélopari matriisimuodossa, josta saadaan

=r
I =2 1] 92 92
. . . .o . _2 1 . .
Saadaan ominaisarvo-ongelma, missi A = r2. Lasketaan matriisin A = ominaisarvot.
1 -2
Saadaan yhtdlo
-2-2 1
=0.
1 -2-2
Tdma saadaan skalaarimuotoon
(-2-1)*-1=0,
josta voidaan ratkaista A
4+42+ 2% -1,
=2 +41+3 =0,
-4+ V16 - 12
Ap=—"—7"—"—"=-2=1.
2
Ominaisarvot ovat A; = r% =-ljady = r% = —3. Ratkaistaan ominaisarvoja vastaavat ominais-

vektorit. Ominaisarvoa A = —1 vastaava ominaisvektori saadaan ratkaistua yhtalosta

Tistd saadaan muodostettua yhtélopari

-q1+q2=0
q1—-q2=0
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1
jonka ratkaisuksi saadaan g; = ¢>. Ominaisvektori €] on titen muotoa €] = « . Ratkaistaan
1
seuraavaksi ominaisarvoa A = —3 vastaava ominaisvektori. Saadaan yhtilo
L1 g
=0.
1L 1] (g2
oo . . . . . . . - 1 . . sees o
Tistd saadaan ratkaisuksi g; = —¢», jota vastaa ominaisvektori e» = 8 . Aiemmin miéritet-
-1
tiin,etta rf =-1ja r% = —3. Niistid saadaan vakiolle r ratkaistua arvot r; = +i ja rp, = +V3i.
Yleinen ratkaisu on muotoa
1 t 1 t
x(H)=a| | +B e,
1 -1

Sijoittamalla vakioiden r; ja r, arvot saadaan yleiseksi ratkaisuksi

1] . 1 . 1 . 1 .
x(1) = ey e+ e V3t 4 c4 e_‘@”,
1 1 -1 -1
joka saadaan muotoon
cre +cre C3e\/§” + C4e_‘/§”
x(t) = . |+ . NE
cre't + cpe —C3e‘/§” - C4e_‘/§”

Kiyttimilld yhtilod ae?™ + be™7"" = ¢ cos(yt) + d sin(yt) saadaan yleinen ratkaisu muotoon

¢s5cos(t) + cg sin(z) ¢7 cos(V3t) + cg sin(V31)
(1) = + : (4.16)
¢5cos(t) + cg sin(z) —c7 cos(V3t) — cg sin(V31)

Téstéd edelleen kdyttdmalld yhtdlod (2.3) saadaan yleinen ratkaisu x(7) muotoon

Gsin(t+¢)| | Hsin(V3t +y)
+

x(t) = ’
Gsin(t+¢)| |-Hsin(V3t +y)

joka saadaan yhtélod (4.14) vastaavaan muotoon

x1(t sin(f + sin(V37 +
1(1) G (1+9) ol ( )
x2(1) sin(z + ¢) —sin(V3t + ¢)
Pakotetun virdhtelyn yleisid ratkaisuja (4.11) ja (4.12) vastaava yleinen ratkaisu saataisi kayt-

tamalld yleistd ratkaisua (4.16), esimerkiksi luvussa 4.1 kdytetylld madrddmattomien kertoimien

menetelmalla.
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5. YHTEENVETO

Kirjoitelmassa ensiksi perehdyttiin Cramerin sddntdon, jota saatiin hyddynnettyd matriisimuotois-
ten differentiaaliyhtdloryhmien ratkaisemisessa. Tastd saatua tulosta voitiin hyddyntdd myohem-
min kaksimassaisen oskillaattorin pakotetun vérdhtelyn tutkimisessa. Vaihdannaiset operaattorit
olivat jokaisessa menetelmissa keskiossa. Operaattorit ovat vaihdannaisia vain vakiokertoimisissa
differentiaaliyhtdloryhmissd, minki vuoksi kirjoitelman menetelmit rajoittuvat vakiokertoimisiin

differentiaaliyhtdléryhmiin.

Eliminaatiomenetelmalld ratkaistiin differentiaaliyhtidloryhmét tdysin samalla tavalla kuin perintei-
set yhtdloryhmat, mutta kertoimet olivat operaattoreita. Saatu tulos vastasi Cramerin sdinnon avulla
saatua tulosta matriisimuotoisesta differentiaaliyhtédloparista. Matriisimuotoisia differentiaaliyhta-
16itd voitiin my0s ratkaista ominaisarvomenetelmalld. TaAlloin hyodynnettiin eksponenttiyritetta,
jolloin saatiin differentiaaliyhtdld matriisimuotoon. Saadun matriisin ominaisarvoja vastaavista

ominaisvektoreista voitiin muodostaa yleinen ratkaisu.

Kirjoitelmassa tarkasteltiin systeemié, jossa kaksi massaa oli yhdistettyni jousella yhdeksi oskil-
laattorisysteemiksi. Hooken lakia ja Newtonin toista lakia kdyttdmallad saatiin muodostettua dif-
ferentiaaliyhtédlopari oskillaattorin vérdhtelylle. Laskua varten ongelmaa yksinkertaistettiin huo-
mattavasti lukuarvojen osalta, mutta vastaavasti voitaisiin johtaa yleinen ratkaisu mielivaltaisille

massojen ja jousivakioiden arvoille.

Vapaan viridhtelyn ongelmassa ratkaistiin homogeeniselle yhtéloparille yleinen ratkaisu. Tulos
vastasi pakotetun virdhtelyn homogeenisen osan ratkaisua. Tastd syystd pakotetun virdhtelyn on-
gelma olisi voitu vaihtoehtoisesti ratkaista hyodyntdmalld ominaisarvomenetelmii. Pakotetun ja
vapaan virdhtelyn yleisen ratkaisun sieventdmisessa kdytettiin trigonometristen funktioiden omi-
naisuuksia, joiden avulla ratkaisut saatiin sini- ja kosinifunktioksi. Yleiselle ratkaisulle alku- tai

reuna-arvoilla voitaisiin etsid yksittdisratkaisu.
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