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Introduccion

En matemdticas las ecuaciones diferenciales ordinarias e inte-
grales nos dan la posibilidad de representar problemas con apli-
caciones en algunas areas como la ingenieria, estos problemas in-
volucran representaciones en forma de ecuaciones lineales como:
Lx =y, donde L es un operador y z,y elementos de sus respecti-
vos espacios lineales. Partiendo de esa idea, se inspiré este trabajo,
en el cual se estard desarrollando teoria para un tipo especifico de
operadores, a saber, los operadores conocidos como operadores de
Fredholm en espacios de Banach y de Hilbert. Por lo cual el interés
de este trabajo es mostrar una solucién a la ecuaciéon Lxr = y, es
decir, construir la inversa de L, y esta sera denotada por L~ asi,
si el operador L posee una inversa generalizada L™, entonces esta
serd una solucién parcial, la cual puede ser escrita de manera expli-
cita como: x = L™ y. De lo anterior se tiene que es imprescindible
encontrar alguna propuesta sobre la construccién del operador in-
verso generalizado L™ : By — B; de un operador lineal acotado
de Fredholm, con By y By espacios de Banach, se procedera de
manera analoga para los espacios de Hilbert.

Por lo que los objetivos generales de este trabajo son estudiar
inversas generalizadas para operadores de Fredholm. De manera
mas concisa se proponen los siguientes objetivos especificos;

(i) Se centrara este trabajo en los métodos de construccién de
inversas generalizadas para matrices.

(ii) Se investigara inversas generalizadas para operadores en es-
pacios de Hilbert.

(iii) Se analizara propiedades de operadores de Fredholm.

IX



X Introduccién

El primer capitulo esta centrado en resultados basicos pero nece-
sarios en espacios de Hilbert y de Banach, también se definiran los
operadores lineales y acotados para después introducir la defini-
cién de operador de Fredholm, finalmente el capitulo se concluye
con propiedades de las proyecciones.

En el segundo capitulo, se introducen algunos tipos de inversas,
como lo son las inversas laterales y las inversas externas e internas.
En el tercer capitulo se da un resultado analogo al Lema de Sch-
midt con ayuda de las proyecciones para operadores de Fredholm
y asi poder exhibir una inversa generalizada para dichos operado-
res, todo esto en espacios de Banach.

En el ultimo capitulo se desarrollan algunas propiedades de las
proyecciones para después introducir un lema andlogo al Lema de
Schmidt en espacios de Hilbert con operadores de Fredholm y si-
guiendo con la misma idea, se desarrollan los pseudo-operadores
por la derecha e izquierda para operadores de Fredholm y se ter-
mina este capitulo con las pseudoinversas con los operadores ya
mencionados.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Un espacio con producto interno es un espacio particular de los
espacios normados y visto de manera histérica se puede decir que
estos son mas cldsicos que los espacios normados generales. Una
de las razones por las que estos espacios son tan importantes es
debido a que poseen caracteristicas similares a las del espacio Eu-
clideano, esto se debe a que es la generalizacion mas “natural” que
existe. Por ejemplo uno de los conceptos con mayor utilidad en es-
te trabajo es el concepto y propiedades de la ortogonalidad. Puede
considerarse que el pionero de esta teoria fue D. Hilbert (1912) en
las ecuaciones integrales. En esta seccion se darédn algunas propie-
dades y resultados de manera breve.

Definicion 1.1. Un conjunto H es un espacio de Hilbert si:

(i) H es un espacio vectorial.

(ii) H posee la operacion producto interno, definida por
(,) :HxH—K, (x,y), (con K =R oK = C) con las
siguientes propiedades para todo elemento x,y,z € H y todo
escalar o € K -

(i’) {(x,x) >0

(ii’) (x,z) =0 solo si x = 0.
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(") (& +2,y) = (x,y) + (2,9).
(iv’) {azx,y) = alz,y), o € K.

(v') (z,y) = (y, ).

(i5i) H es un espacio completo (con respecto a la métrica
d(z,y) = ||lx — y|| v la norma de un elemento h € H se

define como; ||h|| = (h, h)'/?).
Ahora se daran unos ejemplos clésicos.

Ejemplo 1.1. Sea R™ el espacio Fuclideano n-dimensional con
producto interno definido como;

n
(@, y) = miyi,
=1

con x = (x1,...21),y = (Y1, ..., Yn) elementos en R™.

Ejemplo 1.2. El espacio ¢?con el producto interno definido por;
o
<‘/1:) y> = Z xim7
i=1
con x;,y; € C, para todo i € N. La norma de un elemento en fo

se define como;
- 1/2
]| = <Z |!Ez'2> :
i=1

Ejemplo 1.3. FEl espacio Lo con el producto interno de dos fun-
ciones f : la,b] — R", g : [a,b] — R", estd definido por;

p n
(f,9) :/ Zfi(:c)gi(x)da:.
a =1

Mds ain, la norma de un elemento en Lo se define como;

p N 1/2
11l = (f 1) = </ Z|fi(3})|2)d:ﬁ> .
@ =1

2




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. ESPACIOS DE HILBERT

Podriamos estar tentados a pensar que los espacios /F conp > 1
son espacios de Hilbert, pero esto no es cierto. Para ello véase la
siguiente observacion.

Observacién 1.1. ([9/, pg133) Los espacios P para todo p > 1
diferente de dos, y el espacio C[a,b], no son espacios de Hilbert.

Ahora se daran algunas nociones geométricas validas en cual-
quier espacio con producto interno.

Definicion 1.2. Sea H un espacio con producto interno y sean
x,y elementos en H. Si (x,y) = 0, entonces se dice que x ey son
ortogonales entre si. Sea A = {x;|i € N} una coleccion de vecto-
res en H, diremos que los elementos en A son ortonormales, si
(xi, ;) =1 para todo i € N y (x4, 2;) =0, con i # j.

Observacion 1.2.

(1) En este trabajo se hard la diferencia entre variedad lineal y
subespacio cerrado (al cual también llamaremos simplemente
subespacio), ya que una variedad lineal de un espacio li-
neal X sobre un campo K = R, C es un subconjunto no vacio
M de X con las siguientes propiedades;

(i) Para todo x,y € M, z+y e M.
(i1) Para todox € M ya €F, ax € M.

(2) Sea X un espacio normado, la clausura de una variedad li-
neal M es un subespacio de X, ver ([8],pg.210).

Ejemplo 1.4. Sea M un subespacio de un espacio de Hilbert H.
Entonces M es un espacio de Hilbert con el producto interno na-
tural heredado por H.

Definicién 1.3 (Suma directa). Sean X un espacio vectorial, y
sean Y, Z dos variedades lineales de X tales que Y N Z = {0}. Si
para cada x en X se tienen una unica representacion de la forma:
r=y+z cony €Y, z€ Z. Entonces se escribe

X=Y+7

y es llamado suma directa (algebraica). Silas variedades linea-
lesY, Z son cerradas en X, entonces se dice que X se descompone




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. ESPACIOS DE HILBERT

en una suma directa (topoldgica) de subespacios, en ese caso
se escribe
X=Y®Z

El subespacio Z es el complemento directo algebraico deY en
X, es decir' Y es complementado por Z.

Note que el complemento directo no es Unico y cada uno es
isomorfo entre si, esto se exhibe en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Sea Y = R un subespacio del plano Euclideano R?,
Y tiene una infinidad de complementos algebraicos, ya que, cual-
quier linea que pase por el origen no paralela a Y es un comple-
mento directo de Y .

Sea H un espacio de Hilbert y Y subespacio de H, se define el
complemento ortogonal de Y como;

Yi:={heH:h1lY}

Esto nos lleva a un resultado muy importante, el cual es conocido
como el teorema de la proyeccién o el teorema de la suma directa.

Teorema 1.1 (Teorema de la proyeccién). ([9], pg.146) SeaY un
subespacio del espacio de Hilbert H, entonces

H=Ya&Z con Z=Y" .

El siguiente resultado nos garantiza la existencia de un punto
tal que la distancia entre cualquier punto del espacio a un espacio
convexdl es minima.

Teorema 1.2. ([9], pg. 144) Sea X un espacio con producto in-
terno y completo. Entonces dado A un subconjunto convexo de X
diferente del vacio, se cumple que para todo x € X, existe un unico
y € A tal que

§ = fuf |lz —y|| = ||z — y]|.
;IelAHx yll = llz —yl|

A continuacién se presentaran algunas definiciones basicas que
serviran para el desarrollo de este trabajo.

Véase [8] pg.85.
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Definicién 1.4. (Isomorfismos entre espacios de Hilbert) Sean
Hy, Hy dos espacios de Hilbert. Hy y Ho son isomorfos si existe
un operador T : Hy — Hs lineal y sobreyectivo tal que:

Tz, Ty g, = (x,y) H,, para todo x € Hi.

El operador T es llamado unitario y esta aplicacion es llamada
isomorfismo. Un isomorfismo es llamado isometria si preserva
norma.

Definicién 1.5 (Espacio dual). Sea X wun espacio normado. El
espacio dual de X es el conjunto de todas las funcionales lineales
y acotadas en X, y es denotado por X*.

Note que X* puede ser dotado de una norma definida de la
siguiente manera

f(@)
A= s 2@ @),
cexa0 1Tl zex|z)=1

Por lo tanto X™* es un espacio de Banach con la norma mencionada,
porque X* = L(X,K) y (K,| |) es Banach.

Definiciéon 1.6 (Operador adjunto 7™ en espacios de Hil-
bert). Sean Hi,Hy espacios de Hilbert y T € L(Hp,Hz). Sea
T* : Hi — Hs definido por

(Tz,y) = (z,T"y),

para cada x € Hy yy € He. T es llamado operador adjunto
del operador T en espacios de Hilbert.

Teorema 1.3. [8/,pg.379) El operador adjunto en espacios de Hil-
bert, T*, de T existe, es unico y es un operador lineal y acotado
con norma ||T*|| = ||T|.

Sean X un espacio con producto interno, y € X y considere el
funcional f : X — [, definido por;

f(z) = (z,y), para todo z € X.
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El funcional f es lineal y acotado. En efecto, f es lineal por-
que el producto interno es lineal y es acotado por la desigual-
dad de SchwarzE]7 es decir, |f(z)] = [z,y)| < ||z|||ly|| para
todo x € X. Por tanto f es un elemento de L(X,F) = X*
v IfIl = $uPyex juje [F@)] < llgll. Por otro lado [fyllllyll =

[y, 0| = £l < [If1lllyll, ast que, [|y[| < [||f]]. Por lo tanto,
| f|| = |ly||- Se puede concluir que para cada funcional lineal y aco-

tada existe una correspondencia natural con cada vector y de un
espacio con producto interno X. En espacios de Hilbert el recipro-
co se cumple, como se observa en el siguiente teorema.

Teorema 1.4 (Teorema de representacién de Riesz). ([8/,pg.377)
St H es un espacio de Hilbert y f un funcional lineal y acotado
sobre H, entonces existe un unico vector y € H tal que

f(x) = (z,y), paratodo x € H.

Mas adin, ||f|| = ||y||. Al dnico vectory € H, se le llama la repre-
sentacion de Riesz del funcional f en L(H,F).

Asi, el espacio dual de H coincide con H respecto a un isomor-
fismo, es decir, L(H,F) = H.

1.2. Espacios de Banach

Algunos de los resultados que se cumplen en espacios de Ba-
nach con dimensién finita se pueden generalizar a espacios de Ba-
nach con dimensién infinita. Para profundizar en las pruebas de
algunos resultados que se muestran en esta seccién pueden consul-
tarse en []] y [9].

Definicion 1.7. Un espacio B, se dice de Banach si es un espa-
cto normado y completo.

Proposicién 1.1. ([§], pg. 209) Si B es un espacio de Banach y
M es un subespacio de B, entonces M es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.6. Los siguientes espacios métricos son algunos ejem-
plos clasicos de espacios de Banach con su respectiva norma.

2, )| = (@, 2) (y, v)




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.2. ESPACIOS DE BANACH

(i) El espacio R™, es decir, (R™,|| ||g), con n > 1.

(ii) El espacio de las funciones continuamente diferenciables, es
decir, (C"[a,B], | llo), conn > 1.

(1it) Los espacios lp, es decir, (Ly, || ||p)-
(tv) Los espacios Ly, es decir, (Ly, || ||p)-

Ahora se dard un ejemplo que va en contra de la intuicién en
la geometria Euclideana.

Ejemplo 1.7. Sea B = R? con norma ||u|| = |u1|+|uz|, para todo
u = (ug,u2) € B. Considere el cuadrado unitario centrado en el
origen, con vértices en los puntos (1,0),(0,1),(—1,0), y (0,—1).
Note que en este caso las bolas unitarias serdn las semirectas desde
el origen y todo el lado positivo del eje X, e Y respectivamente.

Ahora se define By como el conjunto formado por todos los
puntos que pertenecen a la recta que pasa por el origen con un
dngulo de 45° con respecto al eje X. Se puede probar que By es un
subespacio de B. Sea v € By con coordenadeas v = (v1,v1). Luego,
siw = (1,0), entonces |[u — v|| = |1 — v1| + |vi| y la norma de la
diferencia entre los vectores v y u alcanza su minimo igual a uno,
para cualquier vy, 0 < wup < 1.

Ast, la minima distancia de un vector u al subespacio By es
alcanzado en un conjunto infinito de vectores de By. En el plano
R? con la métrica Euclideana, la distancia minima solo se alcan-
za en un solo vector. Sin embargo en espacios normados con un
subespacio de dimension infinita By su minimo puede no ser al-
canzado.

Observacién 1.3. Sea L(X,Y) el conjunto de todos los operado-
res lineales y acotados de X a Y. Si Y es completo, entonces el
congunto L(X,Y) es un espacio de Banach. Por tanto el espacio
dual de X, X*, es un espacio de Banach.

Ahora se daran algunos ejemplos de espacios duales.

Ejemplo 1.8. Para el espacio R™, cualquier funcional lineal aco-
tado f tiene la forma f(x) = Y ;" a;yi, donde cada o; es una
constante para cada i = 1,...,n. Ademds, existe un isomorfismo
entre (R™)* y R™.
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Ejemplo 1.9. Para 1 < p < +o0, el espacio (I,)* es isomorfo
al espacio ly, con % + % = 1. El isomorfismo estd definido por la
siguiente formula:

fl@) =Y miys,
=1

con = (T1,...,Tn,...) Elp, Y= Y1,y Yn,...) €Elg, f e (lp)"

Ejemplo 1.10. Para 1 < p < 400, el espacio (Lp)*, es isomorfo
al espacio Ly con % + % = 1. El isomorfismo correspondiente es:

b
f(x)Z/w(t)g(t)dt z(t) € Ly, g(t) € Ly, [ & (Lp)"

A menudo es necesario resolver el problema de la construccion
de funcionales lineales con propiedades dadas, para esto se siguen
dos pasos generales: el primero es definirlo sobre un espacio de
Banach donde las propiedades requeridas son facilmente verifica-
das, y luego por un teorema general se prueba que para cualquier
funcional de este tipo se puede extender a todo el espacio con la
preservacion de las propiedades requeridas.

Teorema 1.5. (Hahn-Banach, para espacios normados)([9)],
pg.221) Sea f un funcional lineal acotado sobre un subespacio Z de
un espacio X . Entonces existe un funcional lineal acotado f sobre
X, el cual es una extension de f para X y con la misma norma,
es decir; ||fllz = |If ||x, donde

1fllz= sw [f@) [Ifllx= suw |f]

zeZ |z|=1 zeX,||lzll=1

(lfllz=0,s1Z=0).

Lema 1.1. (Existencia de un funcional)([9], pg. 243) Sea Y
un subespacio propio cerrado de un espacio normado X. Sea
zo € X \'Y arbitrario y

§= inf |y -
Jnf {ly" = ol

la distancia desde xo a Y. Entonces existe un fE X* tal que

Ifll=1, Ff(y)=0 para todoy €Y, f(w)=0.

8
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Teorema 1.6. ([9], pg.223) Sean X un espacio normado y xg # 0
un elemento arbitrario de X. Entonces existe un funcional lineal
acotado f € X, talque

IFll=1 f(xo) = llzoll

Corolario 1.1. ([9/,pg. 223) Para cualquier x en un espacio nor-
mado X, se tiene que;

el = sup ML
rex= 20 |Ifll

Por lo tanto, si xy es tal que f(xg) = 0, para f € X*, entonces
o = 0.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y sufi-
cientes para que la suma directa sea cerrada.

Teorema 1.7. (Teorema de Kober)([7] ) Sean B un espacio de
Banach y By, By dos subespacios de B, tales que B1 N By = {0}.
Entonces la suma directa By & By es cerrada si y solo si existe una
constante k > 0 tal que para todo x € By y y € By se cumple que
Joll < Kllo + yll.

Corolario 1.2. Si uno de los subespacios B1 o By es de dimen-
siom finita, entonces la suma directa By @ Bs es cerrada, es decir,
cualquier subespacio de dimension finita de un espacio de Banach
siempre puede ser complementadof‘_;]

Si en lugar de tener espacios de Banach, se tienen espacios
de Hilbert, entonces se garantiza que cualquier subespacio de un
espacio de Hilbert, posee un complemento, que en este caso seria su
complemento ortogonal como se vio en el Teoremal[I.I} Ahora para
el caso de espacios de Banach, se puede introducir un concepto
analogo al de ortogonalidad basada en la dualidad del espacio de
Banach, para ello se define lo siguiente.

Definicion 1.8. Sea B un espacio de Banach y B* su dual. Para
cualesquiera conjuntos Y C B y Y™ C B*, se definen los siguientes

3Ver la definicién
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conjuntos

Yit={f"eB :f(f)=0,feY},
Y ={feB: [ (f)=0,f €Y}

Llamados complementos ortogonales de los conjuntos Y y Y™,
respectivamente.

En este caso, la analogia con los espacios de Hilbert no es tan
cercana como se desea porque Y es un subespacio del espacio
dual B*, pero no del espacio original B. Esto es una manifesta-
cion adicional de la estructura geométrica compleja del espacio de
Banach.

Hablando de manera general, el complemento directo no ne-
cesariamente puede ser construido para algin espacio de Banach
arbitrario, sin embargo, como ya se indicé, para subespacios de
dimension finita siempre se pueden complementar.

1.3. Operadores lineales

En esta seccién, y en lo que sigue de este trabajo, estare-
mos considerando operadores lineales y acotados de la forma;
L : D C By — By, donde B; y By son espacios de Banach.
Para este tipo de operadores utilizaremos la siguiente notacién:
L'(B1,Bs) C L(By, Bs).

Definicién 1.9. Sea L € L/'(B1, Bs).

(i) El dominio del operador L es el subconjunto de By donde
L esta bien definido, denotado por D(L).

(i) El niicleo del operador L se define como el conjunto de
todas las soluciones de la ecuacion homogénea Lx = 0 con
x € Bi, el cual forma un subespacio de By denotado por
N(L) (espacio nulo del operador L ).

(iii) El rango del operador L se define como el conjunto de
todos los valores del operador L, el cual es una variedad lineal
de By denotada por R(L).

10
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Ejemplo 1.11. Sea Cla,b] el espacio de las funciones continuas
en el intervalo [a,b] y considere la operacion de diferenciacion or-
dinaria. Como las funciones continuas pueden no ser diferencia-
bles, entonces se tiene que restringir el espacio Cla,b] al espacio
de todas las funciones suaves en [a,b], es decir, C*[a,b]. Por lo
que, para x € C*[a,b], el conjunto de las imdgenes es de la for-
ma (Lx)(t) = 2'(t). Esta relacion especifica un operador L, con
dominio C*[a,b], es decir, L : C*°[a,b] — Cla,b.

Definicién 1.10. Dos operadores L y L en L£'(By, By) se diran que
son iguales si, D(L) = D(L) y Lz = Lz, para toda x € D(L). El
operador L es llamado una extension (continuacion) del operador
L y el operador L es llamado una restriccion de L si D(L) C

D(L) y Lz = Lz, para toda x € D(L). Esta relacion entre los
operadores es denotada por : L C L.

Definicion 1.11. La dimension de wun operador L en
L(Bi1, Bs) se define como la dimension de su rango, es decir,

dim(L) = dim(R(L)).
Un operador es llamado de dimensidn finita st dim(L) < oo.

En la coleccion de todos los operadores definidos entre espa-
cios de Banach, se puede seleccionar una clase de operadores con
propiedades semejantes a la de los operadores acotados, esta es la
clase de los operadores cerrados.

Definicién 1.12. Un operador lineal L en L' (B, B2) es llamado
cerrado si, dada una sucesion {x}nen convergente a x y Lxy,
convergente a y, implica que x € D(L) y Lx = y.

Esta definicién también puede ser encontrada en otros textos
como:

(Operador lineal cerrad(ﬁ) Sean X y Y espacios normados
y L : D(L) — Y un operador lineal con dominio D(L) C X.
Entonces L es llamado un operador lineal cerrado si su grafica

G(L) = {(z,y)lz € D(L),y = Lz},

“Para la equivalencia de estas definiciones puede ver ([9],pg. 293).

11
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es un conjunto cerrado en el espacio normado X x Y, donde las dos
operaciones algebraicas del espacio vectorial X x Y son definidas
de la manera usual, y la norma esta definida por:

(@, )] = [l + [yl

Por otro lado se puede probar que cualquier operador acotado
definido en todo el espacio X es cerrado, pero no todo operador
cerrado es acotado, esto se deja claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo  1.12. (Operador diferencial)([9],pg.294)  Sean
X = CI0,1] espacio de Banach y L : D(L) — X wun opera-
dor definido por Lf = f’, donde f' denota el diferencial de
f y D(L) es el subespacio de funciones f € X el cual tiene
una derivada continua. Sin mucha dificultad se garantiza que el
operador L no es acotado, pero si es cerrado.

Ahora una pregunta natural es jcudles son las condiciones para
que un operador cerrado sea acotado? Una respuesta es dada en
el siguiente teorema.

Teorema 1.8. (Teorema de la grdfica cerrada) ([9],pg.292) Sean
By, By espacios de Banach y L : D(L) — Bg un operador lineal
cerrado, con D(L) C By. Entonces el operador L es acotado.

Lema 1.2. ([9/,pg9.295) Sea L : D(L) C X — Y un operador lineal
acotado, con X yY espacios normados. Entonces:

(i) Si D(L) es un subespacio (variedad lineal cerrada) de X,
entonces L es cerrado.

(i) Si L es cerrado y'Y es completo, entonces D(L) es un subes-
pacio de X.

Definicién 1.13. Un operador L en L'(B1, Bs) es llamado den-
samente definido en el espacio By si su dominio D(L) es denso
en Bj.

Si un operador es definido en todo el espacio B; este es den-
samente definido. Sea L* : B5 — B7 el operador adjunto a un

12
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operador densamente definido L : By — Bs, L* estd determinado
de manera Unica por:

(L*g)(x) = g(Lx); para todo x € By y para todo g € B3. (1.1)

El operador adjunto es cerrado. En efecto, si g, — ¢ vy
L*g, — f, entonces, para z € D(L), se tiene que g,(Lz) — g(Lx)
y gn(Lz) — f(x). Por la unicidad del limite se tiene que:
g(Lx) = f(x) para toda x € (D(L)) y f = L*g. Mas atn, el ope-
rador adjunto L* de un operador lineal acotado es también un
operador lineal acotado.

Definicién 1.14. Sea L € L(X,Y) con X,Y espacios normados.
El nucleo del operador L*, es llamado el cokernel del operador

L y es denotado por cokerL o N(L*) (el espacio nulo del operador
L*).

Sean By y Bs espacios de Banach reﬂexivo&ﬂ y sea
L € L(By, By), entonces L** = (L*)* = L, donde

N(L) = cokerL*.

A continuacién se daran ejemplos de este hecho.

Ejemplo 1.13. Sean Hy = R", Hy = R™ y L : Hi — Hy un
operador lineal que estd definido por una matriz A de tamano nxm
con entradas a; ;j definida de la siguiente manera:

n
(Lz); = Z%‘xi, j=1..m.
i=1

El espacio dual de R™ es isomorfo a R™, y la correspondencia
entre estos espacios estd dada como sigue:

m
f@) =" wm; = (n,x).
j=1
De la definicion[1.4 se sigue que:

(L)) = f(La) =D > aiwin; = (n, La).

j=1i=1

SVéase [8] pg.267.
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El funcional asi construido puede ser representado en la forma;

m n n
<L*77a53> = Z (Z aijnj) Lj = ijij
j=1

j=1 \i=1

donde 7, = Y1 a;jn;. Asi la accion del operador adjunto es
determinada por la matriz transpuesta AT = (aij) de la matriz
A = (aij), de tamario m x n.

Ejemplo 1.14. Sea L,[0,1] el espacio de las funciones p-
integrables sobre [0,1], y considere el operador integral definido
por:

1
(La)(t) = /O K(t, s)u(s)ds,

donde K(t,s) es un funcional acotado medible en el cuadrado
[0,1] x [0, 1].

Cualquier funcional f € (Ly[0,1])*, puede se representado de
la forma

fx) = / (g (t)dt,

donde g € L4[0,1]. Ahora, fijando g € L[0,1] y estudiando la eva-
luacidon del operador L* en el correspondiente funcional (utilizando

:
(L9)(@) = g(L) = [ 1 (/ K S)a(s)ds ) g(e)dt.

Entonces, realizando un cambio de integracion (por el teorema de
Fubini, ver [6]), se obtiene:

wow = [ o) [ Ktaw] ds = [ oisas
donde
o(s) = /0 "Rt s)g(t)dt

Ast, el operador adjunto L* transforma el funcional correspondien-
te para la funcion g en el funcional correspondiente para la funcion
v, es decir:

1
(L°g)(s) = /0 K (s, t)g(t)dt.
14
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Por tanto, el operador adjunto para el operador integral con kernel
K(t,s) es un operador integral con nicleo K (s,t).

Ejemplo 1.15. Sea D5[0,2] el espacio de la funciones absoluta-
mente continuas con deriwadas en L2|0, 2], se considera el operador

(La)(t) = #(t) — 2(1) + 2(0) = (¢) —/0 #(s)ds, te0,2],

con valores en L0, 2].

Como en el ejemplo previo, considere un g € L[0,2] y el ope-
rador L* sobre el correspondiente funcional:

(L*9)(x) = g(La) = /02 (40~ [ 1'<>ds) g(t)dt
o ey
:/0 (1) dt—/ </ Ko sxds) o(t)dt,

donde Xjo 1] es la funcidn caracteristica en el intervalo [0,1]. Cam-
biando el orden de las integrales en la sequnda integral, se tiene;

o)) = [ (56) - Zou) [ otorir) atsyis,

Ast, el operador adjunto tiene la forma:

2
(L*9)(t) = g(t) — Xjo,1 (1) / o(s)ds.

Ejemplo 1.16. Considere un operador L : Ly[0,1] — L,[0,1],
l<p<oo, con la siguiente regla de correspondencia
(Lz)(t) = z(a(t)), donde a:[0,1] = [0,1], es wuna aplicacion
continuamente diferenciable e invertible en el intervalo [0, 1] sobre
si mismo con o' (t) # 0. El operador adjunto L* esta construida
como sigue;
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utilizando la siguiente sustitucion

se tiene que:

Asi, el operador adjunto L* toma valores en Ly[0, 1] definidos por

(L*g)(t) = B'(H)g(B(1)), con B =a~L.

En el conjunto de operadores cerrados hacemos notar a la clase
de operadores normalmente resolubles. Para ello véase la siguiente
definicion.

Definicién 1.15. Sea L € L£'(By, B2) un operador densamente
definido, entonces L es llamado normalmente resoluble si su
imagen es cerrada, es decir, R(L) = R(L).

Asi, un operador L : By — Bs, para el cual R(L) = By es un
ejemplo simple de operador normalmente resoluble.

Si se considera el caso de inclusién estricta, R(L) C Ba, se
muestra que si L es un operador normalmente resoluble y R(L)
no coincide con Ba, entonces el espacio nulo N(L*) del operador
adjunto L* es no trivial. En efecto, sea f € By con f € R(L). Como
R(L) es una variedad lineal cerrada, entonces por el teorema de
Hahn-Banach se puede construir un funcional lineal ¢ € B3 tal
que ¢(f) =1y ¢(h) =0, para todo h € R(L). La dltima igualdad
significa que 0 = ¢(h) = ¢(Lx) = (L*¢)(z), con = un vector en
D(L). Dado que D(L) es denso en Bj, se tiene que L*¢ = 0, y
por lo tanto, ¢ € N(L*). Por la construccién, el funcional ¢ es
diferente del operador trivial, por tanto N(L*) es no trivial.

En el siguiente teorema se exhiben algunas condiciones necesa-
rias y suficientes para que un operador sea normalmente resoluble.
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Teorema 1.9. Sea L € L'(B1, B2) un operador cerrado densa-
mente definido, con R(L) # Bs. Entonces L es un operador nor-
malmente resoluble si y solo si cualquiera de las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(i) N(L*)* = R(L),

(i) La ecuacion Lx = y tiene solucion solo para y € By que
satisfacen la condicion ¢(y) = 0, cuando ¢ es una solucion
arbitraria de la ecuacion homogénea conjugada L*¢ = 0.

Se asume que los funcionales ¢1, ¢, ..., ¢, forman una base en
N(L*). Entonces el requerimiento de que ¢(y) = 0 es equivalente
a la siguiente condicion:

gbz(y) ZO, izl,...,m,

necesaria y suficiente para resolver la ecuacion Lz = y.

Ahora se dara otra condicién suficiente para que un operador
tenga rango cerrado.

Lema 1.3. Si L € L'(By, B2) es un operador cerrado y existe un
subespacio lineal M del espacio By tal que

By =M & R(L),
entonces L es un operador normalmente resoluble (rango cerrado).

Definicién 1.16. Sea L: D(L) C B — B un operador cerrado
densamente definido. Entonces L es llamado reduciblemente in-

vertible si
B=N(L)® R(L).

Por el lema R(L) es un espacio cerrado, es decir, el ope-
rador reduciblemente invertible tiene rango cerrado, y la ecuacién
Lx =y,y € N(L),y # 0, no tiene solucién en B.

De aqui en adelante las dimensiones del nicleo y cokernel de
un operador juegan un papel importante por lo que se tendra en
cuenta la siguiente notacién.

a(L) = dimN (L),
m = (L) = dimcokerL.

n
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Definicion 1.17. El indice de un operador lineal L entre espacios
vectoriales se define por:

indL = a(L) — B(L).

Teniendo en cuenta la definicién anterior se observa que
indL* = —indL. La nocién de indice también es aplicable en el
caso de que uno de los nimeros «(L)(o S(L)) sea infinito. En ese
caso el indice es igual a +oo.

Definicion 1.18. Sea L un operador cerrado y normalmente reso-
luble. Si (L) (B(L)) es finito, entonces L es llamado n— normal
(m— mormal).

En literatura diversa los operadores n-normal y m-normal son
conocidos como operadores semi-Fredolm incluyendo la clase de
& —operadores (a(L) < 0o) y ®_—operadores (5(L) < 00).

Para un operador cerrado densamente definido L, las propie-
dades de m-normal y m-normal son simétricas con respecto a la
operacion conjugacion.

1.4. Operadores de Fredholm

Erik Ivar Fredholm, fue pionero en la teoria de operadores que
hoy en dia lleva su nombre, durante el anno 1903 publicé un articulo
con lenguaje moderno en el cual trabajaba ecuaciones integrales
del tipo;

b
h(t) = Ag(t) — / k(t, w)g(u) du, (1.2)

donde k(t,u) es una funcién continua para a < t,u, < b, A€ Cy
g la incognita. La ecuacion mencionada anteriormente es conocida
como ecuacién integral de Fredholm de segunda especie.

La ecuacion [1.2| puede ser reescrita de una manera mas sencilla,
simplificando la notacién, esto gracias al uso de la moderna teoria
de operadores. De esta manera, consideremos

b
Kg(t):/ k(t,u)g(u) du, (1.3)
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donde K : Cla,b] — Cla,b] es un operador compacto. Por lo que
ahora podemos escribir a la ecuacién como:

h= (M — K)g. (1.4)

Por lo cual, para resolver es imprescindible el estudio del ope-
rador,
A=) —K.

Por otro lado, gracias al trabajo de Fredholm, este tema inicia
el desarrollo de una manera mas general y esto se da en un articulo
de Calkin. En las recientes décadas pasadas se ha incrementado el
estudio en esta area y por lo cual se ha aumentado la bibliografia,
por ello muchas de ellas se consideran clésicas.

Definicién 1.19. Sean X,Y espacios normados y L € L(X,Y),
L es llamado operador de Fredholm si R(L) es un subespacio
cerrado de Y, a(L) < oo y B(L) < oo.

Por podemos definir el indice de un operador de
Fredholm L entre espacios de Banach como: ind(L) = a(L) —

B(L).
Definicién 1.20. SiindL =0 (a(L) = B(L)), entonces el opera-
dor L es llamado un operador de Fredholm de indice cero.

Ahora se daran algunos ejemplos sobre este tipo de operadores.

Ejemplo 1.17. Una matriz A rectangular de tamano m x n, con
coeficientes en los enteros es un ejemplo simple de un operador
de Fredholm. En efecto, sea el R(A) = n; < min(m,n). Como la
dimension del espacio nulo N(A) es igual al defecto de la matriz
A y el R(A) = nq, entonces se tiene:

dimN(A)=n—R(A)=n—n; =t.
Teniendo en cuenta que R(A) = R(A*), se tiene que dim N (A*) =
m —ny =d y por lo tanto,
indA=dimN(A) —dimN(A*)=t—d=n—m #0,

cuando n # m.

Por otro lado, si m = n(t = d), entonces indA = 0. Es decir,
una matriz cuadrada A de tamano n X n es un ejemplo simple de
un operador de Fredholm con indice cero.
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Ejemplo 1.18. El operador integro-diferencial
L : D5[0,2] — L2[0,2] definido por:

(La)(t) = i(t) /O i(s)ds

es un operador de Fredholm. En efecto, la ecuacion homogénea del
operador (Lz)(t) = 0 tiene dos soluciones linealmente indepen-
dientes, a saber x1(t) = 1 y xo(t) = t, mientras que la ecuacion
(L*g)(t) = 0 posee una solucion gi(t) = Xjgq11(t). Por lo tanto, L
es un operador de Fredholm con indice cero.

Ejemplo 1.19. Considere el operador L : Iy — lo definido por
Lx = (2,3, ...), para todo x € ly. Entonces L y L* son operadores
de Fredholm. En efecto, el operador L es lineal y continuo, por
lo tanto, posee un operador adjunto L* : lo — lo. La igualdad
(Lz,y) = (z,L*y), es vdlida para todo x,y € la, lo cual implica
que L*y = (0,y1,y2,...) para y = (y1, Y2, ...) € la.

El nicleo del operador L consiste de todos los vectores de la
forma (¢,0,0,...), con ¢ un nimero arbitrario. Para el nicleo del
operador L*, se tiene que N(L*) = {0}, y por tanto,

dimN(L) =1y dimN(L*) =0.

Ejemplo 1.20. Los operadores LF y (L*)*, con L = (x9,23,...)
para toda © = (x1,%2,%3,...) € lo, son también operadores de
Fredholm.

En efecto, el operador L* transforma un elemento
x = (r1,22,23,...) €Elo de acuerdo a la siguiente regla de co-
rrespondencia L*x = (x4, 1, Thio,...). El operador adjunto (L*)F
esta definido por la igualdad siguiente:

(L*)ky = (07 "aoayby?a ) para toda Yy = (ylvaa ) € 12-
k

Asi, el N(L*) consta de todos los elementos de la forma
x = (a1, 09, ...,01,0,0,...), donde cada o; es un nimero arbitra-
rio para todo i = 1,....,k. Entonces la dimN(L*) = k. El nicleo
del operador (L*)* esta formado por todos el elemento cero, es

decir, dim N ((L*)¥) = {0}. Por ello
indL* =k y ind(L*)* = —k.
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Por lo tanto, L* y (L*)* son operadores de Fredholm.

Sea L € L(Bj, Bz) un operador de Fredholm con B; y Bo
espacios de Banach. Como los espacios nulos N (L) y N(L*) son
de dimensién finita entonces tienen complemento directo (ver [1.3)).
Por ello, estudiaremos la relacién que hay entre el espacio nulo
N(L*) y el rango del operador L. Si g € N(L*) C B;, entonces

0= (L*g)zr = g(Lx)

para todo x € Bj, es decir, el funcional g es ortogonal a R(L).
Si g € R(L)*, entonces g(Lx) = 0 para todo z € By. Por tanto,
geE By y L'g=0.

Asi, el espacio nulo N(L*) del operador adjunto L* es un
complemento ortogonal de la imagen del operador L (es decir,
N(L*) = R(L)"), y

By =Yy ® R(L),

donde Yj es isomorfo al espacio nulo N(L*).

Ahora consideremos la relacién entre N(L) y R(L*). Si
x € N(L) y f € R(L*), entonces f(x)= (L*g)(z) =g(Lz) =0,
es decir, N(L) y R(L*) son ortogonales, es decir, N(L) = R(L*)*.
Asi,
By = N(L) @ Xo,

donde Xy es isomorfo al espacio R(L*).

1.5. Operadores de dimensioén finita

En esta seccién se consideraran una clase muy especial de ope-
radores lineales, los cuales estan dentro de la teoria general de
operadores lineales y acotados. Una de sus aplicaciones es la cons-
truccién de operadores inversos generalizados para operadores de
Fredholm mediante la relacién que existe entre el operador pro-
yeccién sobre el ntcleo (cokernel) del operador de Fredholm y los
operadores de dimensién finita. Por ello, se estudiaran algunas pro-
piedades de los operadores de dimensién finita y de los operadores
proyeccién.
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Definicion 1.21. Sean B un espacio de Banach yP : B — B una
aplicacion lineal. Si P? = P, es decir P(P(z)) = P(z) para todo
x en el espacio B, P es llamado una proyeccion en el espacio B.

Ahora se daran algunos ejemplos clasicos:

Ejemplo 1.21.

(i) El operador identidad Id, en cualquier espacio de Banach,
es una proyeccion en el espacio de Banach.

(ii) El operador nulo es una proyecciéon en el espacio de Banach.

(iii) Si P es una proyeccion en el espacio de Banach, entonces
Id — P es una proyeccion en el mismo espacio. En efecto,
como P? =P, se tiene lo siguiente:

(Id —P)* = (Id — P)(Id — P)
=Id—P—P+P?
=Id—P.

Lema 1.4. [3, pg.30] Sean B wun espacio de Banach y P una
proyeccion en el espacio B, con nicleo N(P) y rango R(P). Las
siguientes afirmaciones se cumplen:

(i) R(P)=N(Id—P)={x€ B:Px=uz}.
(ii) N(P) = R(Id - P).
(iti) R(P)NN(P)={0} y B=R(P)+ N(P).

(iv) Si By y Ba son subespacios de B tal que BiNBy = {0} y B =
B1 + Bs, entonces el espacio B tiene una unica proyeccion
Q tal que B1 = R(Q) y Bo = N(Q).

Teorema 1.10. Si P es una proyeccion continua en un esSpacio
de Banach B, entonces

B =R(P)® N(P), (1.5)

donde R(P) y N(P) son subespacios cerrados del espacio B.
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Demostracion. Se sabe que los operadores P e Id — P son conti-
nuos. Por otro lado, los subespacios N(P) y R(P) = N(Id — P)
(la ultima igualdad es vélida por el lema [1.4|inciso (7)) son cerra-
dos. Por tanto, el teorema se concluye por el inciso (iii) del lema

L4 O

Sea L € L(Bj, B2) un operador de Fredholm tal que a(L) = ¢
y B(L) = d. Sean {fi}l_, v {ps}9_, bases en los espacios nulos
N(L)y N(L*) de los operadores L y L*, respectivamente. Por el
Lemal|l.1] existen funciones continuas linealmente independientes,

a saber, {’Yj};:1 C Bj; v elementos {13 }¢_, C Bs, biortogonales

para estas bases, es decir;

vi(fi) = 0ji, 4,5 =1,...,1,

ps(Vr) = 0, s, k=1,....d.

Ahora, se definen los operadores finitos P, : By — Bi y
Pr+ : Bo — By como sigue:

t d
Prx = Z'Yz(x)fz y Py = Zps(y)ws- (1'6)
i=1 s=1

Se estudiara la relacién entre los subespacios de B y By que son
descompuestos por los operadores Pr, y Pr=, respectivamente.

Lema 1.5. Sean Py, : By — By y Pr+ : Bo — By definidos como
en[1.6. Entonces, los operadores P, y P+ son proyecciones con-
tinuas. Ademdas, B1 y Bo tienen descomposicion en suma directa
como:

By :N(L)@Xo, B> :Yo@R(L), (17)

donde N (L), Xo,Yo y R(L) son subespacios cerrados.

Demostracion. Primero se probara que los operadores Pr, y Prx,
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son proyecciones.

Pix = PL(Prx)

t t
=D (@i | fi
i=1 j=1
t

= > vl fi

i=1 j=1

= ZZ 8ij V5 () fi

i=1 j=1

= Z%(z)fz

= PL'ra

Pioy = Pr-(Pr-y)

d d
= Zps (Z Pk(y)W) s
=1

s=1

d d
=3 > ps(@r)or(y)es

s=1k=1

d d
=D Seron(v)is

s=1k=1

d
= Z ps(Y)Ys

- PL*{E.

La continuidad de las proyecciones P y Pr+ se sigue de la
continuidad de las funciones y; con j = 1,...,¢,y ps cons = 1,..., d;
y del hecho de que las sumas usadas para definir los operadores
Pr vy Pr+ son finitos dimensionales.

Luego, por el Teorema las proyecciones P y Pr» separan
los espacios B; y B2 en sumas directas topolégicas de subespacios
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cerrados como:
By = N(PL)® R(PL), Ba= N(Pp+)® R(Pr~).

Para probar la relacién es necesario y suficiente mostrar
que:

(i)N(L) = R(Pr) (i) R(L) = N(Pr-) (1.8)
(#1)Yy = R(Py) (iv)Xo = N(Pr) |

Como

Se tiene que R(Pr) C N(L).

Si z € N(L), entonces © = » . ; ¢; f;. Para poder aplicar las
funcionales v;, con j = 1, ..., t basta la ultima igualdad, si se toma
¢i = vi(x), es decir, x = Y20 yi(2) fi.

Sin embargo, = Prx, se sigue de la afirmacién (i) que
x € R(Pr). Por lo cual, N(L) C R(Pr,). Asi la igualdad del inciso

(i) de

Por otro lado

d
PrLa =Y ps(La)ips
s=1

d
= 3 (L) (@) =0,
s=1

donde p, son los vectores bésicos del espacio nulo del operador
L*, por lo cual; R(L) C N(Pr«).

Ahora, si y € N(Pr+), entonces Pr-y = Zle ps(Y)s = 0,
esto implica que ¥s(y) = 0 para s = 1,...,d, esto se debe a la
resolubilidad normal del operador L, esto dird que y € R(L). Por
lo tanto, N(Pr-) C R(L) y asi la igualdad (ii) de la relacién
estd probada.
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Las igualdades (iii) y (iv) de la relacién se prueban de
manera andaloga.

Se concluye que de las relaciones en se implica que las
proyecciones Pr v Pr+ descomponen a los espacios By y Bs en
sumas directas de subespacios cerrados.

O]

A continuacién se construyen cierto tipo de operadores de di-
mension finita los cuales nos serviran en la construccién de inversas
generalizadas.

Sea p = min(t,d), donde t = dimN(L) y d = dimN(L").
Ahora, consideremos los siguientes operadores definidos sobre By
y Bo, respectivamente.

. Ny € N(L¥) sit<d,

Pr:By — { N(L*) sit>d, (1.9)
donde Py, estd definido como: Prz = Y"1 _, vi(z);.

_ N(L)  sit<d,

Pre: By — {N2 CN(L) dt>d (1.10)

y donde P+ se define como: Pr«y = >L_, ps(y) fs.

Nuestro principal interés es garantizar que los rangos de los
operadores Py, y Pr+, pertenecen a subespacios de los espacios
nulos N(L*) y N(L), respectivamente. En efecto, de la Ecuacién
[1.8}(i),(ii) y del Lemal[l.4}(i) tenemos que los subespacios N(L) y
N (L*) estan formados por elementos que satisfacen las relaciones:

Prxg = xo para todo zg € By,

Pr=yo = yo para todo yg € Bo,

respectivamente.

Sean g = Pr+y v yo = Prx; donde € By y y € Bs.
Entonces,
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Przo =PLPrL-y
¢ P
= Z%‘ (Z ps(y)fs) Ji
=1 s=1
t P
=3 vilfdpsw)fi

=1 s=1

=> p)fs

= X,

dado que
_ [dis para i,s=1....,p,
vilfs) = { 0 para 7> p.
Andlogamente,
Pr-yo = Pr-Prx
d p
= Zps (Z w(:c)%) Vs
s=1 =1
d p
= Z Z ps(Pi)vi(w)s
s=1 =1
P
i=1
= Yo,
dado que

ds; para s,i=1....,p,
0 para 1> p.

ps(¥i) = {

Asi, los rangos de los operadores Py, y Pr+ son subespacios de
los espacios N(L*) y N(L), respectivamente.

Ahora, el siguiente lema establece la relacion entre las proyec-
ciones mencionadas en y los operadores de dimension finita

establecidos en (1.9} |1.10)).
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Lema 1.6. Sean los operadores Py, Pr+, P, y Pr+ definidos como

en (1.6), Yy respectivamente. Entonces se satisfacen las

siguientes relaciones:
(i) P~PL=PLPL = Py,
(it) PLPr+ = Pr-Pr- = Pr=,
(iii) PLPrey = 35—y ps(y)¥s,
(iv) PrPre =337 %i(@)fi-

El lema se prueba de manera inmediata.
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Capitulo 2
Inversas generalizadas

En este capitulo se definirdn las inversas laterales de un ope-
rador, ademads se daran condiciones necesarias y suficientes para
garantizar la existencia de dichos operadores invertibles. Las inver-
sas externas e internas seran definidas, asi mismo, se presentaran
algunos resultados de los mismos. Finalmente se definird la pseu-
doinversa de Moore-Penrose.

2.1. Inversas laterales

En esta seccién se daran algunos resultados conocidos, por lo
cual se omitiran sus pruebas, sin embargo son de utilidad para
este trabajo por lo que se presentan aqui, pero puede encontrar
las pruebas de las mismas en [12] y [10].

Definicién 2.1. Un operador L € L(By1, Bs) es llamada inverti-
ble por la izquierda si existe un operador L' € L(Ba, By) tal que
L'L = Ip,. El operador L' es llamado inverso izquierdo para L
y es denotado por: Ll_l.

Definicién 2.2. Un operador L € L(B1, B) es llamado inverti-
ble por la derecha si existe un operador L' € L(Bs, By) tal que
LL' = Ip,. El operador L' es llamado tnverso derecho para el L
y es denotado por: L1

Se denotard como Ip, y Ip, a los operadores identidad en los
espacios By y Bs respectivamente.
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Los siguientes teoremas dan condiciones necesarias y suficien-
tes para garantizar la existencia de los operadores inversos tanto
por la derecha como por la izquierda.

Teorema 2.1. Sea L € L(B1,Bs). Entonces L es invertible por
la derecha si y solo si cumple las siguientes condiciones:

(i) R(L) = Ba;
(ii) N(L) posee un complemento directo en Bj.

La relacién implica que la condicién R(L) = Bs sea equi-
valente a la igualdad N(L*) = {0}. Luego, por el corolario la
segunda condicién es vélida, si el N(L) es de dimensién finita.

Teorema 2.2. Sea L € L(By, By). Entonces L es invertible por
la izquierda si y solo si cumple las siguientes condiciones:

(i) R(L) es un subespacio con complemento directo en Ba;
(i) N(L) ={0}.

Si N(L*) es de dimensién finita, entonces la primera condicién
se satisface por la relacién [I.1]y Corolario

Definicién 2.3. Sea L € L(B, B2), se llamard invertible en el
sentido mas general si existe un operador T € L(Ba, By) tal que

LTL =L.

El operador T es llamado la inversa generalizada del operador
L y es denotado por: L.

Siun operador L € L(By, Bs) es invertible tanto por la izquier-
da como por la derecha, entonces este es invertible. Los operadores
lineales acotados unilateralmente invertibles son invertibles en el
sentido generalizado.

Teorema 2.3. Sea L € L(By,Bs). Entonces L es invertible en el
sentido generalizado si y solo si

(i) L es un operador densamente definido y con rango cerrado;
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(ii) El subespacio N (L) posee un complemento directo en Bi;

(#ii) El subespacio R(L) posee un complemento directo en Bs.

Corolario 2.1. Sea L € L(Hi,Hs), con Hy y Hy espacios de
Hilbert, entonces el operador L es invertible en el sentido genera-
lizado si y solo si L es un operador densamente definido con rango
cerrado.

Corolario 2.2. Clualquier operador finito dimensional en
L(B1, Bs) es invertible en el sentido general.

2.2. Inversas internas y externas

En esta seccién se daran las definiciones de inversas internas
como externas, en espacios de Banach, asi mismo se daran algunas
propiedades de las mismas.

Definicién 2.4. Sea L € L(B1, Bs). Se dird que un operador es
una tnversa generalizada interna del operador L, si existe
T € L(Bg, By), tal que LTL = L. El operador T se llama inver-
sa generalizada interna y se denota por: T;, el operador T; es
interno regular.

Definicién 2.5. Sea L € L(By, Bz). Se dird que un operador es
una tnversa generalizada externa del operador L, si existe
T € L(B2,B1) y T diferente del operador nulo, tal que TLT =T.
El operador T se llama inversa generalizada externa y se de-
nota por: T,. En este caso T, es externo regular.

Definicién 2.6. Sea L € L(By, Ba). Un operador T € L(B2, By)
se llama itnversa generalizada reflexiva de L, si T es inversa
externa e interna de L.

Lema 2.1. Si L € L(By, Ba) entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen.

(i) Si L es invertible, entonces L™1 es la winica inversa genera-
lizada interna de L.

.. . ! . . .
(it) Si T;,T; € L(Ba, B1) son inversas generalizadas internas de
/ . . .
L, entonces T;LT; es una inversa generalizada reflexiva de

L.
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(iii) Si T € L(Ba,B1) es inversa generalizada interna o externa

de L, entonces LT es una proyeccion en L(Bs), y TL es una
proyeccion en L(B1).

Demostracidn. (i) Supdéngase que L’ es otra inversa generaliza-

(iii)

da interna de L, de tal manera que L’ # L. De la definicién
se tiene que LL'L = L y LL™ L = L, de las igualdades ante-
riores se tiene LL'L = LL~ L. Como L es invertible se sigue
que LL™ = L™ L = Id, multiplicando por L™ por la izquier-
da y por la derecha en ambos lados de la igualdad anterior,
se obtiene que; L'L = L™ L, asi L' = L™, lo cual asegura que
solo hay una tnica inversa generalizada interna de L.

Por definicién de inversa generalizada interna se tiene:
LT,L=L y LT,L=L.

/ . . .
Se afirma que T;LT; es una inversa externa generalizada in-
terna de L. En efecto,

L(T,LT)L = (LT;L)T, L = LT,L = L.

, / . .
Ahora se mostrard que T;LT; es una inversa generalizada
externa de L.

(TLT))L(T,LT;) = T,(LT, L)(T;LT,)
= T,L(T,LT;)
= T;(LT;L)T,
= T,LT;.

/ . . .
Luego T; LT, es inversa generalizada interna y externa de L
y por lo tanto, es una inversa generalizada reflexiva de L.

Supoéngase que T es una inversa interna de L, es decir, T;,
luego
(LT;)? = (LTy)(LTy) = (LT,L)T; = LT;,

asi, LT; es un operador idempotente y LT; es un operador
de Bz en By, por lo que LT; es una proyeccién en £(Bs). De
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manera analoga se demuestra que T;L es una proyeccién en
L(B1), ya que

(TiL)? = (T;L)(T;L) = Ti(LT,L) = T, L.

Por otro lado, si T' es una inversa generalizada externa, es
decir T, de L. Se cumple que

(LT.)* = (LT.)(LT,) = L(T.LT,) = LT,,
también
(T.L)* = (T.L)(T.L) = (T.LT.)L = T.L,

asi, LT, y T.L son operadores idempotentes, por lo tanto
son proyecciones en L(Bsy) y L(B1) respectivamente.

O]

Observacién 2.1. Del lema[2.1] se sigue que L tiene inversa ge-
neralizada reflexiva si y solo si L es interno regular.

Teorema 2.4. Si T; € L(Bs, B1) es una inversa generalizada in-
terna de L € L(B1,Bs), entonces LT; es una proyeccion de Ba
sobre R(L), Id — T;L es una proyeccion de By sobre N(L). En
consecuencia, R(L) y N(L) son subespacios complementarios de
By y By respectivamente.

Demostracion. Se tiene que R(LT;) C R(L). Ahora supdénga-
se que r € R(L). Entonces existe algin y € Bj, tal que
x = Ly = LT;Ly = LT;z. En consecuencia, x € R(LT;).

Si « € N(L), entonces (Id — T;L)x = x. Por lo tanto,
N(L) C R(Id — T;L). Por otro lado, sea = € R(Id — T;L), como
Id — T;L es una proyeccién, se sigue que x = (Id — T; L)z, implica
que T; Lz = 0. Por lo tanto, Lx = LT;Lx =0y x € N(L). O

Teorema 2.5. Sea L € L(B1,B2). Si R(L) y N(L) son subes-
pacios complementarios y cerrados de Bs y By respectivamente,
entonces L es interno reqular

Demostracion. Supongase que existen subconjuntos cerrados M
de By y N de Bs, tales que By = M @ N(L) y, B, = R(L) ® N.
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En general, el operador L tiene la siguiente forma matricial con
respecto a la descomposicion de estos espacios:

= 2 v = 1)

Note que Lj representa la restriccién de L que va del N(L) a R(L),
y Lo es la restricciéon de L que va de N(L) a N, asi, se sigue que
Ls =0y Ly = O. Ademés, Ly es la restriccién de L el cual va
de M a N,y N es un subespacio complementario de R(L). Por lo
tanto, Ly = O. En consecuencia, L tiene la siguiente forma

_|Lh O | M R(L)
t=[ o) lviw) = V) .
Como N(L) = N(Ly) & N(L), se sigue que N(L;) = {0}. La
igualdad R(L) = R(Ly) es clara. Por lo tanto, Lj es un operador

invertible de M a R(L). Sea S € L(By, Bg) arbitrario. Entonces S
tiene la siguiente forma:

_ St Ss]  [R(D) M
S‘[& Sg]'[N N
Una multiplicacion directa de matrices demuestra que S es una
inversa generalizada interna de L si y solo si S1 = 5], donde S}

es invertible. Por lo tanto, existen inversas generalizadas internas
de L y todas ellas tienen la siguiente forma:

1S S3|  [R(L) M
S = [54 Sg] : [ N | N[ (2.2)
donde S3,S54 y S2 son operadores lineales arbitrarios sobre los
correspondientes subespacios. ]

El siguiente corolario da una caracterizacion sobre operadores
internos regulares.

Corolario 2.3. Un operador L € L(B, B2) es interno regular si

y solo si N(L) y R(L) son subespacios complementarios cerrados
de Bl Yy BQ.
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Por otro lado, si T; es una inversa generalizada interna de L
entonces se pueden dar las formas matriciales de L y T} con respec-
to a las descomposiciones de los espacios By y Bs de la siguiente
forma; By = R(T;L)® N(L) y Bo = R(L) ® N(LT;). Para esto se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sea L € L(By, By) un operador interno regular,
y sean M y N subespacios cerrados de By y Bo respectivamente,
tal que B1 = M & N(L) y Ba = R(L) & N. Entonces L tiene la
siguiente forma matricial:

o [3 2 ][]

donde Ly es invertible.

Ademds, siT; es una inversa generalizada interna de L tal que
R(T;L) = M y N(LT;) = N, entonces T; tiene la siguiente forma:

e 5 9 [90-)
donde W € L(N,N(L)) es arbitrario.

Demostracion. Para verificar que L tiene esa forma, veamos la
expresion [2.1] De acuerdo a la expresién en sabemos que T;
tiene la forma

_ Ly U |R(L) M

e[V W] W] - i)

Si R(T;L) = M, se sigue que T;L es la proyeccién de B sobre M
a lo largo de N(L). Asi,

T — Id O | M . M
=10 o| |NUL) N(L)|"
O
De otra manera,
Id O
EL_[VM oy
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con respecto a la misma descomposiciéon. Por lo tanto, V = O y
por la misma razén LT; es la proyeccién de By sobre R(L) a lo
largo de N. Finalmente, se tiene que U = O.

Del Teorema 2.6 se observa que la inversa generalizada interna
es Unica si se fija el rango y el espacio nulo de un operador.

Teorema 2.7. Sea L € L(By, B), existe una inversa generalizada
externa T, € L(Ba, By) de L(T. # O) si y solo si L # O.

Demostracion. Si T LT, = T, v T, # O, entonces es claro que
L # O. De otra manera, si T" # O, entonces existe algun zg €
By tal que Lzg = yo # 0. Considere las descomposiciones de los
espaciofl| By = span{zo} ® M y By = span{yo} ® N para los
subespacios cerrados M, N de By, Bs respectivamente. Entonces
L tiene la forma matricial siguiente

I_ Ly Lig|  |span{zo} - span{yo}
T 1O Legl| M N ’
Aqui L1129 = Lxg = yo y L11 es invertible. Considere el operador
Ly O}  |span{yo} span{xo}
T, = [ . O] . [ wwl] , [spanirol]
Se observa que T, # O y ademés T, LT, = T,. O
Al conjunto de las inversas generalizadas externas de L serd

denotado por I.. Note que si T, es una inversa externa de L,
entonces L es inversa generalizada interna de T¢.

Ahora veamos la forma matricial para las inversas generaliza-
das externas.

Teorema 2.8. Sean L € L(By, By) un operador distinto de cero,
y M, N subespacios de By y By respectivamente, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) Existe un operador distinto de cero T, € L(Ba, By) tal que

T.LT.=T., R(T.)=M y N(T.) = N.

ver [8], pagina 45.
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(ii) M y N son subespacios cerrados complementarios de By y
By respectivamente, L(M) es cerrado, L(M)® N = Ba, y la
restriccion Ly : M — L(M) es invertible.

Si (i) o (ii) se satisfacen, entonces el operador T, en la parte
(i) es unico.

Demostracion. (i) = (ii): Sea T.LT, = T, # O,R(T.) = M y
N(T,) = N. Dado que L es una inversa generalizada interna de
T., se sigue que T.L es una proyeccién de By sobre M = R(T)
y Id — LT, es una proyecciéon de Bj sobre N = N(T). Luego
L(M) = R(LT.) es un subespacio cerrado complementario de N
de By. Ahora, la restriccién L|ys : M — L(M) es sobreyectivo.

Supéngase que existe algin y € By tal que T,y = x. Por lo
tanto, se tiene que 0 = T, Lx = T, LT,y = T.y, esto implica que
x = 0. Asi, se sigue que L|ps es inyectivo sobre M. Finalmente,
Llpr : M — L(M) es invertible.

(ii) = (i) Existe un subespacio cerrado M; de Bj tal que By =
M @ M. También, se satisface que By = L(M) @ N. Considere
la forma matricial de L con respecto a estas descomposiciones de
espacios:

ol R L R

Como L aplica M a T(M), se obtiene Ty = O. Dado que la res-
triccién Ty = T'|ps : M — L(M) es invertible, el operador

Ly O] |[T(M) M
o e B IR R
satisface el inciso (i). Ahora, supéngase que (i) o (ii) se cumple.
Considere un operador arbitrario T, € L(Ba, By), satisface (i).
Entonces T, tiene la forma

T — L U| |T(M) N M
c |V Wl | N My’
Para algunos operadores lineales acotados L, U, V, W. Las hipétesis

R(T,) = M implicaque V=0 y W = 0. Si N(T.) = N, entonces
U = O, y L es invertible. Ahora la condiciéon T, LT, = T, implica
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que LL1L = L. Como L es invertible, se obtiene L = L . por lo
tanto T, = Lq. Por construccién T, es tinica.

O]

Si las condiciones y se cumplen, entonces existe una
Unica inversa generalizada externa T, de L con rango M y espa-
cio nulo N prescritos, dicho espacio serd denotado por 7Ty n. El
siguiente corolario muestra la forma matricial de L y su inversa
generalizada exterior Ty n.

Corolario 2.4. Bajo las condiciones 2.5 y[2.4, del Teorema [2.8,

Sea T, = Ty,n la correspondiente inversa generalizada externa de
L. Entonces L tiene la siguiente forma matricial:

I Ly O} M ] . [L(M)
O Lyl N(T.L)) | N |
donde L1 es invertible. Ademds, 'y N tiene la siguiente forma

0 0 N | 7 |N(TL)

TMyN:[L; O}:[T(M)_ M ]

Demostracion. Tomando My = N(T.L) en la prueba del Teorema
y considere la forma Ahora,

T.L = [I(;l L;OLg] : [N(]\]{eL)} - [N(]\J/éL)] '

Como T.L es la proyeccién sobre R(T.L) = R(T.) = M paralelo
a N(T.L), se sigue que L3 = O. El resto se sigue de la prueba del
Teorema 2.8 O
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Capitulo 3

Inversas generalizadas
para operadores de
Fredholm es espacios de
Banach

En este capitulo se estudiard una manera muy practica de uti-
lizar los operadores compactosf'_-], es decir, se trabajara con la cerra-
dura de operadores lineales finitos(mencionados en la seccién de
preliminares). Todo esto con el fin de construir la inversa genera-
lizada para operadores de Fredholm sobre los espacios de Banach.
Por lo cual se dard un resultado analogo al lema de Schmidt pa-
ra operadores de Fredholm, y eso se hara usando el Teorema de
Atkinsorﬂ sobre la representacion de operadores de Fredholm en
forma de suma de operadores de dimensién finita e inversas unila-
terales.

Wer [8] pagina 252
2Para ver la prueba del teorema ver [I2] pagina 90 y [4] pagina 37,
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3.1. Un analogo del Lema de Schmidt para
operadores de Fredholm en espacios de
Banach

Un método para la construccion de inversas generalizadas para
operadores de Fredholm es mediante el uso de la llamada estruc-
tura de Schmidt [M. M. Vainberg and V. A. Trenogin, Theory of
Branching of the Solutions of Nonlinear Equations [in Russian],
Nauka, Moscow (1969)]. Una clase de operadores de Fredholm in-
vertibles generalizados es descrita por el Teorema de Nikol’skii
[S. M. Nikol’skii, “Linear equations in linear normed spaces,” Izv.
Akad. Nauk SSSR, 7, No. 3, 147-163 (1943)]. De acuerdo con este
Teorema, un operador linealmente acotado de Fredholm definido
sobre un espacio normado puede ser representado en la forma de
una suma de un operador acotado e invertible y un operador de
dimensioén finita. En [F. V. Atkinson, “Normal solvability of linear
equations in normed spaces,” Mat. Sb. Nov. Ser., 28, No. 1, 3-14
(1951).] Atkinson generalizo el Teorema de Nikol’skii para el caso
de operadores Noetherian invertibles generalizados, en donde se
establece que cualquier operador Noetherian puede ser represen-
tado en la forma de una suma de inversa lateral con un operador
de dimensién finita.

El Lema de Schmidt, es muy relevante en el algebra pero la-
mentablemente no es valido para los operadores de Fredholm, por
lo que en esta seccion se podrd establecer y demostrar un analogo
al ya conocido lema de Schmidt, esto se hara con ayuda del Teore-
ma Atkinson. Recordar que el Teorema Atkinson generaliza el
Teorema de Nikol’skiﬂ para el caso de operadores de Fredholm.

Lema 3.1. Sean L € L(B1, Ba) un operador de Fredholm de cual-
quier indice y consideremos el operador P : By — By. Entonces
el operador L := L+Py, tiene inversa lateral (izquierda o derecha)
definida como:

(i) T, o= (L+PL); ", sit <d.

(ii) T, = (L+P.)7, sit>d.

3B.Nikol
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donde dim N(L) =t y dim N(L") = d.

Demostracion. Sea t < d. Del teorema existe fl_l si y solo si
(i) N(L) =0,

(ii) R(L) es un subespacio con complemento directo en Bj.

Primero se probara el inciso (i). Supéngase que existe xg # 0, con
zo € By, tal que (L + Pr)zo = 0. Luego Lzg = — Y 7_; 7i(z0)ts.
Aplicando las funciones ps, con s = 1,...,d en ambos lados de
la igualdad anterior, de esto se tendria el siguiente sistema de
ecuaciones;

0= (Lps)(0)
= Ps(on)

== vilxo)ps ()
=1

= —s(zp), con s=1,...p="t.

Recordar que los funcionales ~5, con s = 1,...,p = t, son lineal-
mente independientes, por el corolario del teorema 1.5} por lo
que se concluye que xg = 0, lo cual contradice lo supuesto. Asi, se

tiene que N (L) = {0}.

Ahora se mostrara que la R(L) posee un complemento directo
en Bs.

Sea z € By y y € B;. Luego

g(Pr) =g (Z %-(x)wi)
=1

= 3" (@) g(ehr)
=1

=1

donde P*1g. Se proseguird a determinar la forma general de la
funcién g € B3, la cual satisface la siguiente ecuacién

(L+7Pr)g=0.
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Reescribiendo la ecuacién se tiene;

Luego aplicando las funcionales

p
L'ge Biy Y g()v € Bf,

i=1

en los elementos fi y usando la relacién se tiene

0= (L"9)fk
= g(L fr)

== g@i)lfr)

i=1
= —g(zbk), k= 1, ey T
Por lo tanto, L*g =0y g = Z§:1 ckpj, donde los p son vectores

bésicos del nicleo N(L*). Anteriormente se mostré que g(v;) = 0,
con k=1,...,p =1, asi, se tiene

0= g(vx)
d
= cipi(tn)
j=1
p d
= cipi(e) + Y cipi(tn),
J=1 Jj=p+1
y por otro lado
' _ Jojx paraj k=1,...,p,
p](wk)_{() para j > p.

Lo anterior implica que ¢; = 0 para j = 1,...,p = t, por lo tanto,

d—r
g= Zcipi € N(L*) y dimN(L*) =d —t < oo.
i=1
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De esta manera se probo la existencia de la inversa por la izquierda
del operador L.

Ahora, para t > d, se sigue del teorema que el operador inver-
so derecho es L, ! siempre y cuando las siguientes condiciones se
satisfagan:

(i) R(L) =By y

(ii) El subespacio N (L) tiene un complemento directo en Bj.

Primero se probard que el N(L") = 0. Supéngase que existe
g0 # 0,90 € B3, tal que (L + Pr)*go =0y, por lo tanto,

p
Ly ==Y go(¥)v (3.2)
=1

Aplicando las funcionales Ly € By > 1 go(vi)vi € B} para los
elementos f;,j = 1,..,t, y usando la relacién asi se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

0=g(Lf;)
= (L%g0)f;

==Y go(¥i)vi(fi)
=1

= —90(%)»2 = 17 P = d

Como los elementos ; con i« = 1,...,d, son linealmente inde-
pendientes, por otro lado la igualdad go(¢;) = 0 es posible solo
para go = 0, lo cual contradice lo que se supuso. Por lo tanto
N (f*) = {0}.

Los elementos = € By satisface la ecuacién (L+7Pp )z = 0, esto
implica que

p
Lo ==Y i), (3.3)
=1

luego aplicando las funcionales ps, s = 1,...,d, en ambos lados de
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la igualdad por lo que se tiene

0= (L*s)(x)
= ps(Lx)

== i(@)ps(v)
=1

= —i(x).

Asi, la ecuacion toma la forma Lz = 0, donde = = Z;Zl cifjs
donde f; son vectores basicos del N(L). Como ~;(x) = 0 para
1 =1,...,p=d y recordar que d < t, de esto se obtiene

0= (x)

t
=i | Y il
Jj=t

P t
== )+ > el
=1 j=p+1
Asi,
_J0i; parai,j=1,..,p,
%(fj)_{ 0 para j > p.

Se concluye que los c¢; son constantes arbitrarios para
j=a+1,..,t yci=0paraj=1,..,p, conp=d. Porlo tanto

t—d
xr = Zczfl S N(L)
i=1
y la R(L) = B, lo cual prueba la existencia de la inversa derecha
L, " del operador T.

Notar que como el operador L es lineal y acotado, este es de
Fredholm (normalmente resoluble), es decir el rango R(L) es ce-
rrado. Luego los operadores (L+7Pp,); ' y (L+7P1); ! son cerrados
y por lo tanto son operadores acotados y R(Pr) = Ni(L*) es de
dimensién finita. O

Observacion 3.1. Sit =d = p, L es un operador de Fredholm de
indice cero y el operador L tiene inversa derecha (f;l) e 1nversa
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izquierda (f;l), ast el operador inverso L' eziste. El Lema
es conocido como el Lema de Schmidt.

Ahora se estableceran y se probardan algunas propiedades de

los operadores

L' L. € £(By, By).

r

Lema 3.2. Si ffl,f;l € L(B2, By)., entonces fflyf;l satisface
las siguientes relaciones:

(i) PLL; ' =Pp-, PLL, =Py,
(i) L' = Ip, — Ppe, LL, " = Ip, — Pp-
(iii) T, " Ppe = Pre, T, ' Pre = Ppe,
(iv) I 'L=1Ip, — Py, L, 'L=1Ip, — P,
donde Ip, y Ip, son operadores identidad de sus correspondientes

espacios By y Ba,

Demostracion. Sit < d entonces ffl = (L +7Pp); ! por el Lema
3.1 y se tiene que

Pr =0y Pr+Pr =Pr, con p=min(t,d) =t
luego aplicando el operador L + Py, en ambos lados de la primera
igualdad del inciso (i), se tiene
Pr=PL(L+PL); (L+7Pr)
— PLL; (L +7Py)
= fL* (L + fL)
— Py L+ PPy
=P

esto prueba la primera igualdad del inciso (i).
Del Lema , se tiene que Pr«Pr, = Pr y

d
Pr-(Lz) = Y ps(La)iy
s=1

d
= 3 (L p) @)y = 0
s=1
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Luego aplicando el operador L+ 7P, en ambos lados de la igualdad
(i), se tiene

L=LL+PL); (L+PL)
= LL,(L+7Py)
= L(Ig, — Pr+)(L+Pp)
=L+ P —PrL—PrPy
=L+Pr—-Pr
= L.

Lo cual prueba la primera igualdad del inciso (ii).
Para la primera parte del inciso (iii), se tiene que

P%* =Pry L(ﬁL*y) =L (Z ps(y)Lfs> =0. (3.4)
s=1

Ahora aplicando el operador L en ambos lados de la igualdad de
la relacién (iii) por el lado izquierdo y usando el inciso (ii) se tiene:

0="Pr« —Pr~
= Ip,Pr- — Pi-
= (132 — PL*)PL*
= LT, 'PL.
= LP,.
= 0.

Finalmente para el inciso (iv), se aplica el operador fl_l en
ambos lados de la igualdad (iv) por el lado derecho y usando los
incisos anteriores, se tiene

_ -1 =1 ,.=—1
L', — L, Pr-=1, LI
——1 ——1
- IBl Ll - PLLZ .

La prueba para t < d, se hace de manera similar a lo ya pro-

bado. O
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3.2. Inversas generalizadas para operadores
de Fredholm

Algunos problemas de ecuaciones diferenciales e integrales son
representadas por medio de algin operador lineal en una ecua-
cién de la forma Lz = y, donde L : By — By es un operador de
Fredholm. El poder escribirlo de esa forma permite centrar nuestra
atencién en verificar si el operador L tiene inversa generalizada, la
cual recordemos que es denotado por L™, y asi poder dar una solu-
cién parcial a la ecuacion Lx = y, donde la solucién parcial puede
ser escrita de una forma explicita como x = L~ y. Por lo tanto,
el problema de condicionar el resultado bajo el cual la ecuacién
Lx = y es soluble y el desarrollo de la construcciéon del operador
inversa generalizada pasa a ser la prioridad, aunque los Lemas
y[3.2] probados en la seccién [3.1] permiten sugerir la siguiente cons-
truccion del operador inversa generalizada L~ : By — Bj para un
operador de Fredholm L : By — Bs.

Teorema 3.1. Si L € L(By,B2) es un operador de Fredholm
entonces su inversa generalizada tiene cualquiera de las siguientes
formas:

(i) L =L, —Pp-, sit<d

R .
(ii) L =L, —Pr~, sit>d.
Demostracion. Obsérvese que es necesario y suficiente mostrar que

el operador L~ satisface las definiciones y
Primero se probaréd que

LL™ = IB2 - PL* y L L= IBl - PL; (35)

para ello, se ocupard la relacién (ii) del lema [3.2]y la relacién
por lo que es posible escribirlo de la siguiente manera

LL- =L, -P.)
= LT, - P,
= Ip, — Pr~.
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Por otro lado

M@

Pre(Lz) =} ps(La)fs

©
Il
-

I
M“@

(L7ps) (@) fs

I
=0
1

)

luego, de la relacién (iv) del lema[3.2) se tiene,

L L=, ' -PL)L
=I,'L-P.-L
= IBl — PL-

Ahora usando la relacién [3.5] para verificar la validez de

y como resultado se obtiene
LL™L=L(Ig, —Pr)
=L—-LPr=1L
L LL™ = (I, — Pr)L—

=L —PrL  =L".

Por lo que
PrL™ = PLZ;I — PP+ =P« —Pr« =0.

Asi, el teorema esta demostrado. O

La representacién del operador inversa generalizada L~ que
se mencioné en el Teorema [3.1], es de gran ayuda para expresar
de una manera més simple y explicita la solucién general de la
ecuacién del operador lineal

Lz =y (3.6)

donde L : By — Bs es un operador lineal acotado de Fredholm. Por
lo que la solucién general de la ecuacion puede ser representada
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en forma de una suma directa de la solucién general de la ecuacién
homogénea Lz = 0 y una solucién especial L~y de la ecuacién
no homogénea La solucién general de la ecuacién homogénea
tiene la forma de una combinacién lineal de bases de vectores f;
coni=1,..,t, es decir

t

x:Zcifi, con ¢; € R,

=1

el cual puede ser reescrito como z = (fi,..., ft)C, donde C
es el vector columna t-dimensional de constantes, es decir:
C = col(ct, ...y Ciynycr) €ERY, fi € N(L), i =1,...,t. Donde cual-
quier ecuacion del operador lineal L es un operador de Fredholm
el cual es normalmente resoluble. El Teorema implica que la
ecuacién analizada es soluble si y solo si

ps(y) = 07 s = 17 ad7 (37)

donde ps son soluciones de la ecuacion homogénea L*g = 0. Si la
condicién se satisface, entonces y es necesariamente elemento
de la imagen R(L) del operador L, lo cual se sigue de la relacién
(ii) en (1.8 tal que R(L) = N(Pr+). Por lo tanto, la relacién (3.7 es

equivalente para la siguiente condicién
Pr-y = 0. (3.8)
Permite formular el siguiente teorema.

Teorema 3.2. La ecuacion del operador de Fredholm Lx = y es
soluble si y solo si y € By satisface [3.8 Mas ain, la ecuacion
Lz =y bajo la condicion [3.§ hace que la dimN(L) = t, es decir,
posee t-pardmetros para la familia de soluciones, el cual puede ser
representado en forma de una suma directa;

= (f1,.., fr)e+ L7y, (3.9)

donde el primer término de la ecuacion es la solucion general de la
correspondiente ecuacion homogénea y el seqgundo término es una
solucion particular de la ecuacion Lx = vy.
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Demostracidn. Se sustituird la relacién [3.9]en la ecuacién Lz = v,
asi se tiene

Lz = L(fla "'7ft>C+LL_y

=LLy

= (Ip, — Pr)y
=Ip,y— Prry
= IB,y

=y.

O]

Observacion 3.2. Notar que el Teorema también toma en
cuenta los dos casos “extremos”, estos son: N(L) = {0} o
N(L*) = {0}. En estos casos se dice que L es un operador de
rango completo.

En base a la observacién previa del Teorema se hacen
explicitos estos dos casos en los siguientes corolarios.

Corolario 3.1. Sea L operador de Fredholm con N(L) = {0}. La
ecuacion Lx = y es soluble si y solo siy € Bs satisface la condicion
[5.8, Mds ain, bajo la condicion inicial, la ecuacion Lz =y posee
una unica solucion de la forma

=1Ly (3.10)
Demostracion. En efecto, como N(L) = {0} se implica que
t=0,P, =0y Pr~ =0. De ahi que la relacién tiene la for-
ma z = L; 'y y ademds L™ = fl_rl =L O

Corolario 3.2. Sea L operador de Fredholm con N(L*) = {0}. La
ecuacion Lx = y es soluble para todo y € By y posee una familia
de soluciones de t-pardmetros con la forma

T = (fh --7ft)c+Lr_1y'

Demostracion. En efecto, como N(L*) = {0} implica que Pr» = 0,
v la condicién [3.§8] se satisface para todo y € Bsy. Por lo tanto,

ﬁLZO, ﬁL*:Ov yL_:Lz_,rler_l~
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O

En el caso cuando N(L) = {0}, se dice que la ecuacién
Lx = y satisface el teorema de la unicidad. En el caso cuando
N(L*) = {0}, se dice que la ecuaciéon Lx = y satisface la existen-
cia del Teorema [3.21

o1






Capitulo 4

Inversa Moore-Penrose

para operadores de
Fredholm

En este capitulo se estudiardn los métodos usados para la cons-
truccion del operador inversa generalizada en espacios de Hilbert.
Recordar que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial comple-
to equipado con un producto interior, una operacién que permite
definir longitudes y dngulos, lo anterior da la posibilidad a la des-
composicién Unica en suma directa de subespacios ortogonales y
el hecho de que los espacios duales sean isomorfos, todo ello pa-
ra poder establecer resultados més sofisticados concernientes a los
operadores inversos en espacios de Hilbert.

En el conjunto de los operadores inversas generalizadas es posible
seleccionar un solo operador pseudoinversa que posea un numero
de propiedades notables, en particular seria el minimizar la norma
residual para los operadores no homogéneos de la ecuacion Lz = y,
este mismo puede garantizar la existencia de operadores de pro-
yeccién ortogonal P,y P; con una norma unitaria en los espacios
de Hilbert. Estos operadores seran construidos en la seccién
también se introducirdn operadores de dimensién finita Pr y Pf.
En la seccién siguiente se darda un andlogo al lema de Schmidt pe-
ro para espacios de Hilbert, para la construccién de un operador
pseudoinversa para un operador lineal acotado de Fredholm L ya
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establecido.

4.1. Algunas propiedades de proyectores
ortogonales y proyecciones de dimen-
sion finita

Sean H; y Hs subespacios de un espacio de Hilbert H tales que
H = H{® H,, asi el vector h € H admite una tnica representacion
de la forma: h = hy + ho, donde h; € Hy y ho € Hs. El vector
hy es llamado proyeccion del vector h sobre Hi. Al subespacio
H; es llamado el complemento ortogonal de Hs y se denota por:
H; = H © Hy. De manera anéloga se dice que Hs es llamado el
complemento ortogonal de H; y esta denotado por: Ho = HO Hj.
De manera general, al conjunto M C H es llamado suma directa
de un numero finito de espacios lineales H; C H, con ¢ =1,....,n
y es expresado por: M = H{ & - -- @ H,, donde cada elemento
h € H, se puede escribir como: h = hy +---+ h, con cada h; € Hj,
t=1,...,n, donde M es en si mismo un espacio lineal.

Definicion 4.1. Sea P un operador definido en el espacio de Hil-
bert H tal que a cada elemento del espacio, h € H, lo envie a su
proyeccion bajo el subespacio Hy. Entonces es un operador proyec-
cton bajo Hy, y es llamado proyeccion ortogonal, se utilizard la
sigutente notacion: P o Py, , es decir

hi = Py, h = Ph.

Los operadores proyecciones son lineales, mds atn,
son acotados y tiene norma unitaria. En efecto, se tie-
ne [[Bl2 = ||| + ||hol 2, Tuego [[hal| < [IAl, es decir,
|| Py h|] < ||h||. Por otro lado, si h € Hj, entonces hy = h
y ||Pm. k|| = ||k|]. Por lo tanto ||Pm,|| = 1. La proyeccién
ortogonal P tiene las siguientes propiedades:

(i)P? = P, (i3)P* = P. (4.1)

En los siguientes resultados se presentaran las operaciones como la
multiplicacién, la suma y la resta entre proyecciones ortogonales.
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Teorema 4.1. Sean Py, y Py, proyecciones ortogonales. Enton-
ces se tiene que: Pp, Pr, = Qur es una proyeccion ortogonal si y
solo si Pr, y Ph, son proyecciones conmutativas, es decir,

Py, Py, = P, Py, . (4.2)
Con M = Hy N Hl|

Demostracion. Supongase que el producto de proyecciones orto-
gonales es también un operador proyeccion, es decir,

PH1PH2 = (PH1PH2)* = P;Igpfll :PH2PH1‘

Sea h € H fijo pero arbitrario y m = Py, Pg,h = Py, P, h. Por
la primera representacion m € Hj y por la segunda m € Hj. por
lo tanto m € Hy N Hy. Si h € Hy N Ho, entonces Py, Py,h = h.
Ahora supéngase que Py, v Py, conmutativos, es decir

Py, Py, = Py, P, = Qu.

Se sigue que

(Qu)? = (P, Pr,)?
= Py, Py, Py, Ph,
= Py, Py, Py, Ph,
= P}, P,
= Py, P,
= Qum,

(@Qarha, ha) = (Pr, Pryhi, ho
Py, hi, Prho

{
{
(h1, P, Pri, ho
{
{

)
)
)
)

hi, Pr, Pr,ha
hi, Qurha).

Las igualdades anteriores muestran que el operador Qs = Py, Py,
es una proyeccion ortogonal. O

1Una implicacién geométrica de la conmutatividad de los operadores Py,
vy Pr, es que el subespacio Hy © (H1 N Hg) y H2 © (H1 N H2) son ortogonales.
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El siguiente corolario es una implicacién inmediata del teorema
previo.

Corolario 4.1. Sean Hy y Hy subespacios de un espacio de Hilbert
H. Los subespacios Hy y Ho son ortogonales si y solo st Py, Py, =
0.

Teorema 4.2. Sean H; subespacios de Hilbert con i = 1,...,n y
Py, proyecciones ortogonales. Entonces se tiene que: Py, + Pp, +
<o+ Pg, = Q siy solo si Py, Py, = 0,5 # k. Es decir, si los
subespacios H; son ortogonales dos a dos entonces Q = Py; con
M=H & Hy® & Hy.

Demostracion. Si P es un operador proyeccion ortogonal entonces
||f||2 > <Pf7f> = Z?:1<Pij7f> > <PHzfvf> + <Pka7f>7 para
cualesquiera fndices 4, k tales que i # k, asf se tiene que: || Py, f||*+
| Pr, f1I? < || fI|*. Si se define f = Pp, h, entonces || Py, Py, h||* +
| Pr, hl1? < || Pu,h|?, por lo que || Py, Py, h|| = 0, para h € H, asi
Py, Py, = 0. Por lo tanto, los espacios H; y Hj, son ortogonales.

O

Teorema 4.3. Sean Py, y Py, proyecciones ortogonales. Enton-
ces

Py = Py, — Py, (4.3)

es una proyeccion ortogonal si y solo st Hy C Hy. En este caso
Py es proyeccion ortogonal sobre Hi © Ho.

Demostracion. Se tiene que el operador Py = I — (Py, — Pu,)
es una proyeccién ortogonal, luego reescribiendo la igualdad
previa en una suma de dos proyecciones ortogonales se tie-
ne que: Py = (I — Py,) + Pp,, del Teorema se implica que
(I — Py,)Pr, =0, o de manera equivalente

Py, = Py, Py,. (4.4)

Sea m € Hy. Luego m = Py,m = Py, Pg,m = Pg,m, lo que
implica que m € H;y. Por lo tanto, Hy C Hj.

Por otro lado, si Ho C H; entonces puede expresarse como:
Py, = Py, P, y esta expresion es necesaria y suficiente para que
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la diferencia de proyecciones ortogonales también sea una proyec-
cién ortogonal.

Solo resta caracterizar el subespacio M como suma de subespa-
cios H; con i = 1,2 sobre el cual PM se proyecta, es decir,
el operador Pys sobre [H © Hy] @ Ha, por lo que el operador Py
definido como en se proyecta sobre

Ho{[H © Hi| ® Ha}, (4.5)

el cual es el subespacio de vectores ortogonales tanto para Ho como
para H © H;. Este subespacio consiste de todos los vectores de H;
que son ortogonales a Hy, dicho subespacio esta denotado por:

H, © Ho, (4.6)

esta diferencia se obtiene de manera directa por la ecuacién
quitando formalmente los corchetes. ]

Ahora se estudiaréan las propiedades de las proyecciones or-

togonales para la construccién del operador pseudoinverso de un
operador lineal y acotado de Fredholm L : H; — Hs, donde H;
con ¢ = 1,2 son espacios de Hilbert. El operador pseudoinverso
se denotard por LT.
Recordar que {f;}i_;, {ps}9_; denotan las bases de los espacios
nulos N (L), N(L*) respectivamente. Sean Pr, : Hy — N(L) y
Pp+ : Hy — N(L*) proyecciones las cuales se definen establecien-
do:

t d

vil) = a it (fz), psly) =D B ok y)- (4.7)

j=1 k=1

Lo anterior se obtiene mediante una analogia de la construccién
de los operadores Pr, y Pr~, notando que en lugar de considerar
elementos arbitrarios ¥ en Ha, se pueden elegir los mismos ele-
mentos py de la base N(L*). Donde ai_jl y Bs_kl son elementos de
las matrices inversas a~' y 7! de tamafio t x t y d x d, respecti-
vamente, con a y 3 son matrices simétricas de Gram: o = [(f;, f;)]
y B = [{ps, p)], por lo anterior se tiene que:

t d
PL.T = Z a;1<fj7$>fla y PL*y = Z Bs_kl<pk’y>ps’ (48)

ij=1 s,k=1
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donde (-,-) es el producto interno correspondiente al espacio de
Hilbert.

Lema 4.1. Sean P, y Pr- operadores definidos como en[4.8 y si
satisfacen la condicion entonces son proyecciones ortogonales.

Demostracion. La prueba se hard solo para el operador Pr, para
el operador Py« la prueba es similar.

Pz = Pp(Ppx)

t
=) a; <fj,2a (fr,2 fq>fz

i,j 1 q,l=1
= Z o Za (fr, @) fj, fo) Fi
2,j=1 q,l=1
t t
_ —1 ~1
= Z Qjj Z oy g (fi, @) fi
i,j=1 q7l=1
-1
- Z% Jivz)
i,j=1
= Za (fj,x) i
,j=1

= Prx, paratodo z € H;.

Por otro lado se tiene (f;, z) = (z, fi) y del hecho de que la matriz

ot sea simétrica, se tiene:

<PLx,z>=<Za (fj, @ fz,>

4,j=1

= Z a fm xafj)

3,j=1

(e dnon)

i,j=1
= (2, Prz), para todozx,z € Hj.

Por lo tanto P, es un operador ortogonal. O
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Sean Py, y P+ proyecciones ortogonales definidos como en
y sean Py, v Pr+ proyecciones sesgadas sobre los espacios nulos
N(L) y N(L*) de los operadores L y L* respectivamente, que se
definen de acuerdo a la relacién como sigue:

t
PLSL' = Z<71,x>fla donde <7’L’fj> = 5”’

=1
d

Prry = Z<Psay>1l}k;, donde (ps, Yr) = dsk-

s=1

Lema 4.2. Si P, Pp«, P, y P+ estdn definidos como enl{.8 y[{.9
respectivamente, entonces los operadores mencionados satisfacen
lo siguiente:

(i) PP =Pr,
(i) PLPr = Py,
(iii) Pp=Pr« = Pr~,

(’i’l)) PL*PL* = PL*

Demostracion. Recordar que 23':1 a;jl

Primero se probard para (i)

Qs = 0js, con 1,8 = 1,...,t.

t t
PProz=)_ aU1<fj,Z<75,S>fs>fi

1,j=1 s=1

t t
=Y D ajtas{isa)fi

7,j=1 s=1

t
= Z<’Ysa x>fs
s=1
=Prz.
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Para (ii), recuerde que (7s, fi) = 0s;-

PLPLx = Z <’Ys, Z a;; (fj, ) >f

s=1 i,7=1

t t
= Z Z 6siaz‘_j1<fj7 x>fs

s=14,j=1

Zan

t,j=1
:PL[E.

Como (py,1;) para (iii) se tiene que:

PpPrey = Z B <pk,z<pj7y>wj>ps

s,k=1

:ZZB%W

s,k=1 j=1

d
= Z ﬁ;l (Pj>y)ps

s,k=1
= Pp+y

Para (w) téngase en cuenta la  siguiente igualdad

Zs 16 5]8 - 5Jk

M=

PrPp-y =

d
<pj, > Bskl<pk,y>ps>¢j

s,k=1

Il
<
Mg I
I

> B Bislor, )

s,k=1

<
Il
—_

<,0j7 y>¢3

I
B

[
ﬁh
= L
Ned
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Para la construccion de operadores de dimension finita Pr y
P+, se procedera de la misma manera como se definieron en

y por lo que se tiene que:

p
yilz) =Y @' (fj @),
le (4.10)
pS( ):ng <pkay>7 1/152037
k=1
con subindices i,s = 1,...,p, donde p = min(r,d), y Ei_jl,
Bs_kl son elementos de las matrices a~ ! = [(fi, f;)]*
B_l = [ps, p)] 1 0,4, s,k =1, ..., p; las funciones v; y ps deﬁnl—

das como antes en y para espacios de Hilbert, tienen la
siguiente formas:

p
Pp:Hy — Ni(L*) C N(L*); Pra= Za (fi,2)pi,
p: (4.11)
Pre:Hy — Ni(L) C N(L); Pry= Z Bor (e, ) fs.

Lema 4.3. Sean Py, Pr+ proyecciones ortogonales y sean Py, Pr«
proyecciones de dimension finita definidos como en[f.§ y[{.11] res-
pectivamente. Entonces los operadores mencionados satisfacen las
siguientes igualdades:

(i)Pr+Pr = PP = Py,
(ZZ)PL?L* == FL*PL* == PL*7

p
(i) P Prey = > Bt (Pres ¥) s, (4.12)
s,k=1
(iv)Pr+Pro = Z Q. fja ) fi.
4,j=1

La prueba de este Lema se hace de manera analoga al Lema
4.2
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4.2. Una analogo del Lema de Schmidt para
operadores de Fredholm en espacios de
Hilbert

En esta seccion se utilizard la notaciéon L£(H, Ha) para denotar
el conjunto de los operadores lineales y acotados, que van de Hy en
H espacios de Hilbert. Se estableceran condiciones necesarias para
tener un resultado analogo al Lema de Schmidt para operadores de
Fredholm de indice arbitrario L : H; — Hs, asi como en el Lema
que se probd en la seccién para espacios de Banach, ahora
se probard para espacios de Hilbert, y en esta seccién se utilizara
la notacién I para hacer referencia al operador identidad en lugar
de Id.

Lema 4.4. Sean L € L(Hy,H2) un operador de Fredholm,
Pr : Hy — Hy operador de dimension finita y L := L + Py, tie-
ne inversa lateral (izquierda o derecha) y definida por:

(i) T, = (L+PL) ', sit <d.

(ii) T.' = (L+Pp);t, sit > d.

La prueba de este lema es similar a la prueba del Lema |3.1
por lo cual no se presentard aqui. Sin embargo, hay que enfatizar
que para el caso de espacios de Banach los funcionales ~;(-) y
ps(+) son como en (4,10 respectivamente, desde este punto en
adelante, los operadores L estard definidos como se defini6 en el
Lema[4.4 En el siguiente resultado, se estableceran las propiedades

de los operadores fl_l y fl_rl con base al estudio de los operadores

L, f*,fl_l y (L 1)* en los vectores basicos de los espacios nulos

N(L) y N(L*). Por lo que primero se considerard la relacién entre
los operadores (L; )%, (L;1)*, (L*); ' y(L*); !, para ello véase el
siguiente lema.

Lema 4.5. Sean (L; )%, (L;7Y)*, (L*); " y(L*); ' operadores. En-
tonces la siguiente relacion se cumple

(L) ~ @ (4.13)

(4.14)
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Demostracion. Teniendo en cuenta que

-1 R
LL. Y= (L. )L =1
y (L )l L = IH2
Por lo que se concluye (L, 1)* ~ (f*)l_l.
De manera similar se tiene que
@Dy =TT ) =1
’ N (4.16)
y L (L ); =In,,
yasi, (L) ~ (I0); ! O

Notar que (L~1)* = (L*)~! mantiene siempre el operador in-
Verso

Lema 4.6. Consideremos L, ffl,f* Y (Z;l)* definidos como en
el Lema[{.4) satisfacen las siguientes igualdades:

(i) Lfs = px conk=1,....,t yr=p,
(i1) fl_lpk =fr,conk=1,...tyt=p,
(iii) L" ps = Z;lzl &sfjcons=1,..dyd=p,

. ——1 =k d _

(Z’U) (Lr )*fs = (L*)l 1f8 = Zj:lgs,}pj con s = 17"'ad =D
donde &js son enteros de la matriz simétrica & = a gy
{S_jl son las entradas de la matriz inversa de E.

Demostracion. Supéngase qued <t = p,zg = 22:1 drfr € N(L),
donde dj, son constantes arbitrarias y { f; }}_; son vectores bdsicos
del espacio nulo N(L). Entonces Lxg = Lzg + Prxo = Prxg, por
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lo que Lzg = 22:1 dpLfi, =0, asi

t

t t
L<defk> = az‘j1<fjazdkfk:>pi
k=1 ij=1 k

=1

~

t

= a;lzdk<fjafk>pl

j=1 k=1
t

t
—1
E dkai’j Ak Pi

.

k=1i,j=1
¢
= dkﬂk»
k=1
de esto se sigue que
Lfy=pr,k=1,..,t =p. (4.17)

. -1, L
Por el Lema existe un operador L; = inverso izquierda para

el operador L, siempre que ¢t < d. Luego aplicando el opera-
f 8

dor fl_l por ambos lados de la relacién (4.18), asi se tiene que
Lflffk = f;lpk con k=1,...,t =py por lo tanto

Zflpk =frconk=1,..,t=p. (4.18)

Para considerar la accién del operador L" en los vectores bésicos
ps del espacio nulo N(L*), se definird a P} . Para ello, sea = € H;
vy y € Hs teniendo en cuenta la Definicién de operador adjunto
en espacios de Hilbert. Por lo que se tiene

p
(Pra,y) = > ;" (5, 2){pi, y)
ij—1

ag;t (e, fi) i y)
1

.

I
,ME

5J
p
=(z, ) aij1<piay>fj>

7j=1
= (z,PLy).
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como a;jl = a; asi Pry = Zzy | @ <p@, y) fj.
Ahora, sit <d=pyy = Zg 1 CsPs e N(L*), entonces L' yg =
L*yo + PLyo PLyo, asf, Ly = Zgzl csL*ps = 0, por lo tanto

d d

(ZCsps> = Z j_il<pivzcsp8>fj
d d )
Z ji Z {pisps)f

=1

d d

= Z Z i Bisfi
= Z Csfjsfja

s5,j=1

donde §&j; = Z;l:l aj_ilﬂis son entradas de la matriz no
singular y simétrica Ea—'3 de tamafio d x d, por lo que

Zgzl csL ps = Zgzl Cs 2?21 &jsfj, donde

L ps :ijsfj, cons=1,...d=np. (4.19)
j=1
Luego por el Lema se tiene que el operador inverso por la
derecha L, ! existe cuando d < t, mas auin, por el Lema se
tiene que (L 1)* ~ (Z*)fl, por lo que al aplicar el operador (L, 1)
en ambos lados de la relacion se tiene:

(L, )L ps = (L) 'L7ps
d
e > &t
j=1
d
= (LY &k,
j=1

y por lo tanto

(Z;l)*fs (L), s = Z&’S] pj, cons=1,...,d= (4.20)

=1
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y 55;1 son entradas de la matriz simétrica E~! = g~ 'a. O

Lema 4.7. Sea L € L(H,H3) y sean Py y Pr-. Si
—1

L, ,f;l € L(Hs, Hy) es el operador inverso de L, entonces se

satisface lo siquiente:
o1
(i) LL, = Iy, — Pr~,

(i) T, 'L = Iy, — Py..

Demostracion. Primero se probard para el inciso (i). De acuer-
do a la definiciéon del operador inverso por la derecha se tiene,
H;l = Iy, y por otro lado, L = L+ Py, asi Lf;l = Iy, —FLf;l.

, - =1
Ahora se mostrara que Py L, = Pr+, entonces

= 1
PL(Lr y) =

_ —1
aijl <fj7 Lr y>pz

:M&

S

S
Il
—_

U e

-

<
Il
—

I |
NENINE
]

d
aij1< Zﬁkj«pk,y>pi
ig—=1 k=1

d
= B e v)pi

i,7=1
= PL*yv

donde Z;l:l a;jlgj‘,j = 6@1. Por lo tanto Lfr_l = Iy, — Pr~.

Ahora se hard la prueba para el inciso (ii). De acuerdo a la
definicién del operador inverso izquierdo se tiene lo siguien-
te fl_lf = Ipy,, y de acuerdo al Lema se concluye que
L, (L+Py)=L, +L, ' P,=1Iy,~L, 'Py.
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. 15
Se procederd a mostrar que L; Pr = Pr.

Por lo tanto fl_lL = Iy, — Pp. O

4.3. Pseudoinversa derecha e izquierda pa-
ra operadores lineales de Fredholm.

Si un operador L € L(Bj, Bs) es invertible en el sentido ge-
neralizado, entonces el operador L~ € L(B2, B1) se puede elegir
para garantizar la validez de las igualdades

() LL'L=L y (ii) L"LL™ = L". (4.21)

Notemos que ahora estamos interesados en el caso de un opera-
dor L € L(Hy, Hy) acttiia desde un espacio de Hilbert H; en un
espacio de Hilbert Hs. Entonces el conjunto de los operadores ge-
neralizados invertible L™ € L(Hs, Hy) contiene un operador inico
satisface la siguiente condicion:

(t) LLTL =1L, (t4) L”LL™ =L", (4.22)
(zii) (LL™)"=LL", (iv) (LTL)*=L" L. (4.23)
Definicién 4.2. Un operador L™ que satisface la condicion [4.24

es llamado un operador pseudoinverso Moore-Penrose y es
denotada por LT.

Notemos que el operador L™ es tinico, la prueba de este hecho
lo puede ver en [I] La definicién del operador pseudoinversa en el
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sentido de Moore-Penrose para un operador L el cual es denotado
como LT cumple con las siguientes propiedades:
()LLYL = L,
(i) LTLLT = L™,
(i43)(LLT)" = LL" = Iy, — Pp~,
WLTLY =L"L =1y, — Pp.

(4.24)

(v
Por otro lado, como los operadores P, y Pr« tienen normas uni-
taria. las propiedades (iii) y (it) de implican que la solucién
a la ecuacién Lz = y sea x = LTy. M4as ain, minimiza la norma
residual, es decir, ||Lx — y||g, = ||Pr+yl|m,, y la solucién para la
ecuaciéon conjugada L*f = g es f = (L*)Tg = (L*)*g, la cual
minimiza la norma del residuo como: ||L*f — g||la, = ||Prgllm,-
Ademds, como (L*)T = (L*)* los minimos se alcanzan para el
mismo operador L™, sin embargo, como se vio previamente los
minimos se pueden obtener de manera ajena con el uso de diferen-
tes operadores, por ejemplo, si L™ es el operador inversa genera-
lizada y satisface las propiedades (i), (1) y (iii) de entonces
una solucién a la ecuacién Lx = y es x = L™y, la cual minimiza
el residual inicamente para la ecuacién original Lz = y. Por otro
lado, si L™ tiene las propiedades (i), (ii) y (iv), entonces el resi-
dual es minimizado solo para la ecuacién conjugada. Con base es
esta relacion se tiene la siguiente definicién.

Definicién 4.3. Sea L~ € L(H2, Hy), si satisface las siguientes
condiciones:

({))LL"L=1L,
(ti)L"LL™ =L, (4.25)
(t31)(LL™)* = LL™ = Iy, — Pr~,
serd llamado el operador pseudoinversa por la derecha para
un operador L y es denotado por: L.
Si satisface:
())LL"L =L,
(td)L"LL™ =L~ (4.26)
(tst)(L~L)* =L L= Iy, — Pr,
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se llamard operador pseudoinversa por la izquierda para un
operador L y se denotard por: Lz+-

Notemos que el operador pseudoinverso por la derecha e iz-
quierda es pseudoinversa en el sentido de Moore-Penrose.
El operador fl_l ( o el operador L, 1) definido como en el Lema
satisface la relacién Lfl_lL = L pero no cumple la segunda
condicion de la definicién de operadores inversas generalizadas, es
decir, fl_lLfl_l # fl_l. Por otro lado, si el operador L, cum-
ple que LLy ', = L pero Ly 1LLa # Ly ! entonces el operador
Ly LLy satisface ambas condiciones por lo que L™ es el opera-
dor inversa generalizada. La funcién de L' estd dada con base al
operador fflLffl (o bien L, ILZ; 1)entonces es llamado opera-
dor pseudoinverso unilateral.

Teorema 4.4. Sean LIJr : Hy — Hy y L} : Hy — H; pseudoin-
versas en el sentido de Moore-Penroes y sean Py, Py, proyecciones
ortogonales definidas como en[.8 Se define:

(i) I = (I, — P)L; ", sit < d.
(i) T, =T, (Iy, — Pp+), sit > d.

Entonces f;r Y f?_ son pseudoinversa unilateral para un ope-
rador de Fredholm lineal y acotado.

Demostracion. Sea t > d. Por el Lema el operador L tiene

inversa acotada por la derecha, a saber, L !, se necesita verificar

los incisos de m Para ello, note que de la relacién (ii) del
se tiene que LL, = Iy, — P+, luego por el Lema

LLTL=LL, '(Iy, — Pp)L

LYLLY =T.'(Iy, — Pr)LL, " (Iy, — Pr+)
=T '(Iy, — P) = L7,

T
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finalmente se tiene: LL* = LI, (Iy, — Pr+) = Iy, — Pp- =
(LLY)*, yaque Iy, = Ig, y Pf. = Pre.

La prueba para t < d se hace de manera similar, en este caso
el operador L = L, 1([ 1, — Pr+) es pseudoinversa derecha para
L. O

4.4. Pseudoinversas para operadores linea-
les y acotados de Fredholm

Para un operador lineal y acotado de Fredholm en un espacio
de Banach la estructura del operador inversa generalizada L~
no determina el operador pseudoinversa en el caso de espacios
de Hilbert, al mismo tiempo la estructura de las pseudoinversa
unilaterales LlJr y LI deduce el operador pseudoinversa.

Teorema 4.5. Sean L € L(Hy,Hs) operador de Fredholm y
Lt € L(Hy, Hy) operador definido por:

(i) Inversa izquierda L, (I, — Pr+), parat < d,
(i1) Inversa derecha (I, — Pp)L;}, parat > d,

ro

(4.27)

donde dimN (L) = t y dimN(L") = d. Entonces L (I, — Pr+)
y (Ig, — Pr)L; son los tinicos operador pseudoinverso para un
operador lineal acotado de Fredholm L.

Demostracion. Se tiene que L(Ig, —Pr) =Ly (Ig, — Pr-)L = L.
Luego las igualdades (i) y (ii) de son ciertas, por lo que solo
resta verificar las igualdades (iii) y (iv).

El operador L, es pseudoinversa derecha, por lo que se tienen las
siguientes igualdades

LLY = L(Iy, — PL)L;}
=LL'
= Iy, — Pr
= (LL+)*7
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y por otro lado

LTL = (Iy, — P)L}L
-1
= (I, — Pr)L, (I, — Pr+)L
-1
=, —PL)L, L
)

donde Pr es una proyeccion para N(L), en efecto, como
f;lLf;lL = f;l(l — Pp)L = f;lL, el operador f;lL es una
proyeccién para R(L*), asf, I, — L, L = Py, es también una pro-
yeccion. Luego, por el Lema [4.2] se tiene Pr«Pr« = P+« y de esta
manera se tiene que (I, —Pr)(Ig, —Pr) = Ig,—Pr,—Pr+PrPr =
Iy, — Pp, asi LYL = Iy, — P, = (LTL)*, esto implica que
Iy, =1y, y Pp = Pp.

Ahora para verificar las propiedades (iii) y (iv) de la segunda par-
te de las igualdades se tiene que LTL = L?‘(IHQ — Pr«)L =
LZJFL = Iy, — P, = (LT L)*, por lo que LZJr es el operador pseudo-
inversa izquierda, asi

LL" = LL} (I, — Pr-)
——1
= L(Ig, — PL)L; (Im, — Pr+)
——1
:LLl (IH2—PL*)
= (Ig, — Pr+)m, — Pr+),

donde Pr- es el operador proyecciéon L* para el espacio nulo N (L*),
luego por el Lema se tiene Pr«Pr« = Pr+ y esto implica que
(I, — Pr+){H, — Pr+) = Iy, — Pr+ — Pp+ + P+ Prs = Iy, — Pr~,
donde LL* = Iy, — Py« = (LL™T)*. O

Esta no es la tinica forma de deducir el operador pseudoinversa
de un operador de Fredholm en un espacio de Hilbert, debido a
que cualquier espacio de Hilbert coincide con su espacio dual por
medio de un isomorfismo.

Por otro lado, las composiciones de los operadores L : Hi — Hy
y L* : Hy — H; quedan de la siguiente manera: L*L : H; — H;
y LL* : Hy — Hy. Luego se define el operador S como:
S :=L*"L: H — Hy, este operador es autoadjunto,

S* = (L*L)* = L*L* = L*L = S.
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Finalmente usando la igualdad se construye el operador pro-
yeccion ortogonal Pg : Hy — N(S).

Lema 4.8. Sean Pr,, Ps y Ps« proyecciones definidas como enl[].8
Entonces las proyecciones Pr,, Ps y Pg+ satisfacen: Pr, = Pg = Pg+

Demostracion. Sea {fi}!_; una base del espacio nulo N (L) y co-
mo Lf; = 0 para cada ¢ = 1,...,t y los operadores L* y L son
lineales, se sigue que Sf; = L*Lf; = 0, es decir, N(L) C N(S).
Se mostrard que la base f; con i =1,...,t el espacio nulo N(L) no
puede ser complementado agregando elementos linealmente inde-
pendientes z¢g € H; tal que zy € N(S), es decir, Sxy = 0, para
ello supéngase lo contrario, es decir, existe un elemento xg € H;
tal que Lzg =9 # 0y Sxg = L* =0, asi
0 = (Lxo,0)

= <$07 L*¢>

== <L.’L’0, ¢>

= (1, ¢) #0
esto nos lleva a una contradiccion.
Las bases del espacié nulo N(L) y N(S) coinciden, entonces

Pr, = Pg, y como el operador S es autoadjunto se concluye que
N(S) = N(S*) y Ps = Pg~. O

Teorema 4.6. Sea L™ € L(Hy, Hy) operador definido por:
Lt =(L*L+ Pp) 'L* = L*(LL* + Pr-)" . (4.28)

Entonces Lt es un operador acotado pseudoinversa para operado-
res lineales y acotados de Fredholm L.

Demostracion. Sea S un operador de Fredholm con indice cero,
el Lema de Schmidt es cierto para el operador S asi el operador
S + Pgs tienen inversa acotada, por lo que, el operador ST = (S +
Ps)~! — Pg es inversa generalizada de S y satisface la relacién
S*tS = Iy, — Ps. Més atin, como Pg es un operador proyeccién
ortogonal, el operador S* es la inversa generalizada, también es
el inico operador pseudoinversa que satisface . En efecto,

(1)SSTS = S(I— Pg) =S —SPs =S

4.29
(i))STSST = (I — Pg)STST — PgSt = ST, (4.29)
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S+PS =0y Ps(S + Ps)_l = Pg. Mas aun,
(iii)(STS)* = (Iy, — Ps)* = Iy, — Ps = ST,
(iv)(SST)* = (Iy, — Ps+)* = Iy, — Ps+ = SST,

por lo que Ps = Pg«,Iy; = In, y Ps = P§. Ahora usando las

relaciones (4.29) y (4.30), se muestra que el operador, LT = S+ L*

satisface la relacién (4.24) y como el operador es pseudoinversa

para el operador L, también Py, = Pg, LP;, =0,StS = Iy, — Ps

y PsST =0, se puede escribir a L y LT como:

(i) LLYL = LSTL*L = L(Iy, — Ps) = L(Ig, — Pr) = L,

(i) LYLLY = SYTL*LLT = (Iyy,—Ps)LT = LT—PsSTL* = LT,

(4.30)

Se concluye que: L*L* = L,((S + Ps)~')* = (S + Pg') y co-
mo (S*)* = ((S+ Ps)™' — Ps)* = ((S+ Ps)™!)* — P& = ST, as,
se tendria:
(4ii)(LTL)* = (STL*L)*
— (S+S)*
=S5ts

=L"L, (4.31)
(i) (LL1T)* = (LSTL*)*

— (LS

= L(ST)*L*LSTL*

=LL".
Y como PLL* = (LP.)* y Ps = P, = P}, se escribe
LT =StL*=[(S+ Ps)™' — Ps]L* = (L*L + Pp)~'L*.
La igualdad LT = L*(LL* + Pr+)~!, se prueba de manera andlo-
ga. [

Note que el operador L es tal que N(L) = 0 o N(L*) = 0,
entonces la igualdad (4.28]) coinciden con las siguientes igualdades
Lt = (L*L) 'L*(Pp, =2 0), LT = L*(LL*) " Y (Pr- 22 0).
Observacién 4.1. La igualdad puede ser usado para la

determinacion del operador pseudoinversa Lt para un operador
cerrado densamente definido L.
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4.5. Inversas para operadores de Fredholm
de indice cero

Las igualdades (4.27)) y precisan que el operador pseudo-
inversa para operadores de Fredholm es valido para operadores de
Fredholm de indice cero. En cuanto a la construcciéon del operador
pseudoinversa para operadores de Fredholm con indice cero es un
espacio de Hilbert se usard una base aproximada, que se obtiene al
ocupar el Lema de Schmidt. Sea L un operador de Fredholm con
indice cero, es decir, indL = 0, donde t = d = p como se definié en
y sean {fi}i_, v {ps}?_, bases en los espacios N(L) y N(L*)
respectivamente, y usando las protecciones definidas como en
y (4.11)), se construirdn otras proyecciones que estaran relaciona-
das con Pr, : Hy — N(L)y Pr» : Hy — N(L*) y operadores de

dimensién finita como Py, : Hy — N(L*) y Pp- : Hy — N(L)

Lema 4.9. Si P, P+, Py, Y P+ son proyecciones definidas como
en [4-8) y respectivamente, entonces satisfacen lo siquiente:

(i)Pp« P, = PPy = Py,

~— ~—

(i) PPy = PpoPre =Py, (4.32)
(#4i) PP+ = Pps«, '
(iv)ﬁL*FL = PL

Demostracion. La prueba de este Lema es una implicacién directa
del Lema las igualdades (iii) y (iv) en (4.32)), se sigue de las
igualdades en (i) y (iv) en (4.12)), para t = d = p y usando las
expresiones Zg,k:l ﬂ;kl (PksY)ps Y szzl oz;jl(fj, x) fi, que son las
proyecciones ortogonales Pr« y Pr, respectivamente. O

Lema 4.10. Sea L un operador de Fredholm con indice cero y Py,
definido como en (@ Entonces L + Py, tiene inversa acotada.

Demostﬁzcién. Es necesaio y  suficiente mostrar que
N(L+ Pr)={0} y N(L+ Pr)*={0}. _

Supdngase que existe zg # 0,z € Hy tal que (L + Pr)xg =0, es
decir, Lzg = — Zf i1 al-_j1< fj» o) pi, multiplicando a ambos lados
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de la igualdad por el funcional ps con s =1, ..., se tiene que:

0= <L*P57$0> (4.33)
- Z o (fiw0){ps, pi) (4.34)
,j=1
, 1,J=
= > ' Builfj, wo). (4.35)
i,7=1

donde la matriz o~ y 8 son de tamafio ¢ x ¢ y son no singulares,
la igualdad es verdadera solo en el caso cuando (fs, zo) = 0,
con s = 1,...;,t y por otro lado, como los vectores basicos fs son
linealmente independientes, la igualdad (fs,zo) = 0 implican que
xo = 0, pero esto es una contradiccién. Por lo que se prueba que
N(L+ Pp)={0}.

Ahora se mostrard que N(L + Pp)* = {0}. Sea P« el ope-
rador adjunto del operador Py, y estd determinado en la prueba
del Lema [4.6] y asf se define

Pry= Z a; (pisy

1,j=1

Ahora supéngase que exista yo # 0, yo € Hy = Hj tal que
(L+Pr)*yo =0, es decir, L*yo = —> .y o' (pi, yo) [, mul-
tiplicando ambos lados de la igualdad por un elemento f; con
k=1,...,t, asi se tiene

0 = (L*yo, fx)

= yOvak‘ Za y07pl f]afk?)

1,7=1

¢
== > a;alye, pi).
i,j=1
Como los vectores basicos p; con ¢ = 1, ..., son linealmente inde-
pendientes la igualdad (yo,®;) = 0, es cierta solo si yo = 0. Asi,
N(L+ Ppr)* =0, por lo que el operador L + P, establece una co-
rrespondencia uno a uno entre los espacios Hy y Ha. Luego por el
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Teorema de operadores inversas en espacios de Banach el operador
(L + Pr)~! existe y es acotado. O

Teorema 4.7. Sea L operador acotado de Fredholm con indice
cero y sea el operador

Lt =(L+Pp)' - Pr-. (4.36)

Entonces L™ es el operador acotado pseudoinversa para el opera-
dor L.

Demostracion. La prueba de este Teorema se sigue directamen-
te del Teorema ya que t = d = p, el operador inverso por
la izquierda (L + FL)Z_l y el operador inverso por la derecha
(L + Pr); %, es decir, el operador inverso (L + le) existe. Por lo
tanto por analogia al Teorema [4.4] se concluye este Teorema. [J
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se desarrollé un estudio sobre las inversas ge-
neralizadas para operadores de Fredholm en espacios de Banach
y Hilbert, cubriendo una cantidad de resultados para estudiar la
solucion a la ecuacion lineal de la forma; Lx = y.

En espacios de Banach se destaca la importancia de trabajar con
proyecciones de dimensién finita, esto para poder aplicar el lema de
Atkinson, obtener un andlogo al lema de Schmidt y con la finalidad
de poder definir la inversa de un operador de Fredholm. También,
se puede observar que en estos espacios la ecuacién Lx = y tiene
solucién por minimos cuadrados es nica expresada de la siguientes
forma; = LTy, donde L™ es la pseudoinversa Moore-Penrose. Si
L es un operador de Fredholm de indice cero, podemos dar una re-
presentacién explicita de su pseudoinversa Lt = (L+Pr) "' —Pp-.

Queda como trabajo a futuro explorar algunas aplicaciones de
las pseudoinversas de operadores de Fredholm a problemas como
los de Riemann y Haseman.
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