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POSGRADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS
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Aśı que solo me remitiré a decir gracias a cada una de las personas
que siempre me han apoyado y han estado en los d́ıas más obs-
curos, en esos d́ıas que hasta me doĺıa el solo hecho de respirar,
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Introducción

En matemáticas las ecuaciones diferenciales ordinarias e inte-
grales nos dan la posibilidad de representar problemas con apli-
caciones en algunas áreas como la ingenieŕıa, estos problemas in-
volucran representaciones en forma de ecuaciones lineales como:
Lx = y, donde L es un operador y x, y elementos de sus respecti-
vos espacios lineales. Partiendo de esa idea, se inspiró este trabajo,
en el cual se estará desarrollando teoŕıa para un tipo espećıfico de
operadores, a saber, los operadores conocidos como operadores de
Fredholm en espacios de Banach y de Hilbert. Por lo cual el interés
de este trabajo es mostrar una solución a la ecuación Lx = y, es
decir, construir la inversa de L, y esta será denotada por L−, aśı,
si el operador L posee una inversa generalizada L−, entonces esta
será una solución parcial, la cual puede ser escrita de manera expli-
cita como: x = L−y. De lo anterior se tiene que es imprescindible
encontrar alguna propuesta sobre la construcción del operador in-
verso generalizado L− : B2 → B1 de un operador lineal acotado
de Fredholm, con B1 y B2 espacios de Banach, se procederá de
manera análoga para los espacios de Hilbert.

Por lo que los objetivos generales de este trabajo son estudiar
inversas generalizadas para operadores de Fredholm. De manera
más concisa se proponen los siguientes objetivos espećıficos;

(i) Se centrará este trabajo en los métodos de construcción de
inversas generalizadas para matrices.

(ii) Se investigará inversas generalizadas para operadores en es-
pacios de Hilbert.

(iii) Se analizará propiedades de operadores de Fredholm.

ix



x Introducción

El primer caṕıtulo está centrado en resultados básicos pero nece-
sarios en espacios de Hilbert y de Banach, también se definirán los
operadores lineales y acotados para después introducir la defini-
ción de operador de Fredholm, finalmente el caṕıtulo se concluye
con propiedades de las proyecciones.
En el segundo caṕıtulo, se introducen algunos tipos de inversas,
como lo son las inversas laterales y las inversas externas e internas.
En el tercer caṕıtulo se da un resultado análogo al Lema de Sch-
midt con ayuda de las proyecciones para operadores de Fredholm
y aśı poder exhibir una inversa generalizada para dichos operado-
res, todo esto en espacios de Banach.
En el último caṕıtulo se desarrollan algunas propiedades de las
proyecciones para después introducir un lema análogo al Lema de
Schmidt en espacios de Hilbert con operadores de Fredholm y si-
guiendo con la misma idea, se desarrollan los pseudo-operadores
por la derecha e izquierda para operadores de Fredholm y se ter-
mina este caṕıtulo con las pseudoinversas con los operadores ya
mencionados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Un espacio con producto interno es un espacio particular de los
espacios normados y visto de manera histórica se puede decir que
estos son más clásicos que los espacios normados generales. Una
de las razones por las que estos espacios son tan importantes es
debido a que poseen caracteŕısticas similares a las del espacio Eu-
clideano, esto se debe a que es la generalización más “natural”que
existe. Por ejemplo uno de los conceptos con mayor utilidad en es-
te trabajo es el concepto y propiedades de la ortogonalidad. Puede
considerarse que el pionero de esta teoŕıa fue D. Hilbert (1912) en
las ecuaciones integrales. En esta sección se darán algunas propie-
dades y resultados de manera breve.

Definición 1.1. Un conjunto H es un espacio de Hilbert si:

(i) H es un espacio vectorial.

(ii) H posee la operación producto interno, definida por
〈, 〉 : H ×H −→ K, 〈x, y〉, (con K = R o K = C) con las
siguientes propiedades para todo elemento x, y, z ∈ H y todo
escalar α ∈ K :

(i´) 〈x, x〉 ≥ 0

(ii’) 〈x, x〉 = 0 solo si x = 0.

1
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(iii´) 〈x+ z, y〉 = 〈x, y〉+ 〈z, y〉.
(iv´) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, α ∈ K.

(v´) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(iii) H es un espacio completo (con respecto a la métrica
d(x, y) = ||x − y|| y la norma de un elemento h ∈ H se
define como; ||h|| = 〈h, h〉1/2).

Ahora se darán unos ejemplos clásicos.

Ejemplo 1.1. Sea Rn el espacio Euclideano n-dimensional con
producto interno definido como;

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi,

con x = (x1, ...xn), y = (y1, ..., yn) elementos en Rn.

Ejemplo 1.2. El espacio `2con el producto interno definido por;

〈x, y〉 =

∞∑
i=1

xiyi,

con xi, yi ∈ C, para todo i ∈ N. La norma de un elemento en `2
se define como;

‖x‖ =

( ∞∑
i=1

|xi|2
)1/2

.

Ejemplo 1.3. El espacio L2 con el producto interno de dos fun-
ciones f : [a, b] −→ Rn, g : [a, b] −→ Rn, está definido por;

〈f, g〉 =

∫ b

a

n∑
i=1

fi(x)gi(x)dx.

Más aún, la norma de un elemento en L2 se define como;

||f || = 〈f, f〉1/2 =

(∫ b

a

n∑
i=1

|fi(x)|2)dx

)1/2

.
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Podŕıamos estar tentados a pensar que los espacios `p con p ≥ 1
son espacios de Hilbert, pero esto no es cierto. Para ello véase la
siguiente observación.

Observación 1.1. ([9], pg133) Los espacios `p para todo p ≥ 1
diferente de dos, y el espacio C[a, b], no son espacios de Hilbert.

Ahora se darán algunas nociones geométricas válidas en cual-
quier espacio con producto interno.

Definición 1.2. Sea H un espacio con producto interno y sean
x, y elementos en H. Si 〈x, y〉 = 0, entonces se dice que x e y son
ortogonales entre śı. Sea A = {xi|i ∈ N} una colección de vecto-
res en H, diremos que los elementos en A son ortonormales, si
〈xi, xi〉 = 1 para todo i ∈ N y 〈xi, xj〉 = 0, con i 6= j.

Observación 1.2.

(1) En este trabajo se hará la diferencia entre variedad lineal y
subespacio cerrado (al cual también llamaremos simplemente
subespacio), ya que una variedad lineal de un espacio li-
neal X sobre un campo K = R,C es un subconjunto no vaćıo
M de X con las siguientes propiedades;

(i) Para todo x, y ∈M, x+ y ∈M.

(ii) Para todo x ∈M y α ∈ F, αx ∈M.

(2) Sea X un espacio normado, la clausura de una variedad li-
neal M es un subespacio de X, ver ([8],pg.210).

Ejemplo 1.4. Sea M un subespacio de un espacio de Hilbert H.
Entonces M es un espacio de Hilbert con el producto interno na-
tural heredado por H.

Definición 1.3 (Suma directa). Sean X un espacio vectorial, y
sean Y,Z dos variedades lineales de X tales que Y ∩ Z = {0}. Si
para cada x en X se tienen una única representación de la forma:
x = y + z; con y ∈ Y , z ∈ Z. Entonces se escribe

X = Y + Z,

y es llamado suma directa (algebraica). Si las variedades linea-
les Y, Z son cerradas en X, entonces se dice que X se descompone
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en una suma directa (topológica) de subespacios, en ese caso
se escribe

X = Y ⊕ Z.

El subespacio Z es el complemento directo algebraico de Y en
X, es decir Y es complementado por Z.

Note que el complemento directo no es único y cada uno es
isomorfo entre śı, esto se exhibe en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Sea Y = R un subespacio del plano Euclideano R2,
Y tiene una infinidad de complementos algebraicos, ya que, cual-
quier ĺınea que pase por el origen no paralela a Y es un comple-
mento directo de Y .

Sea H un espacio de Hilbert y Y subespacio de H, se define el
complemento ortogonal de Y como;

Y ⊥ := {h ∈ H : h ⊥ Y }.

Esto nos lleva a un resultado muy importante, el cual es conocido
como el teorema de la proyección o el teorema de la suma directa.

Teorema 1.1 (Teorema de la proyección). ([9], pg.146) Sea Y un
subespacio del espacio de Hilbert H, entonces

H = Y ⊕ Z, con Z = Y ⊥.

El siguiente resultado nos garantiza la existencia de un punto
tal que la distancia entre cualquier punto del espacio a un espacio
convexo1 es mı́nima.

Teorema 1.2. ([9], pg. 144) Sea X un espacio con producto in-
terno y completo. Entonces dado A un subconjunto convexo de X
diferente del vaćıo, se cumple que para todo x ∈ X, existe un único
y ∈ A tal que

δ = ı́nf
y∈A
||x− y|| = ||x− y||.

A continuación se presentarán algunas definiciones básicas que
servirán para el desarrollo de este trabajo.

1Véase [8] pg.85.
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Definición 1.4. (Isomorfismos entre espacios de Hilbert) Sean
H1, H2 dos espacios de Hilbert. H1 y H2 son isomorfos si existe
un operador T : H1 → H2 lineal y sobreyectivo tal que:

〈Tx, Ty〉H1 = 〈x, y〉H2 , para todo x ∈ H1.

El operador T es llamado unitario y esta aplicación es llamada
isomorfismo. Un isomorfismo es llamado isometŕıa si preserva
norma.

Definición 1.5 (Espacio dual). Sea X un espacio normado. El
espacio dual de X es el conjunto de todas las funcionales lineales
y acotadas en X, y es denotado por X∗.

Note que X∗ puede ser dotado de una norma definida de la
siguiente manera

||f || = sup
x∈X,x6=0

|f(x)|
‖x‖

= sup
x∈X,‖x‖=1

|f(x)|.

Por lo tanto X∗ es un espacio de Banach con la norma mencionada,
porque X∗ = L(X,K) y (K, | |) es Banach.

Definición 1.6 (Operador adjunto T ∗ en espacios de Hil-
bert). Sean H1, H2 espacios de Hilbert y T ∈ L(H1, H2). Sea
T ∗ : H1 → H2 definido por

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉,

para cada x ∈ H1 y y ∈ H2. T ∗ es llamado operador adjunto
del operador T en espacios de Hilbert.

Teorema 1.3. [8],pg.379) El operador adjunto en espacios de Hil-
bert, T ∗, de T existe, es único y es un operador lineal y acotado
con norma ||T ∗|| = ||T ||.

Sean X un espacio con producto interno, y ∈ X y considere el
funcional f : X → F, definido por;

f(x) = 〈x, y〉, para todo x ∈ X.
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El funcional f es lineal y acotado. En efecto, f es lineal por-
que el producto interno es lineal y es acotado por la desigual-
dad de Schwarz2, es decir, |f(x)| = |〈x, y〉| ≤ ‖x‖||y|| para
todo x ∈ X. Por tanto f es un elemento de L(X,F) = X∗

y ||f || = supx∈X,‖x‖=1 |f(x)| ≤ ||y||. Por otro lado ||y||||y|| =
|〈y, y〉| = |f(y)| ≤ ||f ||||y||, aśı que, ||y|| ≤ ||f ||. Por lo tanto,
||f || = ||y||. Se puede concluir que para cada funcional lineal y aco-
tada existe una correspondencia natural con cada vector y de un
espacio con producto interno X. En espacios de Hilbert el rećıpro-
co se cumple, como se observa en el siguiente teorema.

Teorema 1.4 (Teorema de representación de Riesz). ([8],pg.377)
Si H es un espacio de Hilbert y f un funcional lineal y acotado
sobre H, entonces existe un único vector y ∈ H tal que

f(x) = 〈x, y〉, para todo x ∈ H.

Más aún, ||f || = ||y||. Al único vector y ∈ H, se le llama la repre-
sentación de Riesz del funcional f en L(H,F).

Aśı, el espacio dual de H coincide con H respecto a un isomor-
fismo, es decir, L(H,F) ∼= H.

1.2. Espacios de Banach

Algunos de los resultados que se cumplen en espacios de Ba-
nach con dimensión finita se pueden generalizar a espacios de Ba-
nach con dimensión infinita. Para profundizar en las pruebas de
algunos resultados que se muestran en esta sección pueden consul-
tarse en [8] y [9].

Definición 1.7. Un espacio B, se dice de Banach si es un espa-
cio normado y completo.

Proposición 1.1. ([8], pg. 209) Si B es un espacio de Banach y
M es un subespacio de B, entonces M es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.6. Los siguientes espacios métricos son algunos ejem-
plos clásicos de espacios de Banach con su respectiva norma.

2|〈x, y〉|2 = 〈x, x〉〈y, y〉
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES
1.2. ESPACIOS DE BANACH

(i) El espacio Rn, es decir, (Rn, ‖ ‖E), con n ≥ 1.

(ii) El espacio de las funciones continuamente diferenciables, es
decir, (Cn[a, b], ‖ ‖∞), con n ≥ 1.

(iii) Los espacios lp, es decir, (lp, ‖ ‖p).

(iv) Los espacios Lp, es decir, (Lp, ‖ ‖p).

Ahora se dará un ejemplo que va en contra de la intuición en
la geometŕıa Euclideana.

Ejemplo 1.7. Sea B = R2 con norma ‖u‖ = |u1|+ |u2|, para todo
u = (u1, u2) ∈ B. Considere el cuadrado unitario centrado en el
origen, con vértices en los puntos (1, 0), (0, 1), (−1, 0), y (0,−1).
Note que en este caso las bolas unitarias serán las semirectas desde
el origen y todo el lado positivo del eje X , e Y respectivamente.

Ahora se define B0 como el conjunto formado por todos los
puntos que pertenecen a la recta que pasa por el origen con un
ángulo de 45◦ con respecto al eje X . Se puede probar que B0 es un
subespacio de B. Sea v ∈ B0 con coordenadeas v = (v1, v1). Luego,
si u = (1, 0), entonces ‖u − v‖ = |1 − v1| + |v1| y la norma de la
diferencia entre los vectores v y u alcanza su mı́nimo igual a uno,
para cualquier v1, 0 ≤ u1 ≤ 1.

Aśı, la mı́nima distancia de un vector u al subespacio B0 es
alcanzado en un conjunto infinito de vectores de B0. En el plano
R2 con la métrica Euclideana, la distancia mı́nima solo se alcan-
za en un solo vector. Sin embargo en espacios normados con un
subespacio de dimensión infinita B0 su mı́nimo puede no ser al-
canzado.

Observación 1.3. Sea L(X,Y ) el conjunto de todos los operado-
res lineales y acotados de X a Y . Si Y es completo, entonces el
conjunto L(X,Y ) es un espacio de Banach. Por tanto el espacio
dual de X, X∗, es un espacio de Banach.

Ahora se darán algunos ejemplos de espacios duales.

Ejemplo 1.8. Para el espacio Rn, cualquier funcional lineal aco-
tado f tiene la forma f(x) =

∑n
i=1 αiyi, donde cada αi es una

constante para cada i = 1, ..., n. Además, existe un isomorfismo
entre (Rn)∗ y Rn.

7
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Ejemplo 1.9. Para 1 ≤ p ≤ +∞, el espacio (lp)
∗ es isomorfo

al espacio lq, con 1
p + 1

q = 1. El isomorfismo está definido por la
siguiente formula:

f(x) =
∞∑
i=1

xiyi,

con x = (x1, ..., xn, ...) ∈ lp, y = (y1, ..., yn, ...) ∈ lq, f ∈ (lp)
∗.

Ejemplo 1.10. Para 1 ≤ p ≤ +∞, el espacio (Lp)
∗, es isomorfo

al espacio Lq con 1
p + 1

q = 1. El isomorfismo correspondiente es:

f(x) =

∫ b

a
x(t)g(t)dt, x(t) ∈ Lp, g(t) ∈ Lq, f ∈ (Lp)

∗.

A menudo es necesario resolver el problema de la construcción
de funcionales lineales con propiedades dadas, para esto se siguen
dos pasos generales: el primero es definirlo sobre un espacio de
Banach donde las propiedades requeridas son fácilmente verifica-
das, y luego por un teorema general se prueba que para cualquier
funcional de este tipo se puede extender a todo el espacio con la
preservación de las propiedades requeridas.

Teorema 1.5. (Hahn-Banach, para espacios normados)([9],
pg.221) Sea f un funcional lineal acotado sobre un subespacio Z de
un espacio X. Entonces existe un funcional lineal acotado f̃ sobre
X, el cual es una extensión de f para X y con la misma norma,
es decir; ||f ||Z = ||f̃ ||X , donde

||f ||Z = sup
x∈Z,‖x‖=1

|f(x)|, ||f̃ ||X = sup
x∈X,‖x‖=1

|f̃ |

(||f ||Z = 0, si Z = 0).

Lema 1.1. (Existencia de un funcional)([9], pg. 243) Sea Y
un subespacio propio cerrado de un espacio normado X. Sea
x0 ∈ X \ Y arbitrario y

δ = ı́nf
y′∈Y
||y′ − x0||,

la distancia desde x0 a Y . Entonces existe un f̃ ∈ X∗ tal que

||f̃ || = 1, f̃ (y) = 0 para todo y ∈ Y, f̃ (x0) = δ.

8
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Teorema 1.6. ([9], pg.223) Sean X un espacio normado y x0 6= 0
un elemento arbitrario de X. Entonces existe un funcional lineal
acotado f̃ ∈ X, talque

||f̃ || = 1, f̃ (x0) = ||x0||.

Corolario 1.1. ([9],pg. 223) Para cualquier x en un espacio nor-
mado X, se tiene que;

‖x‖ = sup
f∈X∗,f 6=0

|f(x)|
||f ||

.

Por lo tanto, si x0 es tal que f(x0) = 0, para f ∈ X∗, entonces
x0 = 0.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y sufi-
cientes para que la suma directa sea cerrada.

Teorema 1.7. (Teorema de Kober)([7] ) Sean B un espacio de
Banach y B1, B2 dos subespacios de B, tales que B1 ∩ B2 = {0}.
Entonces la suma directa B1⊕B2 es cerrada si y solo si existe una
constante k > 0 tal que para todo x ∈ B1 y y ∈ B2 se cumple que
‖x‖ ≤ k||x+ y||.

Corolario 1.2. Si uno de los subespacios B1 o B2 es de dimen-
sión finita, entonces la suma directa B1⊕B2 es cerrada, es decir,
cualquier subespacio de dimensión finita de un espacio de Banach
siempre puede ser complementado.3

Si en lugar de tener espacios de Banach, se tienen espacios
de Hilbert, entonces se garantiza que cualquier subespacio de un
espacio de Hilbert, posee un complemento, que en este caso seŕıa su
complemento ortogonal como se vio en el Teorema 1.1. Ahora para
el caso de espacios de Banach, se puede introducir un concepto
análogo al de ortogonalidad basada en la dualidad del espacio de
Banach, para ello se define lo siguiente.

Definición 1.8. Sea B un espacio de Banach y B∗ su dual. Para
cualesquiera conjuntos Y ⊂ B y Y ∗ ⊂ B∗, se definen los siguientes

3Ver la definición 1.3
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conjuntos

Y ⊥ = {f∗ ∈ B∗ : f∗(f) = 0, f ∈ Y },
Y ∗⊥ = {f ∈ B : f∗(f) = 0, f∗ ∈ Y ∗}.

Llamados complementos ortogonales de los conjuntos Y y Y ∗,
respectivamente.

En este caso, la analoǵıa con los espacios de Hilbert no es tan
cercana como se desea porque Y ⊥ es un subespacio del espacio
dual B∗, pero no del espacio original B. Esto es una manifesta-
ción adicional de la estructura geométrica compleja del espacio de
Banach.

Hablando de manera general, el complemento directo no ne-
cesariamente puede ser construido para algún espacio de Banach
arbitrario, sin embargo, como ya se indicó, para subespacios de
dimensión finita siempre se pueden complementar.

1.3. Operadores lineales

En esta sección, y en lo que sigue de este trabajo, estare-
mos considerando operadores lineales y acotados de la forma;
L : D ⊆ B1 → B2, donde B1 y B2 son espacios de Banach.
Para este tipo de operadores utilizaremos la siguiente notación:
L′(B1, B2) ⊆ L(B1, B2).

Definición 1.9. Sea L ∈ L′(B1, B2).

(i) El dominio del operador L es el subconjunto de B1 donde
L esta bien definido, denotado por D(L).

(ii) El núcleo del operador L se define como el conjunto de
todas las soluciones de la ecuación homogénea Lx = 0 con
x ∈ B1, el cual forma un subespacio de B1 denotado por
N(L) (espacio nulo del operador L).

(iii) El rango del operador L se define como el conjunto de
todos los valores del operador L, el cual es una variedad lineal
de B2 denotada por R(L).

10
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Ejemplo 1.11. Sea C[a, b] el espacio de las funciones continuas
en el intervalo [a, b] y considere la operación de diferenciación or-
dinaria. Como las funciones continuas pueden no ser diferencia-
bles, entonces se tiene que restringir el espacio C[a, b] al espacio
de todas las funciones suaves en [a, b], es decir, C∞[a, b]. Por lo
que, para x ∈ C∞[a, b], el conjunto de las imágenes es de la for-
ma (Lx)(t) = x′(t). Esta relación especifica un operador L, con
dominio C∞[a, b], es decir, L : C∞[a, b]→ C[a, b].

Definición 1.10. Dos operadores L y L̃ en L′(B1, B2) se diran que
son iguales si, D(L) = D(L̃) y Lx = L̃x, para toda x ∈ D(L). El
operador L̃ es llamado una extensión (continuación) del operador
L y el operador L es llamado una restricción de L̃ si D(L) ⊂
D(L̃) y Lx = L̃x, para toda x ∈ D(L). Esta relación entre los
operadores es denotada por : L ⊂ L̃.

Definición 1.11. La dimensión de un operador L en
L(B1, B2) se define como la dimensión de su rango, es decir,

dim(L) = dim(R(L)).

Un operador es llamado de dimensión finita si dim(L) <∞.

En la colección de todos los operadores definidos entre espa-
cios de Banach, se puede seleccionar una clase de operadores con
propiedades semejantes a la de los operadores acotados, esta es la
clase de los operadores cerrados.

Definición 1.12. Un operador lineal L en L′(B1, B2) es llamado
cerrado si, dada una sucesión {xn}n∈N convergente a x y Lxn
convergente a y, implica que x ∈ D(L) y Lx = y.

Esta definición también puede ser encontrada en otros textos
como:

(Operador lineal cerrado4) Sean X y Y espacios normados
y L : D(L) → Y un operador lineal con dominio D(L) ⊂ X.
Entonces L es llamado un operador lineal cerrado si su gráfica

G(L) = {(x, y)|x ∈ D(L), y = Lx},
4Para la equivalencia de estas definiciones puede ver ([9],pg. 293).
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es un conjunto cerrado en el espacio normado X×Y , donde las dos
operaciones algebraicas del espacio vectorial X × Y son definidas
de la manera usual, y la norma está definida por:

||(x, y)|| = ‖x‖+ ||y||.

Por otro lado se puede probar que cualquier operador acotado
definido en todo el espacio X es cerrado, pero no todo operador
cerrado es acotado, esto se deja claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.12. (Operador diferencial)([9],pg.294) Sean
X = C[0, 1] espacio de Banach y L : D(L) → X un opera-
dor definido por Lf = f ′, donde f ′ denota el diferencial de
f y D(L) es el subespacio de funciones f ∈ X el cual tiene
una derivada continua. Sin mucha dificultad se garantiza que el
operador L no es acotado, pero śı es cerrado.

Ahora una pregunta natural es ¿cuáles son las condiciones para
que un operador cerrado sea acotado? Una respuesta es dada en
el siguiente teorema.

Teorema 1.8. (Teorema de la gráfica cerrada) ([9],pg.292) Sean
B1, B2 espacios de Banach y L : D(L) → B2 un operador lineal
cerrado, con D(L) ⊂ B1. Entonces el operador L es acotado.

Lema 1.2. ([9],pg.295) Sea L : D(L) ⊆ X → Y un operador lineal
acotado, con X y Y espacios normados. Entonces:

(i) Si D(L) es un subespacio (variedad lineal cerrada) de X,
entonces L es cerrado.

(ii) Si L es cerrado y Y es completo, entonces D(L) es un subes-
pacio de X.

Definición 1.13. Un operador L en L′(B1, B2) es llamado den-
samente definido en el espacio B1 si su dominio D(L) es denso
en B1.

Si un operador es definido en todo el espacio B1 este es den-
samente definido. Sea L∗ : B∗2 → B∗1 el operador adjunto a un

12
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operador densamente definido L : B1 → B2, L∗ está determinado
de manera única por:

(L∗g)(x) = g(Lx); para todo x ∈ B1 y para todo g ∈ B∗2 . (1.1)

El operador adjunto es cerrado. En efecto, si gn → g y
L∗gn → f, entonces, para x ∈ D(L), se tiene que gn(Lx)→ g(Lx)
y gn(Lx) → f(x). Por la unicidad del ĺımite se tiene que:
g(Lx) = f(x) para toda x ∈ (D(L)) y f = L∗g. Más aún, el ope-
rador adjunto L∗ de un operador lineal acotado es también un
operador lineal acotado.

Definición 1.14. Sea L ∈ L(X,Y ) con X,Y espacios normados.
El núcleo del operador L∗, es llamado el cokernel del operador
L y es denotado por cokerL o N(L∗)(el espacio nulo del operador
L∗).

Sean B1 y B2 espacios de Banach reflexivos5 y sea
L ∈ L(B1, B2), entonces L∗∗ = (L∗)∗ = L, donde

N(L) = cokerL∗.

A continuación se darán ejemplos de este hecho.

Ejemplo 1.13. Sean H1 = Rn, H2 = Rm y L : H1 → H2 un
operador lineal que está definido por una matriz A de tamaño n×m
con entradas ai,j definida de la siguiente manera:

(Lx)j =
n∑

i=1

aijxi, j = 1, ...,m.

El espacio dual de Rm es isomorfo a Rm, y la correspondencia
entre estos espacios está dada como sigue:

f(x) =

m∑
j=1

xjηj = 〈η, x〉.

De la definición 1.6 se sigue que:

(L∗f)(x) = f(Lx) =

m∑
j=1

n∑
i=1

aijxiηj = 〈η, Lx〉.

5Véase [8] pg.267.
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El funcional aśı construido puede ser representado en la forma;

〈L∗η, x〉 =

m∑
j=1

(
n∑

i=1

aijηj

)
xj =

n∑
j=1

xjτj ,

donde τj =
∑n

i=1 aijηj . Aśı la acción del operador adjunto es
determinada por la matriz transpuesta AT = (aij) de la matriz
A = (aij), de tamaño m× n.

Ejemplo 1.14. Sea Lp[0, 1] el espacio de las funciones p-
integrables sobre [0, 1], y considere el operador integral definido
por:

(Lx)(t) =

∫ 1

0
K(t, s)x(s)ds,

donde K(t, s) es un funcional acotado medible en el cuadrado
[0, 1]× [0, 1].

Cualquier funcional f ∈ (Lp[0, 1])∗, puede se representado de
la forma

f(x) =

∫ 1

0
x(t)g(t)dt,

donde g ∈ Lq[0, 1]. Ahora, fijando g ∈ L[0, 1] y estudiando la eva-
luación del operador L∗ en el correspondiente funcional (utilizando
1.1):

(L∗g)(x) = g(Lx) =

∫ 1

0

(∫ 1

0
K(t, s)x(s)ds

)
g(t)dt.

Entonces, realizando un cambio de integración (por el teorema de
Fubini, ver [6]), se obtiene:

(L∗g)(x) =

∫ 1

0
x(s)

[∫ 1

0
K(t, s)g(t)dt

]
ds =

∫ 1

0
x(s)v(s)ds,

donde

v(s) =

∫ 1

0
K(t, s)g(t)dt.

Aśı, el operador adjunto L∗ transforma el funcional correspondien-
te para la función g en el funcional correspondiente para la función
v, es decir:

(L∗g)(s) =

∫ 1

0
K(s, t)g(t)dt.
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Por tanto, el operador adjunto para el operador integral con kernel
K(t, s) es un operador integral con núcleo K(s, t).

Ejemplo 1.15. Sea D2[0, 2] el espacio de la funciones absoluta-
mente continuas con derivadas en L2[0, 2], se considera el operador

(Lx)(t) = ẋ(t)− x(1) + x(0) ≡ ẋ(t)−
∫ 1

0
ẋ(s)ds, t ∈ [0, 2],

con valores en L2[0, 2].

Como en el ejemplo previo, considere un g ∈ L2[0, 2] y el ope-
rador L∗ sobre el correspondiente funcional:

(L∗g)(x) = g(Lx) =

∫ 2

0

(
ẋ(t)−

∫ 1

0
ẋ(s)ds

)
g(t)dt

=

∫ 2

0

(
ẋ(t)−

∫ 2

0
X[0,1](s)ẋ(s)ds

)
g(t)dt

=

∫ 2

0
ẋ(t)g(t)dt−

∫ 2

0

(∫ 2

0
X[0,1](sẋds

)
g(t)dt,

donde X[0,1] es la función caracteŕıstica en el intervalo [0, 1]. Cam-
biando el orden de las integrales en la segunda integral, se tiene;

(L∗g)(x) =

∫ 2

0

(
g(s)−X[0,1](s)

∫ 2

0
g(t)dt

)
ẋ(s)ds.

Aśı, el operador adjunto tiene la forma:

(L∗g)(t) = g(t)−X[0,1](t)

∫ 2

0
g(s)ds.

Ejemplo 1.16. Considere un operador L : Lp[0, 1]→ Lp[0, 1],
1 < p <∞, con la siguiente regla de correspondencia
(Lx)(t) = x(α(t)), donde α : [0, 1]→ [0, 1], es una aplicación
continuamente diferenciable e invertible en el intervalo [0, 1] sobre
si mismo con α′(t) 6= 0. El operador adjunto L∗ esta construida
como sigue;

g(Lx) =

∫ 1

0
g(t)x(α(t))dt,
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utilizando la siguiente sustitución

τ = α(t), dt = β′(τ)dτ

t = β(τ),

se tiene que:∫ 1

0
g(t)x(α(t))dt =

∫ 1

0
g(β(τ))x(τ)β′(τ)dτ

=

∫ 1

0
β′(τ)g(β(τ))x(τ)dτ

= (L∗g)(x).

Asi, el operador adjunto L∗ toma valores en Lq[0, 1] definidos por
(L∗g)(t) = β′(t)g(β(t)), con β = α−1.

En el conjunto de operadores cerrados hacemos notar a la clase
de operadores normalmente resolubles. Para ello véase la siguiente
definición.

Definición 1.15. Sea L ∈ L′(B1, B2) un operador densamente
definido, entonces L es llamado normalmente resoluble si su
imagen es cerrada, es decir, R(L) = R(L).

Aśı, un operador L : B1 → B2, para el cual R(L) = B2 es un
ejemplo simple de operador normalmente resoluble.

Si se considera el caso de inclusión estricta, R(L) ⊂ B2, se
muestra que si L es un operador normalmente resoluble y R(L)
no coincide con B2, entonces el espacio nulo N(L∗) del operador
adjunto L∗ es no trivial. En efecto, sea f ∈ B2 con f ∈ R(L). Como
R(L) es una variedad lineal cerrada, entonces por el teorema de
Hahn-Banach se puede construir un funcional lineal φ ∈ B∗2 tal
que φ(f) = 1 y φ(h) = 0, para todo h ∈ R(L). La última igualdad
significa que 0 = φ(h) = φ(Lx) = (L∗φ)(x), con x un vector en
D(L). Dado que D(L) es denso en B1, se tiene que L∗φ = 0, y
por lo tanto, φ ∈ N(L∗). Por la construcción, el funcional φ es
diferente del operador trivial, por tanto N(L∗) es no trivial.

En el siguiente teorema se exhiben algunas condiciones necesa-
rias y suficientes para que un operador sea normalmente resoluble.
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Teorema 1.9. Sea L ∈ L′(B1, B2) un operador cerrado densa-
mente definido, con R(L) 6= B2. Entonces L es un operador nor-
malmente resoluble si y solo si cualquiera de las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(i) N(L∗)⊥ = R(L),

(ii) La ecuación Lx = y tiene solución solo para y ∈ B2 que
satisfacen la condición φ(y) = 0, cuando φ es una solución
arbitraria de la ecuación homogénea conjugada L∗φ = 0.

Se asume que los funcionales φ1, φ2, ..., φm forman una base en
N(L∗). Entonces el requerimiento de que φ(y) = 0 es equivalente
a la siguiente condicion:

φi(y) = 0, i = 1, ...,m,

necesaria y suficiente para resolver la ecuación Lx = y.

Ahora se dará otra condición suficiente para que un operador
tenga rango cerrado.

Lema 1.3. Si L ∈ L′(B1, B2) es un operador cerrado y existe un
subespacio lineal M del espacio B2 tal que

B2 = M ⊕R(L),

entonces L es un operador normalmente resoluble (rango cerrado).

Definición 1.16. Sea L : D(L) ⊆ B → B un operador cerrado
densamente definido. Entonces L es llamado reduciblemente in-
vertible si

B = N(L)⊕R(L).

Por el lema 1.3, R(L) es un espacio cerrado, es decir, el ope-
rador reduciblemente invertible tiene rango cerrado, y la ecuación
Lx = y, y ∈ N(L), y 6= 0, no tiene solución en B.

De aqúı en adelante las dimensiones del núcleo y cokernel de
un operador juegan un papel importante por lo que se tendrá en
cuenta la siguiente notación.

n = α(L) = dimN(L),

m = β(L) = dimcokerL.
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Definición 1.17. El ı́ndice de un operador lineal L entre espacios
vectoriales se define por:

indL = α(L)− β(L).

Teniendo en cuenta la definición anterior se observa que
indL∗ = −indL. La noción de ı́ndice también es aplicable en el
caso de que uno de los números α(L)(o β(L)) sea infinito. En ese
caso el ı́ndice es igual a ±∞.

Definición 1.18. Sea L un operador cerrado y normalmente reso-
luble. Si α(L) (β(L)) es finito, entonces L es llamado n− normal
(m− normal).

En literatura diversa los operadores n-normal y m-normal son
conocidos como operadores semi-Fredolm incluyendo la clase de
Φ+−operadores (α(L) <∞) y Φ−−operadores (β(L) <∞).

Para un operador cerrado densamente definido L, las propie-
dades de n-normal y m-normal son simétricas con respecto a la
operación conjugación.

1.4. Operadores de Fredholm

Erik Ivar Fredholm, fue pionero en la teoŕıa de operadores que
hoy en d́ıa lleva su nombre, durante el año 1903 publicó un art́ıculo
con lenguaje moderno en el cual trabajaba ecuaciones integrales
del tipo;

h(t) = λg(t)−
∫ b

a
k(t, u)g(u) du, (1.2)

donde k(t, u) es una función continua para a ≤ t, u,≤ b, λ ∈ C y
g la incógnita. La ecuación mencionada anteriormente es conocida
como ecuación integral de Fredholm de segunda especie.

La ecuación 1.2 puede ser reescrita de una manera más sencilla,
simplificando la notación, esto gracias al uso de la moderna teoŕıa
de operadores. De esta manera, consideremos

Kg(t) =

∫ b

a
k(t, u)g(u) du, (1.3)
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donde K : C[a, b] → C[a, b] es un operador compacto. Por lo que
ahora podemos escribir a la ecuación 1.2 como:

h = (λI −K)g. (1.4)

Por lo cual, para resolver 1.2, es imprescindible el estudio del ope-
rador,

A = λI −K.

Por otro lado, gracias al trabajo de Fredholm, este tema inicia
el desarrollo de una manera más general y esto se da en un art́ıculo
de Calkin. En las recientes décadas pasadas se ha incrementado el
estudio en esta área y por lo cual se ha aumentado la bibliograf́ıa,
por ello muchas de ellas se consideran clásicas.

Definición 1.19. Sean X,Y espacios normados y L ∈ L(X,Y ),
L es llamado operador de Fredholm si R(L) es un subespacio
cerrado de Y , α(L) <∞ y β(L) <∞.

Por 1.17 podemos definir el ı́ndice de un operador de
Fredholm L entre espacios de Banach como: ind(L) = α(L) −
β(L).

Definición 1.20. Si indL = 0 (α(L) = β(L)), entonces el opera-
dor L es llamado un operador de Fredholm de ı́ndice cero.

Ahora se darán algunos ejemplos sobre este tipo de operadores.

Ejemplo 1.17. Una matriz A rectangular de tamaño m× n, con
coeficientes en los enteros es un ejemplo simple de un operador
de Fredholm. En efecto, sea el R(A) = n1 ≤ mı́n(m,n). Como la
dimensión del espacio nulo N(A) es igual al defecto de la matriz
A y el R(A) = n1, entonces se tiene:

dimN(A) = n−R(A) = n− n1 = t.

Teniendo en cuenta que R(A) = R(A∗), se tiene que dimN(A∗) =
m− n1 = d y por lo tanto,

indA = dimN(A)− dimN(A∗) = t− d = n−m 6= 0,

cuando n 6= m.

Por otro lado, si m = n(t = d), entonces indA = 0. Es decir,
una matriz cuadrada A de tamaño n× n es un ejemplo simple de
un operador de Fredholm con ı́ndice cero.
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Ejemplo 1.18. El operador integro-diferencial

L : D2[0, 2]→ L2[0, 2] definido por:

(Lx)(t) = ẋ(t)−
∫ 1

0
ẋ(s)ds

es un operador de Fredholm. En efecto, la ecuación homogénea del
operador (Lx)(t) = 0 tiene dos soluciones linealmente indepen-
dientes, a saber x1(t) = 1 y x2(t) = t, mientras que la ecuación
(L∗g)(t) = 0 posee una solución g1(t) = X[0,1](t). Por lo tanto, L
es un operador de Fredholm con ı́ndice cero.

Ejemplo 1.19. Considere el operador L : l2 → l2 definido por
Lx = (x2, x3, ...), para todo x ∈ l2. Entonces L y L∗ son operadores
de Fredholm. En efecto, el operador L es lineal y continuo, por
lo tanto, posee un operador adjunto L∗ : l2 → l2. La igualdad
〈Lx, y〉 = 〈x, L∗y〉, es válida para todo x, y ∈ l2, lo cual implica
que L∗y = (0, y1, y2, ...) para y = (y1, y2, ...) ∈ l2.

El núcleo del operador L consiste de todos los vectores de la
forma (c, 0, 0, ...), con c un número arbitrario. Para el núcleo del
operador L∗, se tiene que N(L∗) = {0}, y por tanto,

dimN(L) = 1 y dimN(L∗) = 0.

Ejemplo 1.20. Los operadores Lk y (L∗)k, con Lx = (x2, x3, ...)
para toda x = (x1, x2, x3, ...) ∈ l2, son también operadores de
Fredholm.

En efecto, el operador Lk transforma un elemento
x = (x1, x2, x3, ...) ∈ l2 de acuerdo a la siguiente regla de co-
rrespondencia Lkx = (xk+1, xk+2, ...). El operador adjunto (L∗)k

esta definido por la igualdad siguiente:

(L∗)ky = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸
k

, y1, y2, ...) para toda y = (y1, y2, ...) ∈ l2.

Aśı, el N(Lk) consta de todos los elementos de la forma
x = (α1, α2, ..., αk, 0, 0, ...), donde cada αi es un número arbitra-
rio para todo i = 1, ..., k. Entonces la dimN(Lk) = k. El núcleo
del operador (L∗)k esta formado por todos el elemento cero, es
decir, dimN((L∗)k) = {0}. Por ello

indLk = k y ind(L∗)k = −k.
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Por lo tanto, Lk y (L∗)k son operadores de Fredholm.

Sea L ∈ L(B1, B2) un operador de Fredholm con B1 y B2

espacios de Banach. Como los espacios nulos N(L) y N(L∗) son
de dimensión finita entonces tienen complemento directo (ver 1.3).
Por ello, estudiaremos la relación que hay entre el espacio nulo
N(L∗) y el rango del operador L. Si g ∈ N(L∗) ⊆ B∗2 , entonces

0 = (L∗g)x = g(Lx)

para todo x ∈ B1, es decir, el funcional g es ortogonal a R(L).
Si g ∈ R(L)⊥, entonces g(Lx) = 0 para todo x ∈ B1. Por tanto,
g ∈ B∗2 y L∗g = 0.

Aśı, el espacio nulo N(L∗) del operador adjunto L∗ es un
complemento ortogonal de la imagen del operador L (es decir,
N(L∗) = R(L)⊥), y

B2 = Y0 ⊕R(L),

donde Y0 es isomorfo al espacio nulo N(L∗).

Ahora consideremos la relación entre N(L) y R(L∗). Si
x ∈ N(L) y f ∈ R(L∗), entonces f(x) = (L∗g)(x) = g(Lx) = 0,
es decir, N(L) y R(L∗) son ortogonales, es decir, N(L) = R(L∗)⊥.
Aśı,

B1 = N(L)⊕X0,

donde X0 es isomorfo al espacio R(L∗).

1.5. Operadores de dimensión finita

En esta sección se considerarán una clase muy especial de ope-
radores lineales, los cuales están dentro de la teoŕıa general de
operadores lineales y acotados. Una de sus aplicaciones es la cons-
trucción de operadores inversos generalizados para operadores de
Fredholm mediante la relación que existe entre el operador pro-
yección sobre el núcleo (cokernel) del operador de Fredholm y los
operadores de dimensión finita. Por ello, se estudiarán algunas pro-
piedades de los operadores de dimensión finita y de los operadores
proyección.
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Definición 1.21. Sean B un espacio de Banach y P : B → B una
aplicación lineal. Si P2 = P, es decir P(P(x)) = P(x) para todo
x en el espacio B, P es llamado una proyección en el espacio B.

Ahora se darán algunos ejemplos clásicos:

Ejemplo 1.21.

(i) El operador identidad Id, en cualquier espacio de Banach,
es una proyección en el espacio de Banach.

(ii) El operador nulo es una proyección en el espacio de Banach.

(iii) Si P es una proyección en el espacio de Banach, entonces
Id − P es una proyección en el mismo espacio. En efecto,
como P2 = P, se tiene lo siguiente:

(Id− P)2 = (Id− P)(Id− P)

= Id− P − P + P2

= Id− P.

Lema 1.4. [3, pg.30] Sean B un espacio de Banach y P una
proyección en el espacio B, con núcleo N(P) y rango R(P). Las
siguientes afirmaciones se cumplen:

(i) R(P) = N(Id− P) = {x ∈ B : Px = x}.

(ii) N(P) = R(Id− P).

(iii) R(P) ∩N(P) = {0} y B = R(P) +N(P).

(iv) Si B1 y B2 son subespacios de B tal que B1∩B2 = {0} y B =
B1 + B2, entonces el espacio B tiene una única proyección
Q tal que B1 = R(Q) y B2 = N(Q).

Teorema 1.10. Si P es una proyección continua en un espacio
de Banach B, entonces

B = R(P)⊕N(P), (1.5)

donde R(P) y N(P) son subespacios cerrados del espacio B.
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Demostración. Se sabe que los operadores P e Id − P son conti-
nuos. Por otro lado, los subespacios N(P) y R(P) = N(Id − P)
(la ultima igualdad es válida por el lema 1.4 inciso (i)) son cerra-
dos. Por tanto, el teorema se concluye por el inciso (iii) del lema
1.4.

Sea L ∈ L(B1, B2) un operador de Fredholm tal que α(L) = t
y β(L) = d. Sean {fi}ti=1 y {ρs}ds=1 bases en los espacios nulos
N(L) y N(L∗) de los operadores L y L∗, respectivamente. Por el
Lema 1.1, existen funciones continuas linealmente independientes,
a saber, {γj}tj=1 ⊂ B∗1 ; y elementos {ψk}dk=1 ⊂ B2, biortogonales
para estas bases, es decir;

γj(fi) = δji, i, j = 1, ..., t,

y

ρs(ψk) = δsk, s, k = 1, ..., d.

Ahora, se definen los operadores finitos PL : B1 → B1 y
PL∗ : B2 → B2 como sigue:

PLx =
t∑

i=1

γi(x)fi y PL∗y =
d∑

s=1

ρs(y)ψs. (1.6)

Se estudiará la relación entre los subespacios de B1 y B2 que son
descompuestos por los operadores PL y PL∗ , respectivamente.

Lema 1.5. Sean PL : B1 → B1 y PL∗ : B2 → B2 definidos como
en 1.6. Entonces, los operadores PL y PL∗ son proyecciones con-
tinuas. Además, B1 y B2 tienen descomposición en suma directa
como:

B1 = N(L)⊕X0, B2 = Y0 ⊕R(L), (1.7)

donde N(L), X0, Y0 y R(L) son subespacios cerrados.

Demostración. Primero se probará que los operadores PL y PL∗ ,
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son proyecciones.

P2
Lx = PL(PLx)

=

t∑
i=1

γi

 t∑
j=1

γj(x)fj

 fi

=

t∑
i=1

t∑
j=1

γi(fj)γj(x)fi

=

t∑
i=1

t∑
j=1

δijγj(x)fi

=

t∑
i=1

γi(x)fi

= PLx,

y

P2
L∗y = PL∗(PL∗y)

=

d∑
s=1

ρs

(
d∑

k=1

ρk(y)ψk

)
ψs

=

d∑
s=1

d∑
k=1

ρs(ψk)ρk(y)ψs

=

d∑
s=1

d∑
k=1

δskρk(y)ψs

=

d∑
s=1

ρs(y)ψs

= PL∗x.

La continuidad de las proyecciones PL y PL∗ se sigue de la
continuidad de las funciones γj con j = 1, ..., t, y ρs con s = 1, ..., d;
y del hecho de que las sumas usadas para definir los operadores
PL y PL∗ son finitos dimensionales.
Luego, por el Teorema 1.10, las proyecciones PL y PL∗ separan
los espacios B1 y B2 en sumas directas topológicas de subespacios
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cerrados como:

B1 = N(PL)⊕R(PL), B2 = N(PL∗)⊕R(PL∗).

Para probar la relación 1,7 es necesario y suficiente mostrar
que:

(i)N(L) = R(PL) (ii)R(L) = N(PL∗)
(iii)Y0 = R(P∗L) (iv)X0 = N(PL)

(1.8)

Como

LPLx = L

(
t∑

i=1

γi(x)fi

)

=
t∑

i=1

γi(x)Lfi

= 0.

Se tiene que R(PL) ⊂ N(L).

Si x ∈ N(L), entonces x =
∑n

i=1 cifi. Para poder aplicar las
funcionales γj , con j = 1, ..., t basta la ultima igualdad, si se toma
ci = γi(x), es decir, x =

∑t
i=1 γi(x)fi.

Sin embargo, x = PLx, se sigue de la afirmación (i) 1.4 que
x ∈ R(PL). Por lo cual, N(L) ⊂ R(PL). Aśı la igualdad del inciso
(i) de 1.8.

Por otro lado

PL∗Lx =
d∑

s=1

ρs(Lx)ψs

=
d∑

s=1

(L∗ρs)(x)ψs = 0,

donde ρs son los vectores básicos del espacio nulo del operador
L∗, por lo cual; R(L) ⊂ N(PL∗).

Ahora, si y ∈ N(PL∗), entonces PL∗y =
∑d

i=1 ρs(y)ψs = 0,
esto implica que ψs(y) = 0 para s = 1, ..., d, esto se debe a la
resolubilidad normal del operador L, esto dirá que y ∈ R(L). Por
lo tanto, N(PL∗) ⊂ R(L) y aśı la igualdad (ii) de la relación 1.8,
está probada.
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Las igualdades (iii) y (iv) de la relación 1.8 se prueban de
manera análoga.

Se concluye que de las relaciones en 1.8 se implica que las
proyecciones PL y PL∗ descomponen a los espacios B1 y B2 en
sumas directas de subespacios cerrados.

A continuación se construyen cierto tipo de operadores de di-
mensión finita los cuales nos servirán en la construcción de inversas
generalizadas.

Sea p = mı́n(t, d), donde t = dimN(L) y d = dimN(L∗).
Ahora, consideremos los siguientes operadores definidos sobre B1

y B2, respectivamente.

PL : B1 →
{
N1 ⊂ N(L∗) si t ≤ d,
N(L∗) si t ≥ d, (1.9)

donde PL está definido como: PLx =
∑p

i=1 γi(x)ψi.

PL∗ : B2 →
{

N(L) si t ≤ d,
N2 ⊂ N(L) si t ≥ d, (1.10)

y donde PL∗ se define como: PL∗y =
∑p

s=1 ρs(y)fs.

Nuestro principal interés es garantizar que los rangos de los
operadores PL y PL∗ , pertenecen a subespacios de los espacios
nulos N(L∗) y N(L), respectivamente. En efecto, de la Ecuación
1.8-(i),(ii) y del Lema 1.4-(i) tenemos que los subespacios N(L) y
N(L∗) están formados por elementos que satisfacen las relaciones:

PLx0 = x0 para todo x0 ∈ B1,

y

PL∗y0 = y0 para todo y0 ∈ B2,

respectivamente.

Sean x0 = PL∗y y y0 = PLx; donde x ∈ B1 y y ∈ B2.
Entonces,
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PLx0 = PLPL∗y

=

t∑
i=1

γi

(
P∑

s=1

ρs(y)fs

)
fi

=

t∑
i=1

p∑
s=1

γi(fs)ρs(y)fi

=

p∑
s=1

ρs(y)fs

= x0,

dado que

γi(fs) =

{
δis para i, s = 1. . . . , p,
0 para i > p.

Análogamente,

PL∗y0 = PL∗PLx

=

d∑
s=1

ρs

(
p∑

i=1

γi(x)ψi

)
ψs

=

d∑
s=1

p∑
i=1

ρs(ψi)γi(x)ψs

=

p∑
i=1

γi(x)ψs

= y0,

dado que

ρs(ψi) =

{
δsi para s, i = 1. . . . , p,
0 para i > p.

Aśı, los rangos de los operadores PL y PL∗ son subespacios de
los espacios N(L∗) y N(L), respectivamente.

Ahora, el siguiente lema establece la relación entre las proyec-
ciones mencionadas en (1.6) y los operadores de dimensión finita
establecidos en (1.9, 1.10).
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Lema 1.6. Sean los operadores PL,PL∗ ,PL y PL∗ definidos como
en (1.6), (1.9) y (1.10) respectivamente. Entonces se satisfacen las
siguientes relaciones:

(i) PL∗PL = PLPL = PL,

(ii) PLPL∗ = PL∗PL∗ = PL∗,

(iii) PLPL∗y =
∑p

s=1 ρs(y)ψs,

(iv) PL∗PLx =
∑p

i=1 γi(x)fi.

El lema se prueba de manera inmediata.
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Caṕıtulo 2

Inversas generalizadas

En este caṕıtulo se definirán las inversas laterales de un ope-
rador, además se darán condiciones necesarias y suficientes para
garantizar la existencia de dichos operadores invertibles. Las inver-
sas externas e internas serán definidas, aśı mismo, se presentarán
algunos resultados de los mismos. Finalmente se definirá la pseu-
doinversa de Moore-Penrose.

2.1. Inversas laterales

En esta sección se darán algunos resultados conocidos, por lo
cual se omitirán sus pruebas, sin embargo son de utilidad para
este trabajo por lo que se presentan aqúı, pero puede encontrar
las pruebas de las mismas en [12] y [10].

Definición 2.1. Un operador L ∈ L(B1, B2) es llamada inverti-
ble por la izquierda si existe un operador L′ ∈ L(B2, B1) tal que
L′L = IB1. El operador L′ es llamado inverso izquierdo para L
y es denotado por: L−1

l .

Definición 2.2. Un operador L ∈ L(B1, B2) es llamado inverti-
ble por la derecha si existe un operador L′ ∈ L(B2, B1) tal que
LL′ = IB2. El operador L′ es llamado inverso derecho para el L
y es denotado por: L−1

r .

Se denotará como IB1 y IB2 a los operadores identidad en los
espacios B1 y B2 respectivamente.
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Los siguientes teoremas dan condiciones necesarias y suficien-
tes para garantizar la existencia de los operadores inversos tanto
por la derecha como por la izquierda.

Teorema 2.1. Sea L ∈ L(B1, B2). Entonces L es invertible por
la derecha si y solo si cumple las siguientes condiciones:

(i) R(L) = B2;

(ii) N(L) posee un complemento directo en B1.

La relación 1.1 implica que la condición R(L) = B2 sea equi-
valente a la igualdad N(L∗) = {0}. Luego, por el corolario 1.2 la
segunda condición es válida, si el N(L) es de dimensión finita.

Teorema 2.2. Sea L ∈ L(B1, B2). Entonces L es invertible por
la izquierda si y solo si cumple las siguientes condiciones:

(i) R(L) es un subespacio con complemento directo en B2;

(ii) N(L) = {0}.

Si N(L∗) es de dimensión finita, entonces la primera condición
se satisface por la relación 1.1 y Corolario 1.2.

Definición 2.3. Sea L ∈ L(B1, B2), se llamará invertible en el
sentido más general si existe un operador T ∈ L(B2, B1) tal que

LTL = L.

El operador T es llamado la inversa generalizada del operador
L y es denotado por: L−.

Si un operador L ∈ L(B1, B2) es invertible tanto por la izquier-
da como por la derecha, entonces este es invertible. Los operadores
lineales acotados unilateralmente invertibles son invertibles en el
sentido generalizado.

Teorema 2.3. Sea L ∈ L(B1, B2). Entonces L es invertible en el
sentido generalizado si y solo si

(i) L es un operador densamente definido y con rango cerrado;
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(ii) El subespacio N(L) posee un complemento directo en B1;

(iii) El subespacio R(L) posee un complemento directo en B2.

Corolario 2.1. Sea L ∈ L(H1, H2), con H1 y H2 espacios de
Hilbert, entonces el operador L es invertible en el sentido genera-
lizado si y solo si L es un operador densamente definido con rango
cerrado.

Corolario 2.2. Cualquier operador finito dimensional en
L(B1, B2) es invertible en el sentido general.

2.2. Inversas internas y externas

En esta sección se darán las definiciones de inversas internas
como externas, en espacios de Banach, aśı mismo se darán algunas
propiedades de las mismas.

Definición 2.4. Sea L ∈ L(B1, B2). Se dirá que un operador es
una inversa generalizada interna del operador L, si existe
T ∈ L(B2, B1), tal que LTL = L. El operador T se llama inver-
sa generalizada interna y se denota por: Ti, el operador Ti es
interno regular.

Definición 2.5. Sea L ∈ L(B1, B2). Se dirá que un operador es
una inversa generalizada externa del operador L, si existe
T ∈ L(B2, B1) y T diferente del operador nulo, tal que TLT = T .
El operador T se llama inversa generalizada externa y se de-
nota por: Te. En este caso Te es externo regular.

Definición 2.6. Sea L ∈ L(B1, B2). Un operador T ∈ L(B2, B1)
se llama inversa generalizada reflexiva de L, si T es inversa
externa e interna de L.

Lema 2.1. Si L ∈ L(B1, B2) entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen.

(i) Si L es invertible, entonces L−1 es la única inversa genera-
lizada interna de L.

(ii) Si Ti, T
′
i ∈ L(B2, B1) son inversas generalizadas internas de

L, entonces TiLT
′
i es una inversa generalizada reflexiva de

L.
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(iii) Si T ∈ L(B2, B1) es inversa generalizada interna o externa
de L, entonces LT es una proyección en L(B2), y TL es una
proyección en L(B1).

Demostración. (i) Supóngase que L′ es otra inversa generaliza-
da interna de L, de tal manera que L′ 6= L−. De la definición
se tiene que LL′L = L y LL−L = L, de las igualdades ante-
riores se tiene LL′L = LL−L. Como L es invertible se sigue
que LL− = L−L = Id, multiplicando por L− por la izquier-
da y por la derecha en ambos lados de la igualdad anterior,
se obtiene que; L′L = L−L, aśı L′ = L−, lo cual asegura que
solo hay una única inversa generalizada interna de L.

(ii) Por definición de inversa generalizada interna se tiene:

LTiL = L y LT
′
iL = L.

Se afirma que TiLT
′
i es una inversa externa generalizada in-

terna de L. En efecto,

L(TiLT
′
i )L = (LTiL)T

′
iL = LT

′
iL = L.

Ahora se mostrará que TiLT
′
i es una inversa generalizada

externa de L.

(TiLT
′
i )L(TiLT

′
i ) = Ti(LT

′
iL)(TiLT

′
i )

= TiL(TiLT
′
i )

= Ti(LTiL)T
′
i

= TiLT
′
i .

Luego TiLT
′
i es inversa generalizada interna y externa de L

y por lo tanto, es una inversa generalizada reflexiva de L.

(iii) Supóngase que T es una inversa interna de L, es decir, Ti,
luego

(LTi)
2 = (LTi)(LTi) = (LTiL)Ti = LTi,

aśı, LTi es un operador idempotente y LTi es un operador
de B2 en B2, por lo que LTi es una proyección en L(B2). De
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manera análoga se demuestra que TiL es una proyección en
L(B1), ya que

(TiL)2 = (TiL)(TiL) = Ti(LTiL) = TiL.

Por otro lado, si T es una inversa generalizada externa, es
decir Te de L. Se cumple que

(LTe)
2 = (LTe)(LTe) = L(TeLTe) = LTe,

también

(TeL)2 = (TeL)(TeL) = (TeLTe)L = TeL,

aśı, LTe y TeL son operadores idempotentes, por lo tanto
son proyecciones en L(B2) y L(B1) respectivamente.

Observación 2.1. Del lema 2.1 se sigue que L tiene inversa ge-
neralizada reflexiva si y solo si L es interno regular.

Teorema 2.4. Si Ti ∈ L(B2, B1) es una inversa generalizada in-
terna de L ∈ L(B1, B2), entonces LTi es una proyección de B2

sobre R(L), Id − TiL es una proyección de B1 sobre N(L). En
consecuencia, R(L) y N(L) son subespacios complementarios de
B2 y B1 respectivamente.

Demostración. Se tiene que R(LTi) ⊂ R(L). Ahora supónga-
se que x ∈ R(L). Entonces existe algún y ∈ B1, tal que
x = Ly = LTiLy = LTix. En consecuencia, x ∈ R(LTi).

Si x ∈ N(L), entonces (Id − TiL)x = x. Por lo tanto,
N(L) ⊂ R(Id− TiL). Por otro lado, sea x ∈ R(Id − TiL), como
Id− TiL es una proyección, se sigue que x = (Id− TiL)x, implica
que TiLx = 0. Por lo tanto, Lx = LTiLx = 0 y x ∈ N(L).

Teorema 2.5. Sea L ∈ L(B1, B2). Si R(L) y N(L) son subes-
pacios complementarios y cerrados de B2 y B1 respectivamente,
entonces L es interno regular

Demostración. Supóngase que existen subconjuntos cerrados M
de B1 y N de B2, tales que B1 = M ⊕N(L) y, B2 = R(L) ⊕N .
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En general, el operador L tiene la siguiente forma matricial con
respecto a la descomposición de estos espacios:

L =

[
L1 L3

L4 L2

]
:

[
M
N(L)

]
→
[
R(L)
N

]
.

Note que L3 representa la restricción de L que va del N(L) a R(L),
y L2 es la restricción de L que va de N(L) a N , aśı, se sigue que
L3 = O y L2 = O. Además, L4 es la restricción de L el cual va
de M a N , y N es un subespacio complementario de R(L). Por lo
tanto, L4 = O. En consecuencia, L tiene la siguiente forma

L =

[
L1 O
O O

]
:

[
M
N(L)

]
→
[
R(L)
N

]
. (2.1)

Como N(L) = N(L1) ⊕ N(L), se sigue que N(L1) = {0}. La
igualdad R(L) = R(L1) es clara. Por lo tanto, L1 es un operador
invertible de M a R(L). Sea S ∈ L(B1, B2) arbitrario. Entonces S
tiene la siguiente forma:

S =

[
S1 S3

S4 S2

]
:

[
R(L)
N

]
→
[
M
N(L)

]
.

Una multiplicación directa de matrices demuestra que S es una
inversa generalizada interna de L si y solo si S1 = S−1 , donde S1

es invertible. Por lo tanto, existen inversas generalizadas internas
de L y todas ellas tienen la siguiente forma:

S =

[
S1 S3

S4 S2

]
:

[
R(L)
N

]
→
[
M
N(L)

]
, (2.2)

donde S3, S4 y S2 son operadores lineales arbitrarios sobre los
correspondientes subespacios.

El siguiente corolario da una caracterización sobre operadores
internos regulares.

Corolario 2.3. Un operador L ∈ L(B1, B2) es interno regular si
y solo si N(L) y R(L) son subespacios complementarios cerrados
de B1 y B2.
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Por otro lado, si Ti es una inversa generalizada interna de L
entonces se pueden dar las formas matriciales de L y Ti con respec-
to a las descomposiciones de los espacios B1 y B2 de la siguiente
forma; B1 = R(TiL)⊕N(L) y B2 = R(L)⊕N(LTi). Para esto se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sea L ∈ L(B1, B2) un operador interno regular,
y sean M y N subespacios cerrados de B1 y B2 respectivamente,
tal que B1 = M ⊕ N(L) y B2 = R(L) ⊕ N . Entonces L tiene la
siguiente forma matricial:

L =

[
L1 O
O O

]
:

[
M
N(L)

]
→
[
R(L)
N

]
,

donde L1 es invertible.

Además, si Ti es una inversa generalizada interna de L tal que
R(TiL) = M y N(LTi) = N , entonces Ti tiene la siguiente forma:

Ti =

[
L−1 O
O W

]
:

[
R(L)
N

]
→
[
N

N(L)

]
,

donde W ∈ L(N,N(L)) es arbitrario.

Demostración. Para verificar que L tiene esa forma, veamos la
expresión 2.1. De acuerdo a la expresión en 2.2 sabemos que Ti
tiene la forma

Ti =

[
L−1 U
V W

]
:

[
R(L)
N

]
→
[
M
N(L)

]
.

Si R(TiL) = M , se sigue que TiL es la proyección de B1 sobre M
a lo largo de N(L). Aśı,

TIL =

[
Id O
O O

]
:

[
M
N(L)

]
→
[
M
N(L)

]
.

De otra manera,

TiL =

[
Id O
V L1 O

]
,
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con respecto a la misma descomposición. Por lo tanto, V = O y
por la misma razón LTi es la proyección de B2 sobre R(L) a lo
largo de N . Finalmente, se tiene que U = O.

Del Teorema 2.6, se observa que la inversa generalizada interna
es única si se fija el rango y el espacio nulo de un operador.

Teorema 2.7. Sea L ∈ L(B1, B2), existe una inversa generalizada
externa Te ∈ L(B2, B1) de L(Te 6= O) si y solo si L 6= O.

Demostración. Si TeLTe = Te y Te 6= O, entonces es claro que
L 6= O. De otra manera, si T 6= O, entonces existe algún x0 ∈
B1 tal que Lx0 = y0 6= 0. Considere las descomposiciones de los
espacios1 B1 = span{x0} ⊕ M y B2 = span{y0} ⊕ N para los
subespacios cerrados M,N de B1, B2 respectivamente. Entonces
L tiene la forma matricial siguiente

L =

[
L11 L12

O L22

]
:

[
span{x0}

M

]
→
[
span{y0}

N

]
.

Aqúı L11x0 = Lx0 = y0 y L11 es invertible. Considere el operador

Te =

[
L−11 O
O O

]
:

[
span{y0}

N

]
→
[
span{x0}

M

]
.

Se observa que Te 6= O y además TeLTe = Te.

Al conjunto de las inversas generalizadas externas de L será
denotado por Γe. Note que si Te es una inversa externa de L,
entonces L es inversa generalizada interna de Te.

Ahora veamos la forma matricial para las inversas generaliza-
das externas.

Teorema 2.8. Sean L ∈ L(B1, B2) un operador distinto de cero,
y M,N subespacios de B1 y B2 respectivamente, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) Existe un operador distinto de cero Te ∈ L(B2, B1) tal que

TeLTe = Te, R(Te) = M y N(Te) = N.

1ver [8], página 45.
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(ii) M y N son subespacios cerrados complementarios de B1 y
B2 respectivamente, L(M) es cerrado, L(M)⊕N = B2, y la
restricción L|M : M → L(M) es invertible.

Si (i) o (ii) se satisfacen, entonces el operador Te en la parte
(i) es único.

Demostración. (i) ⇒ (ii): Sea TeLTe = Te 6= O,R(Te) = M y
N(Te) = N . Dado que L es una inversa generalizada interna de
Te, se sigue que TeL es una proyección de B1 sobre M = R(Te)
y Id − LTe es una proyección de B1 sobre N = N(Te). Luego
L(M) = R(LTe) es un subespacio cerrado complementario de N
de B2. Ahora, la restricción L|M : M → L(M) es sobreyectivo.

Supóngase que existe algún y ∈ B2 tal que Tey = x. Por lo
tanto, se tiene que 0 = TeLx = TeLTey = Tey, esto implica que
x = 0. Aśı, se sigue que L|M es inyectivo sobre M . Finalmente,
L|M : M → L(M) es invertible.

(ii)⇒ (i) Existe un subespacio cerrado M1 de B1 tal que B1 =
M ⊕M1. También, se satisface que B2 = L(M) ⊕ N . Considere
la forma matricial de L con respecto a estas descomposiciones de
espacios:

L =

[
L1 L2

L3 L4

]
:

[
M
M1

]
→
[
L(M)
N

]
. (2.3)

Como L aplica M a T (M), se obtiene T4 = O. Dado que la res-
tricción T1 = T |M : M → L(M) es invertible, el operador

Te =

[
L−1 O
O O

]
:

[
T (M)
N

]
→
[
M
M1

]
, (2.4)

satisface el inciso (i). Ahora, supóngase que (i) o (ii) se cumple.
Considere un operador arbitrario Te ∈ L(B2, B1), satisface (i).
Entonces Te tiene la forma

Te =

[
L U
V W

]
:

[
T (M)
N

]
→
[
M
M1

]
,

Para algunos operadores lineales acotados L,U, V,W . Las hipótesis
R(Te) = M implica que V = O y W = O. Si N(Te) = N , entonces
U = O, y L es invertible. Ahora la condición TeLTe = Te implica
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que LL1L = L. Como L es invertible, se obtiene L = L−1 . por lo
tanto Te = L1. Por construcción Te es única.

Si las condiciones 2.3 y 2.4 se cumplen, entonces existe una
única inversa generalizada externa Te de L con rango M y espa-
cio nulo N prescritos, dicho espacio será denotado por TM,N . El
siguiente corolario muestra la forma matricial de L y su inversa
generalizada exterior TM,N .

Corolario 2.4. Bajo las condiciones 2.3 y 2.4, del Teorema 2.8,
Sea Te = TM,N la correspondiente inversa generalizada externa de
L. Entonces L tiene la siguiente forma matricial:

L =

[
L1 O
O L2

]
:

[
M

N(TeL)

]
→
[
L(M)
N

]
,

donde L1 es invertible. Además, ΓM,N tiene la siguiente forma

TM,N =

[
L−1 O
O O

]
:

[
T (M)
N

]
→
[

M
N(TeL)

]
.

Demostración. Tomando M1 = N(TeL) en la prueba del Teorema
2.8, y considere la forma 2.4. Ahora,

TeL =

[
Id L−1 L3

O O

]
:

[
M

N(TeL)

]
→
[

M
N(TeL)

]
.

Como TeL es la proyección sobre R(TeL) = R(Te) = M paralelo
a N(TeL), se sigue que L3 = O. El resto se sigue de la prueba del
Teorema 2.8.
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Caṕıtulo 3

Inversas generalizadas
para operadores de
Fredholm es espacios de
Banach

En este caṕıtulo se estudiará una manera muy práctica de uti-
lizar los operadores compactos1, es decir, se trabajará con la cerra-
dura de operadores lineales finitos(mencionados en la sección de
preliminares). Todo esto con el fin de construir la inversa genera-
lizada para operadores de Fredholm sobre los espacios de Banach.
Por lo cual se dará un resultado análogo al lema de Schmidt pa-
ra operadores de Fredholm, y eso se hará usando el Teorema de
Atkinson2 sobre la representación de operadores de Fredholm en
forma de suma de operadores de dimensión finita e inversas unila-
terales.

1Ver [8] pagina 252
2Para ver la prueba del teorema ver [12] página 90 y [4] página 37,
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3.1. Un análogo del Lema de Schmidt para
operadores de Fredholm en espacios de
Banach

Un método para la construcción de inversas generalizadas para
operadores de Fredholm es mediante el uso de la llamada estruc-
tura de Schmidt [M. M. Vainberg and V. A. Trenogin, Theory of
Branching of the Solutions of Nonlinear Equations [in Russian],
Nauka, Moscow (1969)]. Una clase de operadores de Fredholm in-
vertibles generalizados es descrita por el Teorema de Nikol’skii
[S. M. Nikol’skii, “Linear equations in linear normed spaces,” Izv.
Akad. Nauk SSSR, 7, No. 3, 147–163 (1943)]. De acuerdo con este
Teorema, un operador linealmente acotado de Fredholm definido
sobre un espacio normado puede ser representado en la forma de
una suma de un operador acotado e invertible y un operador de
dimensión finita. En [F. V. Atkinson, “Normal solvability of linear
equations in normed spaces,” Mat. Sb. Nov. Ser., 28, No. 1, 3–14
(1951).] Atkinson generalizo el Teorema de Nikol’skii para el caso
de operadores Noetherian invertibles generalizados, en donde se
establece que cualquier operador Noetherian puede ser represen-
tado en la forma de una suma de inversa lateral con un operador
de dimensión finita.

El Lema de Schmidt, es muy relevante en el álgebra pero la-
mentablemente no es válido para los operadores de Fredholm, por
lo que en esta sección se podrá establecer y demostrar un análogo
al ya conocido lema de Schmidt, esto se hará con ayuda del Teore-
ma Atkinson. Recordar que el Teorema Atkinson generaliza el
Teorema de Nikol’skii3 para el caso de operadores de Fredholm.

Lema 3.1. Sean L ∈ L(B1, B2) un operador de Fredholm de cual-
quier ı́ndice y consideremos el operador PL : B1 → B2. Entonces
el operador L := L+PL, tiene inversa lateral (izquierda o derecha)
definida como:

(i) L
−1
l := (L+ PL)−1

l , si t ≤ d.

(ii) L
−1
r := (L+ PL)−1

r , si t ≥ d.

3B.Nikol
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donde dimN(L) = t y dimN(L
∗
) = d.

Demostración. Sea t ≤ d. Del teorema 2.2 existe L
−1
l si y solo si

(i) N(L) = 0,

(ii) R(L) es un subespacio con complemento directo en B2.

Primero se probará el inciso (i). Supóngase que existe x0 6= 0, con
x0 ∈ B1, tal que (L + PL)x0 = 0. Luego Lx0 = −

∑p
i=1 γi(x0)ψi.

Aplicando las funciones ρs, con s = 1, ..., d en ambos lados de
la igualdad anterior, de esto se tendŕıa el siguiente sistema de
ecuaciones;

0 = (L∗ρs)(x0)

= ρs(Lx0)

= −
p∑

i=1

γi(x0)ρs(ψi)

= −γs(x0), con s = 1, ..., p = t.

Recordar que los funcionales γs, con s = 1, ..., p = t, son lineal-
mente independientes, por el corolario 1.1 del teorema 1.5, por lo
que se concluye que x0 = 0, lo cual contradice lo supuesto. Aśı, se
tiene que N(L) = {0}.

Ahora se mostrará que la R(L) posee un complemento directo
en B2.

Sea x ∈ B1 y y ∈ B∗2 . Luego

g(PLx) = g

(
p∑

i=1

γi(x)ψi

)

=

p∑
i=1

γi(x)g(ψi)

=

p∑
i=1

g(ψi)γi(x),

donde P∗Lg. Se proseguirá a determinar la forma general de la
función g ∈ B∗2 , la cual satisface la siguiente ecuación

(L+ PL)∗g = 0.
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Reescribiendo la ecuación se tiene;

L∗g = −
p∑

i=1

g(ψi)γi. (3.1)

Luego aplicando las funcionales

L∗g ∈ B∗1 y

p∑
i=1

g(ψi)γi ∈ B∗1 ,

en los elementos fk y usando la relación 3.1, se tiene

0 = (L∗g)fk

= g(Lfk)

= −
p∑

i=1

g(ψi)γi(fk)

= −g(ψk), k = 1, ..., r.

Por lo tanto, L∗g = 0 y g =
∑p

j=1 ckρj , donde los ρ son vectores
básicos del núcleo N(L∗). Anteriormente se mostró que g(ψi) = 0,
con k = 1, ..., p = t, aśı, se tiene

0 = g(ψk)

=

d∑
j=1

cjρj(ψk)

=

p∑
j=1

cjρj(ψk) +

d∑
j=p+1

cjρj(ψk),

y por otro lado

ρj(ψk) =

{
δj,k para j, k = 1, ..., p,
0 para j > p.

Lo anterior implica que cj = 0 para j = 1, ..., p = t, por lo tanto,

g =

d−r∑
i=1

ciρi ∈ N(L∗) y dimN(L∗) = d− t <∞.
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De esta manera se probó la existencia de la inversa por la izquierda
del operador L.
Ahora, para t ≥ d, se sigue del teorema 2.1 que el operador inver-

so derecho es L
−1
r siempre y cuando las siguientes condiciones se

satisfagan:

(i) R(L) = B2 y

(ii) El subespacio N(L) tiene un complemento directo en B1.

Primero se probará que el N(L
∗
) = 0. Supóngase que existe

g0 6= 0, g0 ∈ B∗2 , tal que (L+ PL)∗g0 = 0 y, por lo tanto,

L∗g0 = −
p∑

i=1

g0(ψi)γi (3.2)

Aplicando las funcionales L∗g0 ∈ B
∗
1 y

∑p
i=1 g0(ψi)γi ∈ B∗i para los

elementos fj , j = 1, .., t, y usando la relación 3.2, aśı se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

0 = g(Lfj)

= (L∗g0)fj

= −
p∑

i=1

g0(ψi)γi(fi)

= −g0(ψi), i = 1, ..., p = d

Como los elementos ψi con i = 1, ..., d, son linealmente inde-
pendientes, por otro lado la igualdad g0(ψi) = 0 es posible solo
para g0 ≡ 0, lo cual contradice lo que se supuso. Por lo tanto
N(L

∗
) = {0}.

Los elementos x ∈ B1 satisface la ecuación (L+PL)x = 0, esto
implica que

Lx = −
p∑

i=1

γi(x)ψi, (3.3)

luego aplicando las funcionales ρs, s = 1, ..., d, en ambos lados de
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la igualdad 3.3, por lo que se tiene

0 = (L∗ψs)(x)

= ρs(Lx)

= −
p∑

i=1

γi(x)ρs(ψi)

= −γi(x).

Aśı, la ecuación 3.3 toma la forma Lx = 0, donde x =
∑r

j=1 cjfj ,
donde fj son vectores básicos del N(L). Como γi(x) = 0 para
i = 1, ..., p = d y recordar que d ≤ t, de esto se obtiene

0 = γi(x)

= γi

 t∑
j=i

cjfj


= −

p∑
j=1

ciγi(fi) +
t∑

j=p+1

cjγj(fi).

Aśı,

γi(fj) =

{
δi,j para i, j = 1, ..., p,
0 para j > p.

Se concluye que los cj son constantes arbitrarios para
j = α+ 1, ..., t, y cj = 0 para j = 1, ..., p, con p = d. Por lo tanto

x =
t−d∑
i=1

cifi ∈ N(L)

y la R(L) = B2, lo cual prueba la existencia de la inversa derecha

L
−1
r del operador L.

Notar que como el operador L es lineal y acotado, este es de
Fredholm (normalmente resoluble), es decir el rango R(L) es ce-
rrado. Luego los operadores (L+PL)−1

l y (L+PL)−1
r son cerrados

y por lo tanto son operadores acotados y R(PL) = N1(L∗) es de
dimensión finita.

Observación 3.1. Si t = d = p, L es un operador de Fredholm de

ı́ndice cero y el operador L tiene inversa derecha (L
−1
r ) e inversa
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CAPÍTULO 3. INVERSAS GENERALIZADAS PARA OPERADORES

DE FREDHOLM ES ESPACIOS DE BANACH
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izquierda (L
−1
l ), aśı el operador inverso L

−1
existe. El Lema 3.1

es conocido como el Lema de Schmidt.

Ahora se establecerán y se probarán algunas propiedades de
los operadores

L
−1
l , L

−1
r ∈ L(B2, B1).

Lema 3.2. Si L
−1
l , L

−1
r ∈ L(B2, B1)., entonces L

−1
l yL

−1
r satisface

las siguientes relaciones:

(i) PLL
−1
l = PL∗, PLL

−1
r = PL∗,

(ii) LL
−1
l = IB2 − PL∗, LL

−1
r = IB2 − PL∗

(iii) L
−1
l PL∗ = PL∗, L

−1
r PL∗ = PL∗,

(iv) L
−1
l L = IB1 − PL, L

−1
r L = IB1 − PL,

donde IB1 y IB2 son operadores identidad de sus correspondientes
espacios B1 y B2,

Demostración. Si t ≤ d entonces L
−1
l = (L + PL)−1

l por el Lema
3.1 y se tiene que

PL∗ = 0 y PL∗PL = PL, con p = mı́n(t, d) = t

luego aplicando el operador L+PL en ambos lados de la primera
igualdad del inciso (i), se tiene

PL = PL(L+ PL)−1
l (L+ PL)

= PLL
−1
l (L+ PL)

= PL∗(L+ PL)

= PL∗L+ PL∗PL

= PL
esto prueba la primera igualdad del inciso (i).
Del Lema 1.6, se tiene que PL∗PL = PL y

PL∗(Lx) =

d∑
s=1

ρs(Lx)ψs

=
d∑

s=1

(L∗ρs)(x)ψs = 0
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Luego aplicando el operador L+PL en ambos lados de la igualdad
(ii), se tiene

L = L(L+ PL)−1
l (L+ PL)

= LLl(L+ PL)

= L(IB2 − PL∗)(L+ PL)

= L+ PL − PL∗L− PL∗PL

= L+ PL − PL

= L.

Lo cual prueba la primera igualdad del inciso (ii).
Para la primera parte del inciso (iii), se tiene que

P2
L∗ = PL∗ y L(PL∗y) = L

(
p∑

s=1

ρs(y)Lfs

)
= 0. (3.4)

Ahora aplicando el operador L en ambos lados de la igualdad de
la relación (iii) por el lado izquierdo y usando el inciso (ii) se tiene:

0 = PL∗ − PL∗
= IB2PL∗ − P2

L∗

= (IB2 − PL∗)PL∗

= LL
−1
l PL∗

= LPL∗

= 0.

Finalmente para el inciso (iv), se aplica el operador L
−1
l en

ambos lados de la igualdad (iv) por el lado derecho y usando los
incisos anteriores, se tiene

L−1
l IB2 − L

−1
l PL∗ = L

−1
l LL

−1
l

= IB1L
−1
l − PLL

−1
l .

La prueba para t ≤ d, se hace de manera similar a lo ya pro-
bado.
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CAPÍTULO 3. INVERSAS GENERALIZADAS PARA OPERADORES

DE FREDHOLM ES ESPACIOS DE BANACH
3.2. INVERSAS GENERALIZADAS PARA OPERADORES DE FREDHOLM

3.2. Inversas generalizadas para operadores
de Fredholm

Algunos problemas de ecuaciones diferenciales e integrales son
representadas por medio de algún operador lineal en una ecua-
ción de la forma Lx = y, donde L : B1 → B2 es un operador de
Fredholm. El poder escribirlo de esa forma permite centrar nuestra
atención en verificar si el operador L tiene inversa generalizada, la
cual recordemos que es denotado por L−, y aśı poder dar una solu-
ción parcial a la ecuación Lx = y, donde la solución parcial puede
ser escrita de una forma expĺıcita como x = L−y. Por lo tanto,
el problema de condicionar el resultado bajo el cual la ecuación
Lx = y es soluble y el desarrollo de la construcción del operador
inversa generalizada pasa a ser la prioridad, aunque los Lemas 3.1
y 3.2 probados en la sección 3.1 permiten sugerir la siguiente cons-
trucción del operador inversa generalizada L− : B2 → B1 para un
operador de Fredholm L : B1 → B2.

Teorema 3.1. Si L ∈ L(B1, B2) es un operador de Fredholm
entonces su inversa generalizada tiene cualquiera de las siguientes
formas:

(i) L
−

:= L
−1
l − PL∗ , si t ≤ d

(ii) L
−

:= L
−1
r − PL∗ , si t ≥ d.

Demostración. Obsérvese que es necesario y suficiente mostrar que
el operador L− satisface las definiciones 2.4 y 2.5.
Primero se probará que

LL− = IB2 − PL∗ y L−L = IB1 − PL, (3.5)

para ello, se ocupará la relación (ii) del lema 3.2 y la relación 3.4,
por lo que es posible escribirlo de la siguiente manera

LL− = L(L
−1
r − PL∗)

= LL
−1
r − LPL∗

= IB2 − PL∗ .
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CAPÍTULO 3. INVERSAS GENERALIZADAS PARA OPERADORES

DE FREDHOLM ES ESPACIOS DE BANACH
3.2. INVERSAS GENERALIZADAS PARA OPERADORES DE FREDHOLM

Por otro lado

PL∗(Lx) =

p∑
s=1

ρs(Lx)fs

=

p∑
s=1

(L∗ρs)(x)fs

= 0,

luego, de la relación (iv) del lema 3.2 se tiene,

L−L = (L
−1
l − PL∗)L

= L
−1
l L− PL∗L

= IB1 − PL.

Ahora usando la relación 3.5, para verificar la validez de 2.4, 2.5
y como resultado se obtiene

LL−L = L(IB1 − PL)

= L− LPL = L

L−LL− = (IB1 − PL)L−
= L− − PLL− = L−.

Por lo que

PLL− = PLL
−1
l − PLPL∗ = PL∗ − PL∗ = 0.

Aśı, el teorema esta demostrado.

La representación del operador inversa generalizada L− que
se mencionó en el Teorema 3.1, es de gran ayuda para expresar
de una manera más simple y expĺıcita la solución general de la
ecuación del operador lineal

Lx = y (3.6)

donde L : B1 → B2 es un operador lineal acotado de Fredholm. Por
lo que la solución general de la ecuación 3.6 puede ser representada
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en forma de una suma directa de la solución general de la ecuación
homogénea Lx = 0 y una solución especial L−y de la ecuación
no homogénea 3.6. La solución general de la ecuación homogénea
tiene la forma de una combinación lineal de bases de vectores fi
con i = 1, .., t, es decir

x =

t∑
i=1

cifi, con ci ∈ R,

el cual puede ser reescrito como x = (f1, ..., ft)C, donde C
es el vector columna t-dimensional de constantes, es decir:
C = col(c1, ..., ci, ..., ct) ∈ Rt, fi ∈ N(L), i = 1, ..., t. Donde cual-
quier ecuación del operador lineal L es un operador de Fredholm
el cual es normalmente resoluble. El Teorema 1.9 implica que la
ecuación analizada es soluble si y solo si

ρs(y) = 0, s = 1, ..., d; (3.7)

donde ρs son soluciones de la ecuación homogénea L∗g = 0. Si la
condición 3.7 se satisface, entonces y es necesariamente elemento
de la imagen R(L) del operador L, lo cual se sigue de la relación
(ii) en 1.8 tal que R(L) = N(PL∗). Por lo tanto, la relación 3.7 es
equivalente para la siguiente condición

PL∗y = 0. (3.8)

Permite formular el siguiente teorema.

Teorema 3.2. La ecuación del operador de Fredholm Lx = y es
soluble si y solo si y ∈ B2 satisface 3.8. Más aún, la ecuación
Lx = y bajo la condición 3.8 hace que la dimN(L) = t, es decir,
posee t-parámetros para la familia de soluciones, el cual puede ser
representado en forma de una suma directa;

x = (f1, ..., ft)c+ L−y, (3.9)

donde el primer término de la ecuación es la solución general de la
correspondiente ecuación homogénea y el segundo término es una
solución particular de la ecuación Lx = y.
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Demostración. Se sustituirá la relación 3.9 en la ecuación Lx = y,
aśı se tiene

Lx = L(f1, ..., ft)c+ LL−y

= LL−y

= (IB2 − PL∗)y

= IB2y − PL∗y

= IB2y

= y.

Observación 3.2. Notar que el Teorema 3.2 también toma en
cuenta los dos casos “extremos”, estos son: N(L) = {0} o
N(L∗) = {0}. En estos casos se dice que L es un operador de
rango completo.

En base a la observación previa del Teorema 3.2 se hacen
expĺıcitos estos dos casos en los siguientes corolarios.

Corolario 3.1. Sea L operador de Fredholm con N(L) = {0}. La
ecuación Lx = y es soluble si y solo si y ∈ B2 satisface la condición
3.8. Más aún, bajo la condición inicial, la ecuación Lx = y posee
una única solución de la forma

x = L−1
l y. (3.10)

Demostración. En efecto, como N(L) = {0} se implica que
t = 0,PL = 0 y PL∗ = 0. De ah́ı que la relación 3.9 tiene la for-

ma x = L−1
l y y además L− = L

−1
l,r = L−1

l .

Corolario 3.2. Sea L operador de Fredholm con N(L∗) = {0}. La
ecuación Lx = y es soluble para todo y ∈ B2 y posee una familia
de soluciones de t-parámetros con la forma

x = (f1, .., ft)c+ L−1
r y.

Demostración. En efecto, comoN(L∗) = {0} implica que PL∗ = 0,
y la condición 3.8 se satisface para todo y ∈ B2. Por lo tanto,

PL = 0, PL∗ = 0, y L− = L−1
l,r = L−1

r .
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En el caso cuando N(L) = {0}, se dice que la ecuación
Lx = y satisface el teorema de la unicidad. En el caso cuando
N(L∗) = {0}, se dice que la ecuación Lx = y satisface la existen-
cia del Teorema 3.2.
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Caṕıtulo 4

Inversa Moore-Penrose
para operadores de
Fredholm

En este caṕıtulo se estudiarán los métodos usados para la cons-
trucción del operador inversa generalizada en espacios de Hilbert.
Recordar que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial comple-
to equipado con un producto interior, una operación que permite
definir longitudes y ángulos, lo anterior da la posibilidad a la des-
composición única en suma directa de subespacios ortogonales y
el hecho de que los espacios duales sean isomorfos, todo ello pa-
ra poder establecer resultados más sofisticados concernientes a los
operadores inversos en espacios de Hilbert.
En el conjunto de los operadores inversas generalizadas es posible
seleccionar un solo operador pseudoinversa que posea un número
de propiedades notables, en particular seŕıa el minimizar la norma
residual para los operadores no homogéneos de la ecuación Lx = y,
este mismo puede garantizar la existencia de operadores de pro-
yección ortogonal PL y P ∗L con una norma unitaria en los espacios
de Hilbert. Estos operadores serán construidos en la sección 4.1,
también se introducirán operadores de dimensión finita P̃L y P̃ ∗L.
En la sección siguiente se dará un análogo al lema de Schmidt pe-
ro para espacios de Hilbert, para la construcción de un operador
pseudoinversa para un operador lineal acotado de Fredholm L ya
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establecido.

4.1. Algunas propiedades de proyectores
ortogonales y proyecciones de dimen-
sión finita

Sean H1 y H2 subespacios de un espacio de Hilbert H tales que
H = H1⊕H2, aśı el vector h ∈ H admite una única representación
de la forma: h = h1 + h2, donde h1 ∈ H1 y h2 ∈ H2. El vector
h1 es llamado proyección del vector h sobre H1. Al subespacio
H1 es llamado el complemento ortogonal de H2 y se denota por:
H1 = H � H2. De manera análoga se dice que H2 es llamado el
complemento ortogonal de H1 y está denotado por: H2 = H�H1.
De manera general, al conjunto M ⊂ H es llamado suma directa
de un número finito de espacios lineales Hi ⊂ H, con i = 1, ..., n
y es expresado por: M = H1 ⊕ · · · ⊕ Hn, donde cada elemento
h ∈ H, se puede escribir como: h = h1 + · · ·+hn con cada hi ∈ Hi,
i = 1, ..., n, donde M es en si mismo un espacio lineal.

Definición 4.1. Sea P un operador definido en el espacio de Hil-
bert H tal que a cada elemento del espacio, h ∈ H, lo env́ıe a su
proyección bajo el subespacio H1. Entonces es un operador proyec-
ción bajo H1, y es llamado proyección ortogonal, se utilizará la
siguiente notación: P o PH1, es decir

h1 = PH1h = Ph.

Los operadores proyecciones son lineales, más aún,
son acotados y tiene norma unitaria. En efecto, se tie-
ne ||h||2 = ||h1||2 + ||h2||2, luego ||h1|| ≤ ||h||, es decir,
||PH1h|| ≤ ||h||. Por otro lado, si h ∈ H1, entonces h1 = h
y ||PH1h|| = ||h||. Por lo tanto ||PH1 || = 1. La proyección
ortogonal P tiene las siguientes propiedades:

(i)P 2 = P, (ii)P ∗ = P. (4.1)

En los siguientes resultados se presentarán las operaciones como la
multiplicación, la suma y la resta entre proyecciones ortogonales.
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Teorema 4.1. Sean PH1 y PH2 proyecciones ortogonales. Enton-
ces se tiene que: PH1PH2 = QM es una proyección ortogonal si y
solo si PH1 y PH2 son proyecciones conmutativas, es decir,

PH1PH2 = PH2PH1 . (4.2)

Con M = H1 ∩H2
1

Demostración. Supóngase que el producto de proyecciones orto-
gonales es también un operador proyección, es decir,

PH1PH2 = (PH1PH2)∗ = P ∗H2
P ∗H1

= PH2PH1 .

Sea h ∈ H fijo pero arbitrario y m = PH1PH2h = PH2PH1h. Por
la primera representación m ∈ H1 y por la segunda m ∈ H2. por
lo tanto m ∈ H1 ∩H2. Si h ∈ H1 ∩H2, entonces PH1PH2h = h.
Ahora supóngase que PH1 y PH2 conmutativos, es decir

PH1PH2 = PH2PH1 = QM .

Se sigue que

(QM )2 = (PH1PH2)2

= PH1PH2PH1PH2

= PH1PH1PH2PH2

= P 2
H1
P 2
H2

= PH1PH2

= QM ,

y

〈QMh1, h2〉 = 〈PH1PH2h1, h2〉
= 〈PH2h1, PH1h2〉
= 〈h1, PH2PH1h2〉
= 〈h1, PH1PH2h2〉
= 〈h1, QMh2〉.

Las igualdades anteriores muestran que el operador QM = PH1PH2

es una proyección ortogonal.

1Una implicación geométrica de la conmutatividad de los operadores PH1

y PH2 es que el subespacio H1 � (H1 ∩H2) y H2 � (H1 ∩H2) son ortogonales.
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El siguiente corolario es una implicación inmediata del teorema
previo.

Corolario 4.1. Sean H1 y H2 subespacios de un espacio de Hilbert
H. Los subespacios H1 y H2 son ortogonales si y solo si PH1PH2 =
0.

Teorema 4.2. Sean Hi subespacios de Hilbert con i = 1, ..., n y
PHi proyecciones ortogonales. Entonces se tiene que: PH1 +PH2 +
· · · + PHn = Q si y solo si PHjPHk

= 0, j 6= k. Es decir, si los
subespacios Hi son ortogonales dos a dos entonces Q = PM con
M = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hn.

Demostración. Si P es un operador proyección ortogonal entonces
‖f‖2 ≥ 〈Pf, f〉 =

∑n
j=1〈PHjf, f〉 ≥ 〈PHif, f〉 + 〈PHk

f, f〉, para

cualesquiera ı́ndices i, k tales que i 6= k, aśı se tiene que: ‖PHif‖2+
‖PHk

f‖2 ≤ ‖f‖2. Si se define f = PHk
h, entonces ‖PHiPHk

h‖2 +
‖PHk

h‖2 ≤ ‖PHk
h‖2, por lo que ‖PHiPHk

h‖ = 0, para h ∈ H, aśı
PHiPHk

= 0. Por lo tanto, los espacios Hi y Hk son ortogonales.

Teorema 4.3. Sean PH1 y PH2 proyecciones ortogonales. Enton-
ces

PM = PH1 − PH2 (4.3)

es una proyección ortogonal si y solo si H2 ⊂ H1. En este caso
PM es proyección ortogonal sobre H1 �H2.

Demostración. Se tiene que el operador PM = I − (PH1 − PH2)
es una proyección ortogonal, luego reescribiendo la igualdad
previa en una suma de dos proyecciones ortogonales se tie-
ne que: PM = (I − PH1) + PH2 , del Teorema 4.2 se implica que
(I − PH1)PH2 = 0, o de manera equivalente

PH2 = PH1PH2 . (4.4)

Sea m ∈ H2. Luego m = PH2m = PH1PH2m = PH1m, lo que
implica que m ∈ H1. Por lo tanto, H2 ⊂ H1.
Por otro lado, si H2 ⊂ H1 entonces puede expresarse como:
PH2 = PH1PH2 y esta expresión es necesaria y suficiente para que
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la diferencia de proyecciones ortogonales también sea una proyec-
ción ortogonal.
Solo resta caracterizar el subespacio M como suma de subespa-
cios Hi con i = 1, 2 sobre el cual PM (4.3) se proyecta, es decir,
el operador PM sobre [H �H1] ⊕H2, por lo que el operador PM

definido como en 4.3 se proyecta sobre

H � {[H �H1]⊕H2}, (4.5)

el cual es el subespacio de vectores ortogonales tanto para H2 como
para H�H1. Este subespacio consiste de todos los vectores de H1

que son ortogonales a H2, dicho subespacio esta denotado por:

H1 �H2, (4.6)

esta diferencia se obtiene de manera directa por la ecuación 4.5
quitando formalmente los corchetes.

Ahora se estudiarán las propiedades de las proyecciones or-
togonales para la construcción del operador pseudoinverso de un
operador lineal y acotado de Fredholm L : H1 → H2, donde Hi

con i = 1, 2 son espacios de Hilbert. El operador pseudoinverso
se denotará por L+.
Recordar que {fi}ti=1, {ρs}ds=1 denotan las bases de los espacios
nulos N(L), N(L∗) respectivamente. Sean PL : H1 → N(L) y
PL∗ : H2 → N(L∗) proyecciones las cuales se definen establecien-
do:

γi(x) =

t∑
j=1

α−1
ij 〈fj , x〉, ρs(y) =

d∑
k=1

β−1
sk 〈ρk, y〉. (4.7)

Lo anterior se obtiene mediante una analoǵıa de la construcción
de los operadores PL y PL∗ , notando que en lugar de considerar
elementos arbitrarios ψk en H2, se pueden elegir los mismos ele-
mentos ρk de la base N(L∗). Donde α−1

ij y β−1
sk son elementos de

las matrices inversas α−1 y β−1 de tamaño t× t y d× d, respecti-
vamente, con α y β son matrices simétricas de Gram: α = [〈fi, fj〉]
y β = [〈ρs, ρk〉], por lo anterior se tiene que:

PLx =

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fi, y PL∗y =

d∑
s,k=1

β−1
sk 〈ρk, y〉ρs, (4.8)

57
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donde 〈·, ·〉 es el producto interno correspondiente al espacio de
Hilbert.

Lema 4.1. Sean PL y PL∗ operadores definidos como en 4.8 y si
satisfacen la condición 4.1 entonces son proyecciones ortogonales.

Demostración. La prueba se hará solo para el operador PL, para
el operador PL∗ la prueba es similar.

P 2
Lx = PL(PLx)

=
t∑

i,j=1

α−1
i,j

〈
fj ,

t∑
q,l=1

α−1
ql 〈fl, x〉fq

〉
fi

=

t∑
i,j=1

α−1
i,j

t∑
q,l=1

α−1
ql 〈fl, x〉〈fj , fq〉fi

=
t∑

i,j=1

α−1
ij

t∑
q,l=1

α−1
ql αj,q〈fl, x〉fi

=
t∑

i,j=1

α−1
ij

t∑
l=1

δlj〈fl, x〉fi

=

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fi

= PLx, para todo x ∈ H1.

Por otro lado se tiene 〈fi, z〉 = 〈z, fi〉 y del hecho de que la matriz
α−1
ij sea simétrica, se tiene:

〈PLx, z〉 =

〈 t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fi, z

〉

=
t∑

i,j=1

α−1
ij 〈fi, z〉〈x, fj〉

=

〈
x,

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fi, z〉fj

〉
= 〈z, PLz〉, para todox, z ∈ H1.

Por lo tanto PL es un operador ortogonal.
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Sean PL y PL∗ proyecciones ortogonales definidos como en (4.8)
y sean PL y PL∗ proyecciones sesgadas sobre los espacios nulos
N(L) y N(L∗) de los operadores L y L∗ respectivamente, que se
definen de acuerdo a la relación 3.1 como sigue:

PLx =

t∑
i=1

〈γi, x〉fi, donde 〈γi, fj〉 = δij ,

PL∗y =
d∑

s=1

〈ρs, y〉ψk, donde 〈ρs, ψk〉 = δsk.

(4.9)

Lema 4.2. Si PL, PL∗ ,PL y PL∗ están definidos como en 4.8 y 4.9
respectivamente, entonces los operadores mencionados satisfacen
lo siguiente:

(i) PPL = PL,

(ii) PLPL = PL,

(iii) PL∗PL∗ = PL∗,

(iv) PL∗PL∗ = PL∗

Demostración. Recordar que
∑t

j=1 α
−1
ij αjs = δis, con i, s = 1, ..., t.

Primero se probará para (i)

PLPLx =
t∑

i,j=1

α−1
ij

〈
fj ,

t∑
s=1

〈γs, s〉fs
〉
fi

=
t∑

i,j=1

t∑
s=1

α−1
ij αjs〈γs, x〉fi

=

t∑
s=1

〈γs, x〉fs

= PLx.
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Para (ii), recuerde que 〈γs, fi〉 = δsi.

PLPLx =
t∑

s=1

〈
γs,

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fi

〉
fs

=
t∑

s=1

t∑
i,j=1

δsiα
−1
ij 〈fj , x〉fs

=

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fi, x〉fs

= PLx.

Como 〈ρk, ψj〉 para (iii) se tiene que:

PL∗PL∗y =

d∑
s,k=1

β−1
sk

〈
ρk,

d∑
j=1

〈ρj , y〉ψj

〉
ρs

=

d∑
s,k=1

d∑
j=1

β−1
sk δkj〈ρj , y〉ρs

=

d∑
s,k=1

β−1
sj 〈ρj , y〉ρs

= PL∗y

Para (iv) téngase en cuenta la siguiente igualdad∑d
s=1 β

−1
sk βjs = δjk

PL∗PL∗y =
d∑

j=1

〈
ρj ,

d∑
s,k=1

β−1
sk 〈ρk, y〉ρs

〉
ψj

=
d∑

j=1

d∑
s,k=1

β−1
sk βjs〈ρk, y〉ψj

=
d∑

j=1

〈ρj , y〉ψj

= PL∗y.
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Para la construcción de operadores de dimensión finita PL y
PL∗ , se procederá de la misma manera como se definieron en 1.9
y 1.10, por lo que se tiene que:

γi(x) =

p∑
j=1

α−1
ij 〈fj , x〉,

ρs(y) =

p∑
k=1

β
−1
sk 〈ρk, y〉, ψs = ρs,

(4.10)

con sub́ındices i, s = 1, ..., p, donde p = mı́n(r, d), y α−1
ij ,

β
−1
sk son elementos de las matrices α−1 = [〈fi, fj〉]−1 y

β
−1

= [〈ρs, ρk〉]−1, i, j, s, k = 1, ..., p; las funciones γj y ρs defini-
das como antes en 1.9 y 1.10 para espacios de Hilbert, tienen la
siguiente forma:

PL : H1 → N1(L∗) ⊂ N(L∗); PLx =

p∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉ρi,

PL∗ : H2 → N1(L) ⊂ N(L); PL∗y =

p∑
s,k=1

β
−1
sk 〈ρk, y〉fs.

(4.11)

Lema 4.3. Sean PL, PL∗ proyecciones ortogonales y sean PL, PL∗

proyecciones de dimensión finita definidos como en 4.8 y 4.11 res-
pectivamente. Entonces los operadores mencionados satisfacen las
siguientes igualdades:

(i)PL∗PL = PLPL = PL,

(ii)PLPL∗ = PL∗PL∗ = PL∗ ,

(iii)PLPL∗y =

p∑
s,k=1

β
−1
sk 〈ρk, y〉ρs,

(iv)PL∗PLx =

p∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fi.

(4.12)

La prueba de este Lema se hace de manera análoga al Lema
4.2.
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4.2. Una análogo del Lema de Schmidt para
operadores de Fredholm en espacios de
Hilbert

En esta sección se utilizará la notación L(H1, H2) para denotar
el conjunto de los operadores lineales y acotados, que van de H1 en
H2 espacios de Hilbert. Se establecerán condiciones necesarias para
tener un resultado análogo al Lema de Schmidt para operadores de
Fredholm de ı́ndice arbitrario L : H1 → H2, aśı como en el Lema
3.1 que se probó en la sección 1.5 para espacios de Banach, ahora
se probará para espacios de Hilbert, y en esta sección se utilizará
la notación I para hacer referencia al operador identidad en lugar
de Id.

Lema 4.4. Sean L ∈ L(H1, H2) un operador de Fredholm,
PL : H2 → H1 operador de dimensión finita y L := L+ PL, tie-
ne inversa lateral (izquierda o derecha) y definida por:

(i) L
−1
l := (L+ PL)−1

l , si t ≤ d.

(ii) L
−1
r := (L+ PL)−1

r , si t ≥ d.

La prueba de este lema es similar a la prueba del Lema 3.1
por lo cual no se presentará aqúı. Sin embargo, hay que enfatizar
que para el caso de espacios de Banach los funcionales γi(·) y
ρs(·) son como en (4,10) respectivamente, desde este punto en
adelante, los operadores L estará definidos como se definió en el
Lema 4.4 En el siguiente resultado, se establecerán las propiedades

de los operadores L
−1
l y L

−1
l,r con base al estudio de los operadores

L,L
∗
, L
−1
l y (L−1

r )∗ en los vectores básicos de los espacios nulos
N(L) y N(L∗). Por lo que primero se considerará la relación entre
los operadores (L−1

l )∗, (L−1
r )∗, (L∗)−1

l y(L∗)−1
r , para ello véase el

siguiente lema.

Lema 4.5. Sean (L−1
l )∗, (L−1

r )∗, (L∗)−1
l y(L∗)−1

r operadores. En-
tonces la siguiente relación se cumple

(L
−1
l )∗ ∼ (L

∗
)−1
l . (4.13)

(L
−1
r )∗ ∼ (L

∗
)−1
r . (4.14)
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Demostración. Teniendo en cuenta que

(LL
−1
r )∗ = (L

−1
r )∗L

∗
= IH2

y (L
∗
)−1
l L

∗
= IH2

(4.15)

Por lo que se concluye (L
−1
r )∗ ∼ (L

∗
)−1
l .

De manera similar se tiene que

(L
−1
l L)∗ = (L

∗
)(L
−1
l )∗ = IH1

y L
∗
(L
∗
)−1
r = IH1 ,

(4.16)

y aśı, (L
−1
l )∗ ∼ (L

∗
)−1
r .

Notar que (L−1)∗ = (L∗)−1 mantiene siempre el operador in-
verso

Lema 4.6. Consideremos L,L
−1
l , L

∗
y (L

−1
r )∗ definidos como en

el Lema 4.4, satisfacen las siguientes igualdades:

(i) Lfk = ρk con k = 1, ..., t y r = p,

(ii) L
−1
l ρk = fk, con k = 1, ..., t y t = p,

(iii) L
∗
ρs =

∑d
j=1 ξjsfj con s = 1, ...d y d = p,

(iv) (L
−1
r )∗fs = (L

∗
)−1
l fs =

∑d
j=1 ξ

−1
s,j ρj con s = 1, ..., d = p,

donde ξjs son enteros de la matriz simétrica E = α−1β y
ξ−1
sj son las entradas de la matriz inversa de E.

Demostración. Supóngase que d ≤ t = p, x0 =
∑t

k=1 dkfk ∈ N(L),
donde dk son constantes arbitrarias y {fk}tk=1 son vectores básicos
del espacio nulo N(L). Entonces Lx0 = Lx0 + PLx0 = PLx0, por
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lo que Lx0 =
∑t

k=1 dkLfk = 0, aśı

L

( t∑
k=1

dkfk

)
=

t∑
i,j=1

α−1
ij

〈
fj ,

t∑
k=1

dkfk

〉
ρi

=
t∑

i,j=1

α−1
ij

t∑
k=1

dk〈fj , fk〉ρi

=

t∑
k=1

t∑
i,j=1

dkα
−1
i,j αjkρi

=
t∑

k=1

dkρk,

de esto se sigue que

Lfk = ρk, k = 1, ..., t = p. (4.17)

Por el Lema 4.8 existe un operador L
−1
l inverso izquierda para

el operador L, siempre que t ≤ d. Luego aplicando el opera-

dor L
−1
l por ambos lados de la relación (4.18), aśı se tiene que

L−1
l Lfk = L

−1
l ρk con k = 1, ..., t = p y por lo tanto

L
−1
l ρk = fk con k = 1, ..., t = p. (4.18)

Para considerar la acción del operador L
∗

en los vectores básicos
ρs del espacio nulo N(L∗), se definirá a P

∗
L. Para ello, sea x ∈ H1

y y ∈ H2 teniendo en cuenta la Definición 1.6 de operador adjunto
en espacios de Hilbert. Por lo que se tiene

〈PLx, y〉 =

p∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉〈ρi, y〉

=

p∑
i,j=1

α−1
ij 〈x, fj〉〈ρi, y〉

=

〈
x,

p∑
i,j=1

α−1
ij 〈ρi, y〉fj

〉
= 〈x, P ∗Ly〉.
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como α−1
ij = α−1

ji , aśı P
∗
Ly =

∑p
i,j=1 α

−1
ij 〈ρi, y〉fj .

Ahora, si t ≤ d = p y y0 =
∑d

s=1 csρs ∈ N(L∗), entonces L
∗
y0 =

L∗y0 + P
∗
Ly0 = P

∗
Ly0, aśı, L

∗
y0 =

∑d
s=1 csL

∗ρs = 0, por lo tanto

L
∗
( d∑

s=1

csρs

)
=

d∑
i,j=1

α−1
ji

〈
ρi,

d∑
s=1

csρs

〉
fj

=
d∑

i,j=1

α−1
ji

d∑
s=1

cs〈ρi, ρs〉fj

=
d∑

i,j=1

d∑
s=1

csα
−1
ji βisfi

=
d∑

s,j=1

csξjsfj ,

donde ξjs =
∑d

j=1 α
−1
ji βis son entradas de la matriz no

singular y simétrica Eα−1β de tamaño d × d, por lo que∑d
s=1 csL

∗
ρs =

∑d
s=1 cs

∑d
j=1 ξjsfj , donde

L
∗
ρs =

d∑
j=1

ξjsfj , con s = 1, ..., d = p. (4.19)

Luego por el Lema 4.4 se tiene que el operador inverso por la

derecha L
−1
r existe cuando d ≤ t, más aún, por el Lema 4.5 se

tiene que (L−1
r )∗ ∼ (L

∗
)−1
l , por lo que al aplicar el operador (L−1

r )
en ambos lados de la relación (4.19) se tiene:

(L
−1
r )∗L

∗
ρs = (L

∗
)−1
l L

∗
ρs

= (L
−1
r )∗

d∑
j=1

ξjsfj

= (L
∗
)−1
l

d∑
j=1

ξjsfj ,

y por lo tanto

(L
−1
r )∗fs = (L

∗
)−1
l fs =

p∑
i=1

ξ−1
sj ρj , con s = 1, ..., d = p, (4.20)
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y ξ−1
sj son entradas de la matriz simétrica E−1 = β−1α.

Lema 4.7. Sea L ∈ L(H1, H2) y sean PL y PL∗. Si

L
−1
l , L

−1
r ∈ L(H2, H1) es el operador inverso de L, entonces se

satisface lo siguiente:

(i) LL
−1
r = IH2 − PL∗,

(ii) L
−1
l L = IH1 − PL.

Demostración. Primero se probará para el inciso (i). De acuer-
do a la definición del operador inverso por la derecha se tiene,

LL
−1
r = IH2 y por otro lado, L = L+PL, aśı LL

−1
r = IH2−PLL

−1
r .

Ahora se mostrará que PLL
−1
r = PL∗ , entonces

PL(L
−1
r y) =

d∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , L

−1
r y〉ρi

=

d∑
i,j=1

α−1
ij 〈(L

−1
r )∗fj , y〉ρj

=

d∑
i,j=1

α−1
ij

〈 d∑
k=1

ξ−1
k,jρk, y

〉
ρi

=

d∑
i,j=1

β−1
ik 〈ρk, y〉ρi

= PL∗y,

donde
∑d

j=1 α
−1
ij ξ
−1
jk = β−1

ik . Por lo tanto LL
−1
r = IH2 − PL∗ .

Ahora se hará la prueba para el inciso (ii). De acuerdo a la
definición del operador inverso izquierdo se tiene lo siguien-

te L
−1
l L = IH1 , y de acuerdo al Lema 4.4 se concluye que

L
−1
l (L+ PL) = L

−1
l + L

−1
l PL = IH1 − L

−1
l PL.
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Se procederá a mostrar que L
−1
l PL = PL.

L
−1
l PL = L

−1
l

( t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉ρi

)

=
t∑

i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉L

−1
l ρi

=

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈fj , x〉fj

= PLx.

Por lo tanto L
−1
l L = IH1 − PL.

4.3. Pseudoinversa derecha e izquierda pa-
ra operadores lineales de Fredholm.

Si un operador L ∈ L(B1, B2) es invertible en el sentido ge-
neralizado, entonces el operador L− ∈ L(B2, B1) se puede elegir
para garantizar la validez de las igualdades

(i) LL−L = L y (ii) L−LL− = L−. (4.21)

Notemos que ahora estamos interesados en el caso de un opera-
dor L ∈ L(H1, H2) actúa desde un espacio de Hilbert H1 en un
espacio de Hilbert H2. Entonces el conjunto de los operadores ge-
neralizados invertible L− ∈ L(H2, H1) contiene un operador único
satisface la siguiente condición:

(i) LL−L = L, (ii) L−LL− = L−, (4.22)

(iii) (LL−)∗ = LL−, (iv) (L−L)∗ = L−L. (4.23)

Definición 4.2. Un operador L− que satisface la condición 4.22
es llamado un operador pseudoinverso Moore-Penrose y es
denotada por L+.

Notemos que el operador L+ es único, la prueba de este hecho
lo puede ver en [1] La definición del operador pseudoinversa en el
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sentido de Moore-Penrose para un operador L el cual es denotado
como L+ cumple con las siguientes propiedades:

(i)LL+L = L,

(ii)L+LL+ = L+,

(iii)(LL+)∗ = LL+ = IH2 − PL∗ ,

(iv)(L+L)∗ = L+L = IH1 − PL.

(4.24)

Por otro lado, como los operadores PL y PL∗ tienen normas uni-
taria. las propiedades (iii) y (ii) de 4.24 implican que la solución
a la ecuación Lx = y sea x = L+y. Más aún, minimiza la norma
residual, es decir, ‖Lx − y‖H2 = ‖PL∗y‖H2 , y la solución para la
ecuación conjugada L∗f = g es f = (L∗)+g = (L+)∗g, la cual
minimiza la norma del residuo como: ‖L∗f − g‖H1 = ‖PLg‖H1 .
Además, como (L∗)+ = (L+)∗ los mı́nimos se alcanzan para el
mismo operador L+, sin embargo, como se vio previamente los
mı́nimos se pueden obtener de manera ajena con el uso de diferen-
tes operadores, por ejemplo, si L− es el operador inversa genera-
lizada y satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) de 4.24 entonces
una solución a la ecuación Lx = y es x = L−y, la cual minimiza
el residual únicamente para la ecuación original Lx = y. Por otro
lado, si L− tiene las propiedades (i), (ii) y (iv), entonces el resi-
dual es minimizado solo para la ecuación conjugada. Con base es
esta relación se tiene la siguiente definición.

Definición 4.3. Sea L− ∈ L(H2, H1), si satisface las siguientes
condiciones:

(i)LL−L = L,

(ii)L−LL− = L−,

(iii)(LL−)∗ = LL− = IH2 − PL∗ ,

(4.25)

será llamado el operador pseudoinversa por la derecha para
un operador L y es denotado por: L+

r .
Si satisface:

(i)LL−L = L,

(ii)L−LL− = L−,

(iii)(L−L)∗ = L−L = IH1 − PL,

(4.26)
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se llamará operador pseudoinversa por la izquierda para un
operador L y se denotará por: L+

l .

Notemos que el operador pseudoinverso por la derecha e iz-
quierda es pseudoinversa en el sentido de Moore-Penrose.

El operador L
−1
l ( o el operador L

−1
r ) definido como en el Lema

4.4 satisface la relación LL
−1
l L = L pero no cumple la segunda

condición de la definición de operadores inversas generalizadas, es

decir, L
−1
l LL

−1
l 6= L

−1
l . Por otro lado, si el operador L−0 , cum-

ple que LL−1
0 L = L pero L−1

0 LL−0 6= L−1
0 , entonces el operador

L−0 LL
−
0 satisface ambas condiciones por lo que L− es el opera-

dor inversa generalizada. La función de L−1 está dada con base al

operador L
−1
l LL

−1
l (o bien L

−1
r LL

−1
r )entonces es llamado opera-

dor pseudoinverso unilateral.

Teorema 4.4. Sean L+
l : H2 → H1 y L+

r : H2 → H1 pseudoin-
versas en el sentido de Moore-Penroes y sean PL, PL∗ proyecciones
ortogonales definidas como en 4.8. Se define:

(i) L
+
l := (IH1 − PL)L

−1
l , si t ≤ d.

(ii) L
+
r := L

−1
r (IH2 − PL∗), si t ≥ d.

Entonces L
+
l y L

+
l son pseudoinversa unilateral para un ope-

rador de Fredholm lineal y acotado.

Demostración. Sea t ≥ d. Por el Lema 4.4 el operador L tiene
inversa acotada por la derecha, a saber, L−1

r , se necesita verificar
los incisos de 4.25. Para ello, note que de la relación (ii) del 3.2,

se tiene que LL
−1
r = IH2 − PL∗ , luego por el Lema 4.2

LL+
r L = LL

−1
r (IH2 − PL∗)L

= (IH2 − PL∗)(IH2 − PL∗)L = L

y

L+
r LL

+
r = L

−1
r (IH2 − PL∗)LL

−1
r (IH2 − PL∗)

= L
−1
r (IH2 − PL∗) = L+

r ,
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finalmente se tiene: LL+
r = LL

−1
r (IH2 − PL∗) = IH2 − PL∗ =

(LL+
r )∗, ya que I∗H2

= IH2 y P ∗L∗ = PL∗ .
La prueba para t ≤ d se hace de manera similar, en este caso

el operador L+
r = L

−1
r (IH2 − PL∗) es pseudoinversa derecha para

L.

4.4. Pseudoinversas para operadores linea-
les y acotados de Fredholm

Para un operador lineal y acotado de Fredholm en un espacio
de Banach la estructura del operador inversa generalizada L−,
no determina el operador pseudoinversa en el caso de espacios
de Hilbert, al mismo tiempo la estructura de las pseudoinversa
unilaterales L+

l y L+
r deduce el operador pseudoinversa.

Teorema 4.5. Sean L ∈ L(H1, H2) operador de Fredholm y
L+ ∈ L(H2, H1) operador definido por:

(i) Inversa izquierda L+
l (IH2 − PL∗), para t ≤ d,

(ii) Inversa derecha (IH1 − PL)L+
r , para t ≥ d,

(4.27)

donde dimN(L) = t y dimN(L
∗
) = d. Entonces L+

l (IH2 − PL∗)
y (IH1 − PL)L+

r son los únicos operador pseudoinverso para un
operador lineal acotado de Fredholm L.

Demostración. Se tiene que L(IH1−PL) = L y (IH2−PL∗)L = L.
Luego las igualdades (i) y (ii) de (4.24) son ciertas, por lo que solo
resta verificar las igualdades (iii) y (iv).
El operador L+

r es pseudoinversa derecha, por lo que se tienen las
siguientes igualdades

LL+ = L(IH1 − PL)L+
r

= LL+
r

= IH2 − PL∗

= (LL+)∗,
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y por otro lado

L+L = (IH1 − PL)L+
r L

= (IH1 − PL)L
−1
r (IH1 − PL∗)L

= (IH1 − PL)L
−1
r L

= (IH1 − PL)(IH1 − PL),

donde PL es una proyección para N(L), en efecto, como

L
−1
r LL

−1
r L = L

−1
r (I − PL∗)L = L

−1
r L, el operador L

−1
r L es una

proyección para R(L∗), aśı, IH1−L
−1
r L = PL es también una pro-

yección. Luego, por el Lema 4.2 se tiene PL∗PL∗ = PL∗ y de esta
manera se tiene que (IH1−PL)(IH1−PL) = IH1−PL−PL+PLPL =
IH1 − PL, aśı L+L = IH1 − PL = (L+L)∗, esto implica que
I∗H1

= IH1 y P ∗L = PL.
Ahora para verificar las propiedades (iii) y (iv) de la segunda par-
te de las igualdades 4.27, se tiene que L+L = L+

l (IH2 − PL∗)L =
L+
l L = IH1 − PL = (L+L)∗, por lo que L+

l es el operador pseudo-
inversa izquierda, aśı

LL+ = LL+
l (IH2 − PL∗)

= L(IH1 − PL)L
−1
l (IH2 − PL∗)

= LL
−1
l (IH2 − PL∗)

= (IH2 − PL∗)(IH2 − PL∗),

donde PL∗ es el operador proyección L∗ para el espacio nuloN(L∗),
luego por el Lema 4.2, se tiene PL∗PL∗ = PL∗ y esto implica que
(IH2 −PL∗)(IH2 −PL∗) = IH2 −PL∗ −PL∗ +PL∗PL∗ = IH2 −PL∗ ,
donde LL+ = IH2 − PL∗ = (LL+)∗.

Esta no es la única forma de deducir el operador pseudoinversa
de un operador de Fredholm en un espacio de Hilbert, debido a
que cualquier espacio de Hilbert coincide con su espacio dual por
medio de un isomorfismo.

Por otro lado, las composiciones de los operadores L : H1 → H2

y L∗ : H2 → H1 quedan de la siguiente manera: L∗L : H1 → H1

y LL∗ : H2 → H2. Luego se define el operador S como:
S := L∗L : H1 → H1, este operador es autoadjunto,

S∗ = (L∗L)∗ = L∗L∗∗ = L∗L = S.
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Finalmente usando la igualdad 4.8 se construye el operador pro-
yección ortogonal PS : H1 → N(S).

Lema 4.8. Sean PL, PS y PS∗ proyecciones definidas como en 4.8.
Entonces las proyecciones PL, PS y PS∗ satisfacen: PL = PS = PS∗

Demostración. Sea {fi}ti=1 una base del espacio nulo N(L) y co-
mo Lfi = 0 para cada i = 1, ..., t y los operadores L∗ y L son
lineales, se sigue que Sfi = L∗Lfi = 0, es decir, N(L) ⊂ N(S).
Se mostrará que la base fi con i = 1, ..., t el espacio nulo N(L) no
puede ser complementado agregando elementos linealmente inde-
pendientes x0 ∈ H1 tal que x0 ∈ N(S), es decir, Sx0 = 0, para
ello supóngase lo contrario, es decir, existe un elemento x0 ∈ H1

tal que Lx0 = ψ 6= 0 y Sx0 = L∗ψ = 0, aśı

0 = 〈Lx0, 0〉
= 〈x0, L

∗ψ〉
= 〈Lx0, ψ〉
= 〈ψ,ψ〉 6= 0

esto nos lleva a una contradicción.
Las bases del espació nulo N(L) y N(S) coinciden, entonces
PL = PS , y como el operador S es autoadjunto se concluye que
N(S) = N(S∗) y PS = PS∗ .

Teorema 4.6. Sea L+ ∈ L(H2, H1) operador definido por:

L+ = (L∗L+ PL)−1L∗ = L∗(LL∗ + PL∗)
−1. (4.28)

Entonces L+ es un operador acotado pseudoinversa para operado-
res lineales y acotados de Fredholm L.

Demostración. Sea S un operador de Fredholm con ı́ndice cero,
el Lema de Schmidt es cierto para el operador S aśı el operador
S +PS tienen inversa acotada, por lo que, el operador S+ = (S +
PS)−1 − PS es inversa generalizada de S y satisface la relación
S+S = IH1 − PS . Más aún, como PS es un operador proyección
ortogonal, el operador S+ es la inversa generalizada, también es
el único operador pseudoinversa que satisface (4.22). En efecto,

(i)SS+S = S(I − PS) = S − SPS = S

(ii)S+SS+ = (I − PS)S+S+ − PSS
+ = S+,

(4.29)
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S+PS = 0 y PS(S + PS)−1 = PS . Más aún,

(iii)(S+S)∗ = (IH1 − PS)∗ = IH1 − PS = S+S,

(iv)(SS+)∗ = (IH1 − PS∗)
∗ = IH1 − PS∗ = SS+,

(4.30)

por lo que PS = PS∗ , I
∗
H1

= IH1 y PS = P ∗S . Ahora usando las
relaciones (4.29) y (4.30), se muestra que el operador, L+ = S+L∗

satisface la relación (4.24) y como el operador es pseudoinversa
para el operador L, también PL = PS , LPL = 0, S+S = IH1 − PS

y PSS
+ = 0, se puede escribir a L y L+ como:

(i) LL+L = LS+L∗L = L(IH1 − PS) = L(IH1 − PL) = L,

(ii) L+LL+ = S+L∗LL+ = (IH1−PS)L+ = L+−PSS
+L∗ = L+.

Se concluye que: L∗L∗ = L, ((S + PS)−1)∗ = (S + P−1
S ) y co-

mo (S+)∗ = ((S + PS)−1 − PS)∗ = ((S + PS)−1)∗ − P ∗S = S+, aśı,
se tendŕıa:

(iii)(L+L)∗ = (S+L∗L)∗

= (S+S)∗

= S+S

= S+L∗L

= L+L,

(iv)(LL+)∗ = (LS+L∗)∗

= L∗∗(LS+)∗

= L(S+)∗L∗LS+L∗

= LL+.

(4.31)

Y como PLL
∗ = (LPL)∗ y PS = PL = P ∗L, se escribe

L+ = S+L∗ = [(S + PS)−1 − PS ]L∗ = (L∗L+ PL)−1L∗.
La igualdad L+ = L∗(LL∗ + PL∗)

−1, se prueba de manera análo-
ga.

Note que el operador L es tal que N(L) = 0 o N(L∗) = 0,
entonces la igualdad (4.28) coinciden con las siguientes igualdades

L+ = (L∗L)−1L∗(PL
∼= 0), L+ = L∗(LL∗)−1(PL∗

∼= 0).

Observación 4.1. La igualdad (4.28) puede ser usado para la
determinación del operador pseudoinversa L+ para un operador
cerrado densamente definido L.
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4.5. Inversas para operadores de Fredholm
de ı́ndice cero

Las igualdades (4.27) y (4.28) precisan que el operador pseudo-
inversa para operadores de Fredholm es valido para operadores de
Fredholm de ı́ndice cero. En cuanto a la construcción del operador
pseudoinversa para operadores de Fredholm con ı́ndice cero es un
espacio de Hilbert se usará una base aproximada, que se obtiene al
ocupar el Lema de Schmidt. Sea L un operador de Fredholm con
ı́ndice cero, es decir, indL = 0, donde t = d = p como se definió en
1.20 y sean {fi}ti=1 y {ρs}ds=1 bases en los espacios N(L) y N(L∗)
respectivamente, y usando las protecciones definidas como en (4.8)
y (4.11), se construirán otras proyecciones que estarán relaciona-
das con PL : H1 → N(L) y PL∗ : H2 → N(L∗) y operadores de
dimensión finita como P̃L : H1 → N(L∗) y P̃L∗ : H2 → N(L)

Lema 4.9. Si PL, PL∗ , PL y PL∗ son proyecciones definidas como
en (4.8) y (4.11) respectivamente, entonces satisfacen lo siguiente:

(i)PL∗PL = PLPL = PL,

(ii)PLPL∗ = PL∗PL∗ = PL∗ ,

(iii)PLPL∗ = PL∗ ,

(iv)PL∗PL = PL.

(4.32)

Demostración. La prueba de este Lema es una implicación directa
del Lema 4.3, las igualdades (iii) y (iv) en (4.32), se sigue de las
igualdades en (iii) y (iv) en (4.12), para t = d = p y usando las
expresiones

∑p
s,k=1 β

−1
sk 〈ρk, y〉ρs y

∑p
i,j=1 α

−1
ij 〈fj , x〉fi, que son las

proyecciones ortogonales PL∗ y PL, respectivamente.

Lema 4.10. Sea L un operador de Fredholm con ı́ndice cero y PL

definido como en (4.8). Entonces L+ PL tiene inversa acotada.

Demostración. Es necesario y suficiente mostrar que
N(L+ PL) = {0} y N(L+ PL)∗ = {0}.
Supóngase que existe x0 6= 0, x0 ∈ H1 tal que (L+ PL)x0 = 0, es
decir, Lx0 = −

∑t
i,j=1 α

−1
ij 〈fj , x0〉ρi, multiplicando a ambos lados
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de la igualdad por el funcional ρs con s = 1, ..., t se tiene que:

0 = 〈L∗ρs, x0〉 (4.33)

= −
t∑

i,j=1

α−1
ij 〈fj , x0〉〈ρs, ρi〉 (4.34)

=

t∑
i,j=1

α−1
ij βsi〈fj , x0〉. (4.35)

donde la matriz α−1 y β son de tamaño t× t y son no singulares,
la igualdad (4.33) es verdadera solo en el caso cuando 〈fs, x0〉 = 0,
con s = 1, ..., t y por otro lado, como los vectores básicos fs son
linealmente independientes, la igualdad 〈fs, x0〉 = 0 implican que
x0
∼= 0, pero esto es una contradicción. Por lo que se prueba que

N(L+ PL) = {0}.

Ahora se mostrará que N(L + PL)∗ = {0}. Sea PL∗ el ope-
rador adjunto del operador PL y está determinado en la prueba
del Lema 4.6 y aśı se define

P
∗
Ly =

t∑
i,j=1

α−1
ij 〈ρi, y〉fj .

Ahora supóngase que exista y0 6= 0, y0 ∈ H2 = H∗2 tal que
(L+ PL)∗y0 = 0, es decir, L∗y0 = −

∑t
i,j=1 α

−1
ij 〈ρi, y0〉fj , mul-

tiplicando ambos lados de la igualdad por un elemento fk con
k = 1, ..., t, aśı se tiene

0 = 〈L∗y0, fk〉

= 〈y0, Lfk〉 −
t∑

i,j=1

α−1
ij 〈y0, ρi〉〈fj , fk〉

= −
t∑

i,j=1

α−1
ij αjk〈y0, ρi〉.

Como los vectores básicos ρi con i = 1, ..., t son linealmente inde-
pendientes la igualdad 〈y0, φi〉 = 0, es cierta solo si y0

∼= 0. Aśı,
N(L+PL)∗ = 0, por lo que el operador L+PL establece una co-
rrespondencia uno a uno entre los espacios H1 y H2. Luego por el
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Teorema de operadores inversas en espacios de Banach el operador
(L+ PL)−1 existe y es acotado.

Teorema 4.7. Sea L operador acotado de Fredholm con ı́ndice
cero y sea el operador

L+ = (L+ PL)−1 − PL∗ . (4.36)

Entonces L+ es el operador acotado pseudoinversa para el opera-
dor L.

Demostración. La prueba de este Teorema se sigue directamen-
te del Teorema 4.4, ya que t = d = p, el operador inverso por
la izquierda (L + PL)−1

l y el operador inverso por la derecha

(L+ PL)−1
r , es decir, el operador inverso (L+P

−1
L ) existe. Por lo

tanto por analoǵıa al Teorema 4.4, se concluye este Teorema.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se desarrolló un estudio sobre las inversas ge-
neralizadas para operadores de Fredholm en espacios de Banach
y Hilbert, cubriendo una cantidad de resultados para estudiar la
solución a la ecuación lineal de la forma; Lx = y.
En espacios de Banach se destaca la importancia de trabajar con
proyecciones de dimensión finita, esto para poder aplicar el lema de
Atkinson, obtener un análogo al lema de Schmidt y con la finalidad
de poder definir la inversa de un operador de Fredholm. También,
se puede observar que en estos espacios la ecuación Lx = y tiene
solución por mı́nimos cuadrados es única expresada de la siguientes
forma; x = L+y, donde L+ es la pseudoinversa Moore-Penrose. Si
L es un operador de Fredholm de ı́ndice cero, podemos dar una re-
presentación expĺıcita de su pseudoinversa L+ = (L+PL)−1−PL∗ .

Queda como trabajo a futuro explorar algunas aplicaciones de
las pseudoinversas de operadores de Fredholm a problemas como
los de Riemann y Haseman.
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