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ABSTRAK

Sistem partikel yang dipengaruhi oleh medan dengan energi potensial yang berubah secara lambat dapat
diselesaikan dengan persamaan Schrodinger menggunakan pendekatan semiklasik. Persamaan
Schrodinger dalam sistem partikel ini dipengaruhi oleh potensial Scraff Il trigonometri. Solusi
penyelesaian persamaan Schrodinger dengan potensial Scraff Il trigopnometri menggunakan pendekatan
semiklasik yaitu menggunakan pendekatan WKB. Pendekatan WKB digunakan untuk memperoleh
persamaan spektrum energi yang dipengarubhi oleh potensial Scraf Il Trigonometri.

Kata kunci: Persamaan Schrodinger; potensial Scraf 11 trigonometri; pendekatan WKB

1. PENDAHULUAN

Persamaan Schrodinger merupakan persamaan yang digunakan untuk menjelaskan sifat
atau keadaan suatu partikel melalui spektrum energi dan fungsi gelombang. Persamaan
Schrodinger menjelaskan partikel dalam kondisi non-relativistik[!. Untuk suatu sistem partikel
yang dipengaruhi potensial seperti Scraf Hyperbolicl?, Eckartl®], Manning Rosen!*, hyperbolic
Scraff 114, Scraff trigonometric [l [81 Coloumb("dan lain sebagainya dapat diselesaikan dengan
metode dalam mekanika kuantum. Dalam mekanika kuantum persamaan Schrodinger dapat
diselesaikan menggunakan metode Hipergeometril®l, Nikiforov-Uvarof [, Asymptotic
Iteration Method(®], dan SUSY!l. Sementara, apabila suatu partikel dalam keadaan dipengaruhi
oleh medan dengan energi dan potensial yang berubah secara lambat sehingga panjang
gelombang terdefinisi dengan baik pada sekitar sembarang titik, maka persamaan Schrodinger
diselesaikan dengan pendekatan semiklasik!¥. Pendekatan semiklasik disebut dengan
pendekatan WKB.

Pendekatan WKB (Wentzel, Kramer, dan Brillouin) merupakan pendekatan semiklasik
yang sesuai untuk partikel yang tidak berada di daerah partikel bersifat klasik. Dengan istilah
lain, pendekatan WKB sesuai untuk sistem partikel yang dipengaruhi oleh medan dengan
energi potensial yang berubah secara lambat dalam rentang beberapa panjang gelombang dan
untuk kondisi energi kinetik yang kurang dari energi potensial (E<V) [3.Fungsi pendekatan
WKB yaitu untuk menentuan koefisien transmisi sistem partikel yang menerobos potensial
tanggul, dimana potensial tanggul yang lebar seperti medan emisi elektron pada logam dan
penetrasi medan Coloumb dari nukleus partikel yang bermuatan positif. Selain untuk sistem
kuantum satu dimensi, pendekatan WKB dapat juga untuk sistem kuantum tiga dimensi yang
dapat diuraikan dalam beberapa sistem kuantum satu dimensi. permisalan untuk sistem
kuantum tiga dimensi yaitu berbentuk bola simetris yang diterapkan pada persamaan
Schrodinger sehingga sistem tersebut dapat diuraikan menjadi persamaan diferensial bagian
radial dan sudut. Bagian persamaan diferensial tersebut dianggap sebagai persamaan

Isnaini Lilis Elviyanti 32



ES Vol 1, No. 1, 2023

diferensial untuk sistem kuantum satu dimensi. Ada beberapa potensial yang tingkat energinya
dapat ditentukan secara eksak dengan pendekatan WKB yang telah dikoreksi dengan koreksi
Langer antara lain potensial Coloumb, Poschl-Teller, Gendensthein, Maning Rosen, dan
Morsel,

Dalam penelitian ini, persamaan Schrodinger yang dipengaruhi potensial Scraf Il
trigonometri diselesaikan menggunakan pendekatan WKB. Potensial Scraf Il trigonometri
dapat ditulis sebagai berikut [ (6],

V) = h [b?2+a(a—1) 2b(a—1)cosx
x) = 2m sin?x sin2x

)

dimana a dan b adalah bilangan real positif. Potensial Scraf Il trigonometri digunakan untuk
menjelaskan gaya antara atom atau molekulf®! (6],

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui perilaku partikel yang tidak mungkin berada
pada daerah ditemukannya partikel saat bersifat klasik yang dipengaruhi potensial Scraf Il
trigonometri. Batasan pada penelitian ini yaitu hanya pada persamaan Schrodinger bagian
radial yang diselesaikan dengan pendekatan WKB untuk memperoleh persamaan spektrum
energi.

2. METODE PENELITIAN
Persamaan Schrodinger secara umum dalam satu dimensi yaitu:

d? 2m
a7y 2m
dx?2 = h?

[E - V()](x) =0 )
dimana E adalah energi kinetik dan V(x) adalah energi potensial. Apabila sistem partikel
dipengaruhi potensial terkungkung maka ada tiga keadaan yaitu E>V(x) untuk partikel
bergerak secara klasik, E < V(x) untuk partikel dilarang bergerak secara klasik, dan E =V(x)
untuk titik batas keduanya (titik balik)[!. Penentukan tingkat energi partikel yang bergerak di
daerah yang dipengaruhi oleh energi potensial (V(x)), dimana (V(x)) berubah secara perlahan
maka perubahan panjang gelombang secara relativ dalam jarak sangat kecil bila dibandingkan
dengan satu satuan untuk kondisi E =V(x) dan E < V(x), maka pendekatan WKB dapat
diaplikasikan pada 3 daerah yang dipisahkan oleh titik-titik balik klasik, tetapi tidak valid untuk
titik yang sangat dekat dengan titik balik[!l. Pada saat sistem berada pada titik balik klasik maka
persamaan Schrodinger yang ditunjukkan persamaan (2) berubah menjadi:

h? d?

—ﬁd—xf + g[x - a]l,b(x) =0 (3)
h? d?

B zm‘—dxf +g'lx = blY(x) = 0 @)

dimana a dan b adalah titik balik klasik, Penyelesaian persamaan (3) dan (4) didekati dengan
bentuk airy intergral Ai (&) yaitu:

fu = (=) (2 ) )
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[

fo = (x—b) (2’”9 )E ©)

lalu penyelesaian Persamaan (5) dan (6) diperluas kedalam daerah x<a dan x>b, maka
penyelesaiannya mendekati bentuk asymtot yaitu

1
Jn(—fa)%
,’ﬂ( &)

sedangkan untuk daerah x<a dekat dengan titik x=a serta daerah x<b dekat dengan titik x=b
maka berlaku:

A) = sin[5 (~£F +7] -

Ai(§) = —— sm[3( fb) + ]

(8)

jk(x')dx’ = lja 2ugla—x'ldx' = E(—f )% 9)
hJ, 3 a
12 2 5
[ kGax = [ Vanghe = pldx’ = 5 (-6 (10)

maka penyelesaian persamaan (9) dan (10) yang diperluas kedalam daerah x<a dan x<b adalah
menggunakan kombinasi penyelesaian positif dan negatif berikut:

P = G, ((’;")) (ke (11)

Y_(x) = C, K((xo)) (=S r(x")ax") (12)

dengan menggunakan persamaan (11) dan (12) yang diterapkan pada persamaan (9) dan (10),
maka diperoleh:

sin [— ka(x’)dx’ + %] = sin Uak(x’)dx’ - ka(x’)dx’ + %] (13)
a b b

sin [— f xk(x’)dx’ + % (14)

a

untuk daerah antara a dan b, maka persamaan (13) dan (14) harus diberi harga yang sama,
dimana keduanya dikalikan dengan amplitude positif atau negatif, prasyarat agar keduanya
sama yaitu
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sin Uak(x’)dx’ - ka(x’)dx’ + %] = +sin ka(x’)dx’ + %] (15)
b b b

Penyelesaian persamaan (15) dapat menggunakan sinP = +sin Q, maka diperoleh P + Q = mn
atau P — Q = mm, dimana m = 0,+1,+2,... Harga P — Q = mm dari persamaan (15) dapat
diperoleh:

fak(x’)dx’ -2 ka(x’)dx' =mmn (16)
b b

harga persamaan (16) tidak memenuhi syarat karena perlu fungsi x berharga konstan.
Sementara, harga P + Q = mm untuk persamaan (15) maka diperoleh,

J:k(x’)dx’ = (n + %) /s (17

untuk n = 0,1,2,3,.... Untuk k(x") merupakan akar persamaan energi dari persamaan (2),
sehingga harga k(x") yaitu

k(x") = % 2m[E — V(x)] (18)

persamaan (18) merupakan kondisi kuantiasi suatu sistem kuamtum yang dijabrakan secara
semiklasikdan digunakan untuk memberikan harga pendekatan tingkat-tingkat energi suatu
sistem. maka persamaan (18) dapat ditulis menjadi,

fb a%mdx' =(n+3)m (19)

Persamaan (19) merupakan pendekatan semiklasik (pendekatan WKB) untuk memngestimasi
tingkat-tingkat energi suatu sistem. Penyelesaian pendekatan WKB dengan menggunakan titik-
titik balik klasik sedikit kurang baik namum hasilnya cukup sederhanal™.,

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Persamaan Schrodinger yang telah didekati dengn pendekatan WKB pada persamaan (18)
disubtistusi dengan potensial Scraf Il Trigonometri pada persamaan (1), sehingga menjadi,

E —

a
f B2 [b? +a(@—1) 2b(a—Ycosx]ax = —— (n + 3) n (20)
b 12m sin?x sin?x 2m 2

kemudian untuk menyederhanakan persamaan (20) dilakukan permisalan x=y, cosx=y, dan
menyamakan penyebut sehingga diperoleh,
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E — Ey?
a h? 1\?
- b2+(a——)) dy h ( 1)
- 2 ( 2 =—|n+z|m
fb ZE ) 1-y2 \2m 2 (21)
+om (20 (a-3)7)
i dy _ ady dy ..
Dimana 7 = 305 T 20 maka persamaan (21) menjadi,
| E—Ey? | E —Ey?
h2 2 h? 2
fal_z_ a—%)) dy aI_Z_ a—%)) dy
(1)) i ((e=1))
r< +g)m
n
2m 2

agar sesuai dengan pendekatan WKB maka persamaan (22) dimisalkan p=(1-y) dan z=(1+y),
sehingga dihasilkan,

%f: +<zE—2h—ri(2b (a—%)))p %p
\ ;‘m(zz,( 2)_(b2+(a_;)2)) | | -

) EJ: +(22E—_2(2b(a—%)))zg =\/%(n+%)n
o)

Persamaan (23) sudah seperti bentuk pendekatan WKB, yang dapat disederhanakan sebagai
berikut,

dp
| e

dengan R =d + ex + fx?2, bentuk penyelesaian dari ruas Kiri persamaan (24) yaitu dengan
formula berikut

dp

dp _ e (dp
f\/ﬁ?—\/ﬁ+§f\/—ﬁ+d p_\/ﬁ (25)
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dp 1 __1[2fp+e]
= n

VR 7 e —aar (26)
fd_pz;sm-l[ ep +2d
oWR V—d \p|J/eZ — 4df (27)

dengan persamaan (25), (26) dan (27) dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan (23),
agar perhitungan lebih sederhana maka masing-masing faktor dihitung dengan mencari akar-
akarnya, dan dihasilkan persamaan (28)

g (=1 o (1 + (a3 hood
|zm (=) g ( ) (o)

+ =

VE \/% (Zb(a -H+ (b2 +(a— %)2)> vam

(28)

kemudian untuk memperoleh persamaan spektrum energi persamaan (28) diubah menjadi,

(b(a—3))

2
2m
e 2b(a—3)
_ 2m\+ (b2 + (a-3)°)
] (29)
= (2+32)

Bl )

B+ @-) |

Persamaan (29) merupakan persamaan spektrum energi pada persamaan Schrodinger untuk
potensial Scraf Il trigonometri menggunakan pendekatan WKB.

4. KESIMPULAN

Pendekatan WKB telah diterapkan pada persamaan Schrodinger untuk potensial Scraf Il
trigonometri. pendekatan WKB telah sesuai dengan penurunan persamaan Schrodinger satu
dimensi bagian radial. Hasil persamaan spekrum energi persamaan Schrodinger untuk
potensial Scraf Il trigonometri menggunakan pendekatan WKB dipengaruhi oleh bilangan real
positif.
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