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Resumen

En el presente trabajo estudiaremos aspectos generales y especificos
sobre Lagrangianos Convexos, también estudiaremos hamiltonianos y
la relacion que tienen sus respectivos flujos.

Luego buscaremos conjuntos invariantes por estos flujos.

Palabras Clave: Lagrangiano, Hamiltoniano.



Abstract

In the present work we will study general and specific aspects about
Lagrangian Convexes, we will also study Hamiltonians and the
relationship that their own currents have.

Then we will look for invariant sets for these flows.

Key Words: Lagrangian, Hamiltonian.
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INTRODUCCION

El objetivo general de este trabajo es estudiar aspectos genéricos y especificos relacionados con
Lagrangianos Convexos.

Sea M una variedad riemanniana compactay TM su fibrado tangente. Un lagrangiano es una
funcién L:TM — R de por lo menos clase Cc*.

Definimos la accion del lagrangiano L sobre el conjunto de curvas y: [a, b]—> M, dada por

L()=[ L(r(s).5(s)) ds

a
Queremos estudiar curvas que minimizan la acciéon L que seran puntos criticos en el espacio
de curvas, en un sentido que definiremos mas adelante. A estas curvas las llamaremos

extremales.

2
Decimos que L satisface la condicion de convexidad si la segunda derivada le'(x,v) es
v

definida positiva para todo (x,v)eTM , entonces las curvas extremales de la accion cumpliran

las ecuaciones de Euler-Lagrange:

;thv(V(t)’ (1)L ((t),7(1))=0 :tL(”t%)to o



Veremos también que las ecuaciones de Euler-Lagrange definen un flujo ¢ en TM, asi mismo

en coordenadas locales la ecuacion de Euler-Lagrange puede ser escrita como un sistema de

ecuaciones deferenciales de primer ordenen TM :

X=V
{\./Z L;vl(Lx_va 'V)

A priori este flujo no es completo, es decir no necesariamente esta definido para todo pardmetro
teR.

En el fibrado cotangente 7:T*M — M introducimos la funcion H, el dual convexo de L,

Ilamado Hamiltoniano del sistema:
H:T"M >R

H(x, p)= Sup{pv—-L(x,v)}

veT,M

El fibrado cotangente tiene una estructura natural de variedad simpléctica, donde el gradiente
simpléctico del hamiltoniano es un campo X,, :M —T"M con un flujo local ¢ asociado
que resulta conjugado, mediante la transformada de Legendre, al flujo lagrangiano ¢, . Por
cémo se define el gradiente simpléctico, el hamiltoniano H es constante en las trayectorias de

H

(29

Bajo ciertas condiciones sobre L logra que el conjunto H‘l(c)cT*M con ceR sea
compacto, con lo cual el flujo hamiltoniano ¢, estara definido en todo parametro t e R .

Por ser conjugado, el flujo lagrangiano ¢ también sera completo y entonces se puede estudiar

su dinamica.

La segunda condicion que se le pedira a L serd Superlinealidad, sobre compactos de M,

. . . o L(x,v) , .
decimos que L es superlineal si y solo si Hlﬂm H = +o0 , equivalentemente podemos decir
V|—>0o0 V

dado A>0 existe B>0 talque L(X,v)>AN-B, ¥(x,v)eTM.



El hamiltoniano H también es superlineal sobre compactos de M (con la norma dual), con esta
propiedades se logra que el conjunto H‘l(c)cT*M con ce R sea compacto, con lo cual el
flujo ¢" es definido en todo parametro real.

Por lo tanto, podemos estudiar este flujo usando teoria de Sistemas Dinadmicos; por ejemplo,
buscaremos conjuntos que son invariantes por este flujo.

Nuestro objetivo especifico sera demostrar que dado @, 1-forma cerradaen M. Si H es
constante sobre el grafico Graf (w)={(x,®,)/ x e M}, entonces este grafico es invariante por

H

2
Con todo lo presentado, ampliaremos las técnicas para encontrar conjuntos invariantes, un
ejemplo, son los famosos conjuntos de Aubry-Mather. Para una definicion de estos conjuntos

ver [6] Contreras.



CAPITULO O

PRELIMINARES

En el presente capitulo daremos a conocer algunos conceptos basicos de lagrangianos convexos

en R", paralocual M denotara un subconjunto abierto contenidoen R".

Consideremos TM =M x R" su fibrado tangentey 7:TM — M la proyeccion candnica, esto

es 7(p,v)=p.

Veamos a continuacion la definicién de lagrangianos.

Definicion 0.1 Un Lagrangiano es una funcion de clase C?, L:TM >R definida en el

fibrado tangente.

Ahora definiremos la accion sobre el lagrangiano L .

Definicion 0.2 Si ;/:[a,b]—>M una curva C' por partes, la accion de ¥ para L esta

definida por:

L(y)= [ LGA). 7(t) . (1)



Consideremos, C el conjunto de curvas y:[a,b]—>M, C* continuas por partes.

Decimos que y: [a, b]—> M es una curva minimizante para la clase C si para cualquier curva

a:[a,b]>M en C con a(@)=y(a) y alb)=y(b) setiene que L(y)<L(a)

Por ejemplo, si L:TR" — R es el lagrangiano dado por L(x,v)= HVH2 ysi y:[a,b]>R" lacurva

dada por #(t)=(t....t)e R" con t €[a,b] entonces y minimiza la accionde L .

En efecto, la accion de y sobre el lagrangiano L esta dada por:

Ly)=[ [7(6)] ds
Lo)= [, (fast+.+D)f ds
L(y)= f: n ds

L(y)=n(o-a)
Por lo tanto, en este caso las curvas que minimizan la accion son segmentos de R" .
El siguiente lema exhibe la diferenciabilidad de la accion de ¥ para L .
Lema 0.3

Sean y,7,: [a, b]—> M dos curvas continuas por partes de Clase C*. La funcién L(y+t71) se

define paraun 1t pequefio y su derivada en t =0 esta dada por:

(?'[L(y_'_t}/l)t‘o :JjDL[y(S),}}(s)] (71(5)’7}1(5))(15

Demostracion: Sea 7(s)= 7(s)+ty,(s) y la accion L(}): j: L(y(s),j/(s)J ds

Entonces



:tL 7+t = [ DLI/(5)5(6)] (4(6).7:(5))as

L), =[] L)t >]-<7l<s>>+L[y<s>,y'<s>]-<y;<s>>jds

dt

Definiremos a continuacién curva extremal.

Definicion 0.4 Una curva extremal para el lagrangiano L , es una curva }/:[a,b]—>M

continua por partes de clase C' tal que, para cada curva 71:[a,b]—> R" de clase c~, con

7’1(3) =0= 71(b), se verifica:

d
aL(7+t71)‘t:o:O



Por ejemplo, si L: TR — R es el lagrangiano dado por L(x,v)=|v| donde | - | eslanorma

euclidiana y si 7:[0,1]>R" tal que y(s)=p+s(p—q), »(0)=p vy 7:[01]>R" tal

que 7/1(0) =0= 7/1(1) entonces aplicando el lema anterior tenemos que

GL0) = [ SO L6 S L0 76H) o

dt

- ([ 211676016 o
~[L, (o s(p-a), p-a)) 71 (5) s
=[2lp-q.7.(s) ) ds
=2['(p-q.,7,(s) ) ds

=2I:;<S(p—q ). 7:(s) ) ds

=2(s(p-a), (5)
0

Una vez que 7,(0)=0=y,(1).

Por lo tanto %L(ﬁm)‘t:o:o, lo que hace que y sea una curva extremal para el

lagrangiano L .

El siguiente lema nos ayudara en la demostracion de una proposicién importante sobre curvas

extremales.



Lema 0.5 (Dubois-Raymond)

Sea A:[a,b]— L(R”,R): (R“) una aplicacion continua tal que jb A(t)(y(t))dt=0 para cada

a
curva y:[a,b]—> R" de clase C* la cual se anula en la vecindad de a y b, entonces

Alt)=0 ; Vtelab]

Demostracion: Suponga que A=0, existe entonces un t,€(a,b) y v eR" tal que

Alt, v, )>0.

Por la continuidad de A(t), tomemos un & fijo que sea positivo, tal que A(t)(v0)>0 para todo
t que pertenece al intervalo [to -& 1 +g]c [a,b].
Sea ¢:[a,b] > R" de clase =, positiva en el intervalo (t,—&;t,+¢) y nula afuera de ese

intervalo.

Lacurva ¢-v,:[a,b]—>R" es de clase ¢y cumple la condicién de anularse en los extremos,

ademas se tiene que

[ A© @O )dt=[ " pO)A[) (v, et >0

a 0—E
Porque la funcion ¢(t)A(t)(v,) es continua y positiva en (t, - &;t, +¢).
Llegamos a una contradiccion de la hipotesis y por lo tanto A(t) =0. N

El siguiente lema, nos ayudard con la demostracion de un lema en el capitulo 1 y su

demostracion es facil de realizar.
Lema 0.6

Sea L:TM — R un lagrangiano de clase C' donde M es un abierto de R". Sea

7 :[a,b]— M una curva extremal de clase C*, entonces

=

L (4(s),7(s) )as

0

L 0,70)= L (), 7))+

ov ov

X

© )



El siguiente resultado muestra qué relacién tiene que tener el lagrangiano con una curva

extremal.

Proposicion 0.7 (Euler Lagrange)

Sea L un Lagrangiano de clase C2.Si y: [a, b]—)U es una curva de clase C?, entonces

7 es una curva extremal si y solo si satisface la ecuacion:

L, 7). (1), (1) @

Paratodo t €[a,b].

Demostracién: Yaque L y y son de clase C?,si 7, : [a, b]—> M de clase C~, donde

71(3-): 71(b): 0.

Entonces la aplicacion t — L, (7 (t), 7(t))-(»,(t)) esdeclase C' yseanulaenay

b. Luego:

P AL (), #(O) Galt) dt=o0

LI (0, 7ON-(a(0))dt+ [IL (1) 7 (0))]-(4 (1))t =0

dt

LIL G AN Gu)a=—[ L (). (0] (D))ot @

0

] - d
Como 7 esuna curva extremal siy solo si aJL(;/+t7/1 )‘t:O =

Por el Lema 0.3

[IL (@) 7@ @)dt+ I (7 (1), 7(0))] (7 (1)) dt=0

Usando (3) tenemos

Ib[Lx(y(t),y'(t))](n(t))dt—f;'t[Lv(y(t), 7())]-(n(t))=0

a



f’(Lx(ﬂt),y‘(t)) d['w(?’(t),j/(t))])(yl(t))dtzo

dt

Para cada yfl(t): [a, b] — M declase C”,talque p, seanulaen lavecindad de ay b es
decir y,(a)=y,(b)=0.

Usando el Lema 0.5 se tiene:
L 0).70)) I8 (1), 7))o

L) H()-L( (1) 7(1))
La ecuacion (2) es llamada de Euler Lagrange.
Por ejemplo, para el lagrangiano L:TR" — R dado por L(x,v):M2 ={v;v)
si y(t)=p+t(p—a)=p+tv,
Luego eremos L w=2(vw) y L, ((0):7(t))=20v;7(t) =2 p-; (1)

Entonces %Lv(y(t), y(t))=0=L,(y(t), 7(t)) lo que hace que y seauna curva extremal.

Definiremos a continuacién variacién respecto a una curva en una variedad M .

Definicion 0.8 Sea M una variedad diferenciable vy y:[a, b]—) M una curva C" por
partes. Una variacion de clase C' de y es una aplicacion I': [a, b]x(— g,g)—> M con

(¢ >0) tal que I'(t,0)= ¥(t) paratodo t < [a,b].

-10 -



Por ejemplo, si consideramos la esfera unitaria en R*, con la siguiente parametrizacion

y(t)z(sent,O,cost); te [0,72'] una variacion de y estaria dada por:
I'(t,s)=(sen t cos s,sen t sen s,cost), se[-7,7]

El siguiente lema exhibe la diferenciabilidad de la accién de I' y su demostracion es

esencialmente la misma del Lema 0.3.

Lema0.9

Si T es una variacion de clase C?de lacurva y:[a,b]—>M de clase C? con valores en el

subconjunto abierto M de R" .

Entonces la aplicacién s — L(T,) es diferenciable y su derivada en 0 est& dada por:

)= [oUb N[ Se0) S eo)a @

ds 0s "0sot

Veamos a continuacién una formula para la derivada de la accion con respecto a una variacion

arbitraria sobre una curva extremal.

Teorema 0.10 (Formula de la Primera Variacion)

Si y:[a,b]—>U de clase C’ satisface la ecuacién de Euler-Lagrange, entonces para

cualquier variacion I' de clase C* tenemos:

-11 -




i) =E60).10) L 6.0)-L((a),ia))- L (a0)

ds w OV s ov s

Demostracion: De la ecuacion (4) tenemos:

S = [oUl(0.50) [ 200 2T o)

ds as ' asat
sur) =J1 2600 L 00 S 60.0) 5100 a

Ademas, por la proposicion 0.7 de Euler-Lagrange,

d[?tw)’ y-(t»}ﬂ(y(w(t»

dt OX

Luego encontramos:

1) =[] e 2000 Lo G000 55 o) a
Por lo tanto:
S [ 6000)] Lo)

-12 -



CAPITULO 1

Hasta ahora todo lo demostrado en el capitulo O fue para lagrangianos en abiertos de R" todos
esos resultados se generalizan a variedades arbitrarias, aplicando localmente en entornos

coordenados.

Para tal caso en este capitulo M denota una variedad de clase C*, TM su fibrado tangente y

7:TM — M la proyeccion canonica, esto es 7Z'(X,V)= X.

Consideremos M dotado, de un lagrangiano L:TM — R de clase C" con r>2.

Lemal.l

Considere I":[a,b]x[c,d]— M una variacion de clase C’de la curva y:[a,b] >M de
clase C?. Definimos T,:[a,b]»>M tal que T,(t)=Tlt,s). Entonces la aplicacién s— L(T,) es de

clase C.

Demostracion: Para simplificar la notacion asumimos que Oe[c,d], mostraremos que

s— L(T,) es de clase C* en algin intervalo [-7,7] con (7 >0).

Podemos cubrir el conjunto compacto F([a,b]x{O}) con una familia finita de cartas

coordenadas.

-13-



Luego encontramos una subdivision a=a,<8& <..<a, =b tal que I'([a,a. [x{0}) esta

contenido en U, dominio de definicion de alguna de estas cartas.

Por compacidad, para un n suficientemente pequefio, tenemos

I([a,a., x[-7,7])cV, Parai=0,1,....n—1.

Transportando la situacion via cartas coordenadas a un conjunto abierto en R", por el Lema 0.9

se obtiene que

CH . BF 1 ;.
s_>J' LI T(t,s); E(t’s) dt, esdeclase C' enalgtn intervalo [, 7].
Ahora es suficiente notar que

L(rs):i”z':;j:* L{F(t,s); ?;(t,s)} it

Para poder terminar la prueba. |

A continuacion introduciremos el concepto de una curva extremal C? para el lagrangiano
L:TM — R en el caso de curvas 7:[a,b]—>M de clase C’con valores en la variedad

arbitraria M .

Definicion 1.2 Una curva y:[a,b]—> M de clase C? es una curva extremal para el

Lagrangiano L de clase C?, si cada variacion F:[a,b]x<—5,g>—> M de 7, de clase

C?,con T(t,s)=y(t) en una vecindad de (a,0) y (b,0) cumple:
d
— (T =0.
ds ( S)‘s=0

Lemal.3

-14 -



Si y:[a,b] >M es una curva extremal de clase C2 y [a',b]<[a,b] entonces Ia

restriccion y\[a, »] € también una curva extremal.

Demostracién: Para cualquier variacion de clase C?, F:[a’,b']x<—g,g>—>M de ;/\[a,b,] con

['(t,s)=y(t) en una vecindad de (a',0) y (b',0), podemos encontrar &' con O0<g'<e y

6>0 tal que T'(t,s)=y(t) paracada (t,s)el:[a,a'+5]U[b'=8,b' [x(~¢,¢)

Por lo tanto podemos extender F\[a‘,b']x<—g',g'> a f“[a,b]x<—g',g'> por T(t,s)=y(t) para

telab|x(-&e).

Esta claro que T es una variacion de clase C° con F(t,s)zy/(t) en una vecindad de

(2.0)y (0.0).

Ademas para s €[— &', &'], 1a diferencia L(l:s)— L(T,) es igual a L(y\[a,a‘ )+ L(}/\[b',b])
n

A continuacion, exhibimos y demostramos un resultado sobre ecuaciones de Euler-Lagrange.
Teorema l4
Suponga que L es un lagrangiano C*en una variedad M. Sea  : [a, b] —> M una curva

de clase C®.Si 7 esuna curva extremal entonces para cada sub intervalo [a',b']c [a, b] tal

que y\[a',b'] esta contenido en un dominio U de cartas coordenadas, la restriccion ;/[a',b']

satisface en coordenadas la ecuacién de Euler Lagrange.

Reciprocamente, si para cada t, e[a,b] podemos hallar un & >0 y un dominio U de cartas
coordenadas tal que 7\([t0—g,to+g]ﬂ[a,b])cu y ;/\([to—g,t0+g]ﬂ[a,b]) satisface en

cartas la ecuacion de Euler Lagrange, entonces 7 es una curva extremal.

Demostracion: Si y : [a, b] —> M es una curva extremal, entonces 7/\[&',b'] es también una

curva extremal, ya que y\[a',b']cU, donde U es un dominio de una carta coordenada.
Podemos entonces transportar via cartas coordenadas la situacion a un subconjunto abierto de

R", por lo tanto y\[a',b'] debe verificar la ecuacion de Euler Lagrange.
-15 -



Para probar la segunda parte, observamos que por compacidad de s, podemos encontrar una sub

division a=a,<a, <...<a, =b y una secuencia U, <...<U, , de dominios de cartas coordenadas

tales que 7([a,,a.,))cU,.

Usando el teorema 0.10 tenemos que:

L] =i o @)l ) % o)

o OV 0s ov 0s

Sumando estas igualdades encontramos

= %516 710))- L (00)- L () a))- - (20)

i)
<o OV s ov 0s

Si F(a,s)zy(a) y T'(s,b)=y(b) en una vecindad de $=0 entendemos que ambos

al;(a 0)=0Y (bo) 0

Por lo tanto, el segundo miembro de la igualdad anterior es 0, asi 7 es una curva extremal. W

A continuacion, veremos una formula para la derivada de la accién respecto a una variacion

arbitraria M , sobre una curva extremal.

Teorema 1.5 (Formula de la Primera Variacion)

Sea L un lagrangiano de clase C? en una variedad M. Si 5:[a,b]—>M es una curva
extremal de clase C?, para cada variacion I:[a,b]x(-&,6)>M , (t,5)>I(t,s) de y

tenemos:

S =S % 60)- S a))- & a0

Demostracion: Como y([a, b])c M es un compacto, podemos tomar una subdivision de

[a,b] en subintervalos [a,,a,,] con i=0,.,k donde cada subsegmento #([a;,a,,]) esté

incluido en un entorno coordenado.

-16 -



como »([a, ,a,,,]) esextremal, y cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange en coordenadas

y entonces también cumple la Formula de la Primera Variacién (Para el caso en que M es un

abierto de R") vista en el teorema 0.10

o] =50 700 % 0,00 bla) ) .0

Sumando en i, encontramos que los términos intermedios se cancelan, entonces

d “d
dSL(Fs#S_O - ZdSL(FS[ai,ami

s=0

e =S 70)- % 007 e ) a0) "

Definiremos a continuacién un lagrangiano no-degenerado.

Definicion 1.6 Si L es un lagrangiano de clase C? en la variedad M, decimos que L es

2
no-degenerado si para cada (x,v)eTM la segunda derivada parcial ﬁ(X,V) es no-

degenerada como una forma cuadratica.

Tomando en cuenta lagrangiano no degenerado, definimos a continuacion la Transformada de

Legendre.

Definicion 1.7 Si L es un lagrangiano de clase C' en la variedad M, definimos la

Transformada de Legendre, como la aplicacion, £L:TM —-T'M, Cc"*, asociadaa L dada

por:
L(x,v)= (x, glv'(xv)j

Calculando en coordenadas el diferencial de £ en un punto (x,v) obtenemos que

Id,, 0
dL(x,v)=| 82L L
oV (x,v) 7 (x,v)

-17 -



2
Que implica que dL(X,V) es invertible si y solo si 87()(’\/) es invertible.

La siguiente proposicion nos ayudara en la demostracion de resultados presentados

posteriormente y es consecuencia directa del teorema de la funcion inversa.

Proposicion 1.8

Sea L:TM — M un Lagrangiano de clase C? y £L:TM —T"M su transformada de

Legendre. Se cumple entonces que:

1) L esnodegenerado C" siysolosi L esun difeomorfismo local Cc™*.

2) L esnodegenerado C" y L esinyectivasiy solosi £ esun difeomorfismo C

sobre su imagen.

Con todo lo visto hasta ahora, podemos probar que si y es extremal de clase Clde L ,un

lagrangiano no degenerado, entonces necesariamente y tiene la misma regularidad que L .
Corolario 1.9

Si L:TM — R es un Lagrangiano no degenerado de clase C", r>2 en un abierto M <

R" . Entonces toda curva extremal L de clase C* esdeclase C".

Demostracion: Sea 7 :[a,b]—M una curva extremal de clase C*. Fijando t, € [a,b], miramos

el punto (y(t,),7(t,))=(x, ,V,)eT™ . Como suponemos que L es no degenerado, por la

oL
proposicion 1.8 su transformada de Legendre L: (X,V)—)(X,av(x,V)j es un difeomorfismo

local de clase Cc™.

: oL
Llamamos K :T*M —TM a su inversa local en el punto (Xo,av(xo,vo )j . Como ambas

curvas y y p son continuas, entonces para t en un entorno de t, se cumple que

-18 -



<y<t>,y‘<t>>j ©

Por el lema 0.6

Lo que implica que si 7 es extremal de clase C'.

Como L es C?, la funcién t%(gl/‘j(y(t),y(t)) es de clase C*. De aqui que el lado derecho de

la ecuacidn (5) es por lo menos C*. Por lo tanto el lado izquierdo también, lo que significa que

¥ es C!, esto es, la curva extremal y es de clase C2.

Este razonamiento se puede iterar:

oL
Si L es c?, como ahora 7y es de clase C2, entonces la funcion (mj(}/(t),}/(t)) se vuelve

también de clase C?. Suponiendo que K es de clase C*entonces la ecuacion (5) implica que

7 esdeclase C°.
Concluimos que si que X es de clase C"*entonces y esde clase C". n

Probamos ahora un resultado mas fuerte.

Proposicion 1.10

Sea L un Lagrangiano C',r>2 en la variedad M tal que la transformada de Legendre

. . . . 1
L£:TM —>T*M es un difeomorfismo sobre su imagen. Entonces toda curva extremal C- es

C' y por tanto satisface la ecuacion de Euler-Lagrange.

Demostracion: La suposicion de L ser un difeomorfismo, implica por la proposicion 1.8 que

L es no degenerado y por el corolario anterior cada curva extremal de clase C'es de clase C'

Sea y: [a, b] — M una curva extremal continua por partes de clase C!.
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Consideremos una subdivision a=a,<a, <..<a,, =b una subdivision finita de [a, b] talque la

restriccion ;/\[a ..,) € declase C*, para todo 1=01....k

Estas restricciones también son curvas extremales y por el Lema 1.3 son de clase C* y por el

corolario anterior son de clase C".

Resta ver qué sucede en tiempos t=a, para i=1,...,k.

Sea la curva y; : [a, b] — M de clase C* la cual es cero en una vecindad de ay b, como y

es extremal sabemos que

L 1G@ AT a0+ E (0, 5(0)) G0t =0

2 Ox
Como en cada subintervalo 7\[& 2] €S de clase al menos C* paratodo i =0,1,...,k.

Si integramos por partes la ecuacién anterior obtenemos que

L ). AN 0))= (1), 7(0) (4 (1)

a oV ov

a;

Asi tenemos

0= [ 2100 HON-a (01 S (1), 7(0) (a0 e

8

=3 0 0)- § S (0 )] (0t (0, 7))

g

Y como cada curva y\[a 2y 8 extremal de clase C?, vemos entonces que cumplen las
i A+l

ecuaciones de Euler-Lagrange para todo i =0.1,...,k.

Las integrales se anulan y llegamos finalmente a que
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Donde 5 _(t ) es la derivada por la izquierday 5, (t ) es la derivada por la derecha de 7
para t  [a,b].

La igualdad obtenida se cumple para toda curva 7, : [a, b]—> M de clase C= que se anula en
una vecindad de a y b. Dado un 1<i, <k, podemos elegir una curva 771 de clase C*~ que se

anule en [a,aiofl]U[a,.oﬂ,b] y tomando un & arbitrario concluimos que:

1 ZZIV_[?/(aiO ) a (aio )]'(E(aio ))_ZIV_[V(aiO ) 7+(ai0 )](771(&.0 )):O

Como 71(ai0) puede tomar cualquier valor, necesariamente se cumple que

Ll(a, )7 (8, )= L (a,). 7. (a, )
Esto equivale a decir

Lirla,). 7 (&, )=La,).7.(a)

Por ultimo queremos concluir que 7 (aio )ZJA (aio ) Para esto precisamos la hipdtesis que la
transformada de Legendre L es un difeomorfismo sobre su imagen y entonces inyectiva, con
lo cual 7_(ai0 )=7+(ai0 ) para todo 1=1,...,K.

En conclusion, cualquier curva  extremal C* por partes, es necesariamente de clase C' y por

lo tanto, conforme al corolario anterior, termina siendo de clase C'. n

Definimos ahora la condicién de convexidad.

Definicion 1.11 Decimos que L satisface la condicion de convexidad si la segunda derivada

o’L
8?()(’ V) es uniformemente definida positiva para todo (X, V) e TM , estoes:

Existe A> Otal que para todo (x,v)eTM ytodo WeT,M se tiene

w- L, (%,v)- w> Aw|? (6)
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Por ejemplo el lagrangiano métrico dado por L(x,v)= %MZ - %< viv) satisface la condicion

de convexidad ya que:

WL () W=

La siguiente proposicion exhibe una condicion sobre L para que £ sea un difeomorfismo.

Proposicion 1.12

Si L satisface la condicion de convexidad, entonces la transformada de Legendre

L:TM >T'M es un difeomorfismo C* sobre su imagen.

Demostracion: En primer lugar, vamos a demostrar que L es inyectiva. Suponga que

L,(xV)=L,(xw) luego L,(x,v)v-w)=L,(x,w)v-w) es definido para una funcién real f, por
f(t)=L,(x,tv+@-t)w)v-w)

Tenemos que f(1)=L,(x, v)v-w)=L,(x, w\v-w)=f(0)

Entonces el teorema de Valor medio nos garantiza la existenciade C (0,1) tal que f ’(C) =0

Por otro lado
f(t)=(v-wlL, (x,tv+@L-t)wfv-w)>0 siv=w.
Por tanto V=W yconeso L es inyectiva.

Paramostrar que L es un difeomorfismo observe que lamatrizde DL en coordenadas locales

esta dada por

L) {a Id ] 0 }
DL(x,v)=| &°L ’L

2
Como Zvl;(x,v) es no degenerado, DL(X, V) es invertible y el resultado sigue del Teorema de

la Funcion Inversa.
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La proposicién anterior muestra que los lagrangianos que satisfacen la condicién de convexidad

cumplen la proposicién 1.10.

Lemal.13

Si L es convexo entonces para cada x € M y para todos v,weT M tenemos que
L(x,w)-L(x,v)>L,(x,v)(w-v)

Demostracién: Definimos la funcion  f(t)=L(x,tw+(@1—t)v) de esa forma,

f'(t)="L,(x,tw+({@-t)vw-v), si 0<t<1 tenemos:

ft)- f(0) _ L(x,tw+@-t)v)-L(x,v)
t-0 t

Lt L(x,w)+(@-t)L(x,v)—L(x,v)
t

= L(x,w)—L(x,V)

Luego
L (x.v)w—v)= f’(0)=tIErO1+f(tt):c];(O)s L(x, w)— L(x,v),

Como queriamos. m

A continuacion, definiremos superlinealidad.

Definicion 1.14 Decimos que L es superlineal si dado A >0 existe B>0 talque

L(x,v)=AN-B, ¥(x,v)eTM.

Observacion 1.15

Para que L sea superlineal es necesario y suficiente que

L(x,v)

v
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De hecho, si L es superlineal, dado A >0 existe B>0 tal que

L(cv)2 AV -B2 AV = lim L(;’V) = 40

Reciprocamente, dado A>0Oexiste B, >0 tal que, si
V=B, = L(x,v)=Ay|

Haciendo M =min,,_. L(x,v) Y B=AB,+|M| obtenemos

M<Bo
QuesimV|<B, = L(x,v)>M2-M|>+M|+Alv-B,)

=-M[+ A~ AR,

= AV —(M]+AB,)= Ay -B

Por tanto, para todo V€ T, M tenemos L(x,v)> Av|-B.

L(xv)= 2 =2 (viv )

Por ejemplo para el lagrangiano métrico dado por vemos que L

es superlineal ya que:

L(x,v)

Ahora definiremos la condicion de acotacion, donde definimos (r) y o(r) para encontrar

| 1
i vl A

cotas para la funcién energia de un lagrangiano.

Definicion 1.16 El lagrangiano L satisface la condicion de acotado si dado r>0 se tiene:

w(r)=sup{L(x,v); (x,v)eT™ V< r}<+oo @)
Yy o(r)=supiw-L, (x,v)-w; (x,vV)eTM V| < A W] =1} < +o0 (8)

De ahora en adelante, excepto cuando sea explicitamente mencionado, las variedades M seran

supuestas completas y los lagrangianos L de clase C', r>3 satisfaciendo las condiciones de
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convexidad, superlinealidad y acotacion ya que bajo esas condiciones vemos que la

transformada de Legendre es un difeomorfismo.

Sabemos que si 7 es una curva que satisface la ecuacion de Euler-Lagrange tenemos entonces

que
CLO(0).5(0))= L (1))
Derivando la ecuacion anterior:
La(7 (£).7(6)}(7(0)+ Lo (0).7 (0))-(7 (1) )= (7 (1), 7(1))
Haciendo X = ¥(t) , v=7(t) obtenemos
Lo (xV)-v L (x,0)- v = L (x,v)

Observe que L,, esinvertible por la convexidad y asi mismo en coordenadas locales la ecuacion

de Euler-Lagrange puede ser escrita como un sistema de ecuaciones deferenciales de primer
ordenen TM :

{X:v
V= L;\}(Lx - va 'V)

El campo de vectores X, en TM dado en coordenadas, por XL(X,V)=(V, LL -L, V)) es un

campo asociado al sistema dado, llamado Campo de Euler-Lagrange, su flujo denotado por

(otL , es denominado el flujo de Euler-Lagrange.

L
Observe que suponemos que L esdeclase C',r>3, paraque X, y ¢ sean por lo menos de

clase C* , como veremos mas adelante (otL es de clase C™™.
La funcién energia de un Lagrangiano L es E:TM — R definida por:
oL
E(x,v)=—(x,v)-v—L(X,V
(x.v) = 5 (x,v)-v - L(x,v)
Si y: [a, b]—)U es una solucion de la ecuacion de Euler-Lagrange, entonces:
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Esto muestra que E es constante a lo largo del flujo de Euler-Lagrange y asi una integral

primera para dicho sistema. Las curvas de nivel de E son dichos niveles de energia los cuales

son invariantes bajo el flujo ¢, y E( tL)E k =cte.

Eso nos da la idea de que el sistema de Euler-Lagrange puede ser conjugado a algin sistema

Hamiltoniano, como veremos mas adelante.

Proposicion 1.17

Si ' y O estan definidas por las ecuaciones (7) y (8), respectivamente, para algin B >0

tenemos E(x,v)> —y(0)+ Bgz y E(x,v)<e, + O'Q’V)sz

Demostracion: Por la convexidad, existe A>0tal que W- LW(X,V)-W 2 AHVH2 :

Considere entonces B =inf {w-L,,(x,v)-w: =1y (x,v)eTM{>A>0.

d v v V| sV
dSE(x,sJ—VIWV[x,S] v (9)

st

Por la condicion de acotacion, definida en 1.16

Ademas, decimos

Donde

E(x,v)= £, 0)+ 'S 1d E[x SVJ (10)

>—L(x,0)+ j "sBds
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2
s

2-y(0)+—,

Para probar la segunda desigualdad, observe que la ecuacion (9) implica que

SSE[x,sUSSU(W ),

s|<[vi

Por lo tanto,
2
E(x,v)<e, +J.OVSG(V)dS =g, +0(M) V2
Como queriamos. -
Desde que L es limitado inferiormente, podemos considerar
& =SUp{E(x, 0)} = —inf {L(x,0)} (11)

Lema1.18

Si 7:TM = M es la proyeccién canénica, entonces

g, = min {k eR: ﬂ‘E,l(k) —M es sobreyecti va}.

Demostracién: Como L es convexa sabemos por el Lema 1.13, que para todos v, v, € T,M

tenemos

L(va)_L(X’Vo)Z Lv(Xivo)(V_Vo)
En particular, para v =0 obtenemos
E(x,v,)=L, (X, ) v, = L(x,V,)> -L(x,0)= E(x,0) Wy, eTM

Sea C = { keR: z\E,l(k) —>M es sobreyectiva} y keC.

De esa forma, dado X € M existe V, € T,M tal que E(x,v,)=k y de ahi
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k =E(x,v,)> E(x,0)=inf C>sup{E(x,0)}.

xeM

Entretanto SUP , _ {E(X,O)}e C.

En efecto, por la proposicion 1.15 la imagen de la aplicaciéon v — E(y,v) sera
[E(y,0), +].
Entonces, dado Y €C como E(y,0)<sup,_,{E(x,0)} tenemos que existe W tal que

E (y.w)=sp, ., {E (x,0) . "

Los siguientes corolarios nos ayudaran en demostrar que el flujo de Euler-Lagrange es

completo.

Corolario 1.19

Para cada trayectoria gotL (W): (y/(t),}'/(t)) existe K >0 tal que H 7(’[) H <K, es decir, la solucion

de Euler-Lagrange tiene velocidad acotada.

Demostracién: Si E(w)=k entonces E(y(t), 7(t))=k = cte. Por la proposicién 1.15 tenemos,

£z -0y 27

Y, por consiguiente

po= 4 ) -k ]

Si una variedad M es compacta, entonces dado U eTM, los conjuntos @ y «—limite de U

Corolario 1.20

son no nulos.

Demostracion: La trayectoria th(U) es de la forma (y(t)y(t)) y por el corolario 1.19 la

velocidad }/ es acotada, y por lo tanto, se deriva de la compacidad de M que (otL(U) esta
contenido en un compacto. -
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Proposicion 1.21

El flujo de Euler-Lagrange es completo, es decir que esta definido paratodo te R.

Demostracion: Sean weTM vy (a,,B) el intervalo maximal de definicion de la aplicacion

t — o' (W). Supongamos que «, B R . Si E(w)=k entonces E((otL(W))Ek. Desde que
(otL(W) es de la forma (7/(t),7}(t)), el corolario 1.19, sigue que existe K>0 tal que

0<|At) <K , vte(a,p).

Ademas, decimos
dy (1), 70) <[ i(s)| ds<Kt <K|5-a].

Eso muestra que ) esta contenido en una bola cerrada de centro 7/(0) y radio K \ﬂ—a\. Como

M es completo, los acotados y cerrados de M son compactos y de ahi (ptL (W) estd contenido en

un compacto.

Por tanto @ y g no pueden ser finitos. [ ]
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CAPITULO 2

Sea T, M el espacio dual del espacio tangente T,M y T*M el fibrado cotangente de M,

un punto de T"M se denota por (x, p) donde xeM y p eTX*M , ademas consideremos

7" :T*M — M la proyeccion candnica del fibrado cotangente T*"M en M.

A continuacion, definiremos un espacio vectorial simpléctico y forma simpléctica.

Definicion 2.1 Un espacio vectorial simpléctico es una par (V , a)) donde V es un espacio

vectorial provisto de una forma bilineal w:V xV — R que es antisimétrica no degenerada.

Estas dos condiciones en @ son:

e Antisimétrica a)(u,v)z—a)(v,u) , Yu,veV

e No degenerada a)(u,v)=0 , VveV = u=0
Laforma w esllamada forma simpléctica.

Por ejemplo, sea V =R"xR" y @ la 2-forma dada por

W= quk ~dp,
P
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Donde (a,,...,d,, P;»-., P, ) son coordenadas, dq, (z)=z, y dp,(2)=1z,.,

Vkell..,n},Vz={z,.,2,,}e R”

Sabemos que @ es antisimétrica ya que es una consecuencia directa de la definicion de

producto exterior de formas.

Queda probar que @ es no degenerada.

;- 2
Tomando e,,...,e,, la base canénica de R
2n )
sea U= Zoziei e R™ tal que w(u,v)=0, WveR?, entonces en particular tenemos
i=1l

olu,e)=0, Vi=1..2n

Pero

w<u,ei>=§dqwdpk (we,)
. det[qu(u) da, (ei )J

dp,(u) dp.(e)

= (ak5(k+n)i — %00k )

=}

o, ., Sii=n+l..2n
" l-a,,, sii=1..n

1+n?

En cualquier caso, resulta ¢, =0, Vi=1...,2n. Esdecir u=0 y por lo tanto @ es no

degenerada.

La forma @ puede escribirse de la siguiente manera:
a,():<30>

Donde (-, - ) esel producto interno Euclidiano canénico de R* y J, e R*™ gsla

matriz
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;[0 L
11,0

Entonces el par (V , @ ) es un espacio vectorial simpléctico.

Proposicion 2.2

Si w:VxV — R es una forma simpléctica en el espacio vectorial V entonces la

transformacion lineal @:V —V " dada por

o(x)y)=e(x,y)
Es un isomorfismo.

Demostracion: El niicleo de @ es el subespacio U ={xeV / &(x,y)=0; V yeV}y como w

es una forma simpléctica entonces U es nulo. u

Proposicion 2.3

En todo espacio vectorial simpléctico (V , @ ) la dimensién de V es par.

Demostracion: Si fijamos una base ¢€,...,6, en V , entonces la estructura simpléctica @ esta

bien definida por su matriz de estructura asociada A= (A,-), donde A; = ole ,ej), entonces

tenemos
det A=det A" = det(— A)=(-1)"det A
Donde mes la dimension de V .

Debido a que la matriz A es no degenerada tenemos que det A= 0 y entonces
det A=(-1)"detA =1=(-1)"

Por lo tanto dimV =m es par. u
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Ahora definiremos las variedades simplécticas.

Definicion 2.4 Una variedad simpléctica es un par (I\/I a)) donde M es una variedad

diferenciabley @ es una 2-forma tal que

1)  escerrada, estoes dw=0.
2) o es no degenerada, es decir dados xeM y WeTM la aplicacion p:TM —(T M)

dada por p(W)=w(w,-) es un isomorfismo.

Por ejemplo, si consideramos la esfera 5?2 y su forma de area @, que es cerrada por ser de grado

maximo.

Si vemos S? sumergida en R* como la esfera de radio 1 y consideramos el radio vector v en
cada punto de la esfera con coordenadas (X, Y, z), la expresion concreta de esta forma en este

punto es
w=det(v, -, -)=xdy Adz—ydx Adz+zdxAdy
En efecto, como en la esfera unidad
xdx+ydy+zdz=0
Entonces

x@ = X* dy A dz + xdx(- ydz+ zdy)
= x?dy Adz + (- ydy+zdz)a (- ydz+zdy)
Xa)=(X2 +y°+ zz)dy/\dz

Analogamente tenemos
Yyo= —(x2 +yi+ zz)dx/\ dz

0= (x2 +y 4+ zZ)dX/\dy
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En cada una de las expresiones anteriores, el miembro de la derecha se anula en el plano

tangente a la esfera en los puntos en los que se anula el correspondiente X,y 0z de la

izquierda, tenemos que la forma @ nunca se anula en la esfera.
También se puede ver como se expresa esta forma en coordenadas esféricas

X=C0S ¢ sen 6
y=seng cos 6
Z=cos 0

Luego tenemos

dx=-sen¢g sen & dg+cos¢ cos 6 d 6@
dy=cos¢ sen @ d ¢ +seng cos € d 6
dz=-sen@dd

dxady=-sendcosfdprdb
dxadz=seng sen°6 dgado
dyadz=—-cos¢ sen°d dgAd@

Por ultimo tenemos
o= —(0052 ¢ sen’ @ +sen’g sen® @+sendcos’ 6 )d prdB=—-send dprd@

Que es la forma de érea tipica en coordenadas esféricas.

Definiremos a continuacién Pull-back.

Definicion 2.5 Sea M una variedad y (N ,77) una variedad simpléctica, dada la funcion

diferenciable f:M — N, definimos f 7:T,M — R una 2-formaen M el cual llamaremos

el Pull-back de 7 mediante la funcion f, a la siguiente expresion:
(f *U)XV:nf(x)(d f.v) paratodo xeM, veT,M

A continuacién, definiremos 1-forma de Liouville
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Definicion 2.6 Sea M una variedad diferenciable, definimos una 1-forma de Liouville a la

aplicacion a(x,p):T(X’p)(T*M)aR que es la compuesta de las aplicaciones lineales

O o7 ZT(X,p)(T*M)—>TXM y p:TM — R, definida por:
Para cada & ET(X,p)(T*M ) tenemos:

Uy ()= pod Zm &= pld 72700 ).

Localmente  podemos ver el resultado anterior, consideremos una carta
p:UcR"5pU)cM vy su carta asociada ¢":UxR" ->T*M . Como la proyeccion

7":T'M —-M , esto nos da las coordenadas (X1Xn) de M 'y las coordenadas
(Xl,---,Xn;,Ol,---,/)n) de T*M . Si un vector W eT(X]p)(T*M) tiene coordenadas (X,,..., X, ;P,...., P.) las

coordenadas de dz*(W ) son (X,,.. X,).

Entonces en estas coordenadas la forma o esta escrita como

Por lo tanto concluimos que « es de clase C”.
La 1-forma de Liouville posees la siguiente propiedad que la caracteriza.
Lema 2.7

Sea wuna 1-forma diferenciable definida en un subconjunto abierto U de M, con
o(x)=(x,®,), tenemos entonces
o a=w

Donde @ « esel pull-back de la forma de Liouville « en T*M por la aplicacién o:U —»T “U

Demostracion: Sean (il in)las coordenadas en un entorno de M 'y las coordenadas en el

dual (xl,...,xn,fl,...,én) donde hacemos énfasis en marcar la diferencia entre X, :U >R (las
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funciones coordenadas en M ) con las funciones coordenadas x.:T'U >R en T°'M. En

general se hace un ligero abuso de notacion llamando a ambas ;.

En estas coordenadas la 1-forma se escribe como @(x)=(X,...., X,,@,(x)..., @,(x)) y su diferencial

€S

dxa):Zd X. i+dX o, o
i- 0X; 0g;

n
Sabemos ademas que en coordenadas a(X, , )= Z (x) dx
i=

Y como @" « es el pull-back de la forma de Liouville, tenemos (a)*a)x O (d a)) entonces

n

(@'a), =Y ox dx[de d, 0 a]

i=1 Xi aé

Porlotanto o' a=w. ]

Veremos a continuacion que la 1-forma de Liouville sirve para dar una estructura natural de

variedad simpléctica al fibrado cotangente de cualquier variedad,

Proposicion 2.8

Sea M una variedad y T*M su fibrado cotangente. Si tomamos la 2-forma ) en M dada

por Q=-da, donde &:M —>T"M es la 1-forma de Liouville, entonces (T*M,Q) es una

variedad Simpléctica.

Demostracion: Por ser la derivada exterior de una 1-forma, sabemos que Q es cerrada. Solo

faltaria verificar que es no degenerada, para lo cual tomaremos un sistema de coordenadas en

el dual (xl, o X & &, ) en las cuales a(x,f):Z§i dx, entonces

i=1
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Q=-da
= _d(zn:fi dxij
=—§id§,Ad&

=) dx Ad¢
=1

i
Ahora, tomemos un vector Ve T(x,g)M y lo descomponemos en

n

V:ZVi 0

=

: 0
YW —
; 104

Por lo tanto, si fijamos el v, obtenemos la siguiente 1-formaen T »M

Q)= D v, d& Y w g (12
i=L i=1
Como el conjunto (dx,,...,dx ,d&,...,d&,) es una base de T(;é)M entonces

Q(X,g)(V, -)E 0 siysolosi v=0

Concluyendo que € es no degenerada y por lo tanto el par (T*M,Q) es una variedad

Simplectica. -

Definamos a continuacién hamiltoniano.

Definicion 2.9 Una funcion H:T'M — R de clase C" ,r>2 es dicha Hamiltoniana. El

campo de vectores Hamiltoniano X, asociado al hamiltoniano H esta definido por
Q, (X (x))=d,H()

Observe que el campo Hamiltoniano X ; es Unicamente determinado por Q que es una forma

simpléctica.

Desde que, en coordenadas locales,
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" OoH " OoH
dH ;&dx +§$dpi

Por la ecuacion (12) tenemos

LoH 0 &oH 0
(xp)=>"" 23T
i=1 6p| axi i=1 6Xi 8pl

Entonces, en coordenadas locales, el sistema Hamiltoniano que prueba que el campo X, esta

dado por:

El flujo (ptH de este sistema es llamado flujo Hamiltoniano.
Lema 2.10

Sea H:M >R una funcion C? definida en un subconjunto abierto M de la variedad

simpléctica V , entonces H es constante sobre las orbitas del flujo hamiltoniano (ptH

Demostracion: Debemos comprobar que

En efecto, si (x(t), p(t)) es una curva solucion del sistema Hamiltoniano, entonces

aat( H(p!" (p))=d p)at o (p)
(

dH 1 X 0" (p)
o (p) ( ( H(p))’ XH(¢[ p)))
=0
Por lo tanto H es constante sobre las orbitas del flujo hamiltoniano (DtH . n

Precisamos de una funcién definida en el fibrado cotangente T*M de tal forma que el flujo

Hamiltoniano asociado a ella sea conjugado al flujo de Euler-Lagrange.
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Una funcion con esa propiedad es la transformada de Fenchel definida a continuacién.

Definicion 2.11 La transformada de Fenchel de un Lagrangiano L es una aplicacion

H:T"M — R definida por

H(x, p)= Sup{pv—-L(x,v)}

veT,M
Mostraremos que H esta bien definida.
Por la superlinealidad de L , dado VeTM

- pv—L(xv) _
e

Entonces existe K >0 tal que Sup {pv—L(x,v)} = Max{pv - L(x,v)}

VeT,M V<K

Proposicién 2.12

La transformada de Fenchel H de un Lagrangiano L es convexa y superlineal.

Demostracién: Dados P, P,€T,M yte [0,1] tenemos:

H(x, tp,+{-t)p,)= sup {{t p,+(1-t)p,)v-L(x,v)}

veT,M

< sup {t p,v—tL(x,v)}+ sup {1-t) p,v—(1-t)L(x,v)}

veT,M veT,M

=t H(X’ pl)+(1_t)H(X’ pz)
Que muestra la convexidad de H .

Mostremos que H es superlineal. En efecto, Dado A >0,

H(x,p)= sup {pv—L(x,v)}

veT,M

>sup{pv —L(x,v)}

VA
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> sup{pv}+sup{- L(x,v)}

MEAT A
=|p/A-B

Donde B= er/l {L(x,v)}

Por lo tanto la transformada de Fenchel H es convexa y superlineal. u

El siguiente lema relaciona la transformada de Fenchel con el lagrangiano L .
Lema 2.13

Si H es una transformada de Fenchel de L , entonces H (X, p)= pv — L(x,v) si y solo si
p= k,(x,v). Ademas decimos H =E o L donde E eslaenergiay L es la transformada

de Legendre de L .

Demostracién: Usando el Lema 1.13 dados V,We T, M tenemos

L, (x,v v=L(x,v)>L,(x, v)w-L(x, w)

L, (x,v )v—L(x,v)>max{L,(x, v)w—L(x, w)}=H(x,L,(x,v))

WM
Mostrando que
H0 L) =L (v )v=L(xv) y H o L(x,v)=E(x,v).
Reciprocamente, si H(x, p)= pv— L(x,v) fijando W tenemos
pv—L(x,v)=H(x,p)> p(v+ew)—-L(x,v+ew) , Ve >0.
Luego por la diferenciabilidad de L ,
L(x,v+ew)-L(x,v)> & pw
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L L(x,v+&w)-L(x,v)
e-0" o

>pw

Entonces L,(x,v)w> pw
Desde que (L,(x,v)-p)w>0 paratodo Wy L,(x,v)—p es lineal, sigue que:
L,(x,v)-p=0
Entonces p=L,(x,v) n

La siguiente proposicion muestra la conjugacion entre los flujos de Euler Lagrange y flujo

Hamiltoniano.

Proposicion 2.14

La transformada de Legendre £:TM —T'M es una conjugacion entre el flujo de Euler-

Lagrange y el flujo Hamiltoniano.

Demostracion: Es suficiente probar que DL(x,v) X, (x,v)= X, (£(x,v)).

Observe que

D£(x,V)XL(X,V)=LVI(i,V) HV(?(,V)}LKLXVLXVV)}L(\;V)}

Ahora, escribiendo L”(x, p)=(x,h(x, p)) tenemos:
L7 L=id= L7(x,L,(x,v))=(x,v) =v=h(x,L,(x,v)

LoL7=id = L (x, h(x, p))=(x,p) = p=L,(xh(x,p))

Usando el lema anterior

H(x,p)=EoL7(x,p)

peahi H(x,p)=L,0x,h(x, ph(x, p)- L(x,h(x, p))= ph(x, p)- L(x,h(x, p))

Sigue que
-4] -



H, (x, p)=h(x, p)+ ph,(x, p)-L,(x,h(x, p))h, (x, p) = h(x, p) (13)
H,(x, p)=ph,(x, p)-L,(x,h(x, p))-L,(x,h(x, p))h,(x, p)

~L,(x,h(x, p)) (14)

Por lo tanto

)=|n (L, (6,v); L (G h(x, L ()=l L (x,V)

Como deseabamos.
Tengamos en cuenta la siguiente observacion,

Observacion 2.15

Las ecuaciones (13) y (14) muestran que H es de la misma clase de diferenciabilidad que el

Lagrangiano L .

Corolario 2.16

Si L es de clase C"entonces el flujo de Euler-Lagrange X, esde clase C™™.

Demostracion: Por la expresion de X, vista en el capitulo 1, tenemos que si L eC" implica

que ¢ eC"?

Entretanto como hemos observado més arriba LeC" implica que HeC" y por definicion,

X, eC™.

La transformada de Legendre es un difeomorfismo de clase C i

Mas aun
o-(x,v)=L op 0 L(x,v)
O también

(DtH (X’V):£°¢tL °£_1(X’V)
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Sigue que

X eC™ =

Definiremos a continuacidn subespacio lagrangiano.

Definicion _2.17 En un espacio vectorial E dotado de una forma bilineal simplética

w: ExE — R, un subespacio lagrangiano es un subespacio F de E con dim E=2dim F

y 0 es idénticamente 0 en FxF.
Lema 2.18

Sea F un subespacio lagrangiano de (E, a)) un espacio vectorial simpléctico. Si x € E es tal

que a)(x, y)=0 paratodo Y € F entonces el vector x estaen F .

Demostracién: Sea F~ ={x e E / @(x,y)=0} paratodo y e F el subespacio formado

por los vectores ortogonales a F.

Como F es un subespacio lagrangiano se cumple F < F .

Ademas la aplicacion @:E — E que asocia x— o (x) es un isomorfismo por la proposicion

2.2
Como la imagen de F* por esta aplicacion es el conjunto 5)(Fl)= {p eE’ / p\F :O} de

funcionales cuyo nucleo incluye a F, entonces E)(FL) se puede identificar con (E/F) Por lo

tanto tenemos que la dimensién
dim (F * )=dim (&(F * ))=dim ((E/F )" )= dim (E ) — dim (F ) = dim (F)
Ycomo F — F* tenemosentonces F~ = F

Ahora definiremos subvariedad lagrangiana.
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Definicion 2.19 Si V es una variedad simplética, una subvariedad lagrangiana de V es una

subvariedad N de clase al menos C' v tal que el subespacio T,N de T,V esparacada xe N

un subespacio lagrangiano de forma bilineal simplética 2, .

Por el lema 2.18, si xe N, cualquier vector veT,V tal que Q (v,v)=0 para todo v'eT,N esta

necesariamente en T N.

Por ejemplo, si consideramos la esfera S y la forma o, definida por
o(x,y,z)=xdy ndz—ydx Adz+zdx Ady

sea G:(xy,2)eS?, x=0, y*+7’=1

Consideremos una parametrizacion

a(t)

Entonces su espacio tangente sera T, C= <0 ,—sent, cos t>

(0,cost, sent)

O oy =0y =00, —sent, cost),(0, —sent, , cos ;)
=0-costdx A dz+sent dx A dy

0 0
—sent —sent,

=-—Cos t +sen t

cos t cos t,
=0

Entonces @(u,v)=0

Por lo tanto G (X, Y, Z) €S’ , x=0, y*+7°=1 esuna subvariedad lagrangiana.

Definiremos a continuacion el grafico.

Definicién 2.20 Sea @ una 1-forma diferencial de un subconjunto abierto U de M. gl

grafico de @ es el conjunto

Graf (0)={ (x,®,) / xeU } c T'M
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Por ejemplo sea la esfera S%, una parametrizacion del hemisferio superior es

o(u,v)= (u,v, N T )

Las derivadas son

9 10, 4 L [ W
8u 1M xl_uz_vz ! 8\/ 1= x]—_uz_vz

Todo vector v eT,,,S* esde laforma v = ai+ bg

ou oV

Su base dual es {du,dv} y du(vV)=a , dv(V)=b
Definimos la forma @, = du+dv

Entonces el graficoes Graf(w) = {(p , @, ) / pe Sz}c T(p(u'\,)S2
Mostraremos a continuacion un lema importante para grafico.
Lema 2.21

Si @ esa una 1-forma diferencial C'en una variedad M, entonces el gréafico Graf (a)) de

@ es una subvariedad lagrangiana de T*M si y solo si @ es una forma cerrada.

Demostracion: Si @ es 1-forma, por el lema 2.6 tenemos

w=0a
y por lo tanto también  dw = @' (da) = —@*(Q2)

da)x = _Q(x,a)x)

Sin embargo la forma @: M —T M induce un difeomorfismo de clase C' de M en

Graf(w), esdecir @: M — Graf(w)

Por lo tanto d@, =0 siysolosi Q, , =0
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esdecir do=0 siysolosi Qg =0
Definiremos a continuacién un conjunto invariante.

Definicion 2.22 Sea @,'M —> M si Nc M se dice que N es invariante por @, si

¢t(N)§ N.

Con todo lo presentado ahora enunciaremos y demostraremos el teorema principal de nuestro

trabajo, conocido como Hamilton-Jacobi.

Teorema 2.23 (Hamilton-Jacobi)

Sea H:0—R una funcion de clase C* definida en un subconjunto abierto O de una
variedad simplética VV , si N =O es una C' subvariedad lagrangiana de V , es localmente

invariante por el flujo go[H siy solosi Hesconstanteen N .

Demostracion: Si H es constante en N , tenemos

vxeN, d,H|, =0

Y por lotanto Q (X, (x),v)=0 paratodo veT,N y porel lema2.18 como T,N es un subespacio
lagrangiano entonces X, (x)eT,N paratodo xeN.

Luego podemos restringir el campo X,:0—>TO de clase C " a un campo en la subvariedad
N . Por unicidad del teorema de Cauchy-Lipschitz [2] , las soluciones de gotH en N también
son Orbitas de (p? en O y por lo tanto la subvariedad N es invariante por el flujo hamiltoniano
en O.

Por el contrario, si N es invariante por go'ﬂ, entonces paratodo xe N, las curvas }/(t)= (DtH (X)
definidas en un intervalo (—5,5) con &>0 estan incluidas en N, es decir que su velocidad

7(t)eT, N paratodo te(-¢,e) . En particular tiene una velocidad X, (x) para t=0 que debe

estaren T,N .

Por definicion de campo Hamiltoniano, para cada xe N se cumple:
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=0 (X, (),

X

TN

X

Pero como XH(x)eTXN y N es una subvariedad lagrangiana desaparece en cada punto de

N, esdecir o | - =0 entonces

d,H

X

™ =0 paratodo xe N

con lo que la restriccion H|N es constante.

De la proposicion 2.14 tenemos que la transformada de Legendre £:TM —-T'M es una
conjugacién entre el flujo de Euler-Lagrange y el flujo Hamiltoniano, si AcT'M,

IBcTM / L(B)=A.

Si A es invariante por el flujo hamiltoniano (/)[H tenemos

Siysolosi B esinvariante por el flujo lagrangiano (otL.

A continuacion, enunciaremos un teorema, cuya demostracion es inmediata del teorema de

Hamilton-Jacobi.
Teorema 2.24

Sea L:TM — R un lagrangiano de clase C®, si N es una subvariedad lagrangiana para

L7 entonces N es localmente invariante por el flujo (otL siysolosi Hesconstanteen N

Por ejemplo, en el caso Riemanniano:

Si M es una variedad Riemanniana tenemos el lagrangiano L:TM — R definido por
L(x,v)={v.v), = v/

Su hamiltoniano correspondiente H:TM — R es
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H(x,v)=L,(x,v)v—L(x,v)
Hxv)=2|v "= v ] =|v[*

Sea H(SM)=1 donde SM ={(x,v)eTM, VH:1} es invariante por ¢, que es el flujo

geodésico.
En el caso de Lagrangianos Mecanicos.

Consideremos el péndulo, el Lagrangiano mecanico L:S'xR — R es de la forma

)2

L(H, é)=i+cos 0

Sea p:a—lfzé’
06

Su hamiltoniano correspondiente H es

H(@,p)=L,(6.p)p-L(6.p)
2 2
_p—[p+c039]
2 2
p2
H(9, p)=7—cos¢9

El sistema asociado al campo de Hamiltoniano sera:

. OH

H_E_p

y=H_ __
P=-"24 (- (~sen@))=—send
0=p

p=-sené

Consideremos @ una forma simpléctica en S'xR tal que

w=dO Adp
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Entonces la 1-forma (@, p aiﬂJr azi (-) queda dada por
00 ?op
0 0 0 0 0 0 0 0
0, —+a,—|[b—+b, —|=dOéAd —+a, —||b—+b, —
o p)[aiaf Zapj{laf 2ap) " p(aiaf Zapj(laf 2ap)

a &
b, b,

:a:l.bZ_aZ bz
=a dp—a,dd

Como DH(6, p)= pdp+senode y @(X,,,-)=DH tenemos

pdp+senfddf =a dp—a,dod
a=p A a=-send

El campo Hamiltoniano sera:

0 0
X, (@,p)=p %—sene ey

Es decir que obtuvimos es campo que define el sistema hamiltoniano.

Como H es constante en las orbitas del campo Y las orbitas estan confinadas en niveles de

energia H .

Luego
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—cosfd=c

2
p==+./2(c+cosd)
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CONCLUSIONES

1. En esta tesis, hemos presentado toda la teoria relacionada con lagrangianos convexos.

2. Los Lagrangianos y Hamiltonianos, definen un flujo y bajo ciertas condiciones para la

transformada de Legendre, se demostré un aconjugacion entre estos flujos.

3. Con todo lo presentado, se demuestra que dado @, 1-forma cerrada en M, si H es

constante sobre el gréfico Graf (o) = {(x,®,)/ xe M}, entonces este grafico es invariante

por el flujo hamiltoniano.

4. Esta tesis entrega también herramientas para el estudio de los conjuntos Aubry-Mather,
ésta teoria describe conjuntos de medidas invariantes que minimizan la accion y su relacion

con la dinamica de L.
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