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Resumen 
 

En el presente trabajo estudiaremos aspectos generales y específicos 

sobre Lagrangianos Convexos, también estudiaremos hamiltonianos y 

la relación que tienen sus respectivos flujos. 

Luego buscaremos conjuntos invariantes por estos flujos. 

 

Palabras Clave: Lagrangiano, Hamiltoniano. 
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Abstract 
 

In the present work we will study general and specific aspects about 

Lagrangian Convexes, we will also study Hamiltonians and the 

relationship that their own currents have. 

Then we will look for invariant sets for these flows. 

 

Key Words: Lagrangian, Hamiltonian. 
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INTRODUCCIÓN 

 

El objetivo general de este trabajo es estudiar aspectos genéricos y específicos relacionados con 

Lagrangianos Convexos. 

Sea M  una variedad riemanniana compacta y TM  su fibrado tangente. Un lagrangiano es una 

función R→TML :   de por lo menos clase 
2C  .  

Definimos la acción del lagrangiano  L  sobre el conjunto de curvas   Mba →,: ,  dada por 

( ) ( ) ( )( ) dsssL
b

a=  ,L  

Queremos estudiar curvas que minimizan la acción L   que serán puntos críticos en el espacio 

de curvas, en un sentido que definiremos más adelante. A estas curvas las llamaremos 

extremales.  

Decimos que L  satisface la condición de convexidad si la segunda derivada ( )vx
v

L
,

2

2




 es 

definida positiva para todo ( ) TMvx , , entonces las curvas extremales de la acción cumplirán 

las ecuaciones de Euler-Lagrange: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =− 0,, ttLttL
dt

d
xv   ( ) 0

01 =+
=t

t
dt

d
L  
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Veremos también que las ecuaciones de Euler-Lagrange definen un flujo L

t  en TM, así mismo 

en coordenadas locales la ecuación de Euler-Lagrange puede ser escrita como un sistema de 

ecuaciones deferenciales de primer orden en TM : 

( )





−=

=

− vLLLv

vx

vxxvv

1


 

A priori este flujo no es completo,  es decir no necesariamente está definido para todo parámetro 

Rt . 

En el fibrado cotangente MMT →:  introducimos la función H, el dual convexo de L, 

llamado Hamiltoniano del sistema: 

R→MTH :  

( ) ( ) vxLpvSuppxH
MTv x

,, −=


 

El fibrado cotangente tiene una estructura natural de variedad simpléctica, donde el gradiente 

simpléctico del hamiltoniano es un campo  MTMX H

→:  con un flujo local 
H

t  asociado 

que resulta conjugado, mediante la transformada de Legendre, al flujo lagrangiano 
L

t . Por 

cómo se define el gradiente simpléctico, el hamiltoniano H es constante en las trayectorias de 

H

t . 

Bajo ciertas condiciones sobre  L   logra que el conjunto ( ) MTcH − 1
 con Rc  sea 

compacto, con lo cual el flujo hamiltoniano 
H

t estará definido en todo parámetro Rt . 

Por ser conjugado, el flujo lagrangiano 
L

t  también será completo y entonces se puede estudiar 

su dinámica. 

La segunda condición que se le pedirá a  L  será Superlinealidad, sobre compactos de M, 

decimos que L  es superlineal si y solo si 
( )

+=
→ v

vxL

v

,
lim , equivalentemente podemos decir 

dado 0A  existe 0B  talque ( ) ( ) TMvxBvAvxL − ,,, . 
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El hamiltoniano H  también es superlineal sobre compactos de M (con la norma dual), con esta 

propiedades se logra que el conjunto ( ) MTcH − 1
 con Rc  sea compacto, con lo cual el 

flujo L

t   es definido en todo parámetro real. 

Por lo tanto, podemos estudiar este flujo usando teoría de Sistemas Dinámicos; por ejemplo, 

buscaremos conjuntos que son invariantes por este flujo. 

Nuestro objetivo específico será demostrar que dado   , 1-forma cerrada en M .  Si H  es 

constante sobre el gráfico ( ) ( ) MxxGraf x = /, , entonces este gráfico es invariante por 

H

t . 

Con todo lo presentado, ampliaremos las técnicas para encontrar conjuntos invariantes, un 

ejemplo, son los famosos conjuntos de Aubry-Mather. Para una definición de estos conjuntos 

ver [6] Contreras. 
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CAPITULO  0 

 

PRELIMINARES 

 

En el presente capítulo daremos a conocer algunos conceptos básicos de lagrangianos convexos 

en n
R , para lo cual M  denotará un subconjunto abierto contenido en n

R .  

Consideremos nMTM R=  su fibrado tangente y  MTM →:  la proyección canónica, esto 

es ( ) pvp =, . 

Veamos a continuación la definición de lagrangianos. 

Definición 0.1 Un Lagrangiano es una función de clase 
2C , R→TML :  definida en el 

fibrado tangente.  

Ahora definiremos la acción sobre el lagrangiano L . 

Definición 0.2 Si   Mba →,:  una curva 1C  por partes, la acción de    para L  está 

definida por:   

( ) ( ) ( )( ) ., dtttL
b

a=  L    (1) 
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Consideremos, C  el conjunto de curvas   1,,: CMba →   continuas por partes. 

Decimos que   Mba →,:  es una curva minimizante para la clase C  si para cualquier curva  

  Mba →,:   en C   con  ( ) ( ) ( ) ( )bbyaa  ==   se tiene que   ( ) ( ). LL   

Por ejemplo, si R→nTRL : es el lagrangiano dado por ( ) 2
, vvxL =  y si   nba R→,:  la curva 

dada por ( ) ( ) nttt R= ,...,  con  bat ,  entonces   minimiza la acción de L .   

En efecto, la acción de    sobre el lagrangiano L  está dada por: 

( ) ( ) ( )( ) dsssL
b

a=  ,L  

( ) ( ) dss
b

a=
2

 L  

( ) ( )( ) ds
b

a +++=
2

1...11L  

( ) dsn
b

a=L  

( ) ( )abn −=L  

Por lo tanto, en este caso las curvas que minimizan la acción son segmentos de n
R . 

El siguiente lema exhibe la diferenciabilidad de la acción de    para L .   

Lema 0.3 

Sean   Mba →,:, 1  dos curvas continuas por partes de Clase 
1C . La función ( )1L  t+  se 

define para un t   pequeño y su derivada en 0=t  está dada por: 

( ) ( ) ( )  ( ) ( )( )dsssssDLt
dt

d b

at 1101 ,,  =+
=

L  

Demostración: Sea ( ) ( ) ( )stss 1 +=  y la acción  ( ) ( ) ( ) dsssL
b

a 












=



 ,L   

Entonces  
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( ) ( )( ) ( ) ( )
0

00

1 ,

=



==































==+ 

t

b

a
tt

dsssL
t

s
dt

d
t

dt

d
 LL  

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

11 ,
=






 ++




= 

t

b

a
dsstsstsL

t
   

Consideremos ahora  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )stsststx 11 ,   ++=  

( )( )
0=











= 

t

b

a
dstxL

t  

( )( ) dstxL
t

b

a
t

 











=

=0  

( )( ) ( )( )dstxtxDL
b

a t =
=

0
  

( )( ) ( )( )dsxxDL
b

a = 00   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )dsssssDL
b

a = 11 ,,    

( ) ( ) ( )  ( ) ( )( )dsssssDLt
dt

d b

at 1101 ,,  =+
=

L  

( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) dssssL
v

sssL
x

t
dt

d b

at  












+




=+

= 1101 ,,  L  

 

Definiremos a continuación curva extremal. 

Definición 0.4 Una curva extremal para el lagrangiano L , es una curva   Mba →,:  

continua por partes de clase 1C  tal que, para cada curva   nba R,:1 →  de clase C , con 

( ) ( )ba 11 0  == , se verifica: 

( ) 0
01 =+
=t

t
dt

d
L  
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Por ejemplo, si R→nTRL : es el lagrangiano dado por ( ) 2
, vvxL =   donde   es la norma 

euclidiana y si   n
R→1,0:   tal que ( ) ( )qpsps −+= , ( ) p=0    y    n

R→1,0:1   tal 

que ( ) ( )100 11  ==   entonces aplicando el lema anterior tenemos que 

 

( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) dssssL
v

sssL
x

t
dt

d
t  













+




=+

=

1

0
1101 ,,  L  

( ) ( )  ( )( ) dssssL
v 













=

1

0
1,    

( )( )( ) ( ) dssqpqpspL v −−+=
1

0
1,   

( ) dssqp −=
1

0
1,2   

( ) dssqp −=
1

0
1,2   

( ) ( ) dssqps
s −



=

1

0
1,2   

( ) ( )
1

01,2 sqps −=   

0=    

Una vez que ( ) ( )100 11  == . 

 

Por lo tanto  ( ) 0
01 =+

=t
t

dt

d
L ,  lo  que  hace  que     sea  una curva extremal para el 

lagrangiano L . 

 

El siguiente lema nos ayudará en la demostración de una proposición importante sobre curvas 

extremales. 
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Lema 0.5 (Dubois-Raymond) 

Sea   ( ) ( )=→ nnLbaA RRR ,,:  una aplicación continua tal que  ( ) ( )( ) 0= dtttA
b

a
  para cada 

curva   nba R→,:  de clase 
C  la cual se anula en la vecindad de a  y b , entonces 

( )  .,;0 battA =  

Demostración:  Suponga  que  0A , existe entonces un  bat ,0   y nv R0  tal que 

( )( ) 000 vtA .  

Por la continuidad de ( )tA , tomemos un   fijo que sea positivo, tal que ( )( ) 00 vtA  para todo 

t  que pertenece al intervalo     batt ,; 00 +−  . 

Sea   nba R→,:   de clase C , positiva en el intervalo  ( ) +− 00 ;tt   y nula afuera de ese 

intervalo. 

La curva    nbav R→ ,:0  es de clase C y cumple la condición de anularse en los extremos, 

además se tiene que  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0
0

0
00 = 

+

−






t

t

b

a
dtvtAtdtvttA  

Porque la función ( ) ( )( )0vtAt  es continua y positiva en ( ) +− 00 ;tt .  

Llegamos a una contradicción de la hipótesis y por lo tanto ( ) 0tA .  

El siguiente lema, nos ayudará con la demostración de un lema en el capítulo 1 y su 

demostración es fácil de realizar. 

Lema 0.6  

Sea  R→TML :  un lagrangiano de clase 1C  donde M es un abierto de n
R . Sea  

  Mba →,: una curva extremal de clase 1C , entonces 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 


+



=




t

a

dsss
x

L
aa

v

L
tt

v

L
  ,,,  
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El siguiente resultado muestra qué relación tiene que tener el lagrangiano con una curva 

extremal. 

Proposición 0.7 (Euler Lagrange) 

Sea L  un Lagrangiano de clase 2C . Si   Uba →,: es una curva de clase 2C , entonces 

  es una curva extremal si y solo si satisface la ecuación: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttLttL
dt

d
xv   ,, =                        (2) 

Para todo  bat , .   

Demostración: Ya que L  y   son de clase 2C , si   Mba →,:1  de clase 
C , donde 

( ) ( ) 011 == ba  . 

Entonces la aplicación ( ) ( )( ) ( )( )tttLt v 1,  →   es de clase 
1C  y se anula en a y 

b. Luego: 

( ) ( )( ) ( )( )  0, 1 = dttttL
dt

db

a
v    

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( )  ( )( ) 0,, 11 =+  dttttLdttttL
dt

d b

a
v

b

a
v    

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( )  ( )( )dttttL
dt

d
dttttL

b

a
v

b

a
v 11 ,,  −=         (3) 

Como   es una curva extremal   sí y solo sí ( ) 0
01 =+
=t

t
dt

d
L  

Por el Lema 0.3  

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( )  ( )( ) 0,, 11 =+  dttttLdttttL
b

a
v

b

a
x    

Usando (3) tenemos 

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( )  ( )( ) 0,, 11 =−  tttL
dt

d
dttttL

b

a
v

b

a
x    
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )  ( )( ) 0,, 1 =







− dttttL

dt

d
ttL

b

a
vx    

Para cada ( )   Mbat →,:1  de clase 
C , talque  1  se anula en la vecindad de a y b es 

decir ( ) ( ) 011 == ba  . 

Usando el Lema 0.5 se tiene: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )  0,, =− ttL
dt

d
ttL vx    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttLttL
dt

d
xv   ,, =  

La ecuación (2) es llamada de Euler Lagrange. 

Por ejemplo, para el lagrangiano R: →nTRL  dado por ( ) vvvvxL ;,
2
==  

Si  ( ) ( ) vtpqptpt +=−+= ,  

Luego tenemos  wvwLv ;2=    y  ( ) ( )( ) ( ) ( )tqptvttLv   ;2;2; −==  

Entonces  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttLttL
dt

d
xv   ,0, ==  lo que hace que   sea una curva extremal. 

 

Definiremos a continuación variación respecto a una curva en una variedad M . 

Definición 0.8  Sea M   una variedad diferenciable    y    Mba →,:  una curva rC  por 

partes. Una variación de clase 
rC  de   es una aplicación      ( ) Mba →−  ,,:   con   

( )0  tal que ( ) ( )tt = 0,  para todo  bat , . 
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Por ejemplo, si consideramos la esfera unitaria en 3
R , con la siguiente parametrización 

( ) ( )   ,0;cos,0, = tttsent  una variación de   estaría dada por: 

( ) ( )   ,,cos,,cos, −= stssentsenstsenst  

El siguiente lema exhibe la diferenciabilidad de la acción de   y su demostración es 

esencialmente la misma del Lema 0.3. 

Lema 0.9 

Si    es una variación de clase 
2C de la curva   Mba →,:  de clase 

2C  con valores en el 

subconjunto abierto M   de 
n

R  .  

Entonces la aplicación ( )ss → L  es diferenciable y su derivada en 0 está dada por: 

( ) ( ) ( )( )  ( ) ( ) dtt
ts

t
s

ttDL
ds

d b

ass  















=

=
0,,0,,

2

0
 L  (4) 

Veamos a continuación una fórmula para la derivada de la acción con respecto a una variación 

arbitraria sobre una curva extremal. 

Teorema 0.10 (Fórmula de la Primera Variación)   

Si   Uba →,:  de clase 
2C  satisface la ecuación de Euler-Lagrange, entonces para 

cualquier variación    de clase 
2C   tenemos: 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,0,,
0

a
s

aa
v

L
b

s
bb

v

L

ds

d

s

s








−









=

=

 L  

Demostración: De la ecuación (4) tenemos: 

( ) ( ) ( )( )  ( ) ( ) dtt
ts

t
s

ttDL
ds

d b

ass  















=

=
0,,0,,

2

0
 L  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) dtt
st

tt
v

L
t

s
tt

x

L

ds

d b

a
s

s  
















+









=

=

0,,0,,
2

0

 L

 

Además, por la proposición 0.7 de Euler-Lagrange,  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )tt
x

L
tt

v

L

dt

d
  ,,




=












 

Luego encontramos: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) dtt
st

tt
v

L
t

s
tt

v

L

dt

d

ds

d b

a
s

s  
















+
















=

=

0,,0,,
2

0

 L  

Por lo tanto: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
b

as

s t
s

tt
v

L

ds

d
0,,L

0 














=

=

   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,0,,L
0

a
s

aa
v

L
b

s
bb

v

L

ds

d

s

s








−









=

=
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CAPITULO  1 

 
Hasta ahora todo lo demostrado en el capítulo 0 fue para lagrangianos en abiertos de n

R todos 

esos resultados se generalizan a variedades arbitrarias, aplicando localmente en entornos 

coordenados. 

Para tal caso en este capítulo M  denota una variedad de clase 
C , TM  su fibrado tangente y 

MTM →:  la proyección canónica, esto es ( ) xvx =, . 

Consideremos M  dotado, de un lagrangiano R→TML :  de clase 
rC  con 2r . 

Lema 1.1 

Considere     Mdcba → ,,:  una variación de clase 
2C de la curva   Mba →,:  de 

clase 
2C .  Definimos   Mbas → ,:  tal que ( ) ( )stts ,= . Entonces la aplicación ( )ss → L  es de 

clase .1C   

Demostración: Para simplificar la notación asumimos que  dc ,0 , mostraremos que  

( )ss → L  es de clase 
1C  en algún intervalo   ,−  con ( )0 .  

Podemos cubrir el conjunto compacto    ( )0,  ba  con una familia finita de cartas 

coordenadas. 
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Luego encontramos una subdivisión baaaa n == ...10  tal que    ( )0, 1  +ii aa  está 

contenido en iU  dominio de definición de alguna de estas cartas. 

Por compacidad, para un   suficientemente pequeño, tenemos  

   ( ) iii Uaa − +  ,, 1  Para .1,...,1,0 −= ni  

 

Transportando la situación vía cartas coordenadas a un conjunto abierto en n
R , por el Lema 0.9 

se obtiene que  

( ) ( ) dtst
t

stLs
i

i

a

a
+













→

1

,;, ,  es de clase 
1C  en algún intervalo   ,− . 

Ahora es suficiente notar que  

( ) ( ) ( )
−

=

+













=

1

0

1

,;,
n

i

a

a
s dtst

t
stL

i

i

L  

Para poder terminar la prueba. 

 

A continuación introduciremos el concepto de una curva extremal  
2C  para el lagrangiano  

R→TML :  en el caso de curvas    Mba →,:  de clase 
2C con valores en la variedad 

arbitraria M . 

 

Definición 1.2 Una curva   Mba →,: de clase 
2C  es una curva extremal para el 

Lagrangiano L   de clase 
2C , si cada variación     Mba →−  ,,:  de  , de clase 

2C , con  ( ) ( )tst = ,  en una vecindad de ( ) ( )0,0, bya  cumple: 

( ) 0
0
=

=ss
ds

d
L . 

Lema 1.3 
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Si   Mba →,:  es una curva extremal de clase 
2C  y    baba ,','   entonces la 

restricción 
 ',' ba

  es también una curva extremal. 

Demostración: Para cualquier variación de clase 
2C ,   Mba →−  ,',':  de 

 ',' ba
  con 

( ) ( )tst = ,  en una vecindad de ( ) ( )0,'0,' bya , podemos encontrar '  con    '0  y 

0  tal que ( ) ( )tst = ,  para cada  ( )      ,','',':, −−+ bbaast   

Por lo tanto podemos extender   ','',' − ba  a   ',',
~

− ba  por ( ) ( )tst = ,  para 

  ','',' − bat . 

Está claro que 
~
 es una variación de clase 

2C  con ( ) ( )tst = ,  en una vecindad de 

( ) ( )0,0, bya .  

Además para   ',' −s , la diferencia ( ) ( )ss − LL
~

 es igual a  ( )  ( )bbaa ,'',  LL +  

A continuación, exhibimos y demostramos un resultado sobre ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Teorema 1.4 

Suponga que L  es un lagrangiano
2C en una variedad M . Sea   Mba →,:  una curva 

de clase 
2C . Si    es una curva extremal  entonces para cada sub intervalo    baba ,','   tal 

que  ',' ba  está contenido en un dominio U de cartas coordenadas, la restricción  ',' ba  

satisface en coordenadas la ecuación de Euler Lagrange. 

Recíprocamente, si para cada   bat ,0   podemos hallar un 0  y un dominio U  de cartas 

coordenadas tal que    ( ) Ubatt +− ,, 00   y    ( )batt ,, 00  +−  satisface en 

cartas la ecuación de Euler Lagrange, entonces   es una curva extremal. 

Demostración: Si   Mba →,: es una curva extremal, entonces  ',' ba  es también una 

curva extremal, ya que   Uba ',' , donde U es un dominio de una carta coordenada. 

Podemos entonces transportar vía cartas coordenadas la situación a un subconjunto abierto de 

nR , por lo tanto  ',' ba  debe verificar la ecuación de Euler Lagrange. 
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Para probar la segunda parte, observamos que por compacidad de s, podemos encontrar una sub 

división baaaa n == ...10  y una secuencia 10 ... − nUU  de dominios de cartas coordenadas 

tales que  ( ) iii Uaa +1, . 

Usando el teorema 0.10 tenemos que: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).,,, 111

0

1 iiiiii

s

iis a
s

aa
v

L
a

s
aa

v

L
aa

ds

d









−









= +++

=

+  L  

Sumando estas igualdades encontramos 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,0,,
0

a
s

aa
v

L
b

s
bb

v

L

ds

d

s

s








−









=

=

 L  

Si  ( ) ( )asa = ,  y  ( ) ( )bbs = ,  en una vecindad de 0=s  entendemos que ambos 

( ) 00, =



a

s
  y  ( ) 00, =




b

s
 

Por lo tanto, el segundo miembro de la igualdad anterior es 0, así   es una curva extremal. 

A continuación, veremos una fórmula para la derivada de la acción respecto a una variación 

arbitraria M , sobre una curva extremal. 

Teorema 1.5 (Fórmula de la Primera Variación)   

Sea L un lagrangiano de clase 
2C  en una variedad M . Si   Mba →,:  es una curva 

extremal de clase 
2C , para cada variación    ( ) ( )ststMba ,,,,,: →→−   de   

tenemos: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,0,,
0

a
s

aa
v

L
b

s
bb

v

L

ds

d

s

s








−









=

=

 L  

Demostración: Como  ( ) Mba ,  es un compacto, podemos tomar una subdivisión de 

 ba,  en subintervalos  1, +ii aa   con ki ,...,0=  donde cada subsegmento   ( )1, +ii aa  esté 

incluido en un entorno coordenado. 
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Como  ( )1, +ii aa  es extremal,   cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange en coordenadas 

y entonces también cumple la Formula de la Primera Variación (Para el caso en que M es un 

abierto de nR ) vista en el teorema 0.10 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0,,0,,L 111

0
1, iiiiii

s
iaias a

s
aa

v

L
a

s
aa

v

L

ds

d









−









= +++

=
+

   

Sumando en i, encontramos que los términos intermedios se cancelan, entonces 

( )
 

( )
= =

+
=

=
k

i s
iaias

s

s
ds

d

ds

d

0 0
1,

0

LL  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,0,,L
0

a
s

aa
v

L
b

s
bb

v

L

ds

d

s

s








−









=

=

   

Definiremos a continuación un lagrangiano no-degenerado. 

 

Definición 1.6 Si L es un lagrangiano de clase 
2C  en la variedad M , decimos que L es 

no-degenerado si para cada ( ) TMvx ,   la  segunda  derivada  parcial ( )vx
v

L
,

2

2




 es  no-

degenerada como una forma cuadrática. 

Tomando en cuenta lagrangiano no degenerado, definimos a continuación la Transformada de 

Legendre. 

Definición 1.7 Si L es un lagrangiano de clase 
rC  en la variedad M , definimos la 

Transformada de Legendre, como la aplicación, MTTM →:L ,  1−rC , asociada a L dada 

por: 

( ) ( )











= vx

v

L
xx,v ,,L  

Calculando en coordenadas el diferencial de L  en un punto ( )vx ,  obtenemos que 

( )
( ) ( )





















=


vx
v

L
vx

vx

L

Id

x,vd

n

,,

0

2

22L  
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Que implica que ( )x,vdL  es invertible sí y solo sí ( )vx
v

L
,

2

2




 es invertible.  

La siguiente proposición nos ayudara en la demostración de resultados presentados 

posteriormente y es consecuencia directa del teorema de la función inversa.  

Proposición 1.8  

Sea MTML →:  un Lagrangiano de clase 
2C  y MTTM →:L  su transformada de 

Legendre. Se cumple entonces que: 

1) L es no degenerado 
rC sí y solo sí  L  es un difeomorfismo local 1−rC . 

2) L es no degenerado 
rC  y L  es inyectiva sí y solo sí L  es un difeomorfismo  1−rC  

sobre su imagen. 

Con todo lo visto hasta ahora, podemos probar que si   es extremal de clase 
1C  de L , un 

lagrangiano no degenerado, entonces necesariamente   tiene la misma regularidad que L . 

Corolario 1.9  

Si R→TML :  es un Lagrangiano no degenerado de clase 2, rC r
  en un abierto M

n
R  .  Entonces toda curva extremal L de clase 

1C   es de clase 
rC . 

Demostración: Sea   Mba →,:  una curva extremal de clase 
1C . Fijando  bat ,0  , miramos 

el punto ( ) ( )( ) ( ) TMvxtt = 0000 ,,  . Como suponemos que L es no degenerado, por la 

proposición 1.8 su transformada de Legendre ( ) ( )











→ vx

v

L
xx,v ,,:L  es un difeomorfismo 

local de clase 1−rC . 

Llamamos TMMT →:K  a su inversa local en el punto ( )











000 ,, vx

v

L
x  . Como ambas 

curvas    y  son continuas, entonces para t en un entorno de  0t  se cumple que 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )











= tt

v

L
ttt   ,,, K                             (5) 

Por el lema 0.6  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 


+



=




t

a

dsss
x

L
aa

v

L
tt

v

L
  ,,,  

Lo que implica que si    es extremal de clase 1C . 

Como L es 1C , la función ( ) ( )( )tt
v

L
t  ,












→  es de clase 1C . De aquí que el lado derecho de 

la ecuación (5) es por lo menos 1C . Por lo tanto el lado izquierdo también, lo que significa que 

 es 1C , esto es, la curva extremal    es de clase 2C . 

Este razonamiento se puede iterar: 

Si L es 2C , como ahora    es de clase 2C , entonces la función ( ) ( )( )tt
v

L
 ,












 se vuelve 

también de clase 2C . Suponiendo que K  es de clase 2C entonces la ecuación (5)  implica que 

   es de clase 3C . 

Concluimos que sí que K  es de clase 1−rC entonces    es de clase rC . 

Probamos ahora un resultado más fuerte. 

Proposición 1.10  

Sea L un Lagrangiano 2, rC r
 en la variedad M  tal que la transformada de Legendre 

MTTM →:L  es un difeomorfismo sobre su imagen. Entonces toda curva extremal 
1C  es 

rC  y  por tanto satisface la ecuación de Euler-Lagrange. 

Demostración: La suposición de L ser un difeomorfismo, implica por la proposición 1.8 que  

L es no degenerado y por el corolario anterior cada curva extremal de clase  1C es de clase rC  

Sea   Mba →,:  una curva extremal continua por partes de clase 1C . 
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Consideremos una subdivisión baaaa k == +110 ...   una subdivisión finita de  ba,  talque la 

restricción  
 1, +ii aa

   es de clase 1C , para todo .,...,1,0 ki =  

Estas restricciones también son curvas extremales y por el Lema 1.3  son de clase 1C  y por el 

corolario anterior son de clase rC . 

Resta ver qué sucede en tiempos iat =   para  .,...,1 ki =  

Sea la curva   Mba →,:1  de clase C la cual es cero en una vecindad de a y b,  como   

es extremal sabemos que 

  ( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0,, 11 =



+




 dtttt

v

L
ttt

x

Lb

a
                   

Como en cada subintervalo 
 1, +ii aa

  es de clase al menos 2C  para todo .,...,1,0 ki =  

Si integramos por partes la ecuación anterior obtenemos que  

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )dtttt
v

L

dt

d
ttt

v

L
dtttt

v

L i

i

i

i

i

i

a

a

a

a

a

a
111

1
1

1

,,,  




















−




=






+
+

+ 

Así tenemos  

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )dtttt
v

L
ttt

x

Lb

a
11 ,,0   




+




=   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1

1

0

1 ,,,
+

+





+












−




=

=

i

i

i

i

a

a

k

i

a

a
ttt

v

L
dtttt

v

L

dt

d
tt

x

L
   

Y como cada curva 
 1, +ii aa

  es extremal de clase 2C , vemos entonces que cumplen las 

ecuaciones de Euler-Lagrange para todo .,...,1,0 ki =  

Las integrales se anulan y llegamos finalmente a que  

( ) ( )( ) ( )( )
=

+





=

k

i

a

a

i

i

ttt
v

L

0

1

1

,0    

( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) 0,,
0

1111 =












−




=

=

++−+

k

i

iiiiii aaa
v

L
aaa

v

L
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Donde ( )t−  es la derivada por la izquierda y ( )t+  es la derivada por la derecha de   

para  bat , .  

La igualdad obtenida se cumple para toda curva   Mba →,:1 de clase  C que se anula en 

una vecindad de a y b. Dado un ki  01 , podemos elegir una curva 1  de clase  C  que se 

anule en    baaa ii ,, 11 00 +−    y tomando un 
0i

a  arbitrario concluimos que:  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) 0,,,
000000

1

11

0

1 =



−




=




+−

=


+

iiiiii

k

i

a

a

aaa
v

L
aaa

v

L
ttt

v

L
i

i

   

Como ( )
01 ia  puede tomar cualquier valor, necesariamente se cumple que  

( ) ( )  ( ) ( ) 
0000

,, iiii aa
v

L
aa

v

L
+−




=




   

Esto equivale a decir  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0000

,, iiii aaaa +− =   LL  

Por ultimo queremos concluir que ( ) ( )
00 ii aa +− =  .  Para esto precisamos la hipótesis que la 

transformada de Legendre L  es un difeomorfismo sobre su imagen y entonces inyectiva, con 

lo cual ( ) ( )
00 ii aa +− =   para todo .,...,1 ki =  

En conclusión, cualquier curva   extremal 1C  por partes, es necesariamente de clase 1C  y por 

lo tanto, conforme al corolario anterior, termina siendo de clase rC . 

Definimos ahora la condición de convexidad. 

Definición 1.11 Decimos que L satisface la condición de convexidad si la segunda derivada 

( )vx
v

L
,

2

2




 es uniformemente definida positiva para todo ( ) TMvx , , esto es:   

Existe 0A tal que para todo ( ) TMvx ,  y todo MTw x  se tiene 

( ) 2, wAwvxLw vv                    (6) 
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Por ejemplo el lagrangiano métrico dado por ( ) vvvvxL ;
2

1

2

1
,

2
==  satisface la condición 

de convexidad ya que: 

( ) 2, wwvxLw vv =     

  

La siguiente proposición exhibe una condición sobre L  para que L  sea un difeomorfismo. 

Proposición 1.12   

Si L satisface la condición de convexidad, entonces la transformada de Legendre 

MTTM →:L  es un difeomorfismo 
1C  sobre su imagen. 

Demostración: En primer lugar, vamos a demostrar que L  es inyectiva. Suponga  que 

( ) ( )wxLvxL vv ,, =  luego ( )( ) ( )( )wvwxLwvvxL vv −=− ,,  es definido para una función  real  ,f   por 

( ) ( )( )( )wvwtvtxLtf v −−+= 1,  

Tenemos que ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0,,1 fwvwxLwvvxLf vv =−=−=  

Entonces el teorema de Valor medio nos garantiza la existencia de ( )1,0c  tal que ( ) 0= cf  

Por otro lado  

( ) ( ) ( )( )( ) 01,' −−+−= wvwttvxLwvtf vv     Si wv  . 

Por tanto wv =   y con eso  L   es inyectiva. 

Para mostrar que L   es un difeomorfismo observe que la matriz de LD   en coordenadas locales 

está dada por 

( ) ( ) ( )



















=
vx

v

L
vx

vx

L
Id

vxD
,,

0
,

2

22L  

Como ( )vx
v

L
,

2

2




 es no degenerado, ( )vxD ,L   es invertible y el resultado sigue del Teorema de 

la Función Inversa. 
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La proposición anterior muestra que los lagrangianos que satisfacen la condición de convexidad 

cumplen la proposición 1.10. 

Lema 1.13 

Si L es convexo entonces para cada Mx  y  para todos MTwv x,  tenemos que  

( ) ( ) ( )( )vwvxLvxLwxL v −− ,,,  

Demostración: Definimos la función ( ) ( )( )vttwxLtf −+= 1,  de esa forma, 

( ) ( )( )( ),1, vwvtwtxLtf v −−+=   si 10  t   tenemos: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
t

vxLvtwtxL

t

ftf ,1,

0

0 −−+
=

−

−  

( ) ( ) ( ) ( )
t

vxLvxLtwxLt ,,1, −−+
  

( ) ( )vxLwxL ,, −=  

Luego   

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),,,
0

0
lim0,

0
vxLwxL

t

ftf
fvwvxL

t
v −

−

−
==−

+→
 

Como queríamos. 

A continuación, definiremos superlinealidad. 

Definición 1.14 Decimos que L es superlineal si dado 0A  existe 0B  talque 

( ) ( ) TMvxBvAvxL − ,,, . 

Observación 1.15 

Para que L sea superlineal es necesario y suficiente que  

( )
+=

→ v

vxL

v

,
lim . 
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De hecho, si L es superlineal, dado  0A  existe  0B  tal que  

( )
( )

+=−
→ v

vxL
vABvAvxL

v

,
lim,  

Recíprocamente, dado 0A existe  00 B  tal que, si  

( ) vAvxLBv  ,0  

Haciendo ( )vxLM
Bv

,min
0

=   y MABB += 0
 obtenemos 

 Que si m ( ) ( )00 , BvAMMMvxLBv −+−−  

0ABvAM −+−=  

( ) BvAABMvA −=+−= 0  

Por tanto, para todo MTv x  tenemos ( ) BvAvxL −, . 

Por ejemplo para el lagrangiano métrico dado por 
( ) vvvvxL ;

2

1

2

1
,

2
==

 vemos que L

es superlineal ya que: 

( )
+==

→→
v

v

vxL

vv 2

1
lim

,
lim      

Ahora definiremos la condición de acotación, donde definimos ( )r  y ( )r  para encontrar 

cotas para la función energía de un lagrangiano. 

Definición 1.16 El lagrangiano L satisface la condición de acotado si dado 0r    se tiene: 

( ) ( ) ( )  += rvTMvxvxLr ,,;,sup                             (7) 

 y    ( ) ( ) ( )  +== 1,,;,sup wrvTMvxwvxLwr vv        (8) 

De ahora en adelante, excepto cuando sea explícitamente mencionado, las variedades M  serán 

supuestas completas y los lagrangianos L de clase 3, rC r
 satisfaciendo las condiciones de 
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convexidad, superlinealidad y acotación ya que bajo esas condiciones vemos que la 

transformada de Legendre es un difeomorfismo. 

Sabemos que si   es una curva que satisface la ecuación de Euler-Lagrange tenemos entonces 

que 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttLttL
dt

d
xv   ,, =  

Derivando la ecuación anterior: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttLtttLtttL xvvvx   ,,, =+  

Haciendo ( ) ( )tvtx  == ,  obtenemos 

( ) ( ) ( )vxLvvxLvvxL xvvvx ,,, =+   

Observe que vvL  es invertible por la convexidad y así mismo en coordenadas locales la ecuación 

de Euler-Lagrange puede ser escrita como un sistema de ecuaciones deferenciales de primer 

orden en TM : 

( )





−=

=

− vLLLv

vx

vxxvv

1


 

El campo de vectores LX  en TM  dado en coordenadas, por ( ) ( )( )vLLLvvxX vxxvvL −= −1,,  es un 

campo asociado al sistema dado, llamado Campo de Euler-Lagrange, su flujo denotado por  

L

t , es denominado el flujo de Euler-Lagrange. 

Observe que suponemos que L es de clase 3, rC r
,  para que LX  y  

L

t  sean por lo menos de 

clase 
1C  , como veremos más adelante  

L

t  es de clase .1−rC  

La función energía de un Lagrangiano L  es  R→E:TM   definida por: 

( ) ( ) ( )vxLvvx
v

L
vxE ,,, −




=

 

Si   Uba →,:  es una solución de la ecuación de Euler-Lagrange,  entonces: 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,,, =







−= tttLttL

dt

d
ttE

dt

d
xv    

Esto muestra que E  es constante a lo largo del flujo de Euler-Lagrange y así una integral 

primera para dicho sistema. Las curvas de nivel de E  son dichos niveles de energía los cuales 

son invariantes bajo el flujo 
L

t  y ( ) .ctekE L

t =  

Eso nos da la idea de que el sistema de Euler-Lagrange puede ser conjugado a algún sistema 

Hamiltoniano, como veremos más adelante. 

Proposición 1.17 

Si   y   están definidas por las ecuaciones (7) y (8), respectivamente, para algún 0B  

tenemos ( ) ( )
2

0,

2
vB

vxE +−   y ( ) ( )
2

,

2

0

v
vevxE + .  

Demostración: Por la convexidad, existe 0A tal que  ( )
2

, vAwvxLw vv  . 

Considere entonces ( ) ( )  .0,1:,inf == ATMvxywwvxLwB vv
 

Además, decimos  

,,,
v

sv

v

v
sxL

v

v

v

v
sxE

ds

d
vv 













=














    (9) 

Donde  

.,, sB
v

v

v

v
sxL

v

v
s

v

v
sxE

ds

d
vv 




























=














 

Por la condición de acotación, definida en 1.16  

( ) ( )  












+=

v

ds
v

v
sxE

ds

d
xEvxE

0
,0,,     (10) 

( ) +−
v

dssBxL
0

0,  
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( )
2

0

2
vB

+−  . 

Para probar la segunda desigualdad, observe que la ecuación (9) implica que  

( ) .,, vsvs
v

v
sxE

ds

d















  

Por lo tanto,  

( ) ( ) ( ) +=+
v v

vedsvsevxE
0

2

00
2

,   

Como queríamos. 

Desde que L es limitado inferiormente, podemos considerar 

( )  ( ) 0,inf0,sup0 xLxEe
MxMx 

−==      (11) 

Lema 1.18 

Si MTM →:  es la proyección canónica, entonces   

( )
 .min 10 avisobreyectesMke

kE
→= −:R  

Demostración: Como L es convexa sabemos por el Lema 1.13, que para todos MTvv x0,  

tenemos  

( ) ( ) ( ) ( )000 ,,, vvvxLvxLvxL v −−  

En particular, para 0=v  obtenemos 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) MTvxExLvxLvvxLvxE xv =−−= 00000 0,0,,,,  

Sea 
( )

 vasobreyectiesMkC
kE
→= −1:R  y Ck  . 

De esa forma, dado Mx existe MTv x0  tal que ( ) kvxE =0,  y de ahí 
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( ) ( ) ( ) 0,supinf0,, 0 xECxEvxEk
Mx

= . 

Entretanto ( )  .0,sup CxEMx   

En efecto, por la proposición 1.15 la imagen de la aplicación ( )vyEv ,→   será 

( ) +,0,yE  .  

Entonces, dado Cy   como ( ) ( ) 0,sup0, xEyE Mx    tenemos que existe w  tal que 

( ) ( ) 0,sup, xEwyE Mx= . 

Los siguientes corolarios nos ayudaran en demostrar que el flujo de Euler-Lagrange es 

completo. 

Corolario 1.19 

Para cada trayectoria ( ) ( ) ( )( )ttwL

t  ,=  existe 0K  tal que ( ) Kt  , es decir, la solución 

de Euler-Lagrange tiene velocidad acotada. 

Demostración: Si ( ) kwE =  entonces  ( ) ( )( ) ., ctekttE ==   Por la proposición 1.15 tenemos,  

( ) ( )( ) ( )
( )
2

0,

2
tB

ttEk





 +−=  

Y, por consiguiente 

( )
( )

.
0

2 K
B

k
t =







 +



  

Corolario 1.20 

Si una variedad M  es compacta, entonces dado TMu ,  los conjuntos   y − límite de u  

son no nulos. 

Demostración: La trayectoria ( )uL

t  es de la forma ( ) ( )( )tt  ,  y por el corolario 1.19 la 

velocidad    es acotada, y por lo tanto, se deriva de la compacidad de M  que ( )uL

t  está 

contenido en un compacto. 
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Proposición 1.21 

El flujo de Euler-Lagrange es completo, es decir que está definido para todo  Rt . 

Demostración: Sean TMw  y ( ) ,  el intervalo maximal de definición de la aplicación 

( ).wt L

t→  Supongamos que R , . Si ( ) kwE =  entonces ( )( ) kwE L

t  . Desde que 

( )wL

t  es de la forma ( ) ( )( )tt  , , el corolario 1.19, sigue que existe 0K  tal que 

( ) ( ) ,,0  tKt . 

Además, decimos  

( ) ( )( ) ( )  −  KtKdsstd
t

M
0

0,  . 

Eso muestra que   está contenido en una bola cerrada de centro ( )0  y radio  −K . Como 

M  es completo, los acotados y cerrados de M  son compactos y de ahí ( )wL

t  está contenido en 

un compacto. 

Por tanto   y   no pueden ser finitos. 
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CAPITULO  2 

 
Sea MTx


 el espacio dual del espacio tangente MTx  y MT 

 el fibrado cotangente de M , 

un punto de MT 
se denota por ( )px ,  donde Mx  y MTp x


 , además consideremos 

MMT → :  la proyección canónica del fibrado cotangente MT   en M . 

A continuación, definiremos un espacio vectorial simpléctico y forma simpléctica. 

Definición 2.1 Un espacio vectorial simpléctico es una par ( ),V  donde V es un espacio 

vectorial  provisto de una  forma  bilineal  RVV →:  que es antisimétrica no degenerada. 

Estas dos condiciones en   son: 

• Antisimétrica  ( ) ( )uvvu ,,  −=   Vvu  ,,  

• No degenerada   ( ) 0,0, == uVvvu  

La forma    es llamada forma simpléctica. 

Por ejemplo, sea 
nnV RR =  y   la 2-forma dada por  


=

=
n

k

kk dpdq
1
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Donde ( )nn ppqq ,...,,,..., 11  son coordenadas, ( ) kk zzdq =  y ( ) knk zzdp +=   

    n

nzzznk 2

21,...,,,...,1 R=  

Sabemos que   es antisimétrica ya que es una consecuencia directa de la definición de 

producto exterior de formas. 

Queda probar que   es no degenerada. 

Tomando nee 21,...,  la base canónica de 
n2

R   

sea 
=

=
n

i

n

iieu
2

1

2
R  tal que ( ) nvvu 2,0, R= ,  entonces en particular tenemos  

( ) nieu i 2,...,1,0, ==  

Pero  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )





=−

+=
=

−=









=

=

+

−

=

++

=

=







nisi

nnisi

edpudp

edqudq

eudpdqeu

ni

ni

n

k

kinkinkk

n

k ikk

ikk

i

n

k

kki

,...,1,

2,...,1,

det

,,

1

1

1









 

En  cualquier caso, resulta nii 2,...,1,0 == . Es decir  0=u  y por lo tanto   es no 

degenerada.  

La forma   puede escribirse de la siguiente manera: 

( ) = ,, 0J  

Donde   ,   es el producto interno Euclidiano canónico de 
n2

R   y nnJ 22

0

R  es la 

matriz 



- 32 - 

 









=

0

0
0

n

n
J

I

I-
 

Entonces el par ( ),V  es un espacio vectorial simpléctico. 

Proposición 2.2  

Si R→VV:   es una forma simpléctica en el espacio vectorial  V  entonces la 

transformación lineal 
→VV:

~
  dada por  

( )( ) ( )yxyx ,
~

 =  

Es un isomorfismo. 

Demostración: El núcleo de 
~

es el subespacio ( ) VyyxVxU == ;0,/   y como    

es una forma simpléctica entonces U   es nulo.  

 

Proposición 2.3  

En todo espacio vectorial simpléctico ( ),V , la dimensión de V es par.  

Demostración: Si fijamos una base  nee ,...,1  en V , entonces la estructura simpléctica     está 

bien definida por su matriz de estructura asociada ( )ijAA = ,  donde ( )jiij eeA ,= , entonces 

tenemos  

( ) ( ) AAAA
m

det1detdetdet T −=−==  

Donde m es la dimensión de V .  

Debido a que la matriz A   es no degenerada tenemos que 0det A  y entonces  

( ) ( )mm
AA 11det1det −=−=  

Por lo tanto mV =dim  es par. 
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Ahora definiremos las variedades simplécticas. 

Definición 2.4 Una variedad simpléctica es un par ( ),M   donde M  es una variedad 

diferenciable y    es una 2-forma tal que 

 

1)   es cerrada, esto es 0=d . 

2)   es no degenerada, es decir dados Mx   y MTW x   la aplicación ( )→ MTMT xx:  

dada por ( ) ( )= ,WW   es un isomorfismo.  

Por ejemplo, si consideramos la esfera 
2S  y su forma de área  , que es cerrada por ser de grado 

máximo.  

Si vemos  
2S  sumergida en 3R  como la esfera de radio 1 y consideramos el radio vector v en 

cada punto de la esfera con coordenadas ( )zyx ,, , la expresión concreta de esta forma en este 

punto es 

( ) dydxzdzdxydzdyxv +−== ,,det  

En efecto, como en la esfera unidad 

0=++ dzzdyydxx  

Entonces 

( )

( ) ( )

( ) dzdyzyxx

dyzdzydzzdyydzdyx

dyzydzdxxdzdyxx

++=

+−+−+=

+−+=

222

2

2





 

Análogamente tenemos  

( ) dzdxzyxy ++−= 222  

( ) dydxzyxz ++= 222  
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En cada una de las expresiones anteriores, el miembro de la derecha se anula en el plano 

tangente a la esfera en los puntos en los que se anula el correspondiente zyx o,  de la 

izquierda, tenemos que la forma  nunca se anula en la esfera. 

También se puede ver como se expresa esta forma en coordenadas esféricas 









=

=

=







cos

cos

cos

z

seny

senx

 

Luego tenemos  









−=

+=

+−=







dsendz

dsendsendy

ddsensendx

coscos

coscos

 









−=

=

−=







ddsenzdyd

ddsensenzdxd

ddsenydxd

2

2

cos

cos

 

Por ultimo tenemos  

( )  ddsenddsensensensen −=++−= 23232 coscos  

Que es la forma de área típica en coordenadas esféricas. 

 

Definiremos a continuación Pull-back. 

Definición 2.5 Sea M una variedad y ( ),N  una variedad  simpléctica, dada la función 

diferenciable NMf →: , definimos R→ MTf x:  una 2-forma en M  el cual llamaremos 

el  Pull-back de   mediante la función f, a la siguiente expresión: 

( ) ( )( )vfdvf xxfx


 =

      para todo MTvMx x


,  

A continuación, definiremos 1-forma de Liouville 
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Definición 2.6 Sea M una variedad diferenciable, definimos una 1-forma de Liouville a la 

aplicación ( ) ( )( ) R→MTTx x  ,:,  que es la compuesta de las aplicaciones lineales 

( ) ( )( ) MTMTTd xxx →

  ,, :   y R→MTx: , definida por:  

Para cada ( )( )MTT x

  , , tenemos:   

( ) ( ) ( ) ( )( )  ,,, xxx dd  ==  . 

Localmente podemos ver el resultado anterior, consideremos una carta 

( ) MUU n →  R:   y su carta asociada MTU n  →R: . Como la proyección 

MMT → :  , esto nos da las coordenadas ( )nxx ,...,1  de M  y las coordenadas 

( )nnxx  ,...,;,..., 11  de MT  . Si un vector ( )( )MTTW x

 ,  tiene coordenadas ( )nn PPXX ,...,;,..., 11  las 

coordenadas de ( )Wd   son ( )nXX ,...,1 .  

Entonces en estas coordenadas la forma   está escrita como  


=

=
n

i

ii dx
1

  

Por lo tanto concluimos que    es de clase 
C . 

La 1-forma de Liouville posees la siguiente propiedad que la caracteriza. 

Lema 2.7  

Sea  una 1-forma diferenciable definida en un subconjunto abierto  U  de M ,  con 

( ) ( )xxx  ,= ,  tenemos  entonces 

 =
 

Donde 
 es el pull-back de la forma de Liouville    en MT 

 por la aplicación UTU →:

. 

Demostración: Sean ( )nxx
~

,...,
~

1 las coordenadas en un entorno de M  y las coordenadas en el 

dual ( )nnxx  ,...,,,..., 11  donde hacemos énfasis en marcar la diferencia entre  R→Uxi :
~

 (las 
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funciones coordenadas en M )  con las funciones coordenadas R→UTxi :  en MT  . En 

general se hace un ligero abuso de notación llamando a ambas ix . 

En estas coordenadas la 1-forma se escribe como ( ) ( ) ( )( )xxxxx nn  ,...,,,..., 11=  y su diferencial 

es  

i

ix

n

i i

ix d
x

xdd






+




=

=1

~
 

Sabemos además que en coordenadas ( ) ( )
=

=
n

i

iix dxxx
1

,   

Y como 
 es el pull-back de la forma de Liouville, tenemos ( ) ( )( )  xxx d

x,=
 entonces 

( ) ( )

( )

x

n

i

ii

i

ix

n

i i

i

n

i

iix

xdx

d
x

xddxx








=

=


















+




=





=

==



1

11

~

~

 

Por lo tanto   =
. 

Veremos a continuación que la 1-forma de Liouville sirve para dar una estructura natural de 

variedad simpléctica al fibrado cotangente de cualquier variedad, 

Proposición 2.8 

Sea M  una variedad y MT 
 su fibrado cotangente. Si tomamos la 2-forma     en M  dada 

por d−= , donde MTM →:   es la 1-forma de Liouville, entonces ( ) ,MT  es una 

variedad Simpléctica. 

Demostración: Por ser la derivada exterior de una 1-forma, sabemos que   es cerrada. Solo 

faltaría verificar que es no degenerada, para lo cual tomaremos un sistema de coordenadas en 

el dual ( )nnxx  ,...,,,..., 11 , en las cuales ( ) 
=

=
n

i

ii dxx
1

,   entonces 
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=

=

=

=

−=









−=

−=

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii

dxd

dxd

dxd

d

1

1

1









 

Ahora, tomemos un vector  ( )MTv x ,  y lo descomponemos en  


== 


+




=

n

i i

i

n

i i

i w
x

vv
11 

 

Por lo tanto, si fijamos el  v , obtenemos la siguiente 1-forma en  ( )MT x ,  

                                         ( )( ) 
==

−=
n

i

ii

n

i

iix dxwdvv
11

, ,                (12) 

Como el conjunto ( )nn dddxdx  ,...,,,..., 11  es una base de ( )MT x



,  entonces 

( )( ) 0,,  vx   si y solo si 0v  

Concluyendo que    es no degenerada y  por lo tanto el par ( ) ,MT  es una variedad 

Simpléctica. 

Definamos a continuación hamiltoniano. 

Definición 2.9 Una función  R→MTH :  de clase 2, rC r
 es dicha Hamiltoniana. El 

campo de vectores Hamiltoniano HX asociado al hamiltoniano H  está definido por 

( )( ) ( )= HdxX xHx ,  

Observe que el campo Hamiltoniano HX es únicamente determinado por   que es una forma 

simpléctica. 

Desde que, en coordenadas locales, 
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== 


+




=

n

i

i

i

n

i

i

i

dp
p

H
dx

x

H
dH

11

 

Por la ecuación (12) tenemos 

( ) 
== 






−








=

n

i ii

n

i ii

H
px

H

xp

H
pxX

11

,  

Entonces, en coordenadas locales, el sistema Hamiltoniano que prueba que el campo  HX  está 

dado por:  







−=

=

x

p

Hp

Hx




 

 

El flujo  
H

t  de este sistema es llamado flujo Hamiltoniano. 

Lema 2.10 

Sea R→MH :  una función 
2C  definida en un subconjunto abierto M  de la variedad 

simpléctica V , entonces  H  es constante sobre las orbitas del flujo hamiltoniano
H

t . 

Demostración: Debemos comprobar que  

En efecto, si ( ) ( )( )tptx ,  es una curva solución del sistema Hamiltoniano, entonces 

( )( )( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )( )

0

,

=

=

=




=





pXpX

pXdH

p
t

dHpH
t

H

tH

H

tHp

H

tHp

H

tp

H

t

H
t

H
t

H
t













 

Por lo tanto H  es constante sobre las orbitas del flujo hamiltoniano   
H

t . 

Precisamos de una función definida en el fibrado  cotangente MT 
 de tal forma que el flujo 

Hamiltoniano asociado a ella sea conjugado al flujo de Euler-Lagrange. 
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Una función con esa propiedad es la transformada de Fenchel definida a continuación. 

Definición 2.11 La transformada de Fenchel de un Lagrangiano L es una aplicación 

R→MTH :  definida por  

( ) ( ) vxLpvSuppxH
MTv x

,, −=


 

Mostraremos que H  está bien definida. 

Por la superlinealidad de L , dado MTv x

  

( )
−=

−

→ v

vxLpv
Lim
v

,
 

Entonces existe 0K  tal que ( )  ( ) vxLpvMaxvxLpvSup
KvMTv x

,, −=−


. 

Proposición 2.12 

La transformada de Fenchel H  de un Lagrangiano L es convexa y superlineal. 

Demostración: Dados  MTpp x

21 ,   y  1,0t  tenemos: 

( )( ) ( )( ) ( ) vxLvptptptptxH
MTv x

,1sup1, 2121 −−+=−+


 

( )  ( ) ( ) ( ) vxLtvptvxLtvpt
MTvMTv xx

,11sup,sup 21 −−−+−
  

( ) ( ) ( )21 ,1, pxHtpxHt −+=  

Que muestra la convexidad de H . 

Mostremos que H  es superlineal. En efecto, Dado 0A , 

( ) ( ) vxLvppxH
MTv x

,sup, −=


 

( ) vxLvp
Av

,sup −
=
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  ( ) vxLvp
AvAv

,supsup −+
==

 

BAp −=   

Donde ( ) vxLB
Av

,min
=

=  

Por lo tanto la transformada de Fenchel H  es convexa y superlineal. 

 

El siguiente lema relaciona la transformada de Fenchel con el lagrangiano L . 

Lema 2.13 

Si H es una transformada de Fenchel de L , entonces ( ) ( )vxLpvpxH ,, −=  sí y solo sí 

( )vxLp v ,= . Además decimos 
1−= LEH , donde E   es la energía y L  es la transformada 

de Legendre de L . 

Demostración:  Usando el Lema 1.13 dados MTwv x,  tenemos 

( ) ( ) ( ) ( )wxLwvxLvxLvvxL vv ,,,, −−  

Entonces  

( ) ( ) ( ) ( )  ( )( )vxLxHwxLwvxLvxLvvxL vv
MTw

v
x

,,,,max,, =−−


 

Mostrando que  

( )( ) ( ) ( )vxLvvxLvxLxH vv ,,,, −=  y ( ) ( )vxEvxH ,, =L . 

Recíprocamente, si ( ) ( )vxLpvpxH ,, −=   fijando w  tenemos 

( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,, +−+=−  wvxLwvppxHvxLpv  

Luego por la diferenciabilidad de L , 

( ) ( ) wpvxLwvxL  −+ ,,  
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( ) ( )
wp

vxLwvxL
Lim 

−+


+→ 





,,

0
 

Entonces  ( ) wpwvxLv ,  

Desde que ( )( ) 0, − wpvxLv  para todo w  y ( ) pvxLv −,  es lineal, sigue que: 

( ) 0, =− pvxLv  

Entonces ( )vxLp v ,=   

La siguiente proposición muestra la conjugación entre los flujos de Euler Lagrange y flujo 

Hamiltoniano. 

Proposición 2.14 

La transformada de Legendre MTTM →:L  es una conjugación entre el flujo de Euler-

Lagrange y el flujo Hamiltoniano. 

Demostración: Es suficiente probar que ( ) ( ) ( )( )vxXvxXvxD HL ,,, LL = . 

Observe que  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )









=









−








=

− vxL

v

vLLL

v

vxLvxL

Id
vxXvxD

xxvxvvvvxv

L
,,,

0
,,

1
L  

Ahora, escribiendo  ( ) ( )( )pxh,xpx ,, =1-L  tenemos: 

( )( ) ( )vxvxLxid v ,,, == 1-1- LLL    ( )( )vxLxhv v ,,=  

( )( ) ( )pxpxhxid ,,, == LLL 1-   ( )( )pxhxLp v ,,=  

Usando el lema anterior   

( ) ( )pxEpxH ,, -1L=  

De ahí   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )pxhxLpxhppxhxLpxhpxhxLpxH v ,,,,,,,,, −=−=  

Sigue que 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )pxhpxhpxhxLpxphpxhpxH pvpp ,,,,,,, =−+=   (13) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )pxhpxhxLpxhxLpxphpxH xvxxx ,,,,,,, −−=   

( )( )pxhxLx ,,−=                         (14) 

Por lo tanto  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )  ( ) vxLvvxLxhxLvxLxhvxX xvxvH ,;,,,;,,, ==L
 

Como deseábamos.  

Tengamos en cuenta la siguiente observación,  

Observación 2.15 

Las ecuaciones (13) y (14) muestran que H es de la misma clase de diferenciabilidad que el 

Lagrangiano L . 

Corolario 2.16 

Si L es de clase rC entonces el flujo de Euler-Lagrange LX  es de clase .1−rC  

Demostración: Por la expresión de LX  vista en el capítulo 1,  tenemos que si rCL  implica 

que .2− rL

t C  

Entretanto como hemos observado más arriba  rCL  implica que 
rCH   y por definición, 

.1− r

H CX  

La transformada de Legendre es un difeomorfismo de clase .1−rC  

Más aun  

( ) ( )vxvx H

t

L

t ,, 1 LL  −=  

O también    

( ) ( )vxvx L

t

H

t ,, 1−= LL   
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Sigue que  

.1− r

L CX  

 

Definiremos a continuación subespacio lagrangiano. 

Definición 2.17 En un espacio vectorial E  dotado de una forma bilineal simplética 

R→EE: , un subespacio lagrangiano es un subespacio F  de E  con FE dim2dim =  

y   es idénticamente 0  en FF . 

Lema 2.18 

Sea F un subespacio lagrangiano de ( ),E  un espacio vectorial simpléctico. Si Ex es tal 

que ( ) 0, =yx  para todo Fy  entonces el vector x   está en F . 

Demostración: Sea ( ) 0, ==⊥ yxExF   para todo Fy el subespacio formado 

por los vectores ortogonales a F. 

Como F es un subespacio lagrangiano se cumple ⊥ FF . 

Además la aplicación 
*:

~
EE →  que asocia ( )→ ,xx   es un isomorfismo por la proposición 

2.2  

Como la imagen de ⊥F por esta aplicación es el conjunto ( )  0~ * ==⊥

F
pEpF  de 

funcionales cuyo núcleo incluye a F, entonces ( )⊥F
~

 se puede identificar con ( )*FE Por lo 

tanto tenemos que la dimensión  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )FFEFEFF dimdimdimdim
~

dimdim
*

=−=== ⊥⊥   

Y como  ⊥ FF  tenemos entonces  FF =⊥  

Ahora definiremos subvariedad lagrangiana. 
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Definición 2.19 Si V es una variedad simplética, una subvariedad lagrangiana de V es una 

subvariedad N  de clase al menos 
1C  y tal que el subespacio NTx  de VTx  es para cada Nx  

un subespacio lagrangiano de forma bilineal simplética x .  

Por el lema 2.18, si Nx , cualquier vector VTv x  tal que ( ) 0', = vvx  para todo NTv x'  está 

necesariamente en NTx . 

Por ejemplo, si consideramos la esfera 
2S  y la forma  , definida por  

( ) dydxzdzdxydzdyxzyx +−=,,  

Sea  ( ) 1,0,,, 222 =+= zyxSzyx:C  

Consideremos una parametrización  

( ) ( )tsentt ,cos,0=  

Entonces su espacio tangente será   ( ) ttsenT t cos,,0 −=C  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0

00

coscos

00
cos

cos0

cos,,0,cos,,0

00

00,

=

−−
+−=

+−=

−−==

tsentsen
tsen

tt
t

dydxtsendzdxt

ttsenttsenvuTT tt


 CC

 

Entonces ( ) 0, =vu  

Por lo tanto ( ) 1,0,,, 222 =+= zyxSzyx:C   es una subvariedad lagrangiana. 

 

Definiremos a continuación el gráfico. 

Definición 2.20 Sea   una 1-forma diferencial de un subconjunto abierto U  de M .  El 

gráfico de    es el conjunto 

( ) ( )  MTUxxGraf x

*, =   
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Por ejemplo sea la esfera 
2S , una parametrización del hemisferio superior es   

( ) ( )221,,, vuvuvu −−=  

Las derivadas son   















−−

−
=



















−−

−
=




2222 1

,1,0,
1

,0,1
vu

v

vvu

u

u
 

Todo vector ( )
2

, STv vu


 es de la forma  
v

b
u

av



+




=


 

Su base dual es  dvdu ,  y  ( ) ( ) bvdvavdu ==


,  

Definimos la forma  dvdup +=  

Entonces el gráfico es   ( ) ( )  ( )
2

,

2/, STSppGraf vup  =  

Mostraremos a continuación un lema importante para gráfico. 

Lema 2.21 

Si   esa una 1-forma diferencial 
1C en una variedad M , entonces el gráfico ( )Graf  de 

  es una subvariedad lagrangiana de MT    si y solo si   es una forma cerrada. 

Demostración: Si    es 1-forma, por el lema 2.6 tenemos 

 =  

y por lo tanto también    ( ) ( )−==   dd  

( )xxxd  ,−=  

Sin embargo la forma MTM →:  induce un difeomorfismo de clase 1C  de M  en 

( )Graf ,  es decir ( ) GrafM →:  

Por lo tanto  0=xd  si y solo sí ( ) 0, =
xx   
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es decir  0=d  si y solo sí  ( ) 0= Graf  

Definiremos a continuación un conjunto invariante. 

Definición 2.22 Sea MMt →: , si MN  , se dice que N es invariante por t  sí  

( ) NNt  .  

Con todo lo presentado ahora enunciaremos y demostraremos el teorema principal de nuestro 

trabajo, conocido como Hamilton-Jacobi. 

Teorema 2.23 (Hamilton-Jacobi) 

Sea R→OH :  una función de clase 
2C  definida en un subconjunto abierto O  de una 

variedad simplética V , si ON   es una 
1C  subvariedad lagrangiana de V , es localmente 

invariante por el flujo 
H

t   sí y solo sí H es constante en N . 

Demostración: Si H  es constante en N , tenemos 

0, = NTx x
HdNx  

Y por lo tanto ( )( ) 0, = vxX Hx  para todo NTv x  y por el lema 2.18  como NTx  es un subespacio 

lagrangiano entonces ( ) NTxX xH   para todo Nx . 

Luego podemos restringir el campo OTOX H →:  de clase 
1C  a un campo en la subvariedad 

N . Por unicidad del teorema de Cauchy-Lipschitz [2] , las soluciones de 
H

t   en N  también 

son órbitas de 
H

t  en O   y por lo tanto la subvariedad N  es invariante por el flujo hamiltoniano 

en O . 

Por el contrario, si N  es invariante por 
H

t ,  entonces para todo  Nx , las curvas ( ) ( )xt H

t =  

definidas en un intervalo ( ) ,−  con 0  están incluidas en N, es decir que su velocidad 

( ) ( ) NTt t    para todo  ( ) ,−t  . En particular tiene una velocidad ( )xX H   para 0=t  que debe 

estar en NTx . 

Por definición de campo Hamiltoniano, para cada Nx  se cumple: 
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( )( )
NTHNTx

xx

xXHd = ,  

Pero como  ( ) NTxX xH    y N  es una subvariedad lagrangiana  desaparece en cada punto de 

N , es decir  0
 NTNTx

xx

   entonces   

0
NTx

x

Hd  para todo Nx  

con lo que la restricción  NH es constante. 

De la proposición 2.14 tenemos que la transformada de Legendre MTTM →:L  es una 

conjugación entre el flujo de Euler-Lagrange y el flujo Hamiltoniano, si MTA  , 

( ) ABTMB = L/ . 

Si A  es invariante por el flujo hamiltoniano  
H

t  tenemos    

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )BB

AA

AA

AA

L

t

L

t

L

t

H

t

















1-1-

1-

LL

LL




 

Sí y solo sí  B  es invariante por el flujo lagrangiano  
L

t . 

A continuación, enunciaremos un teorema, cuya demostración es inmediata del teorema de 

Hamilton-Jacobi. 

Teorema 2.24 

Sea R→TML :  un lagrangiano de clase 3C , si N  es una subvariedad lagrangiana para 

L  entonces N  es localmente invariante por el flujo 
L

t   sí y solo sí H es constante en N

. 

Por ejemplo, en el caso Riemanniano: 

Si M es una variedad Riemanniana  tenemos el lagrangiano R→TML :  definido por  

( )
2

,,
xx

vvvvxL ==  

Su hamiltoniano correspondiente  R→TMH :  es  
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( ) ( ) ( )vxLvvxLvxH v ,,, −=  

( ) 222
2, vvvvxH =−=  

Sea ( ) 1=SMH   donde  ( ) 1,, == vTMvxSM  es invariante por  
L

t ,  que es el flujo 

geodésico. 

En el caso de Lagrangianos Mecánicos. 

Consideremos el péndulo, el Lagrangiano mecánico  RR→1: SL  es de la forma  

( ) θ
θ

θL cos
2

,

2

+=


  

Sea θ
θ

L
p 

 =


=  

Su hamiltoniano correspondiente  H  es  

( ) ( ) ( )

( ) 





cos
2

,

cos
22

,,,

2

22

−=









+−=

−=

p
pH

pp

pLppLpH p

 

El sistema asociado al campo de Hamiltoniano será: 

( )( )











−=−−−=



−=

=



=






sensen
H

p

p
p

H





 





−=

=





senp

p




 

Consideremos   una forma simpléctica en R1S  tal que 

dpd =   
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Entonces la 1-form a ( ) ( )











+





p
aap 21,


   queda dada por 

( ) 











+
















+




=












+
















+





p
bb

p
aadpd

p
bb

p
aap 21212121,







 

dadpa

baba

bb

aa

21

2221

21

21

−=

−=

=

 

Como ( )  dsendpppHD +=,   y  ( ) DHXH =,  tenemos  





senapa

dadpadsendpp

−==

−=+

21

21  

El campo Hamiltoniano será: 

( )
p

senppX H



−




= 


 ,  

Es decir que obtuvimos es campo que define el sistema hamiltoniano. 

 

Como H  es constante en las orbitas del campo  y las orbitas están confinadas en niveles de 

energía H . 

 

( )

( ) c
p

pH

cpH

=−=

=





cos
2

,

,

2  

Luego   



- 50 - 

 

( )



cos2

cos
2

2

+=

=−

cp

c
p
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CONCLUSIONES 

 

1. En esta tesis, hemos presentado toda la teoría relacionada con lagrangianos convexos. 

2. Los Lagrangianos y Hamiltonianos, definen un flujo y bajo ciertas condiciones para la 

transformada de Legendre, se demostró un aconjugación entre estos flujos. 

3. Con todo lo presentado, se demuestra que dado   , 1-forma cerrada en M , si H  es 

constante sobre el gráfico ( ) ( ) MxxGraf x = /, , entonces este gráfico es invariante 

por el flujo hamiltoniano. 

4. Esta tesis entrega también herramientas para el estudio de los conjuntos Aubry-Mather, 

ésta teoría describe conjuntos de medidas invariantes que minimizan la acción y su relación 

con la dinámica de L. 
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