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Gentzenから始まる証明論の50年

ー順序数解析を中心として—

東京大学・数理科学研究科 新井敏康

Toshiyasu Arai 

Graduate School of Mathematical Sciences 

University of Tokyo 

おおよそ 1930-80年における証明論の主な結果・アイデアを，順序数解析 (ordinalanalysis)を中心として

述べていく．但しこの期間の間題に関わる限り， 90年以降の結果も一部盛り込む．尚，記述や記法は後に整理さ

れたかたちで述べるので原論文のままというわけではない．したがって証明論の通史や学史のようなものをこ

の原稿に期待しないで頂きたい．

ここでは紙幅の制限により証明の詳細は省いてある． sequentcalculi（と c:-calucliも少々）については

[A2020a]をご参照願いたい．

1 Gentzen 

1.1 [Gentzen34/35] 

この G.Gentzenの学位論文こそが証明論という分野をいまあるかたちにあらしめたものである．しかしパイ

オニアによる論文に以後のすべてがあると思いたいのは，［Kreisel71b]が述べている通りロマンティックな幻想

に過ぎないだろう

この論文において Gentzenは，論理的な推論を表す体系としての論理計算 (logiccalculi)として先ず，自然

演繹 (NaturalDeduction) NJ, NKを導入し，さらに sequentcalculi（推件計算） LJ,LKを導入した論理計

算はFrege,Russell, Hilbert以来，既にあり，その完全性も K.Godelによって示されていたのだが，新たにこれ

らの論理計算を導入した理由を Gentzenは「実際の推論にできる限り近い形の形式的な論理体系を作る」ため

であったと書いている（翻訳は［前原73]による尚、 Gentzenの原論文を学ぶには［前原 73]から読むとよい）．

ここでNJは直観主義（述語）論理のための自然演繹であり， NKは古典論理のそれである．さらに Gentzenは

NJ,NKが「或る独特な性質をもっているということや，さらにその点に関しては，直観主義者が否認するとこ

ろの‘排中律＇が特殊な地位を占めているということもわかってきた」と続ける自然演繹においては，論理記

号 V,/¥，→，コ（ならばりヨ，vひとつひとつに対して導入規則と除去規則と呼ばれる推論規則がある．これらは
BHK解釈 (Brouwer-Heyting-Kolmogorov interpretation)に似て，いわばそれぞれの論理結合詞の（操作主義

的）意味を規定する例えばI¥については

A。A1
Ao II A1 

（八I)
A。八A1

Ai 
（八E)．
(i = 0, 1) 

左の（八I)はI¥の導入規則と呼ばれ，右の (I¥E)はI¥の除去規則と呼ばれるまたっについては

[A] 

B 
AっB （つI)

AつB A 
B 
（っ E)

1尚ここで矢印→は後に述べる sequentで用いられるので， 「ならば」は→ではなく馬蹄形つを用いた．
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左のつの導入規則を用いると仮定Aが「落ちる」 (closed,discharged)あるいは束縛されるさらに NJでは矛

盾J_に関する規則 (J_)が，そして NKでは二璽否定の除去規則（,,)がそれぞれ用いられる．

A 
(J_) →-A 

A 
（,,) 

さて上記の「或る独特な性質」とは基本定理 (Hauptsatz) 「純粋に論理的な証明は，すべて或る特定な標準形

に変形することができる」ということで，いまの言葉で言えば正規化定理 (normalizationtheorem)である．標

準形の証明では，導入規則に続いて除去規則を用いるということがない．例えばI¥なら左の証明は標準形では

なく，それは右に変形される：
．．  
: 7rQ : 7r1 

A。 A1
A。八A1

（八I) : 
（八E) : Ti 

A;,,.~1 "-->Ai 

またつでは
[A] 
: p : 7r ． ．  
B 
（コ I)

: 7r A ．．  
AっB A : P 
B 

（っ E) ．
~B  

右の証明では，証明 pでの仮定Aのところに Aに至る証明 Tを代入している．

Gentzenは「標準形になおされた証明の最も本質的な性質を一言にして言えば，それは＇まわり道がない＇と

いうことである．証明の最後の結論に含まれている概念は，その結論を得るために必然的に用いざるを得ない

ものであるが，それ以外の一切の概念は，この証明には現れない」と述べている．

さて自然演繹の導入の影響をごく簡単に触れておこう [Gentzen34/35]には正規化 (normalization)定理と

その証明は述べられていないが， GentzenはA.Turingによる型付きラムダ計算に対する正規化定理と同エ異

曲の証明を少なくとも NJに対しては持っていた， cf.[Plato2008]．正規化定理の証明の出版には [Prawitz65]

を待たなければならなかったこの [Prawitz65]は当時の証明論に自然演繹の復権をもたらしたと思う．例え

ば[2ndScand71,Kreisel71a]を参照また自然演繹での証明とプログラムの対応および命題と型の対応，さらに証

明の変形と型付きラムダ計算における計算との対応は，［Howard82]において Curry-Howard対応(isomorphism)

として定式化されて証明論と理論的計算機科学の交流をもたらした， cf.[Girard89]．さらに [Martin-Lof98]にお

ける型理論はBHK解釈と自然演繹に刺激を受けているものと考えられる他方でsection2で触れる [Godel58]

でのクラス Tを，型付き入ー式の拡張とみなして，そこでの強正規化 (strongnormalization,あらゆる計算の停

止性）が [Tait67]で示されている． Tの強正規化というその事実そのものより重要なのは [Tait67]で用いら

れた論法にある．それは computabilitypredicateという概念によっていて，これは正に section2で説明する

(generalized) inductive definitionの例になっている．この computabilitypredicateによる強正規化の証明は，

その後，様々に拡張されている

さて Gentzenがsequentcalculi LJ, LKを導入した理由は，自然演繹NJ,NKでは甚本定理を述べるために

ふさわしくないからだと言っている．少し長くなるが [Gentzen34/35]より引用しよう

韮本定理をすっきりした形で表現し証明することができるようにするためには，特にそれに適した

論理計算を甚礎におかねばならなかったこの目的のためには，自然な論理計算が不適当であるこ

とはわかっていた．確かにそれは碁本定理を成立させるための本質的な性質をすでに示してはいる．

しかし，前にも注意しておいたように，この性質に閲連して排中律が特殊な地位を占めている限り

は，このことは直観主義論理にのみ限定されてしまうのである．

つまり正規化定理としての基本定理は直観主義論理NJについてはきれいに述べて証明することができるが，古

典論理NKについてはそうではない両方の論理に共通に成り立つ事実として定式化して証明するために論理

計算自体を変更したのである．
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sequent calculus LKで証明される対象は sequentr→ △である．ここでrや△は論理式の有限列．論理

式 Aについて A→ AがLKでの公理に当る sequentである．その推論規則は，構造に関する規則と論理記号

に関する規則に分けられるが，カット (cut)（は構造に関する規則のひとっ，［Gentzen34/35]では）以外はそれ

ぞれ左右ひとつずつである．
r→△,C C,A→e 
r,A→△,0 

(cut) 

(cut)以外の構造に関する規則は weakening,contraction, exchangeでそれぞれ論理式を増やす，ひとつにまと

める，交換する．矢印→の左側で行う規則だけ書いておく．

r→△ A,A,r→△ r,A,B,A→△ 
(wL) ~ (cL) ~ (eL) 

A,r→△ A,r→△ r,B,A,A→△ 

論理記号に関する規則を V,/¥，ヨ，v，つについて記しておく．

r → △,A, 
(VR) 

r→△,A。VA1 
A江→ △ 

A。/¥A1,r→△ 
A。J→△ A1,r→ △ 
A。VA江→△ (VL) 

r→△,A。r→△,A1 
r → △,A。I¥A1 

r→△,A(t) 
r → △,::lxA(x) （ヨR)

A(t),r→△ 

¥/xA(x),r→△ 
A(a),r→△ 

ヨxA(x),r→△ （丑L)
r→ △,A(a) 
r →△,¥/x A(x) 

(=3L),(VR)における自由変数 a(eigenvariable)はlowersequentに現れない2.

(/¥L) 

(/¥R) 

(¥/L) 

(¥/R) 

A,r→△,B r→△,A B,A→e 
（っ R)

r→△,AコB AコB,r,A→△,e（っ L)

これらの規則は (cut)とつに関する規則以外は左右が完全に対称であるまた (cut)以外では推論規則の上に

ある sequentに現れる論理式は下にある sequentのある論理式の部分論理式であることが分かる．但しここで

任意のtermtについて A(t)はヨxA(x),VxA(x)のそれぞれ部分論理式である．

Remark 1.1（ヨR),(VL)のuppersequentsでのtermtはlowersequentから一意的に読み取れないつまり

termがderivationで果たす役割を，我々はいまだ十分に理解できていないさらに (cut)での cutformula C 

についても同様に下から上が決まらない．これらがproofcomplexityでの難所となる．

つぎに直観主義諭理のsequentcalculus LJは古典論理のそれ LKにおいて， sequentを「矢印→の右に含

まれる論理式はたかだかひとつ」となるものに制限して得られる．つまり sequentr→ B1,...,B"がLJの

sequentなのは n= 0, 1の場合だけである．
自然演繹との閲係で言えば，論理記号の導入規則は右規則に当たる例えば (/¥I)は (/¥R)に他方で除去

規則は左規則と (cut)の組合せである．

は

r → A。AA1
r→Ai (AE) 

Ai→A, 
r → A。IIA1 A。八A1→Ai 
r →Ai 

（八L)
(cut) 

つまり (cut)という規則は自然演繹を sequentcalculusで模倣するときに出現する．

さてそこで [Gentzen34/35]での基本定理は「LK[LJ]における証明を上手に変形していくとそこから (cut)

がすべて取り除かれて (cut)無しの LK[LJ]の証明が得られ，それが証明している sequentは元の証明のそれ

2 [Gentzen34/35]では変数は自由変数と束縛変数の2種類に分けられている
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と同じである」という内容なのでカット消去定理 (cutelimination theorem)とも言われる．上で注意したよう

にそのような証明に現れる論理式は，証明されている sequentに現れるどれかの論理式の部分論理式に限る，

cf. Remark 1.1.またあり得る証明のかたちもかなり限定されてしまうこの事実から論理に閲するたくさんの

定理が証明論において生み出されてきた．その後の証明論研究の多くは [Gentzen34/35]への注釈に過ぎないと

自嘲気味に言う証明論研究者もいるほどである．

ところで，直観主義論理の形式化としては自然演繹NJに軍配を上げたい． sequentcalculus LJも証明論的研

究には有効なのだが，やはり sequentcalculusは古典論理に最もふさわしいと思う．ひとつには上で述べた左右対

称で整った規則の束としての美しさ．その証明における論理式の出現を辿ることの容易さ，等々．またその規則の

意昧は，個々の論理記号に関する規則を逆読み（下から上に向かって読む）すると理解し易い．丁度，その sequent

を反駁するモデルでの論理式の真偽条件を言っているからだ， cf.semantic tableaux [Beth55, Smullyan68]. 

この observationから， canonicalproof searchによって， completenesstheorem (for cut-free fragment)と

cut elimination theoremを同時に示す Schiitte'sschema (dichotomy)が出てくる， cf.[Schiitte56, Takeuti87]. 

なお [A2022]ではこの Schiitte'sschemaを無理矢理に直観主義論理に当て嵌めようとしているまた [Afshari-

Rathjen2009, A2020a]で示されているように， canonicalproof searchの方法はこれら以外にも応用されている．

尚，基本定理の応用として [Gentzen34/35]では，直観主義命題論理の決定問題の解法と数学的帰納法を含ま

ない古典的算術の無矛盾性証明が与えられている後者について一言すれば，先ず古典論理（そして直蜆主義

論理）の無矛盾性はなんら問題ない例えばoneelement modelを考えればよいしかしこの方法ではPeano

の公理而(x+1-/-O),Vx,y(x+ 1 = y+ 1つx=y)の無矛盾性は出せない． Eqを等号＝に関する公理，「＝は

同値関係で'efx,y(x=yつx+l=y+l）」として， PA―を列如(x+l -/-0),Vx,y(x+l = y+ 1つX= y),Eq 

に足し算，掛け算＋，・などの関数記号に関する有限個の公理を II~—論理式で書いたのを付け加えたものとおく

と， sequentPA―→の証明から (cut)を除去すればそのような証明は存在し得ないことが分かる．

古典論理に碁づく公理系を分析するには，現在では one-sidedsequent calculusが多く用いられる．それは

one-sided sequent calculusは(cut)以外の構造に関する規則を一切含まないので，そのほうがその体系に関す

る証明をする際に場合分けが少なくて済むからであるしかし部分構造論理 (substructurallogic)のその後の

発展を考えると，構造に関する規則を Gentzenが分離して取り出しておいてくれたのが幸いであったと言える

だろう．

とにもかくにも [Gentzen34/35]によって証明論の舞台が設定された．

1.2 [Gentzen7 4a, Gentzen36, Gentzen38, Gentzen43] 

これらの一連の論文に関して考えなければならないことがいくつかある． 先ず [Gentzen74a,Gentzen36, 

Gentzen38]は，タイトルが示す通り一階の自然数論＝算術 PAの無矛盾性証明ではあるのだが，単なる「無

矛盾性証明」ではない．［Gentzen74a, Gentzen36]にはかなりのページ数を使って PAの無矛盾性証明がなぜ必

要なのかが説かれている [Kolmogorov25,Godel33, Gentzen7 4b]において直観主義論理から古典論理への解釈

が得られ，これより PAから直観主義自然数論 HAへの解釈も得られていた．もし直観主義による構成的数学を

全体としてその基礎に鷹けるのなら，少なくとも PAの無矛盾性問題は終わっていることになるしかし Godel,

Gentzenはともにそうは考えなかったその主たる理由は「ならば」の BHK解釈に潜むと考えられる循環で

あるつまり A→ Bの「構成」を， Aの任意の「構成」を Bの「構成」に対応づける operationと考えよう

とすると， A→Bの「構成」が何であるかを理解するのに「構成」全体が既に把捉されていないといけないこ

とになる仮にもし型理論を持ち出して「型」 A→Bは「型」 Aより複雑だからと， 「型」に関する帰納法に

よる定義と思いたくても，単に「構成」というものを高階の対象としているわけだから，どうしても到底「有限

的」対象とは言えない．

PAの無矛盾性証明がせめて望ましいことを認めたとしても，それは如何にして可能なのか？あるいはどの

ようなものであらねばならないのか？先ず，モデル Nが存在するから，では不可であるそして直観主義での

構成の概念でも満足できない．といって [Godel31]により，その証明は PAでは形式化できないことも判ってい
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る． D.Hilbertが想定した記号の操作程度の有限的な手法はもちろん PAの手の平を出ていない．有限的な方

法の延長にありながら，それを超え出る方法を見い出さなければならない．そのために Gentzenがしようとし

たのは， Nでの真偽でもなく，構成的な正しさでもないように PAの論理式を解釈することであるここで， PA

で証明できる論理式はこの解釈の下で正しくなっていないといけない．このような解釈をつくることは既に無

矛盾性証明ではないのである．無矛盾性はその系に過ぎない．それは矛盾 1=2は正しくないと解釈されるか

らである．

ここで無矛盾性証明について筆者の考えを断っておく．［A2007]に書いたのでここでは繰り返さないが，無

矛盾性証明をすることは我々に与えられた数学的に困難な問題のクラスであると考えている 「なぜ無矛盾性

証明をしなければならないのか？」と間われたことが何度もあるこれを敷術すれば恐らくは「そんなことは

する必要がないなぜなら例えばNやVが存在するのは明らかだから」ということらしい．この問いからはな

にかその証明が倫理的な要請であると質問者が思い込んでいる，もしくは質間を投げかけられた筆者がそう考

えていると質問者が思い込んでいるかのようである．そうではない．しなければならない倫理上の問題ではまっ

たくない．少なくとも眼前に矛盾が無い以上はそれは恐らく質問者である数学者，数理論理学者が取り組んで

いる問題と同じである 「なぜその証明をしたいのか？」と訊かれても，言い訳以上のことを言えるだろうか．

さて [Gentzen74a, Gentzen36, Gentzen38, Gentzen43]を通じた発想をひとことで言うと「有限の証明 proof

figureは，無限の (cut)無しの証明 cut-freew-derivationをencodeしている，もしくは前者は後者の表記であ

る」ということであろうと思う．少し順を追って説明しよう

[Gentzen74a]は投稿を取り下げられ，［Gentzen69,Bernays70]によって初めてわれわれの知るところとなっ

たものである尚，［Gentzen74a]の証明がいかなる原理によるのか，つまりどのように形式化されるべきかにつ

いては考えると難しい間題になるのでここでは触れない， cf.[Tait2015]．また，［Gentzen74a]では順序数は未

だ表に出てこず， derivationtreeのwellfoundednessに基づいた一種の cut-eliminationがなされている順序

数が初めて証明論において本格的に用いられたのは [Gentzen36]においてであるここで言う順序数とは，実

際には有限個の記号上の termとそれらの間の計算可能な大小関係のことであり，この故に順序数と言わずに

ordinal termと呼ぶこともある．［Gentzen36]については [Godel95,Tait 2005, Buchholz2015]を読むのがよい．

最も雑な論理である古典論理上でそこでなされた解釈を述べれば，論理式，より一般にはsequentが正しい

とは，その cut-freew-derivationが存在することである，としている．すると実際に示さなければならないのは，

PAで証明できる sequentがこの意味で正しいことであり，これは本質的には，［Schiitte51,Tait68, Mints75]での

ように w-logicでの cut-eliminationをすればよい記号を使って説明する自由変数の無い one-sidedsequent 

calculusにおいて f---rは， sequent3 rのcut-freew-derivationが存在することを意味するとしようここでV

の導入はw-ruleで匿き換える： 'vxA(x)はrに含まれるとして

... r,A（元）．．．

r 

ここで上には無限個のsequentsr, A（n) (n = 0, l, 2,.. ．）があり，れは n一番目の numeral(·•• ((0+ 1) + 1) • • • + 1) 

であるよって w-derivationはsequentsのw-branchingwellfounded treeとなる．

すると示したいのは PAf---I'(a,．．．)ならば，任意の n,..．について← r(＇h,．．．)ということである．ここで問

題になるのは数学的帰納法の推論規則： 'vxA(x)はrに含まれるとして

r,A(o) r，,A(a), A(a + 1) 
r (1) 

は，当座は(cut)の連なり

r,A(o) r，,A(O), A(l) r, A(I) r，,A(I),A(2) 

r, A(D) r, A(I) r, A(2) 

r
 3r = {Ad≪nの意味は V≪nAi
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で置き換えるしかなく，すると

Lemma 1.2 f--r ,Cかつ f--C△ならば f--r，△．

を示すことが枢要となる． Lemma1.2は卜 r,.cおよびf--C，△をそれぞれ示す wellfoundedtreesに関する

帰納法で示されるこの Lemma1.2により得られるrのcut-freew-derivationを（1)はencodeしていると
考えるわけである． Lemma1.2とそれから得られる解釈の証拠である PAで証明できる sequentrのcut-free
w-derivationは，もちろん wellfoundedであるからその depth,heightを順序数として考えて，順序数が表にで

る [Gentzen36]が得られる

Gentzenの解釈をこう言ってしまっては身も蓋もない[Gentzen 7 4a, Gentzen36]では細心の注意を払って，

無限の対象(infinitaryderivation=wellfounded w-branching tree)に言及することを避けている．無限のtreeが

存在する，という代わりに，その pathを生成する手続き (reductionprocedure)しか述べていない．だからその

証明は解り辛い．そのせいなのか [Gentzen38]で再度，証明を作り直している．［Buchholz97]で正確に確かめら

れたのだが，ここまでくると Gentzenがしているのは，［Schiitte51,Tait68, Mints75]での infinitaryderivation 

のcut-eliminationをその codeあるいはembeddingのpreimageである有限の証明図上でしているのだろうと

想像がつく．だから当然，関与する順序数は co=min｛入＞ w:Va<>.（炉＜入）｝である． wより大きくならざ

るを得ないのは，数学的帰納法のせいで，指数関数炉で閉じていてほしいのは，ト:Irを，その depth::;a,その
中の (cut)のcutformulaの複雑さ<dというrのw-derivationが存在することを意味するとしてつぎが成り
立つからである．

Lemma 1.3戸 rならば戸
d+l r. 

d=Oの場合の吋 rはrのcut-freew-derivationでその depth::;aなるものが存在することを意味する．
[Gentzen38]の結果をうわべだけ述べておく．計算可能 (elementaryrecursiveですらある）な関数をふた

っr: p >--+ r(p), o: p→ o(p)つくって，矛盾 (emptysequent)→の証明図のcodepに対して， r(p)もまた矛盾
の証明図の codeで，また o(p)はordinalterm o(p) < c。で， o(r(p))< o(p)となっていることが文句無く有限的

に示されているよって pがそのようなcodeであるなら，関数の n-thiterateをr(n)と書けば°'n= o(r(n)(p)) 

がcoより下での無限下降列になってしまうので，具体的につくられた ordinalterms< c。が無限下降列になら

ないことを有限的数学に付け加えれば， PAの無矛盾性が従う．

これは無矛盾性証明なのだが，例えば [Gentzen38]の証明を少しいじれば， PAで証明できる任意の sequent

に対して，その cut-freew-derivationをco-recursionで作ることができるしかもその nodesには葉に近づけ

ば下がるように順序数 <c。が貼られている．

このように有限の prooffigureはcut-freew-derivationのcodeではあるのだが，一旦，［Gentzen38]におい

て， prooffigureとordinaltermという有限の対象（どちらも無限の対象を denoteしている）同士が結びつけ

られれば，そこから無限の対象を経ずとも直に動き出すこともあるものである， cf.section 3. 

また [Gentzen38]の証明は，組合せ論的命題の独立性証明にinspirationを与えてきた例えば [Rathjen2015]

とsection2の冒頭を見よ．

つぎに就職論文 [Gentzen43]に基づいて順序数解析 (ordinalanalysis)という分野が始められたそこで達

成された事柄を言い表すために順序数解析という言葉が作られたのだが， Gentzenがこのことに同意するのか

どうかについては確信は持てないとにかくも [Gentzen43]で示されたことを簡栄に述べる． PAに1変数の

述語記号 Eを付け加えて PA(E)を得る． Eは任意の述語を表していると考えていて，数学的帰納法は Eを

含む論理式にも拡張されている先ずふつうにつくった自然数上の ordertype Eoの順序 <e。について，その

各始切片までの超限帰納法が PA(E)で証明できることも分かる：各 a<E。（各numeralということ）につ

いて PA(E)ト¥/x(¥/y<so X E(y)→ E(x)）→ ¥/x <so aE(x).逆に計算可能な strictpartial order --<（ぺは

irreflexive and transitive)に関する超限帰納法が PA(E)で証明可能であるとする．つまり PA(E)f---¥/x(¥/y --< 

xE(y)→ E(x)）→¥/xE(x). Eは任意の述語を表しているので，これは超限帰納法が述語によらずに一様に証
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明できると言っているこのとき nl--<= sup{lml--< + 1 : m --< n}として， I--< I = sup{lnl--< + 1 : n EN}< Eo 
となる．後者の証明の粗筋はこうである．仮定Vx(Vy--<xE(y)→E(x))のところを推論規則

•·· r,E(m) • • • (m--< n) 

r,E（元）

で匿き換えた (c:ut)付きの w-derivationにおいて，ある a<t:o,d<wについて汀 E(n)が任意の nについて

成り立つ．そこで (c:ut)を取り除けば，ある 9< c。について碍 E（元）．このとき E（元）の cut-freederivationの

最後は基本的には
• • • E(m) • • • (m-< n) 

E(n) 

となっており，上の E(m)までの cut-freederivationもまたしかりである．すると嗜 E（元）より lnl-<::;f3が分
かるこうして PAの証明論的順序数 IPAI= coであることが示されるここで或る程度の算術を含む公理系 T
の証明論的順序数は， T卜Vx(Vy-< x E(y)→ E(x)）→VxE(x)となる計算可能な strictpartial order -<の順

序型 I-< Iの上限のことである．
この証明は， PA(E)f-'vx('vy -< x E(y)→ E(x)）→ VxE(x)の仮定のもとで単に ordertypeの意味で

I -< I < soを示しているだけではなく，少し工夫すれば y-<x⇒f(y) <so f(x)となるような順序を保つ fが
(elementary) recursive in -<で取れることも示している， cf.[Takeuti63, A98]．一般には I-< I < soという事実

からは，このような fは△｝で取れることが結論できるだけである．［A2020a]でwell-orderingprincipleを公理

にもつ theoryのcut-eliminationに計算可能な fの存在が用いられた．

2 1950-70 

1950年代と 60年代は証明論の対象が拡げられ，問題意識が深められた実り多い時期であったここでは [IPT70]

までの証明論のトピックをいくつか拾って行こう

section 1で見たように [Gentzen74a,Gentzen36, Gentzen38, Gentzen43]において，自然数論 PAと順序数

e。が初めて結びつけられたのである．誰も想像できなかった結果に違いない．先ずは簡単にこの結果の直接的

な余波を記録しておく．［Ackermann40]は， Hilbertの無矛盾性証明の方針をより直接的に表している epsilon

substitution method による PA の無矛盾性証明である．与えられた有限個の€—axioms A(t)→ A(Ex.A)ある

いは自然数論では A(t)→立．A：：：：： t /¥ A(Ex.A)の列に対して，その解を段々と近似する epsilonsubstitutions 

EX.A→n(n EN)の列を作っていく．このときに問題になるのが，この近似列が有限回の近似の後に解に到達

すること，すなわちその代入が与えられた有限個の€ーaxioms をすべて正しくするようになることを示すことに

ある [Ackermann40]では列に対して順序数 <E:oを対応させてこの順序数がドがっていくことにより，近似列

の停止性を示している．

他方で [Godel95]から伺えるように， Godelは [Gentzen36]を詳細に検討して，その結果として [Kreisel52]

における no-counterexampleinterpretationに到達していたようである， cf.[Tait2005]．例えば冠頭標準形

の閉論理式 A三コx¥:/y:lz¥:/wB(x, y, z, w)を考える． Aが正しくなければ ¥:/x:ly¥:/z:lw,B(x,y, z, w)であるか
ら，反例 (counterexample)を与えるなんらかの関数 f,gにより ¥:Ix,z,B(x, f(x), z,g(x,z))となるだろう

よって Aが正しいのならそのような反例 f,gは存在しないはずだから，→ヨf,g¥:/x,z,B(x, f(x), z,g(x,z))り

¥:/f,g:lx, z B(x, f(x), z,g(x, z)）．このときある汎関数 F,Gにより任意の f,gについて A'=B(t, f(t), s, g(t, s)) 

(t = F(J, g), s = G(J, g)). [Kreisel52]は [Ackermann40]の証明から，もしも PAf---Aならば，ある <E:o-

recursionで定義される汎関数F,Gが存在して A1が正しいことを示しているとくに A三 VxヨyB(x,y)がrrg-
論理式のときには，＜ E:0-recursionで定義される関数fにより ¥:/xB(x,J(x))となるこれは，江や論理式で定義

されていることがPAで証明できるような関数，つまりそれを計算するプログラムの停止性がPAで許される方

法（公理）から従う関数 (provablyrecursive, provably total recursive)は，単に計算可能というだけでなくよ

り小さいクラスに属すことが分かるということであるこれは [Kreisel58]で述べられた，命題の形式的な証明
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からその命題の正しさ以上の情報を抽き出そうというプログラム (unwindingof proofs)の例になっており，こ

の問題意識は証明論の応用において常に意識されてきた．これについては例えば [Kohlenbach2008]を見よ．よ

り広くは論文 [Kreisel58]のタイトルが物語るように， 「無矛盾性証明」と呼ばれている証明は，それがどのよ

うな意昧で「基礎付け」としての無矛盾性証明であるのかを議論することは，重要で欠くべからざることであ

りながら，その議論そのものが当該の「無矛盾性証明」よりもはるかに難しいように思える他方でその証明

が大層面白いことは間違いなく，そうであるなら無矛盾性ではなく他の何かを証明していると考えてみてもよ

かろう，ということであろうか， cf.[Giidel95]. 

[Gi:idel58]は恐らく [Gentzen36]の研究から得られたものであろうが，ここにおいて有限型の原始再帰的汎

関数 (primitiverecursive functionals of finite types)のクラス Tを導入して，それによって HAの解釈を与え

ている．その意図は [Gi:idel58]のタイトル「現在まで用いられたことのない有限の立場のある拡張について」に

よく表されている．つまり[Gentzen36, Gentzen38]での順序数e。からの（原始再帰的）順序数列の停止性の代

替としての Tということであろうなお， Tに属する自然数上の関数の計算は <s0-recursionで行えるこの

事実は例えば [Tait65]で示されている．その証明のアイデアは [Schiitte51]における w-ruleを伴った infinitary

calculusでの cut-eliminationをまねて，汎関数を無限の列に展開することにあった．例えば汎関数 FがG,H

から primitiverecursionでF(O,a) = G(a), F(n + l, a) = H(n, a, F(n, a)）と定義されていたら，それに対応し

て汎関数の列 {Fn}nを再帰的に F。＝入a.G(a),Fn+l =入a.H(n,a,Fn(a))と定義して， Fをこの無限列 {Fn}n

で匿き換えて考える入a.Gの型をびとしたとき，無限列は型N→びを持っていて，値は {Fn}n(m)= Fmで

ある

2.1 CA, AC, DC 

既に [Hilbert-Bernays39]において， 2階算術 SecondOrder Arithmetic (SOA)もしくは高階の自然数論は，そ

こで数学を形式化する場所として考察されていた．しかしその諸部分体系を摘出してそれらの相互関係や証

明論的強さ，数学のどの範囲までがどの部分体系で形式化できるのかなどの問題が組織的に取り上げられたの

は [StanfordReport63]であったと思う．実は筆者は [StanfordReport63]は未見であるしかしその多くの部

分は [BFPS81]の第I章や [Feferman77]で報告されている．

2階算術SOAを定義しておく．先ず2階の変数をX,Y,Z,．．．で表すこれらは自然数から成る集合を表すと考

えている pairingfunction例えば〈 〉
(no+ n1)(no + n1 + 1) 

no,n11 = 
2 

+n。とその逆(〈no,nり），＝ ni(i= 0, 1) 

により， X（〈no,n1〉）を考えることで 2変数以上の変数は入れなくてよい．（X)n= {m: X(〈n,m〉)｝とおく．

A((X)n)は諭理式A(Y)において， Y(t)を (X)n(m)：二 X(〈n,m〉）で置き換えて得られる論理式を表す． 2階

の論理では 2階の quantificationのための推論規則

A(R),r A(Y),r 

ョXA(X), r vx A(X), r 

を入れるここで Rは変数か関係記号で， Yはeigenvariable.等号付きなら等号に関する公理，特に VX,x,y(x= 

y→X(x)→ X(y)）も入れるつぎの公理図式を考える： CA=ComprehensionAxiom, AC=Axiom of Choice, 

DC=Dependent Choice 

CA: ヨXむ (X(z)り A(z))

AC:'efx::lY A(x, Y)→=3Z'efxA(x, (Z)x) 

DC: VXヨYA(X,Y)→VXヨZ[(Z)o=X/¥Vy A((Z)y, (Z)y+i)] 

ここで Aは (2陛の）任意の論理式で，（Z)o=X：⇔'efy[(Z)o(Y)⇔ X(y)].

このとき Z21ま等号付きの 2階論理上で，公理（図式）は PA―,CAと数学的帰納法を一つの公理で書いた

IND：三（VX(X(O)/¥'efy(X(y)→X(y+l))→'efaX(a)））より成る．
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つぎにこれらの公理圏式の断片を定義するために論理式のクラスを定義する．先ずrrg=四8をそこに現れ
ている quantifiersがすべて bounded(restricted)ヨX< t,'efx < tである論理式から成るクラスとしておく．言

語には原始再帰的関数を表す関数記号があるとすれば，このクラスに属す論理式は 2階の変数込みの原始再帰

的関係を定義しているつぎに II5＝嘉は 2階の quantifiersが現れない論理式から成るクラスで，そこに属す

論理式は 1階の論理式とか算術的論理式と呼ばれる算術的階層 (arithmetichierrarchy)を定義する論理式た

ちである．そしてv，ヨが交代する 2階の quantifiersの列と matrixBがHiである A三 VX直X2・・・QXnB,こ
こで nが偶数なら Q=::3,奇数なら Q='ef,と書ける論理式を II;ー論理式といい，それらから成るクラスを II;,

その否定で書ける論理式のクラスを E;で表す．解析的階層 (analytichierarchy)に属す集合を定義する論理式

たちである．

いま <J:>を論理式のクラスとしナこと送屯CAは公理図式 CAにおいて AE <I>と制限した公理図式を表す●

屯AC,<l>-DCも同様である．

以ドで基礎になる SOAとして，等号付きの 2階論理上で，公理（図式）は PA―,II8-CA,INDである体系を

取っておく，これを (II佑CA)。と表す．その上で体系 (II8-CA)。に公理図式屯CAを付け加えて得られる SOAを

⑲-CA)。で，またさらに数学的帰納法の公理図式Ind:={W, y[A(O, Y, y) !¥'efx(A(x, Y, y)→A(x+l,Y,y))→ 
'efx A(x, Y, y)] : A E II~}(II~ = LJ且I5)を加えたのを（屯CA)で表す．つまり添字 0は数学的帰納法が集合に

制限されていることを示す．（屯AC)o,（屯AC)，（屯DC)o,（屯DC)も同様に定義されるさらに△;-CAを以下

の公理圏式とする：

'efz(A(z) ⇔ ~B(z)）→ヨX'efz(X(z) ⇔ A(z))(A,BEITい

このときすぐに分かる閲係として (II;-CA)oc（△i＋1-CA)。c(E;+1-AC)。=（II;-AC)。c(II;-DC)。＝
図 +1-DC)o．ここで Cや＝は証明できる論理式全体を集合とみなしての関係．上記の関係 Cの内で初めのふ
たつは部分的には等しく，最後のはそうではない． n= 0, lの場合にこれを述べれば，先ず (E;+1-AC)。（従っ

て（△;+1-CA)。)は (II1-CA）。の II;+2-保存拡大 (II1;+rconservative extension)である他方で（刈L+1-DC)。

は(II;-CA)。より真に強い，例えば前者は後者の無矛盾性を証明する．そこでこれらの SOAの関係を捉える

ために CAをある計算可能な整列順序くに沿って繰り返す公理が考えられた例えば II5-CAを考えてみる．

A(z,X) E IIbについて集合Y= {z EN: N巨A(z,X)｝はjumpoperator X >-+ X'= {n EN: {nV(n)↓｝ 
を有限回施して得られる集合から計算可能であるということは IIかCAをぺに沿って繰り返すとは， jump
operatorsを超限的に繰り返すことに当る．このような集合生成を許す公理を (IIかCA益と書こうまたぺが
ふつうに作った Eo—順序の始切片のときでその順序型が a <c。であるときには代わりに (IIかCA)0と書く．ま
た(II5-CA)訳：＝ LJfJ<a(II5-CA)ぶ例えば (II5-CA)合と (II5-CA)けの違いは，前者では任意有限回しかjump

が繰り返せないつまり (II5-CA)吝＝ （IIかCA)。である．これを ACA。(ArithmeticalComprehension Axiom 
with restricted induction) と書き表す．他方で後者では jump を wー回繰り返してできる階層 ~no(n) そのもの

が集合である． jumpoperatorの代わりに hyperjump operator X→OXを考えることにより II{-CAを超限
的に繰り返す公理 (m-cA)；ゃ a~ Eoのときの (m-cA)佑(m-cA)評が定義される

以上の準備のもとに知られている関係を述べると， n= O,lについて（E;+1-DC)。は (II↓-CA)訳WWのII;+2―

保存拡大であり，（叫;+1-DC),（現＋1-AC)はともに (II;-CA)?0のII↓+2―保存拡大である．この事実を初めに
示したのは [IPT70]に入っている [Friedman70]だがその手法は手品のようなモデル論による．

2.2 Predicativity 

ここでは [Feferman64,Schiitte65]での結果を略述しよう

predicative（可述的）／impredicativeという対立は条件 P(x)，そして条件 P(x)による集合 S= {x EX  I 
P(x)}（あるいは一般にはなんらかの対象）の定義に関わって言われる先ず集合は，条件によって内包的に

つくられるものしか考えていない集合 Sの内包的定義がpredicativeであるためには，それを定める条件

P(x)の意味が，当の集合Sの存在とは無関係に確定していなければならない．集合Sの存在をその要素が確

定することと考えるならば，任意に与えられた対象 xについて， P(x)の成立のための条件が集合 Sに，従っ
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て P(x) の成立／不成立に依存してはならない例えば自然数の集合を II}—論理式 VX c NB(X,n)により

S = {n E NIVX C NB(X,n)｝と定義しようとする．このとき条件 VXC NB(X,n)の意味を確定させるに

は「任意の自然数から成る集合 XcN」が決まっていないといけないが，いま正につくろうとしている集合

SがScNであろうから， 「自然数から成る集合全体」が我々の構成とは独立に存在していると考えず，集

合は構成・定義していくものと考えるなら，循環していると言わざるを得ない．この弁別はviciouscircleを避

けるために考え出された (Poincare,Russell)のであろうが，数学の基礎を考えようとするときに，どの範囲の

数学までは predicativeというより安全な方法で展開できるのか見定めたくなるそのときに問題になるのが

predicative/impredicativeの画定をすることであろう．

ところが厳密に predicativeであることを守ろうとすると，直観主義論理の BHK解釈は受け容れられない，

「ならば」が問題となる， cf.subsection 1.2.また「ある条件をみたす最小の自然数」によって自然数を定義し

ようとするとき，その条件に「任意の自然数」 VnENが入っていてはやはり predicativeとは言えない．そこ

で妥協して，自然数というものは直観的に明らかであるから自然数全体Nというものは存在する，従って自然

数に関する quantificationsVn E N，ヨnENは意味を持つとしようこの仮定に立った相対的な概念として以

下では predicativityを考える．

その意味が定まっていることをもって，定義がpredicativeであるとしてみる．集合は段々と生成されて

いくのだと考えるなら，意味が定まるということを absoluteであることと同定する手がある．つまり任意の

M,NcP(N)について〈N;M〉p=A[n]⇔〈N;N〉p=A[n]となっている A[n]について集合生成 {nEN I A[n]} 

を認めるということであるそうなら△I-CAは問題ないしかしこれだけでは predicativeにつくれる集合は

尽きないだろうそこで predicativeに定義できる自然数の集合たちを， Russellのramifiedtype theoryにな

らってつくろう先ず自然数上の十分に大きい計算可能な整列順序＜を取っておく．順序数（実際はその code

である自然数） aで添字付けられた自然数の集合族 Raを再帰的に Ro=c,Ra+l = Df(R,°')そして極限順序

数入については凡＝ Ua＜入Ra.ここで2階の言語に対する構造(w-model) R,°'=〈N;R心について ScNが

SEDf（応）であるのは， SがRa上で定義可能なとき，つまりある 2階の論理式 A(x,X)とXERaについて

S = {n EN I Ra F A[n,.1:'］}となる場合である例えば凡は算術的階層に属す集合を集めた集合族であるこ
うして得られた {Ra}°'をramifiedanalytic hierarchyという．各集合XERaがpredicativeであるばかりで

はなく，集合族 Ra全体が確定的な意味を持つことを認めれば，そこから定義される Ra,+lもそうであろうで

は階層 {Ra}aそのものも predicativeに定義されたと言えるだろうか？問題は「順序数」あるいは「整列順序」

という概念がpredicativeとは言えないところにある．そこで単に定義のpredicativityだけを問題にするのでは

なく，その定義がwell-definedであることの「証明」のpredicativityも問わなければならなくなる．そして順序

数aがpredicativeであるとは， aまでの超限帰納法 I(a)：⇔VX[Vx(Vy< xX(y)→X(x))→Vx < aX(x)] 
がpredicativeに証明されるとき，と定める．では少なくとも I(a)の証明がpredicativeとは何かというと，そ

れはI(a)がa-stageよりも前に predicativeと認めた体系で証明されることを言う．

この考えを形式的に表すために， PAの言語に各f3に対して Rr,の要素を走る変数X臼i<w)を加える．論
理式は termtについて x/3(t)が原始論理式のひとつで， 2階の quantifiersV X叫3XBもあるいま SOAの

言語での論理式 Aについて， A/3でAの中の (freeor bound)変数X をx/3で謹き換えた論理式を表すとす

る．公理としてこの言語での数学的帰納法と /3< aのときヨX吋 z(X可z)⇔A/3(z))を持った体系を万]と書

いておく．このとき順序数aに対して，論理式がRA°'の論理式であるのは，その中に現れる変数xr,がみな

/3::; aとなっていることと定め，また万万の証明がRAaの証明であるのは，その証明に現れる論理式がすべて

RAaの論理式であるときとする．このとき体系 (predicativeに証明できる論理式の集合） RAを， RA。cRA,
詔 <a(RA/3トJl(a)）⇒RAac RAで定める．一つ目は PAはpredicativeということ，二つ目はaまでの超
限帰納法がaより小さいf3について RA/3で証明されたなら， RAaで証明されたものは predicativeに証明さ
れたとみなす，と言っている．

このようにして得られた RAの証明論的順序数を記述するために (binary)Veblen function <pを定義する

％（f3) ＝匹f3と杏くことにする． fl=W1上の写像として四は狭義単調増加かつ連続 (normalfunction)で
あり，その値域 ran(％)は Qでclub(closed and unbounded)となる．先ず<po(/3)= w/3として， a>Oにつ



109

いて ran（五） ＝ n衣 aFx（ゃ'Y). ここで /3E Fx（拓） ⇔四(/3)=/3．このとき r。:=min{a > 0 : V/3,'Yく

a('P(3b) < a)｝．すると |RAI=r。であり，また RA=RA<r。=Ua<r。R心が， Nが与えられたとしたと
きの predicativityの限界とされた.|RAIsr。はつぎの Lemma2.1による． subsection1.2のLemma1.3は

Lemma 2.1での a=Oの場合である (cut)formulaの複雑さはその論理式に現れる変数XBのsuperscripts/3

たちから決める．

Lemma 2.1 f--~+wn rならば弓a(f3)r. d+w0 

2.3 Inductive definitions 

[Giidel58]は有限型の原始再帰的汎関数を用いて HAを解釈したのだったこれを 2階の自然数論Z2に拡張

したのが [Spector62]である．そこで使われたのが barrecursive functional of finite typesという代物であ

る． primitiverecursionがNに対する数学的帰納法に対応した定義であるのに対して， barrecursionはbar

inductionに対応した汎閲数の定義である．型がびの barinductionを好い加減に（つまり古典論理で）言う

と，型oのモノの有限列から成る wellfoundedtree Tに関する超限帰納法のこと．つまり型びのモノの有限

列cに関する述語 A(c)が， C!/. T⇒A(c)かつ Vu:びA（c*（U)）⇒A(c)を満たしていたら空列は Aを満た
す，という原理である．ここで u:びはモノ uの型が 6 ということで，（Co,...,C,,-1) * (u) = (Co,..., Cn-l, u). 

bar inductionの気持ちは集合論的には分かるのだが，一般の型びに対して考えようとするとよく理解できない．

6 = Nなら Tはw-branchingwellfounded treeであるから，まぁよいしかし例えばu=(N→ N)だと， tree
Tの分岐は連続体の濃度あることになるもちろん考えられている型N→Nのモノは構成的な関数だけであ
ろうが．

ともかくも G.Kreiselは [StanfordReport63]において自然数上の正作用素による帰納的定義の公理系

ID (theories of positive inductive definitions over J¥l)を導入し，この公理から [Spector62]での barrecursive 

functionalsを正当化しようとした結果としてこの試みはうまくいかなかったのだが，この公理系 IDを摘出

したことは， impredicativetheoriesの証明論的分析への第一歩を与えたという意義がある． IDを定義するため

に先ず（簡単のため 1変数としておく）関係記号Xが正にしか現れない (occursonly positively) 1階の論理

式A(X,y)を考える．このような論理式を positiveoperator formと呼び， N上で単調な (monotonic)作用素

r:X→{nENINp=A[X,n]｝（XcN)を引き起こす．これにより順序数aで添数付けられたNの部分集合族
{Ia}。がla={n EN I A[LJ(3<。Ig,nl}で定義され，これは増加列となる /3< a⇒If3 C la.そこでIA= UaIa 
とおけば，これが作用素rの最小不動点となる IA=n{xeN|r(X) = X} = n｛X C ]¥if I r(X) C X}. 

公理系 IDはpositiveoperator form Aの最小不動点 IAを表す関係記号 pAとそれに関する公理を

PAに付け加えて得られる数学的帰納法は pAを含む論理式に拡張される先ずpAに関する公理として，

A(P勺cPA,これは Vy[A(PA,y)→P勺y)］の略記．最小性を表すための公理圏式として，超限帰納法の公理
と呼ばれる A(F)c F→pAcFを任意，特に pAが現れてよい論理式 Fについて入れる．
例えばpositiveoperator form A(X, z)が，なんらかの計算可能関係ぺによって A(X,z)⇔ (Vy-<zX(y)) 

と定義されているときには，その最小不動点 IAは関係ぺのwellfoundedpartとなり，順序数の表記系 (notation

system of ordinals)に対する wellfoundednessproofsでの定番である尚，関係の wellfoundedpartを考えて

wellfoundedness proofsをする走りは [Giidel58]の脚注によれば [Ackermann51]のようである．

このように定義された公理系 IDはSOA(II}-CA)iと証明論的に同等である， cf.[A2018]．ここで上付きの

マイナスーは Hi-CA での II}—論理式 A(z) を 2 階の自由変数を含まないものに制限することを表す．このよう

な論理式を m-＿論理式と呼ぼう．なお (Ilt-CA)；には II~-CA は含めていない， cf.p.48 and p78 in [BFPS81]. 

先ず IDでの論理式 Cに現れる関係記号 pAを， II}―-論理式 JA(z)：⇔ (VX(A(X)ex→X(z)））で渥き
換えて得られる 2階の論理式を Clと書き表すことにするいま A,Bなどを positiveoperator formsとして，

数学的帰納法公理 (C(O,PA
I 

,PA,z) I¥ ¥/y(C(y,PA,z)→C(y+l,PA,z)）→C(a,PA,z))', 
pA (こ関する公理 (A(P勺cpA)I, (A(F(P8)) C F(P引→pAC F(P8州がいずれも (Ilt-CA)；で証明
できてしまう．（A(P勺CpA)Iは論理的に示せる数学的帰納法公理の翻訳には H}ー＿論理式 Nc(a,z)：⇔
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¥/X[C(O,X,z)/¥¥/y(C(y,X,z)→C(y+l,X,z)）→ C(a,X,z)］を考えればよく，超限帰納法の公理の翻訳には

II仁論理式Bp(y)：⇔¥/X[A(F(X))c F(X)→F(X,y)］を考えればよい．

逆にII［論理式 A(z)に対してヨYむ(Y(z)⇔ A(z)）を (II8-CA)。に付け加えた公理系 (Ilt-CA)0をIDに

解釈するには，まずITt-completeなW を適当に取る例えばW としては，computableなcut-freew-derivations 

のcodes全体を inductivedefinitionsで最小不動点として定義すればよい．そして 2階の quantifier¥/XB(X) 

を¥/x(Vy{x}叫y)↓→B({y:{x}叫y)"'0}））で渥き換える．ヨXも同様こうして 2階の論理式 Cから得ら
れる論理式を cwと書くことにするつまりこの解釈では「集合」を computablesets in W に制限している

このとき（ヨY¥/z(Y(z)⇔ A(z)））匹つまりヨy[Vz{y}叫z)↓1¥¥/z({y}町 z)"'0⇔ A叫z)）]が IDで証明でき
るこれより (Ilt-CA)0f--Cならば， IDf--Cりしかもこの解釈では inductivedefinitionはW に対するもの

だけでよいこれを 1D(W)と書けば， ID→w(rrt-CA)0→w 1D(W)となる．ここで T'-+wSは， TがSに1

階部分を動かすことなく解釈できることを表す．

さらに [Feferman70]は，inductivedefinitionsを心回繰り返すことができる公理系 ID"を導入して， rrt-CA

の繰り返しが証明論的にこれらに帰着できることを示した．

初めに＜を順序型がEoのふつうに作った自然数上の原始再帰的な順序とする． ID"では，先ずA(X,z,Y)

を変数X-positive (X occurs only positively in it)な論理式として，このような Aについて 2変数関係記

号四を導入する四(y):= pA(u,y)および Piu:＝区v<ulが(disjointunion)として， u< aのとき
にこれがpositiveoperator formん(X,z)：三 A(X,z,Pi』の最小不動点を表す．つまり aまでの順序＜に

沿って，最小不動点を超限再帰的につくったものであるよって pAに関する公理はVu<a(Au(P幻 CP内，

Vu< a（ふ（F)cF→ P;:CF), Fは関係記号pA,p町．．を含んだ任意の 1階の論理式そして ID<":=

u/3＜"ID/3．IDを1D1とも書く．

このとき a< c。について，（rrt-CA)炉“°は ID<w。と証明論的に同等（少なくとも証明できる rrt-論理式
の範囲は同じ）となり， subsection2.1 の最後で述べた結果とあわせれば，（~~-DC)。は ID<ww と，（~~-DC),

(喝-AC)はともに ID<e。とそれぞれ証明論的に同等であることになる．

こうして [IPT70] の時点で，（~~-DC) などの SOA は inductive definitionsの繰り返しに証明論的に帰着さ

れたこの結果は次のような意味を reductiveproof theory（還元論的証明論）において持つ．先ず inductive

definitionは，その最小不動点だが stagesI"に分解できて IA= UaI゚，各 stageは I"= {n E N I 
A[LJ/3＜al/3，n]}とそれまでにつくられた stagesから arithmeticallydefinable,つまり II5-CAを適用して定

義されているこのことから stagesの添字である順序数aがよく分かるもの，あるいはそれを括弧に入れれ

ば，理解し得るとも言える特にpositiveoperator form A(X, z)によって計算可能関係ぺのwellfoundedpart 

を帰納的に定義するときには直観的に理解しやすい．そのような inductivedefinitionsを用いれば，明らかに

impredicativeであるいくつかのSOAが証明論的に帰着できるのだから， Iaでの添字の順序数aさえ不問に付

せば， SOAよりもかなり安全そうなところへ落とせているとみなせる倶し，問題は l広が古典論理に基づい

た公理系であることで，この時点では未だ当該の SOAが構成的な原理に落とせたとは言えない状況だった．

3 Takeuti 

やや時代が遡るがここでは [Takeuti67]に至る道筋を簡単に追っておく．

3.1 [Takeuti53] 

基本予想 (FundamentalConjecture, FC) [Takeuti53]は高階の論理計算に関わるものなのでそれを one-sided

sequent calculusで2階の場合に導入しておこう 2階のquantificationをヨXF(X), ¥/X F(X)と書く．ここで

Xはなんらかのk>Oについてk変数の2階の変数論理式A(x1,．．．，匹）と 1階の変数X1,...,Xkについて記号

列 {xi,...,xk}A(xi,...,xk)をK-変数 abstractという．意味はもちろんクラス {(xi,...,xk)I A(xi,...，狐）｝

である． abstractはVあたりの文字で表す． abstractV三 ({xi,...，咋｝A(xi,...,xk))とK-変数の 2階の変数

Xおよび論理式 F(X)について， F(V)はFの中の X(t1,...,tk)をA(ti,...,tk)で置き換えて得られる論理
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式を表すこのとき 2階の論理計算 G1LCは， 1階の sequentcalculusに2階の quantificationに関する推論規

則として
r,F(Y) r,F(V) 

（炉）
r,vx F(X),. 1 r，ヨXF(X)ぼ）

を付け加えて得られる（炉）における変数Yはeigenvariable.（ヨりにおける abstractVは任意のもの，つま

り2階の quantifiersがいくらそこに現れてもよい．

ぼ）から CAヨX'ix1,...，吹 (X(x1,...，砂）け V(x1,...，祉））が出てくる．また逆に CAと推論規則

r,F(X) 

r，ヨXF(X) 

で（ヨりを代用するには， Vx1,...,xk(X(x1,...,x砂⇔ V(x1,...,x砂）→ （F(X)⇔ F(V)）を考えればよい．
同様にしてつくられる高階 (finite-order)の論理計算 sequentcalculusをGLCで表す．このとき基本予想

FCは「2階の sequentcalculus G1 LCおよび高階のそれ GLCにおける証明図に対する具体的な操作を何回か

することによって，任意に与えられた証明図から (cut)を取り除くことができるしかもその操作の回数の有限

性は， Gentzenの証明のような有限的数学の延長上にある方法で示される」であろう，ということである． 「予

想」というよりも「問題」とかHilbert'sprogramでの「プログラム」に近い． FC自体には証明図への操作は

具体的に与えられている訳ではなく，また「有限的数学の延長上にある方法」がいかなるものかも述べられて

いない．むしろそれらを同時に発見して解いていこうということであろう

初めに確認しておくと G1LCでの cut-eliminationtheorem,つまり「G1LCで証明できる sequentは(cut)

無しでも証明できる」という命題は証明論的に強い．具体的にはG1LCのcut-eliminationtheoremから 2階自

然数論Z2の(1-)consistencyが有限的に従う．同様に GLCのcut-eliminationtheoremから高階自然数論Zwの

(1-) consistencyが有限的に従うことも分かる． 2階の論理式

N(a)：三 (VX(X(O)/¥¥:/y(X(y)→X(y+l)）→ X(a)) (2) 

によって「aは自然数である」が書けてしまうからであるもう少し説明すると，数学的帰納法の公理INDを

N に制限した INDN⇔ (VX(X(O)/¥'c/y(N(y)→X(y)→X(y+l))→'c/a(N(a)→X(a)））)が証明できてし
まう．

これより Z2で矛盾が証明されるなら，証明図全体を Nに制限すると， subsection1. 1 末尾での II~-sentences 

PA―について G1LC卜寸PA―,,'c/X'c/x,y(x= y→X(x)→X(y))となる．ここで各termtについて N(t)が
公理PA―から従うことに注意

さらに E(X):= ('c/x, y(x = y→X(x)→X(y)）)とすると， 'c/X'c/x,y(E(X)→x=y→X(x)→X(y)），っ
まり ('c/X'c/x,y(x = y→X(x)→X(y))lは証明できるから，再び証明図を 5に制限して G1LC卜,PA―とな
るここで各abstractV(X,..．）について E(X),...→E(V汽x,...）)が証明できることに注意この sequent
のcut-freeproofを取れば，それは 1階の証明であるから， subsection1.1末尾での [Gentzen34/35]と同じ状況

となり，これはあり得ないこととなる

こうして 2階自然数論Z2の無矛盾性は G1LCでの cut-eliminationtheoremに帰普され，高階自然数論Zw

の無矛盾性と GLCのcut-eliminationtheoremについても同様である．

基本予想 FCは2階あるいは高階自然数論 Z2,2心の無矛盾性を示すという，やや哲学的な密きがある

が，かといって問題自体には解法の道筋が何も示されていない問題に，数学的方向を与えたと言える．つまり

G1LC, GLCのcuteliminationをGentzenの方法の延長において示すという数学的間題を定式化したのだと考

える， cf.[A2005]. 

だから G1LC,GLCのcutelimination自体が成り立つことが [Schiitte60,Tait66, Takahashi67, Prawitz68]に

よって分かっても，これらの証明は FCには寄与しない．もちろんcuteliminationが成り立つことが分かったの

は，論理の問題が解けたという意味があるし，正しいことだけでも分かればそれの証明を探す気にはさせる意味

はある．但し管見では， G1LCの部分体系の cut-eliminationを示すことは，対応する Z2の部分の I-consistency

を示すのより，技術的に容易とは思えない．むしろ逆で，後者のほうがやりやすいこともままある， cf.[A2020b]. 
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3.2 [Takeuti55] 

さて FCの部分解を紹介しよう．先ず [Takeuti55]の結果を [A88,A99]によって整理したかたちの説明から始

める． G1LCにおいて 2階の existentialquantifierの導入規則（:J2)を次のように制限した体系を LBIと表すこ

とにする．
I',F(V) 

r，ヨXF(X)（ヨり

がLBIで許されるのは

abstract Vが変数のときか，または =3XF(X)がX卜論理式のとき (3) 

ヨXF(X)が筵論理式ということは F(X)が2階の quantifiersを含まない 1階の論理式という意味である．

先ず LBIでの cuteliminationから 1階自然数論 PAの無矛盾性が有限的に従うことが， G1LCとZ2とのと

きと同様に分かる． PAの矛盾に至る証明図を (2)での自然数を定義する IIト論理式N(a)に制限する数学的帰

納法公理 'efx(A(O)→'efy(A(y)→A(y+l)）→A(x))はこのとき咋(N(x)→AN(o)→'efy(N(y)→A汽y)→
A汽y+l))→AN(x))となるが， N(x)が（parameter-freeの） II目ー論理式なので V(x)三 (N(x)八A州x))に
よって LBIで証明可能となるよって LBI卜寸PA―となり， cuteliminationしてあり得ないことが分かる

さてでは LBIの証明圏からどうやって (cut)を除去するかを説明する問題なのは 2階の quantifierが絡む

(cut)である：
F(V)，△ 

ョXF(X)，△ （ヨり

r,vxザ (X) ヨXF(X),r

P=  

r:・・e.- (4) 

ここでのは 1階の sequentとする無矛盾性のためなら PA―が 1階の sequentだからこれでよい．

論理式としてはどう考えても F(V)のほうが=3XF(X)より複雑になり得るから，（cut)の左上でXへVを
単に代入してもうまくいかないそこで左上でinversionして証明図を

r，サF(X)
r，ザF(X)

Po(X)＝屯ザ(X) (5) 

と書き換えるこれにより右上が消えたので，元の証明図より‘簡単’であるよって‘超限帰納法の仮定’より 1

階の sequent<I>，,F(X)の（cut)無しの証明図 P忍(X)を得るが，これは 1階の LKでの証明図である．証明図
P忍(X)において変数XにabstractVを代入すれば①，→F(V)の（本質的には） 1階の証明圏P忍(V)が得ら
れる．そこで (cut)を用いて

: P侶(V)
屯,F(V) F(V)，△ 

ョXF(X)，△，① (cut) 

r,vxザ (X) ョXF(X),r,①
r,① 

P'= 屯① (6) 
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P忍(V)は1階の証明図だから‘簡単’である．よって得られた (cut)つきの証明図P'は元の Pよりも全体とし
て‘簡単’である．具体的には証明図に現れる sequentに[Gentzen38]と同様にして ordinalterm< coを貼付け

るここで 1階の証明図が受け取る順序数は有限であるだから予め（ヨりのところでは W を足しておけばよ

い．尚，論理式Aの複雑さ dg(A)< w を定義する際に， E仁論理式（および Hi—論理式も） dg（玉XF(x))=O と

してよいこうして LBIの1階の sequentii?に至る証明園 Pに，同じく①の cut-freeな証明図を対応させる

P >-+ CE(P)がEa-recursionで作れることが分かる．

以上の証明は，推論規則
F(V)，△ 

ヨXF(X)，△ ぼ）

を， 1階の sequent'¥たちに対して巾，,F(X)のcut-freeLK-proofs Q(X)が与えられたら，それから△，iの

証明を作り出す operationと考えている．図で書くと，屯，,F(X)のcut-freeLK-proofs Q(X)すべてを並べて

: Q(X) 

... ¥{I，,F(X)[X := V] ・ ・ ・ F(V)，△ 

ヨXF(X)，△，W

とみなして，‘超限帰納法の仮定’より得られる特定の証明図Po(X)を取り出している． section4, [Buchholz77] 

における Qμ+1-ruleと同じ書換手続きである， cf.[Buchholz2001]. 

3.3 [Takeuti57, Takeuti58, Takeuti61] 

竹内外史の証明論における仕事でどれが最良かと問われれば，迷わず [Takeuti57,Takeuti58]を挙げるこれら

によって rrt-CA。に相当する G1LCの部分体系の cuteliminationが [Gentzen38]の延長線上で得られた．

[Takeuti58]において cut-eliminationが証明された G1LCの部分体系はかなり複雑なものなので，簡略化し

て述べると推論規則
r,F(V) 

r，ヨXF(X)（ヨり

を

abstract Vが変数のときか，またはヨXF(X)がisolatedであるとき (7) 

に制限した体系であるここで isolatedな論理式とはその中に現れている 2階の quantifiersがnestしないこ

と，つまりヨX(·••VY(•··X ・・・）・・・）という quantifiers の組み合せが無いということ． isoltaed な論理式を再帰

的に定義すれば， 1階の論理式と IIi-,Y}論理式は isolated.isolatedな論理式 F(X),A(y)から代入によって

得られる論理式 F({y}A(y))もisolated.

つぎに [Takeuti61]は高階の GLCの部分体系の cut-eliminationを示しているが，ここでは簡単のため 2階

に話しを限っておく． G1LCにおいて推論規則

I',F(V) 

r，ヨXF(X)（平）

を

ヨXF(X)が2階の自由変数を含まないとき (8) 

に制限した体系を G1LC―と書き表すことにする．ヨXF(X)については 2階の自由変数を含まない，という以

外の条件を求めない．他方でヨXF(X)が2階の自由変数を含めばabstractVが変数のときですら（ヨりは用い

ることができないよって initialsequentとして任意の論理式Aについて

r，,A,A 

を認める．
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ひとつ注意すると， G礼C―で abstractVが変数のときにはヨXF(X)が2階の自由変数を含んでいてもよ

い，と（ヨりに関する条件を緩和してしまうと任意の論理式Aについて CAヨY'efz(Y(z)り A(z)）が証明できて

しまうなぜならばそのとき， VXヨYむ(Y(z)⇔ X(z))がむ(X(z)⇔ X(z))から緩めた（ヨりによって出てき

てしまうから．よってその cut-eliminationはZ2の(!-)consistencyを有限的に導く．

他方で G1LC-では 2階の自由変数を含まない AについてはヨYむ(Y(z)⇔ A(z)）は証明できる．そして

G1LC―での cut-eliminationはID<wの(!-)consistencyを有限的に導くことが分かる．なぜならばX-positive

operator form A(X, z, Y)についてその最小不動点 Pt(n=0,1,2,．．．）が2階の論理式で再帰的に

応(z)：⇔ (VX(A(X,Iかex→X(z)))

と書けてしまうからであるも少し説明すると， ID<wの論理式 Bに対して， predicatesPtを論理式 I↑で置

き換えて得られる 2階の論理式を BIで表す．すると section2で見たように， ID<wf---Bならば数学的帰納法

からががG1LC―上で従うことが分かる．それは論理式I↑に 2階の自由変数が含まれていないからである．

具体的には先ずむ(A(I↑,z,Iえ） → I歪（z))を示すため， A(It,z,Iえ）と A(X,I古）exを仮定するい
ま応(y)とすれば，二つ目の仮定より推論規則（ヨりでX(y)が分かる． yは任意だったから Ite Xであるか

ら， X-positivityより一つ目の仮定から， 1階論理でA(X,z,Ijn)となる．二つ目の仮定をもう一度用いて X(z)

を得る． Xは任意だったから Iが(z)となる．
次に論理式 Cについて A(C,Iむ） CCを仮定して， I↑CCを示すために， It(z)を仮定する．すると（ヨり

を2階の自由変数を含まない It(z)に適用して A(C,Ijn)c C→C(z)を得るので，初めの仮定により C(z)
となる

つぎに論理式 Aに対して 1階のquantifiersを(2)での自然数を表す論理式Nで制限したものを ANで表す．

N には 2階の自由変数が含まれていないことに注意すれば，（Vx(A(O)I¥ Vy(A(y)→A(y+l))→A(x)))Nが
G1LC-で証明できることが分かるまた推論規則（ヨりでのヨXF(X)はヨXF汽X)に変化するが，それでも 2
階の自由変数を含まないことには変わりない．こうしてsentenceBがID<wf---BならばG1LC―f---,PA―,(BりN

が結論され， Bが葛や論理式のときにはBI三 Bかつ BN→Bだから ID<wf---B⇒G1LC―f---,PA―,B. 

さて [Takeuti58,Takeuti61]での cut-eliminationprocedureにおいて，推論規則（ヨりへの制限 (7),(8)は，

証明に現れる論理式（の occurrences)を適切に wー順序に並べるために要請されたものである．しかしこれを

説明すると長くなるので最も簡単な場合について説明しよう． 2階の自然数論 Blを，数学的帰納法は任意の 2

階の論理式に適用可とし，論理計算は subsection3.2での LBIとする特に推論規則（ヨりは制限 (3)のもとに

のみ使える．明らかに ID1iまBlに埋め込める

さて Blで証明できる 1階の論理式 AがNで正しいことを示すために， Aのcut-freew-derivationの存

在を示そうとする．それを LBIのときと同様にやろうとしてみる． 1階の sequentのの証明図（4)から同じ

く1階の sequent屯,F(X)の証明図 Po(X),(5)をつくって，‘超限帰納法の仮定’から屯→F(X)のcut-free

w-derivation P,忍(X)を得たとする．しかし一般には cut-freew-derivationsたちの depthはf2=W1（実際に
はその recursiveanalogue wfりでしか抑えることができないので， P侶(X)のdepthの上界は0であるから，
とりあえず（平）のところで順序数0を足しておくことにしても， PtパX)のdepthの上界を Qより小さいとこ
ろで‘計算しないといけない．つまり，超限帰納法で示そうとしている事実「Blで証明できる 1階の sequent

はcut-freew-derivationを持つ」では弱過ぎるのであるより強く「Blでの 1階の sequenti(>の証明 Pに対

して，①の cut-freew-derivationでその depthが高々o(P)< wfKとなるものが存在する」を示す必要がある．

先ず証明図 (5)Po(X)自体が推論規則（ヨりを含み得るのでその順序数a=o(Po(X)）は， e年 1よりは小さい

がQよりは大きくならざるを得ない．そこでa> Qに対して順序数iJ(a)< nを与えるなんらかの collapsing
function{}が必要になる．

ここではそれを [Rathjen-Weiermann93]での collapsingfunctionによって定義する．これによる notation

systemでの大小関係くは [Takeuti57]での ordinaldiagrams 0(2, 1)での＜。に当る， cf.[ASS, A99]．初めに

a<  c釦 1について順序数の有限集合 E(a)を定義する． E(O)= E(O) = 0. a。:s...:s位 <cn+1として
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E(w"• + ・ ・．十研o)= LJ;9 E(a;). a< r!をE-numberとして E(a)= {a}. 

つぎに順序数a,(3＜cn+1について順序数の集合C(a,(3）CeQ十1と順序数rJ(a):c:::; r!をaに関する帰納法

で同時に定義する

1. {O, r!} u(3cC(a,(3）． 

2.'"'f,8 E C(a,(3）⇒1+8,w'Y E C(a,(3). 

3.'"YE C(a,(3) na⇒rJ('"Y) E C(a,(3). 

4. rJ(a) = min{(3:Sr! : C(a, (3) n r! C (3, E(a) C C(a,(3）｝. 

可算順序数0について集合C(a,(3）も可算であるこの事実から 9(3o = max:E(a) + 1 < r!から始めて，再帰的

に(3n+l= min{(3 ＜r!: C(a,f3n) n r! C(3｝と定めていって， (3= SUPnぬ<Qとおけば E(a)C C(a,(3）か

つC(a,(3）nr!C(3となり，任意のaく年＋1について rJ(a)< r!となることが分かる．また定義から， rJ(a)は

c数で， E(a)c C(a,rJ(a)) n r!より E(a)< rJ(a)：⇔ 'ef/3 E E(a)((3 ＜rJ(a)）．これから rJ(a)< rJ((3）が成り

立つ必要十分条件は， a< (3かつ E(a)< rJ((3）かまたはrJ(a):SE((3）となることである．これらのことから

C(co+1,0)は，記号0,r!, w, +, rJ上のtermsの集合とみなせ，そこでの大小関係a<(3は計算可能となること

が分かる． Collapsingfunctionはr!<a>-+ rJ(a) < r!なるものであるから，順序は保存しないことに注意．例

えば Q> 0(Q)だがrJ(r!)< rJ(rJ(r!)). 

以上のもとで P忍(X)の上界は a=Pa(X)について rJ(a)で与えられることが分かる． また sequent
屯,F(X)の有限の証明図Po(X)から cut-freew-derivation Pi忍(X)を得てから，変数XにabstractVを代入
して屯ザ(V)のcut-freew-derivation Pi忍(V)を得るまでの操作全体をひとつの推論規則 substitution(sub) 
のかたちで書いて，

屯ザ(X):a 

①，サF(V): iJ(a) 
(sub) 

と表す．ここでコロン：の右側の a等はそこまでの証明図に与えた順序数である．すると (4)の証明図

F(V)，△： d 
（ヨり

=3XF(X)，△： 0＋8 

r,vx~F(X) =3X F(X),r 

r:'Y 

<I> ： a 

から (6)の代わりに次の証明図が得られる．

r，ゴF(X)
r，ザ（X)

屯ザ(X):a1 
(sub) 

屯ザ(V):rJ(a1)'--, F(V)，△ ：6 

ョXF(X)，△¢：的（a1)+ o 
(cut) 

r,vxザ (X) ヨXF(X),r,①
r, <1>: 12 

屯<I>: a2 
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先ず注意しなければならないのは，一旦，論理式を変化させてしまう推論規則 (sub)を導入したらそれによって

（ヨりの主論理式ヨXF(X)が下の (cut)までの間で変化してしまう恐れがある．しかしこれはあり得ない．なぜ

なら (sub)の上にある論理式 i[>，,F(X)は1階のものだからであるから．つまり論理式ヨXF(X)がある限り，

そこには (sub)は無い．従ってそこでは collapsingfunction rJが作用していないので，関係 rJ(a1)< flが遺伝

して四<1を得る．

つぎにこの関係を a2< aまで続けるためには，元の証明図 (4)において，rから①の間にも推論規則 (sub)
があっては困る．従って上の (sub)を用いた証明図の書き換えにおいて，新しい (sub)を導入する場所①を，r
より下の (sub)の中で一番上（もしそのような (sub)があれば）とすることになる．そうであれば a2< aであ

るばかりではなく rJ(a叫<rJ(a)も成り立つ．なぜなら E(a2)C E(a) U {rJ(a1)｝であり， E(a)< rJ(a)，しか

もrJ(a1)< rJ(a)であるからである．後者は a1< aかつ E(a1)c E(a) < rJ(a)より分かる．

こうして「Blで証明できる 1階の sequentは，その depthがd(e0+1)より小さい cut-freew-derivationを

持つ」が示される．

論理計算での cut-eliminationprocedureについて最後に簡単に触れる例えば（ヨりの主論理式ヨXF(X)

が 2 階の自由変数を含まず， F(X) が 1 階の論理式から変数 X を含まない I1}-,Ei—論理式を代入して得られた

場合を考えるすると i[>，→F(X)の証明はたとえ cut-freeであっても LBIでの推論規則（ヨりを含むことになる

ので， subsection3.2の最後で触れた推論規則（乎）の解釈を施すと一種の infinitaryderivationを表していると

考えられ，その depthの上界はやはり 9としておくしかなく，これに伴って collapsingfunctionが必要になる

但し，論理計算では 1階の sequentのcut-freeな証明図は有限であるので，（ヨりの主論理式ヨXF(X)において

F(X)が1階の論理式のときには subsection3.2と同様の書き換えでよい．

[Takeuti58, Takeuti61]では上記の二菫の階層，高々I1}-,E}ー論理式とその上のそれらから 2階の quantifi-

cationを一度した論理式，が有限の階層に延ばされている．そのためには順序数 a>fin=Wnをa'<flれに

つぶすcollapsingfunctionsが必要になるさらに [Takeuti67]ではこの階層がwまで延ばされて， 2階の自然

数論I1i-CA+BIあるいは証明論的には同等な IDwの無矛盾性証明が [Gentzen38]の延長線上で与えられてい

る．そこで使われたのが [Takeuti57]を無限にまで延ばした [Takeuti60]であった．

4 Buchholz-Pohlers-Jager 

S. Feferrnan は [IPT70] の後に残された証明論の大きな課題として「IDa を直観主義論理に甚づく ID~(O) に証

明論的に帰着させること」そして（それを通じて）「ID"'の証明論的順序数を意味が分かる notationsystemsで

表すこと」を挙げている前者での 0はKleeneによる計算可能整列順序の codesで，それを 1D:X(O)において

inductive definitionで生成する． 0のようなより意味がはっきりしたinductivedefinitionsに限り，しかも直観

主義上でのみそれを議論することで，添字の順序数aがよく分る順序（例えばco)である限り， 1D:X(O)は構成

的とみなせるまた後者の課題は，［Takeuti57,Takeuti60]でのordinaldiagramsはいわば図形そのものなので，

ordinal diagramを生成する演算の意味が数学的（集合論的）に分らない．それを意味が付くような notation

systemsで置き換えたいということであろう．

先ず [Pohlers77,Pohlers78]において [Takeuti67]と類似の cutelimination procedureでl1Dalの上界が求

められた． 1D:X(O)での下界の証明は [Buchholz-Pohlers78]によるこれにより上記の問題はとにもかくにも解

決されたしかしその上界の手法はいまだ [Takeuti67]によっていて，彼らを十分には満足させなかった．そこ

で新たな cuteliminationの手法が模索されて [BFPS81]に行き着くことになる以下で導入された方法をふた

つ略述しよう

4.1 0μ+1-rule 

[Buchholz77]において導入された新しい推論規則 flμ+l-ruleを説明しようそれはおおよそ [Gentzen38]:

[Schiitte51]: [Tait65]= [Takeuti57]: [Buchholz77]: [Howard72]という位僅関係にあるこれによって m-CA

あるいはそれと同等な IDの証明論的分析が infinitaryderivationsを通じて得られるここでは最も簡単な
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ID= 1D1とそのための規則 !1-ruleについて考える先ず数学的帰納法の公理はw-ruleによって「証明」して

しまうつぎに subsection2.3での公理 A(P勺cPAを推論規則で表して

r,A(PA,n),PA(n) 

I',PA(n) 

を入れるここまでの規則による体系を ID含と書く． ID含では negativeなサ以(n)を導入する規則が無いこ

とに注意しよう．よってそれは本質的にはinitialsequentにおいて r,,PA(n),pA(n)としてのみ現れる．

つぎに超限帰納法の公理 A(F)c F→pA CFを「証明」することを考える この公理の結論部分
¥:/x(P勺x)→F(x)）は w-ruleにより｛戸(n)→F(n)In EN}から出てくる．ここで pA(n)がnegativeに
現れている論理式pA(n)→F(n)を「証明」する規則を導入するため，その意味を [Gentzen34/35]もしくは
BHK-解釈によって考える．それは『pA(n)の「証明」から F(n)の「証明」を得る手段（操作）を持ってい

る』だろうここで「pA(n)の証明」と言っているものを， 「pA(n)のIDg:'での cut-freederivation d」と理

解する．そのとき操作 T はこのような derivationsdをF(n)の「証明」 1r(d)に変換する．そこで derivations

dにpAがpositiveにしか硯れていない論理式から成る sequent△dが付け加わった場合も許すことにしてそ

のような derivations全体を Dnで表す． dE Dnは， dがID丁でのなんらかの positivesequent△d,PA(n)の

cut-free derivationであることを示す．さらに「F(n)の証明」をより一般に「sequentrの証明」にしておき，

変換する操作の内実を問わないことにして Dn-branchingなruleを得る：

; 1r(d) 

...• ~,r ・ ・ ・ (d E図）
ゴ戸(n),r

ここで rは任意の sequentで， ruleの上は positivesequent△d,PA(n)のderivationd E Dnごとに△d,rの

derivation 1r(d)が並んでいる．

cut eliminationを考えるとき，このruleの崖下での cut

; 1r(d) 

...△]，I'・・・ (d E Dn) 

I',PA(n),pA(n),I' 

r 

をruleに組み込んでおいたほうがよいので，こうしてつぎの !1-ruleに至る：

: 1r(d) 
r,PA(n)... △]，r 

r 
・ ・ ・ (d E'Dn) 

(!1) 

釦 uleの入った infinitaryderivationsの体系を IDゃと甚＜．論理式 pA(n)の複雑さは 0と定義することで

IDゃの derivationsによる卜？ rを得る．但し n-ruleではこう定める． subsection3.3での ordinalterm aの中

に現れる 0のoccurrenceひとつに着目して a=a[n]と書く．但しこの 0のoccurrenceはcollapsingfunction 

0のscope内にはないとする． z:,;nについて a[z]でa[n]の中の注目している Qのoccurrenceをzで置き

換えて得られる ordinaltermを表すこのとき C< W として，まず卜~[O] I', pA(n)であるとする．さらに任意
のpositivesequent△,pA(n)とz< n に対して，卜t △,pA(n) ならば卜~[z] △， r であるとする以上の下で，
臼rと定める．

吋△，pA(n)

ト？［01r,PA(n) ・・・ ト~[z] △， r ... (z < n，△ C Pas) 

ト：r 
このr!-ruleにより超限帰納法の公理A(F)cF→pAcFを証明しよう：噌＋w,(A(F)c F)，サpA(n),F(n).
r!-ruleにおいて r=｛,(A(F)cF)，→戸(n),F(n)｝，論理式Fの複雑さ k<wについて a[r!]= 2k + 2nとお
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＜．すると先ず咄 I',PA(n)．いま zく nについて吋△，pA(n)であるとする．このとき帽[z]△,rであるこ

とがつぎのようにして分かる吋△，pA(n)を示す cut-freederivation dにおいて，結論の中の pA(n)に繋が

る論理式pAをすべて Fで醤き換える．そしてこのままでderivationにならないところをつぎのように書き換

える：

吋 II,PA(m),A(PA,m)

崎k+2zII',f,F(m),A(F,m) 予ザ(m),F(m)

吋k+2z+1II',f,F(m),A(F,m)い F(m)
（ヨ）

蟷+1II, pA(m) "" 疇k+2(z+l)II', r, F(m) 

ここで右図での（ヨ）の主論理式は ~(A(F) cF) =ヨx(A(F心）^ →F(x)）．こうして !!-ruleにより卜or.

他方でLemma1.3はそのままで成り立つ．さてすると 1D1f---pA(n)であるなら，ある c<wについて IDゃ
において丑旺w2戸 (n)．これより a=2c(n十研）について崎 pA(n)．ここから nlA= min{(3 |nEI/3＋1}を

抑えるためにはa> Qを<Qにcollapseできればよい．

Lemma 4.1 (Collapsing Lemma) 

positiveなrについて f---grであるとするこのとき碍(a)r. 

Proof. aに関する超限帰納法による． f---grが!!-ruleの結論である場合には，喘[OJI',PA(n)より碍(a[O])

r, pA(n). positiveなI',PA(n)とz= fJ(a[O]）について !!-ruleの仮定より崎[z]r.よって碍(a[z])r.ここで

z < nとa[n]での0のoccurrenceに関する仮定より a[z]< a［切．さらに E(a[z])c E(a[O])U{z} < fJ(a[O]). 

よって fJ(a[z])= fJ(a[fJ(a[O])]) < fJ(a[O]）． ロ

そこで a=2孔Q十研）について f--『pA(n)であったから， Lemma4.1より碍(a)pA(n)． これより

lnlA <::: {}(a) < {}(1o11+1). 

以上の !I-ruleによる証明と [Takeuti57]との類似は明らかだろう， cf.[Buchholz2001]．少し明確にするた

めに section3での SOABlを考えて， LBIでの制限 (3)のもとでの

I',F(V) 

r，ヨXF(X)
（平）

を「証明」する !I-ruleを考えるそのため dEDFを1階の sequent△d□F(X)のcut-freederivationsとす
るここで変数Xは心に現れないここでの !I-ruleを

; 7r(d) 
r,ザ F(X) ・・・ ふ，r

r 
・・・(dE'Dp) 

(0) 

とする数学的帰納法を w-ruleで「証明」して Blをinfinitarycalculus B100で置き換える．但し B100での（ヨり

はVが変数の場合のみF(V)から =3XF(X)を導く．卜rはB100での infinitaryderivationの存在を示すいま

LBIでの（ヨりでFが1階の論理式であるとして，卜 r，ヨXF(X),F(V)であるとする．先ずf--r,F(X)，,F(X)

より f--r，ヨXF(X)，ザ(X)．つぎに dE巧が1階の sequent△山ザ(X)のcut-freederivationであるとして，

dには（ヨりが使われていないことに注意して，変数XにabstractVを代入して△d,,F(V)のderivationd(V) 

を得る．これと f--r，ヨXF(X),F(V)より (cut)により卜今，r，ヨXF(X)．よって !1-ruleでf--r，ヨXF(X).

r,::JXF(X)，ザ(X)...

i d(V) 
r，ヨXF(X),F(V) △d,,F(V)

△d,I',=3XF(X) 

r，ヨXF(X)

・・・(dE1Jp) 

B|°° での CollapsingLemma 4.1が同様に 1階の sequentrについて成り立つ．

(!1) 
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4.2 Local predicativity 

[Pohlers81, BFPS81]で導入されたもうひとつの方法 localpredicativityを説明する． positiveoperator form 

Aの最小不動点はIA=UaIaとして表せて，各stageはIa={n EN I A[LJ/3＜aIg,n]}であるから，これはそ
れまでの U/3＜aわから m-cAによりつくられている．従ってこの hierarchy{I0}0はloca]には predicative

であると考えられるし，それに関わる cuteliminationはsubsection2.2でのRA0と同様にできる具体的には

推論規則
r,Ia(n),A[U13くaゎ，n] r，,la(n),,A[LJ13くaIg,n]
r, Ia(n) r,,Ia(n) 

を考えればよいこのように m-cAによってつくられた集合 JAをstagesにスライスする，あるいは分岐

(ramifications)させて考えることは極めて自然でありながら，［Pohlers81,BFPS81]以前にはあまり見られなかっ

たアプローチであるこれによって subsection4.3で触れる集合論や，より強い公理系の証明論的分析も可能と

なった．

問題なのはもちろんJA(n)：〒（ヨala(n)）についてA(JA)C JAっまり Vx(A({y Iヨala(y)},x)→ヨala(x))
に関わる cuteliminationである．逆に言うとこの公理以外のところでは IDは当たり前に infinitaryderivations 

ヘ埋め込まれる例えば A(F)cF→ JA CFは，仮定 A(F)c Fのもとで aに関する超限帰納法により

la CFを示せばよい．公理 A(I勺c尺はしょうがないので推論規則

r,A({y Iヨala(Y)},n)
r，ヨala(n)

(Cl) 

で置き換えておく．但しここでの順序数 a,/3,．．．はsubsection3.3でのnotationsystem C(Eo+i, D) n 0に属す
るordinaltermsを走っているとしてよいことが分かる．ヨala(n)はunboundedexistential quantifierを含む

ので ~1-論理式と呼ぶことにして，論理式の複雑さは，順序数上の unbounded quantifierを含まなければ複雑さ

は0として決めるすると ID卜rならば，ある k<wについて噂喜rとなるこれより a＝叫（Q•K） ＜珀＋1

について f---grを得る． infinitaryderivationのdepthaが0より大きくならざるを得ないのは順序数<0を

走る変数に関する unboundeduniversal quantifierが現れるからである．

いま r が ~1-論理式だけから成るときにもしも a < Qについて門 rとなっていたら r(a):= {B(a) I BE r} 

ヵゞ正しくなっていてほしいここで（ヨgIc(n)）(a):= （ヨC< aIE(n））である．そうであれば卜？ヨ~Je(n) から

lnlAく aを得ることになる．そのためには unboundedexistential quantifierの導入規則において， infinitary

derivationのdepthが
咤゚ r,I1/(n)
f--[ r，ヨ~ I~(n) (9) 

a。<aであるのみならず n< aとなっていないといけない．つまり卜krという関係が subsection2.2での
predicativeなRAaに対する単純なものではなく，一定の条件がついたものに変える必要があるさらに一般に

はa? Qであることも考えると，ふたつの絡み合っているように見える課題を解かなければならないことにな

る．それを補題のかたちで述べると

Lemma 4.2 rは翫論理式だけから成るとする．

1. (Boundeness) a < !1について吋 rならばr(a)が正しい．

2. (Collapsing) f---2 rから適当な a'<Oが見出せて卜が r.

Collapsing 4.2.2のほうの「適当な a'」のひとつの解は a’=0(a）である． Collapsing4.2.2を示すときに問

題となる推論規則は (Cl)だが，それ以外の規則においても一般に a< f3からは rJ(a)< rJ(/3)は言えないの

で，示すべき事実が遣伝していかないそこで単なる大小関係よりも強い関係 (collapsiblyless than relation, 

essentially less than rel.）を導入する．

a≪ f3：⇔a< f3 & E(a) < rJ(f3). 
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すると a≪ f3⇒rJ(a) < rJ(fJ)であるから，卜ば rの定義において，仮定の a。と結論の aとがa。≪ aとなっ
ていればよさそうである． しかし順序数変数の unboundeduniversal quantifierの導入（例えば超限帰納法

Vx (V(< l;C(()→ C(I;))→沢C(I;)のinfinitaryderivation)において

トがn)r,B(n) （n <9) 
呼 r,Vl;B(I;) (10) 

任意の n< Qについて a(TJ)≪ aを要求することはできない．なぜならもしそうなら {}(a(TJ))< {}(a)となる
べきだが， T/= {}(a)と取ればT/E E(a(TJ)）である限り無理である．そこで順序数変数の unboundeduniversal 

quantifierの導入以外では

F
 
r
 

。
a
k
 

ト

a
k
」
_

a。<＜ aを要求して，しかも (9)ではa。≪ aのみならずT/≪ aを要求する． a< n⇒a< rJ(a)より，これで
Boundedness 4.2.1は満たされる．そして (10)では a(TJ)<aでかつ a(TJ)≪ a#TJが満たされていることと定

義するここで＃は naturalsum.先ず噌十kkr ⇒卜名k(O・k)fは問題ないなぜならここでの cutelimination 

に必要な事柄は，＜＜がtransitiveなことと a≪w",a≪fJならばa#,≪缶朽， w"≪w凡そして a。心1≪ fJ 

ならば w"0#w"'≪ wf3だからである．そこで Collapsing4.2.2をa'=rJ(a)で考える．本質的な場合はrが

喜論理式より成るとして

トgA({y Iヨ<I((y)},n),r
噂r,v←Ii;(n) 吋ヨ<Ig(n)，r

(Cl) 

f--g r 

ここで6≪ァ， f3＃℃冬a.妬＜ Qを， 6＜9なら妬＝ 8.そうでなければ如＝ 1J(8)とおく．このとき h0(n),r⑭o)

となるもし 8< [lなら吋 A({yIヨU,(y)},n), rはf---fA({y Iヨ<f,;(y)},n), rを意味するとしてよい．そうで

なければf---f⑭)A({yI ::3くI,(y)},n), r.いずれにせよ Boundedness4.2.1より A({yI ::3く<6。I,(y)},n), r⑭o). 

よって I8。(n),r⑭o)・トgr,v<」Ie(n）から inversionして碍邦or，→I8。(n).8。~ 1J(f3＃ふ）＜ 1J(a)に注意して
r(iJ(a))_これでLemma4.2がaに関する超限帰納法により示された．

4.3 集合論へ

[Jager82]は順序数解析の対象を，それまでの SOAから集合論へと転換した．手法としてはなんら新しいこと

はなかったのだが，この転換により証明の意味が捉え易くなったのみならず，進むべき道を指し示した意義は大

きい．

ここでの分析の対象となったのは，無限公理付きのKripke-Platek集合論 KPwである．その公理はextension-

ality, pair, union, infinityに加えて foundationscheme Vx(Vy E x A(y)→ A(x)）→ VxA(x),ふ-Separation

Vaヨb[b= {x E alB(x)｝］，△。-Collection'efxE aヨyB→ヨWxEaヨyE bB.ここで Aは任意の論理式で Bは

△。ー論理式，つまりその中の quantifiersはすべて boundedV z E c，ヨZE c. 

Kripke-Platek集合論はcomputability(recursion) theoryの対象を自然数Nから一般の構造，とくに集合へ

一般化する際に抽出された， cf.[Barwise75]. Gode]のconstructibleuniverse L = Ua Laについて LaF KPw 
であるときに順序数aはrecursivelyregularと呼ばれる最小の recursivelyregular ordinalは叫フK．極限順

序数aがrecursivelyregularなのは， La上の任意の刃ー関数fについて Vf3く a(sup-y</3lb) < a)となるとき
であるこれは公理では△a-Collectionに当る．

先ず KPwは1D1と証明論的に同等であり,|KP叫＝ IlD斗例えばsubsection2.3での 1D1での positive

operator form Aによる最小不動点 JAはKPwでは {Ia}aをE-recursionで定義して nEJA⇔ヨa(nE Ia)と

E—論理式で定義されるこれから分るように，自然数の集合がN 上で I1}論理式で定義されることと， LwfK 上で

E1-論理式で定義できることは同値であるということはKPwの証明論的順序数を考えるには，そこで証明できる
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I:1ー論理式のwitnessを抑えればよい：つまり順序数 IKPwlE= rnin{a <:'. wfK I VA E I:1(KPw卜A⇒LaFA)} 
の上界である．

上界を求めるための cut-eliminationによる議論の粗筋はこうである． constructible universeの定義は

subsection 2.2のanalytichierarchy {Ra}aとそっくりである： L。＝ 0,La+i = Df(La)そして極限順序数

入については L入＝ Ua＜入伝．ここで Df(La)は構造〈La,E〉上で定義可能な集合全体．よって RAaに対す

る補題 2.1はLaをconstantsとして含む論理式による sequentcalculusに適切に修正して成り立つ．あとは

△。-Collectionもしくは V=Lのもとでそれと同等な II2-ReflectionVx::ly B→ ::lb[tran(b) /¥ Vx E b::ly E bB] 

（ここでtran(b)：⇔VxE b'vy E x(y Eb)は集合bが推移的ということ）について， E-論理式から成る rについ

てr,VxヨyBのほぼcutが無い infinitaryderivationを， depth<!1ヘcollapseできることを示せばよい．この

collapsingを示す方法は subsection4.2での localpredicativityとほぼ同じである．

最後になぜ順序数解析の集合論への転換が意味があったのかを説明する． rrt-CAもしくはそれと同等な

recursively regular ordinalsの順序数解析が一応の完成を見た後，次にどこを目指すか考えると， SOAではII}

の次だから II}となってしまうが，そう一挙には進めないところが集合論であれば，正則基数の上に巨大碁数

の階層がある．（weakly)inaccessible cardinals, (weakly) Mahlo cardinals, (weakly) compact cardinals, etc. 

だからそれらの recursive皿 aloguesを考えて，recursivelyinaccessible ordinals, recursively Mahlo ordinals, 

恥—reflecting ordinals, etc. をuniversesに持つ集合論を順々に考えて行くという段取りができあがるわけで

ある．

具体的にはこうであった． rrt-CAの後の成果としては，［Jager-Pohlers82,Jager83, Buchholz-Schiitte83, 

Buchholz92]を挙げる これらは SOAならば△}-CA+BI,集合論なら KPi,constructive mathematicsで

は [Feferman79]でのT。に対する順序数解析である． T。は [Bishop67]での構成的数学を形式化するために考え

られたもので， KPiは， recursivelyinaccessible ordinal CTについて Le,F KPiとなるような集合論． ordina]が

recursively inaccessibleというのは，それ自身がrecursivelyregularでしかも recursivelyregular ordinalsの極

限になっていることであるなので KPiは構成的な ZFといった趣である

この中で特に [Buchholz92]は，現在でも順序数解析の手法として標準的なものであり続けている最重要な

成果である．

ところが 80年代初頭のこれらの recursivelyinaccessible ordinalsに対する順序数解析の後， 80年代半

ばは recursivelyinaccessible ordinalsの極限である recursivelyregular ordinals,つまり recursivelyhyper 

inaccessible ordinalsなどの研究に留まっていたそして 80年代の終わり頃に [Rathjen91,A2000, A2003]に

おいて recursivelyMahlo ordinalsの順序数解析が得られたそこでの発想は極めて単純である．そもそも

collapsing functions a→ i'J(a)や [Buchholz86]での a→如(a)がなぜi'J(a)，加(a)< r!となるかというと，

Oが (recursively)regularだからである他方で， regularordinal M がweaklyMahloであるのは， M の下

にregularordinalsが stationaryにあるということであるだから collaspingfunction a→心M(a)< M は，

CT=砂（a）がregularに取れるだろうよってもう一度， collapseできて 9→加((J)< (Tとなる．この二段階
のcollapsingfunctionsを用いれば recursivelyMahlo ordinalsの集合論KPMの順序数解析ができる．

この後は 90年代以降の話になるので，まず今日はこれぎり．
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