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E fundamental estudar muito para ficar a saber um pouco.
Montesqgieu

4. ENGRENAGENS CONICAS

4.1. INTRODUCAO

Em geral, as engrenagens conicas séo utilizadas nas situacdes em que os eixos das
rodas motora e movida sdo concorrentes’ (Wilson e Sadler, 1993). As engrenagens
clnicas podem ter dentes retos, helicoidais e espirais ou curvos, podendo ainda apre-
sentar eixos descentrados® (hipoides). A figura 4.1 ilustra os principais tipos de en-
grenagens conicas (Flores e Gomes, 2014a).

Figura 4.1 — (a) Engrenagem conica de dentes retos; (b) Engrenagem conica de dentes
helicoidais; (c) Engrenagem cénica de dentes espirais; (d) Hipoide.

As engrenagens conicas de dentado reto apresentam elementos conicos com a
mesma direcdo da geratriz do cone primitivo. Este tipo de dentado é mais simples e
mais frequentemente utilizado de entre os diversos tipos de dentes. As engrenagens
conicas de dentes retos sdo das mais ruidosas. Por seu lado, as engrenagens conicas
de dentes inclinados ou helicoidais apresentam um angulo de inclinacdo da hélice e
sdo utilizados principalmente para transmissdo de movimento entre eixos que fazem
entre si um angulo de 90°. As engrenagens cénicas de dentes em espiral apresentam
os dentes curvos, sdo0 mais suaves e menos ruidosas e apresentam maior capacidade
de carga em virtude da maior area de contacto que proporcionam. Este tipo de dente
é mais dificil de produzir quando comparado com o dentado reto. Finalmente, as hi-
poides sdo semelhantes as engrenagens conicas de dentes espirais e encontram como
uma das principais aplicacdes as unidades diferenciais de veiculos pesados. Nas hi-
poides, os eixos das rodas estdo descentrados. Este tipo de engrenagem é das mais
silenciosas e apresenta uma excelente capacidade de carga devido a maior area de
contacto entre os flancos dos dentes. Contudo, as hipoides apresentam rendimentos
mais baixos, geram maior quantidade de calor e requerem, por isso, lubrificantes
especiais, vulgo, lubrificantes de elevada viscosidade (Henriot, 1979; Shigley e
Uicker, 1980; Mabie e Reinholtz 1987; Drago, 1988; Branco et al., 2009).

Nas engrenagens conicas as relacdes de transmissao séo, em geral, mais baixas do
gue nas engrenagens cilindricas, podendo atingir, no maximo valores da ordem de
6:1. Na maioria dos casos, as engrenagens conicas funcionam em transmissdes cujos
eixos de rotacdo fazem entre si um angulo de 90°. Embora néo seja tdo frequente, ha

As engrenagens cénicas sao frequentemente denominadas de engrenagens concorrentes, pelo facto
de os eixos das rodas se intersetarem.

Refira-se que nas engrenagens cénicas descentradas ou hipoides o desalinhamento deve ser o me-
nor possivel de modo a minimizar as perdas por atrito e aquecimento (Niemann, 1971).
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também situacdes praticas em que 0s eixos das rodas apresentam um angulo inferior
ou superior a 90° (Niemann, 1971). Para que haja engrenamento entre duas rodas
conicas, 0s seus eixos devem intersetar-se no mesmo vértice®, independentemente do
tipo de dente e do angulo que os eixos formam (Henriot, 1979; Shigley e Mischke,
1989). A semelhanca das engrenagens cilindricas, as engrenagens conicas podem ser
exteriores ou interiores (Flores e Gomes, 2014a).

O diferencial dos automoveis é indubitavelmente o mais popular e conhecido
exemplo de aplicacdo de engrenagens conicas, tal como o que se ilustra na figura 4.2.
De um modo simples pode definir-se diferencial como sendo uma associacao de ro-
das dentadas que possibilita que as rodas motoras dos automoveis rodem com velo-
cidades angulares distintas, independentemente da direcdo do movimento do auto-
mével* (Branco et al., 2009; Paz, 2011).

Figura 4.2 — Diferencial de um automovel.

A titulo de curiosidade refira-se que os principais processos de fabrico de rodas
conicas sdo a maquinagem e a fundicdo®. A maquinagem (e.g. fresagem) permite a
obtencédo de dentes com a geometria correta. Por seu lado, a fundigdo é utilizada ape-
nas em aplicacdes que, por um lado, operam a velocidades relativamente baixas e,
por outro, toleram ruido e vibrag6es (Branco et al., 2009)

E evidente que a hipoide é uma exceg#o a esta regra, pois, por definigdo, neste tipo de engrenagem
0s eixos sdo descentrados.

O diferencial automovel ndo sera estudado no ambito do presente documento. Para o efeito, o leitor
deverd consultar a literatura da especialidade, nomeadamente a que se refere ao estudo de trens de
engrenagens (Mabie e Reinholtz 1987).

Para determinadas situa¢es também se produzem rodas dentadas cénicas por injecdo de moldes,
prototipagem rapida e impressdo 3D (Antunes, 2012).
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4.2. GERACAO DO DENTE

Nas engrenagens conicas ou concorrentes, tal como o nome sugere, as superficies
primitivas tém a forma conica e rolam sem escorregar uma em relagdo a outra. As
superficies primitivas nas engrenagens conicas sdo frequentemente denominadas de
cones primitivos, tal como os que se mostram na figura 4.3 (Shigley e Uicker, 1980).
Para que duas rodas conicas funcionem corretamente, 0s seus eixos devem cruzar-se
no mesmo Vértice, o ponto S representado na figura 4.3. O passo primitivo dos dentes
depende da distancia radial ao centro S. Durante 0 movimento relativo de duas rodas
clnicas, o qual é teoricamente do tipo esférico, cada ponto da engrenagem permane-
ce a mesma distancia do vértice S (Shigley e Mischke, 1989).

primitivo

Figura 4.3 — Representacdo dos cones primitivos de uma engrenagem conica.

A geracdo do perfil dos dentes das rodas cénicas pode ser levada a cabo conside-
rando o método em evolvente. Tal como no caso das engrenagens cilindricas, tam-
bém nas engrenagens cénicas os perfis dos dentes podem ser definidos pelo tracado
em evolvente. Nas primeiras considera-se uma circunferéncia de base, obtendo-se
uma evolvente cilindrica, enquanto nas segundas se utiliza um cone de base, resul-
tando, deste modo, uma evolvente esférica. A evolvente esférica exata® pode obter-se
pelo rolamento puro de um circulo gerador sobre o cone de base. O circulo gerador €
conceéntrico e tangente ao cone de base, como se esquematiza na figura 4.4. O arco
PP’ representa parte da evolvente esférica exata que resulta da trajetéria descrita pelo
ponto P pertencente a linha geratriz do elemento gerador, quando este dltimo rola
sem escorregar sobre o cone de base (Wang et al., 2011).

As engrenagens conicas em evolvente esférica tém relativamente pouco interesse
pratico em virtude da dificuldade em obter rodas com o perfil exato (Shigley e
Uicker, 1980; Mabie e Reinholtz, 1987). Na verdade, os perfis dos dentes assim obti-
dos apresentam um flanco curvo com um ponto de inflexo, tal como se pode visua-
lizar na figura 4.5a. Por isso, na pratica prefere-se o perfil piramidal ou trapezoidal
para a forma dos dentes das engrenagens conicas, em detrimento do perfil exato. A
figura 4.5b diz respeito ao perfil piramidal ou trapezoidal (Niemann, 1971).

® O termo exata é aqui utilizado para dar enfase & evolvente esférica tedrica, a qual é distinta da
evolvente real. A evolvente real é uma aproximacao a evolvente tedrica ou exata.

4. ENGRENAGENS CONICAS 3



Circulo

Figura 4.4 — Evolvente esférica exata em engrenagens conicas.

Na figura 4.6 representa-se uma seccao de uma engrenagem conica quando esta é
intersetada por uma superficie esférica cujo centro é coincidente com o vértice virtu-
al dos eixos das rodas. Os perfis dos dentes que se obtém deste modo correspondem
aos perfis exatos dos dentes. Daqui pode inferir-se que o perfil dos dentes aumenta
com o aumento da superficie esférica considerada (Shigley e Uicker, 1980). Do que
acaba de ser exposto, pode observar-se que nas rodas conicas a geometria de contac-
to deve ser examinada numa superficie esférica e ndo numa superficie plana como
acontece, por exemplo, no caso das engrenagens cilindricas de dentes retos’ (Henriot,
1979; Flores e Gomes, 2014b).

(@ (b)

Figura 4.5 — Perfis de dentes de rodas cénicas; (a) Perfil exato; (b) Perfil aproximado.

A figura 4.7 diz respeito ao engrenamento de duas rodas cénicas em que a forma
dos dentes ndo é gerada em evolvente esférica. Na verdade, neste engrenamento exis-
te um pequeno desvio em relacdo ao perfil exato, em virtude das superficies dos den-
tes serem constituidas por faces planas. Como consequéncia, a linha de acdo® ou de
engrenamento apresenta a forma de oito, sendo, por isso, o perfil denominado de
octoide (Niemann, 1971). O engrenamento octoide corresponde ao desenvolvimento

" Uma engrenagem cilindrica de dentes retos pode ser vista como um caso particular de uma engre-

nagem cénica em que o raio da esfera tem um valor infinito, traduzindo-se num plano onde se pode
estudar a interacdo entre os dentes (Shigley e Uicker, 1980).

Na verdade, apenas parte da linha de acéo é utilizada durante o engrenamento, isto é, a parte que é
aproximada de trajetéria reta (Flores e Claro, 2007).
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dos dentes em evolvente tal como acontece nas engrenagens cilindricas. Deve ser
referido que neste tipo de perfil de dente se considera uma roda coroa’, a qual apre-
senta uma relacdo semelhante a cremalheira no caso das engrenagens cilindricas.
Neste tipo de engrenamento, roda coroa roda cénica, as faces dos dentes séo planas
que cruzam com o centro da esfera tedrica, como se mostra na figura 4.7b. A figura
4.8 diz respeito ao engrenamento de rodas conicas em que uma das rodas é do tipo
coroa (Flores e Gomes, 2014a).

Figura 4.6 — Seccao esférica de uma engrenagem conica.

|
(@) (b)
Figura 4.7 — Engrenamento de duas rodas conicas.

° A roda coroa pode ser considerada como um caso particular de uma roda cénica em que os dentes
se desenvolvem paralelamente ao eixo da roda. Este tipo de roda funciona com rodas similares as
cénicas e, em alguns casos, com rodas cilindricas. A roda coroa encontra aplicacdo em relégios
mecanicos como mecanismo de escape (Flores e Claro, 2007).
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90°

Figura 4.8 — Engrenamento de duas rodas conicas, sendo uma das rodas do tipo coroa.

Tal como se referiu anteriormente, as engrenagens conicas ou concorrentes podem
apresentar dentes com formas diversas, tais como dentes retos, dentes helicoidais e
dentes espirais (Henriot, 1979; Budynas e Nisbett, 2011). A figura 4.9a diz respeito a
representacéo simplificada'® de uma engrenagem cénica de dentado reto. Neste caso
particular, pode observar-se que os dentes das rodas motora e movida concorrem no
vértice S dos cones primitivos.

Refira-se de novo que devido as inerentes dificuldades de talhe, as rodas conicas
de dentado reto apresentam dentes piramidais, sendo, por isso, planas as faces dos
dentes™ (Drago, 1988). Na figura 4.9b ilustram-se as diferencas entre o dentado em
evolvente esférica e dentado piramidal para o caso das engrenagens conicas de den-
tes retos (Niemann, 1971).

Perfil piramidal

Evolvente esférica

@ (b)

Figura 4.9 — (a) Representacdo simplificada de uma engrenagem conica de dentes retos;
(b) Dentado em evolvente esférica e dentado piramidal.

19 por simplicidade, no presente texto apenas se representam 0s cones primitivos das rodas motora e
movida, sendo que os dentes estdo materializados pela intersecao dos proprios dentes com 0s cones
primitivos (Henriot, 1979; Niemann, 1971).

1 Na prética, na linha de engrenamento néo existem grandes diferencas entre os dentados em evol-
vente esférica e piramidal, pelo que é de todo conveniente adotar este Ultimo caso para o dentado
reto em engrenagens conicas.

6 CINEMATICA E DINAMICA DE ENGRENAGENS



Figura 4.10 — Engrenagem cénica de dentado helicoidal.

Na figura 4.10 representa-se, de modo simplificado, uma engrenagem conica de
dentes helicoidais. Pelas razdes acima expostas, também neste tipo de engrenagem se
prefere o dentado piramidal em detrimento do dentado em evolvente esférica. Deve
notar-se que neste caso as superficies dos dentes ndo concorrem para 0 mesmo verti-
ce virtual dos cones primitivos. A figura 4.11 ilustra perfis de dentes em evolvente
esférica e piramidal desenvolvidos para 0 caso de engrenagens conicas de dentes
inclinados ou helicoidais (Henriot, 1979).

Evolvente esférica Perfil piramidal

Figura 4.11 — Dentado em evolvente esférica e piramidal para o caso de engrenagens
conicas de dentado helicoidal.

A figura 4.12 mostra uma engrenagem coénica de dentes espirais ou curvos (Ni-
emann, 1971; Henriot, 1979).

Deve referir-se que as engrenagens cénicas sao, por vezes, denominadas como
engrenagens esféricas ou concorrentes. A primeira designacdo nao é de todo a mais
adequada em virtude do tracado aproximado de Tredgold transformar o engrenamen-
to esférico num engrenamento conico. A segunda designacdo é mais apropriada, uma
vez que, em geral, os eixos das rodas podem intersetar-se. Deve ainda salientar-se
gue as rodas conicas sdo feitas aos pares, constituindo engrenagens em que as rodas
ndo sdo intermutaveis. A semelhanca das engrenagens cilindricas, nas engrenagens
conicas o valor normalizado para o angulo de pressdo € de 20°. Geralmente, as rodas
conicas tém 13 ou mais dentes (Juvinall e Marshek, 2006).
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Figura 4.12 — Engrenagem conica de dentes espirais.
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4.3. NOMENCLATURA

Nesta seccdo € introduzida a nomenclatura fundamental associada as engrenagens
conicas. Para o efeito, considere-se a figura 4.13 em que se representam 0s principais
parametros geométricos e termos utilizados na caraterizacdo de uma engrenagem
conica (Branco et al., 2009).

Cone interior

Cone de cabeca

Cone primitivo

\.Cone exterior

‘ _ Diametro de pé, d; “ ‘
™~ >
I 1

Didmetro primitivo, d

Didmetro de cabeca, d,

A
\

Figura 4.13 — Nomenclatura fundamental de uma engrenagem conica.

A nomenclatura referente as engrenagens conicas € em tudo semelhante a das en-
grenagens cilindricas uma vez que se utiliza um grande nimero de termos iguais num
e noutro caso. Ha, todavia, uma série de pardmetros e termos que merecem ser real-
cados, nomeadamente (Branco et al., 2009):

X —angulo entre os eixos ou angulo de conicidade,

o— angulo de cone primitivo,

o —angulo de cone das rodas complementares,

0, — angulo de cone de cabeca ou coroa,

& — angulo de cone de pé ou raiz,

v—angulo de altura do dente,

va — angulo de cabeca do dente ou de saliéncia,

4. ENGRENAGENS CONICAS 9



1t — angulo de pé do dente ou raiz,

d — didmetro primitivo,

d, — diametro de cabeca ou coroa,

d; — didmetro de pé ou raiz,

h — altura do dentado,

h, — altura de cabeca do dente ou saliéncia,

ht — altura de pé do dente ou reentrancia,

R — geratriz primitiva,

Rm — geratriz média,

b — largura do dentado,

m — modulo exterior da engrenagem cénica ou modulo da engrenagem comple-
mentar ou equivalente.

Deve desde ja referir-se que no caso das rodas conicas, o passo € definido na ex-
tremidade exterior do dentado sobre os cones primitivos. Com efeito, o estabeleci-
mento das relacbes matematicas entre o mddulo, o passo, 0 numero de dentes e 0s
didmetros primitivos sdo as mesmas que se consideram para as engrenagens cilindri-
cas, ou seja, (Flores e Gomes, 2014b),

dy =mz (4.1)
d, =mz, (4.2)
p=mr 4.3)

No atinente as proporcdes dos dentes, consideram-se as mesmas que no caso das
engrenagens cilindricas, ou seja (Flores e Gomes, 2014b),

hy=m (4.4)
hy =1,25m (4.5)
h=2,25m (4.6)
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4.4, TRACADO APROXIMADO DE TREDGOLD

Tal como foi mencionado anteriormente, nas engrenagens conicas a geometria de
contacto é desenvolvida numa superficie esférica. Este facto torna a geragdo dos per-
fis dos dentes impraticavel uma vez que é impossivel planificar uma superficie esfe-
rica. O denominado tracado aproximado de Tredgold'? é um método simplificado
que permite ultrapassar a referida limitacdo. Na verdade, com este método os perfis
dos dentes sdo tracados ndo em superficies esféricas, mas sim em superficies conicas.
Estas ultimas apresentam a vantagem de possibilitar a sua planificagdo (Henriot,
1979; Juvinall e Marshek, 2006). A figura 4.14 ilustra os cones A e B tangentes a
superficie esférica dos segmentos primitivos das rodas. Os cones sdo depois desenro-
lados na superficie plana sendo os dentes das rodas gerados precisamente do mesmo
modo que no caso das engrenagens cilindricas (Flores e Gomes 2014a).

Figura 4.14 — Tracado aproximado de Tredgold.

O tracado de Tredgold é um método aproximado®®, cujo erro é dificil de quantifi-
car. Contudo, os perfis obtidos pelo tracado de Tredgold devem ser odontoides'* con-
jugados e, deste modo garantir constancia na relagdo de transmisséo (Flores e Go-
mes, 2014a). De um modo simples pode dizer-se que o tracado de Tredgold se baseia
no facto de um cone tangente a uma esfera, no ponto primitivo de uma engrenagem
conica, apresentar uma superficie muito préxima da de uma esfera, quando aquela
esta na vizinhanga do ponto primitivo (Niemann, 1971). A figura 4.15a ilustra esta
ideia fundamental. O cone referido é denominado de cone complementar e pode ser
planificado. Assim, o perfil dos dentes de rodas conicas, quando definido na parte de
trds do cone ou cone complementar, é idéntico ao que se obtém para uma roda cilin-
drica com um didmetro primitivo equivalente, tal como se representa na figura 4.15b.
Com efeito, uma vez determinado o nimero de dentes equivalente, a analise do de-
sempenho de uma engrenagem conica € em tudo semelhante a de uma engrenagem
cilindrica equivalente (Henriot, 1979; Spotts e Shoup, 1998; Hamrock et al., 2005;
Juvinall e Marshek, 2006; Budynas e Nisbett, 2011).

2'0 método aproximado de Tredgold foi proposto pelo engenheiro britanico Thomas Tredgold em
1822, tendo sido adotado desde entdo até aos nossos dias (Crosher, 2014).

3 Na verdade, este método é suficientemente exato desde que a engrenagem cénica contenha rodas
com 8 ou mais dentes. Em geral, as rodas cdnicas devem ter pelo menos 13 dentes.

¥ Odontoide diz respeito a algo que apresenta a forma de dente.
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Superficie esférica Cone complementar

Ponto primitivo

() (b)
Figura 4.15 — (a) Representagdo do tracado aproximado de Tredgold; (b) Representacéo da
roda cilindrica equivalente a uma roda cénica.

A figura 4.16 ilustra uma engrenagem conica e a correspondente engrenagem ci-
lindrica equivalente formada a partir dos respetivos cones complementares. A engre-
nagem equivalente é construida a partir dos raios equivalentes representados na figu-
ra 4.16. Os raios equivalentes correspondem a geratriz dos cones complementares.

Figura 4.16 — Engrenagem cénica e engrenagem cilindrica equivalente.

Da analise da figura 4.16 observa-se que 0s raios equivalentes sdo dados por

i

ry= 4.7

%= Cosd; (4.7)
Vi

o= 4.8

e2 C0352 (4.8)

sendo ry e r, 0s raios primitivos das rodas conicas e & e &, 0s angulos primitivos.
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Por seu lado, o nimero de dentes das rodas cilindricas equivalentes pode ser de-
terminado recorrendo as seguintes relacdes (Shigley e Uicker, 1980; Norton, 2013),

4

Zag = 4.9

1= Coss, (4.9)
Z3

Lo = 4.10

e2 COS52 ( )

Da analise das equac0es (4.9) e (4.10) verifica-se que o numero de dentes equiva-
lente ndo é, necessariamente, um ndmero inteiro. Uma vez que o nimero de dentes
equivalente é sempre superior ao nimero de dentes real, uma engrenagem conica
apresenta um funcionamento mais suave do que uma engrenagem cilindrica com o
mesmo numero de dentes. Tal facto, decorre da existéncia de maiores comprimentos
de conducdo. Deve ainda salientar-se que a engrenagem cénica e a engrenagem cCi-
lindrica equivalente apresentam o mesmo modulo (Henriot, 1979). Com efeito, o
estudo dos pardmetros de desempenho de uma engrenagem conica pode ser levada a
cabo considerando a andlise da engrenagem cilindrica equivalente, virtual ou imagi-
naria, em que o numero de dentes é dado pelas expressoes (4.9) e (4.10).

Exercicio 4.1

Enunciado: Considere uma engrenagem conica exterior de dentado reto cujo angulo
primitivo do pinhdo é igual a 18,43°. O angulo de conicidade das rodas é igual 90°.
Atendendo a que o pinh&o e a roda tém, respetivamente, 16 e 48 dentes, determine o
namero de dentes formativo da engrenagem cilindrica equivalente.

Padrao de resposta esperado:

Sabendo que a soma dos angulos primitivos das rodas € igual a 90° e que o angulo
primitivo do pinhdo é de 18,43° resulta que %=71,57°. Aplicando agora as equagdes
(4.9) e (4.10) resulta que

Ze1 = 16,86

Ze; = 151,83

4, ENGRENAGENS CONICAS 13



4.5. RELACOES GEOMETRICAS

Nesta seccdo sdo apresentadas as principais relacdes geomeétricas e proporcdes dos
dentes para o caso das engrenagens conicas. Para o efeito, considere-se a figura 4.17,
relativa a representacdo esquematica de um engrenamento conico, cujas velocidades
de rotagdo sdo, respetivamente, o e a,. Ainda nesta figura esta representado o eixo
instantaneo de rotagdo™, SI, da engrenagem, em que | denota o ponto primitivo exte-
rior (Niemann, 1971; Henriot, 1979).

Figura 4.17 — Representagdo esquematica de um engrenamento conico.

Por definicdo, a velocidade linear do ponto primitivo é dada por

v, =V, = IA®; = IBo, (4.11)
ou seja
i—a_1B_2 (4.12)
w 1A 7
Atendendo a que
IA=Slsens; (4.13)
IB = Slsens, (4.14)
resulta que
_@ _Send; _1p (4.15)
wy; Send;

Da andlise da equacdo (4.15) pode concluir-se que o estabelecimento dos angulos
primitivos, & e &, depende da relacdo de transmissdo, sendo o angulo de conicidade
dado pela seguinte relagdo matematica

Z=8+6 (4.16)

5 Quando um corpo roda no espaco tridimensional em relacéo a outro corpo, existe um eixo comum
de rotacdo, cuja posicdo relativamente a ambos os corpos pode ou ndo variar de instante para ins-
tante. A estes eixos d&-se 0 nome de eixos instantaneos de rotacdo (Flores e Claro, 2007).
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Com efeito, conhecidos os valores de 2'e de i podem facilmente calcular-se os an-
gulos primitivos & e &. Deve dizer-se que na maioria dos casos, as engrenagens co-
nicas apresentam um angulo de conicidade de 90° (Henriot, 1979).

A velocidade instantanea de rotacdo do engrenamento representado na figura 4.17
é expressa do seguinte modo,

a)=\/a)12 +a)22 *+ 2wy, COSY (4.17)

em que os sinais (+) e (-) se referem a engrenagens exteriores e interiores, respeti-
vamente (Henriot, 1979).

Conforme se trate de engrenagens exteriores ou interiores, o estabelecimento do
valor do angulo formado entre os eixos das rodas permite distinguir cinco posi¢oes
relativas dos cones primitivos de duas rodas conicas. A figura 4.18 ilustra esquemati-
camente estas cinco situacdes distintas.

(e)
Figura 4.18 — Posi¢des relativas dos cones primitivos em engrenagens conicas: (a) Engre-
nagem exterior, 2=90°; (b) Engrenagem exterior, 2<90°; (c) Engrenagem exterior, 2>90°;
(d) Engrenagem interior, 2<90°; (e) Engrenagem interior com roda plana, 2>90°.
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Para engrenagens exteriores em que 2=90° tem-se que

51 + 52 = 2 (418)

tgs, = L (4.19)
Zy
Zy

tgs, = -2 (4.20)
Z

@ _send, _sen(90-4,)
@, Seno; seno;

=cotgo; (4.21)

Para engrenagens exteriores em que 2<90° tem-se que

tgd, = Zse—nz (4.22)
L ycosX
Z
51 = 2 - 52 (423)
Para engrenagens exteriores em que 2>90° tem-se que
195, = Z sen(180 - 2) (4.24)
1 _cos@80-2)
Z
51 = 2 - 52 (425)
Para engrenagens interiores em que 2<90° tem-se que
w@=—§E€- (4.26)
seny — L
Z
51 = 52 - 2 (427)
Para engrenagens interiores em que 2>90°, sendo a roda plana, tem-se que
0, =90° (4.28)
51 = Z - 52 (429)

Tal como foi referido anteriormente, nas engrenagens conicas as proporcdes dos
dentes sdo estabelecidas na extremidade exterior dos dentes sobre as circunferéncias
primitivas (Henriot, 1979). Para dentados normais tem-se que

h,=m (saliéncia) (4.30)
hy =1,25m  (reentrancia) (4.31)
tgv, = 2seno (angulo de saliéncia) (4.32)
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_ 2,5seno

tgv¢ (&ngulo de reentrancia) (4.33)
d, =d sen(d +va) =d +2h,cosd  (didmetro de cabega) (4.34)
Send cosv,

sen(o+vi¢) o .

df =d——————-=d-2hs cos§  (diametro de pé) (4.35)
Seno cosv ¢
= d =4/ r12 + r22 (geratriz primitiva) (4.36)
2seno
b N

R,=R- 5 (geratriz média) (4.37)

E oportuno salientar-se que os valores do passo, mddulo, espessura e intervalo se
referem sempre a engrenagem cilindrica equivalente (Flores e Gomes, 2014b). O
angulo de presséo real e outras grandezas desta natureza, no caso de dentes helicoi-
dais, séo definidos sobre a circunferéncia média da roda.

Exercicio 4.2

Enunciado: Considere uma engrenagem cénica exterior de dentado reto, cujo valor
do angulo formado pelos eixos das rodas € igual a 70°. Atendendo a que a relacao de
transmissdo é igual a 2, determine os valores dos angulos primitivos das rodas (Wil-
son e Sadler, 1993).

Padrao de resposta esperado:
Da aplicacdo da equacdo (4.22) vem que
tgs, = =10 5 — 48,20
1
—+cos70

Por seu lado, da aplicacdo da equacéo (4.23) resulta que
5 =2-6,=70-482= 5 =218°

Exercicio 4.3

Enunciado: Considere uma engrenagem conica exterior de dentado reto, cujo angulo
entre 0s eixos das rodas € igual a 90°. Atendendo a que a relacdo de transmissdo é
igual a 3, 0 modulo é de 4 mm e que a roda tem 48 dentes, determine: (i) os diame-
tros primitivos das rodas; (ii) os angulos primitivos e (iii) a geratriz primitiva.

Padrao de resposta esperado:
Pela definicdo de relacdo de transmissdo pode conhecer-se 0 nimero de dentes do
pinhdo, ou seja
.z 48
i=2o3=—=17=16
741 4
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Assim, da aplicacdo das equacdes (4.1) e (4.2) obtém-se os didmetros primitivos
das rodas, isto é

d; =mz; =4x16 = d; =64 mm
dy =mz, =4x48 = d, =192 mm

Por seu lado, atendendo a que o angulo de conicidade € de 90°, os &ngulos primi-
tivos das rodas podem ser calculados utilizando as equacdes (4.19) e (4.20), ou seja

116

tgs = 2L 5 =1g 5= =184
zZ

2
tg§2—z—c>5 , =1g 142:52_71570
1

Finalmente, a geratriz primitiva pode ser determinada recorrendo a equacao
(4.36), resultando que

R = ¢ __ 6 R, =101,2 mm
2send;  2senl8,43
d, = 192

= = = R, =101,2 mm
2send, 2sen7l157

Exercicio 4.4

Enunciado: Para o enunciado do exercicio 4.3, calcule as propor¢des dos dentes das
duas rodas, os angulos de saliéncia e de reentrancia, bem como os diametros de co-
roa. Considere o dentado normalizado.

Padrao de resposta esperado:
As propor¢oes dos dentes podem ser calculadas utilizando as equacdes (4.30) e
(4.31), resultando que
ha=m=4mm
hf=1,25m =5 mm
h=2,256m=9 mm
O angulo de saliéncia ou de saida € dado pela equacéo (4.32), ou seja

2seno;  2senl8,43
Z 16

tg Va1 = = Va1 = 2,260

2send,  2sen71,57
z, 48

tg Va2 = = Va2 = 2,260

O angulo de reentrancia ou de saida é dado pela equacéo (4.33), ou seja

2,5sen0;  2,5senl8,43 N
Zl 16

tgver = Vf1=2,83°

2,5send,  2,5sen71,57 -
Z, 48

thfZZ Vf2:2,830
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Os diametros de coroa ou de cabeca podem ser determinados recorrendo a equa-
¢do (4.34), ou seja
sen(dy +vay) 64 sen(18,43 + 2,26)

dy=d
A "sens, cosvy sen18,43c0s2,26

=d,; =716 mm

a2 —

sen(o, +vy2) 190 sen(71,57 + 2,26)

2 = da2 :194,5 mm
Seno, Cosvy, sen71,57co0s2,26
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4.6. PARAMETROS DE DESEMPENHO

O estudo dos parametros de desempenho das engrenagens conicas de dentado reto
ou inclinado é idéntico ao que foi apresentado para o caso das engrenagens cilindri-
cas correspondentes (Flores e Gomes, 2014b; Flores e Gomes, 2014c). Para o efeito é
necessario, em primeiro lugar, determinar o nimero de dentes equivalente utilizando
0 método aproximado de Tredgold (Mabie e Reinholtz, 1987), ou seja

z

Z, =
¢ coss

(4.38)

em que z representa o numero de dentes da roda conica e ¢ denota o angulo de cone
primitivo. Tal como ja foi referido anteriormente, 0 nimero de dentes equivalente é
superior ao numero de dentes real, pelo que as engrenagens conicas apresentam um
funcionamento mais suave do que as engrenagens cilindricas com 0 mesmo namero
de dentes (Juvinall e Marshek, 2006; Budynas e Nisbett, 2011).

De entre os diversos parametros de desempenho, o estudo da continuidade do en-
grenamento €, sem ddvida, o que se revela de maior importancia. Assim, para engre-
nagens cénicas de dentes retos, a relacdo de conducdo pode ser calculada do seguinte
modo (Flores e Gomes, 2014b)

1 252 2 Ze21 2 Zeg T Zep
E= —SLsenN“ @+ 7y +1+,[—=Sen“a+ 2y +1-—=— <sena | (4.39)
ncosa | \ 4 4 2

em que « representa o angulo de pressdo, sendo o nimero de dentes equivalente da-
do pela equacdo (4.38). Esta analise € verdadeira, pois se se considerar uma vista
perpendicular a linha do cone primitivo, o engrenamento das rodas cénicas é em tudo
semelhante ao engrenamento de duas rodas cilindricas de dentes retos (Niemann,
1971; Henriot, 1979; Wilson e Sadler, 1993).

Por seu lado, para engrenagens cénicas de dentes inclinados, a relacdo de condu-
cao é escrita da seguinte forma (Flores e Gomes, 2014c¢)

g PGS (4.40)
M, COSey, @M,

onde o primeiro termo do segundo membro desta equacéo é dado por

2
z
\/%Zsenzat + 24 COSB+COS% B +

2
! +\/ﬂsen2at + 241 COS B+ OS> 3 — (4.41)
TCOSt 4

_ZertZep sena;

em que o denota o angulo de pressdo aparente, S representa o angulo de inclinacdo
primitivo, sendo o nimero de dentes equivalente dado pela equacéo (4.38). Na equa-
¢ao (4.40), a variavel b diz respeito a largura dos dentes.
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Relembre-se que o angulo de pressdo real (), 0 angulo de pressao aparente ()
e 0 angulo de inclinacéo da hélice primitiva (f) podem relacionar-se do seguinte mo-
do (Flores e Gomes, 2014c)

tga, =tge, cosp (4.42)

Por seu lado, o0 modulo real (m,) e o0 modulo aparente (m;) relacionam-se da se-
guinte forma (Flores e Gomes, 2014c)

m, =m,cosp (4.43)

Exercicio 4.5

Enunciado: Considere uma engrenagem conica de dentado reto normalizado em que
0 angulo de conicidade é igual a 90°. Atendendo a que 0 mddulo é de 3 mm, a rela-
¢do de transmissdo € igual a 2 e que o pinhdo tem 20 dentes, determine a relacdo de
conducdo deste par cinematico. Comente o resultado obtido.

Padrao de resposta esperado:

Em primeiro lugar, pela definicdo de relacdo de transmissdo pode calcular-se o
namero de dentes da roda, ou seja
< 2= 2 =175 =40
4] 20

Atendendo a que o angulo de conicidade é de 90°, os angulos primitivos do pinh&o
e da roda podem ser calculados utilizando as equacdes (4.19) e (4.20), ou seja

120

Al
t = —= = t _— = 261570
go 2 <6 =19 20 =

196y =22 = &, = tg_lg—g = 5, =634

Z

Considerando agora a equacao (4.38) pode conhecer-se 0 niumero de dentes equi-
valente do pinhéo e da roda, ou seja

g=—a 20, 23
C0Sd; C0S26,57
Zy = —22 0, -8944

B C0SJ, B €0s63,43

Atendendo a que o dentado € normalizado, isto é =20°, entdo utilizando a equa-
¢do (4.39) pode calcular-se a relacdo de conducdo, ou seja, &=1,71. Observa-se que
existe continuidade de engrenamento, uma vez que a relacdo de conducdo € superior
aos valores recomendados (Flores e Gomes, 2014b).

Exercicio 4.6

Enunciado: Considere que a engrenagem descrita no exercicio 4.5 apresenta uma
inclinacdo de dentes igual a 35° e uma largura de 10 mm para os dentes. Assim, estu-
de a continuidade do engrenamento da referida engrenagem.
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Padrao de resposta esperado:

Utilizando os dados apresentados na resolucéo do exercicio 4.5, ap6s a aplicacéo
da equacao (4.40) relativa a relacdo de conducao de engrenagens com dentes helicoi-
dais, resulta que a relacdo de conducdo total é de 1,89. Verifica-se, portanto, que a
engrenagem conica descrita apresenta boa continuidade de engrenamento.

No que diz respeito ao calculo do rendimento nas engrenagens cénicas podem se
consideradas as expressdes apresentadas para os casos das engrenagens cilindricas de
dentes retos ou helicoidais uma vez obtidas as engrenagens equivalentes correspon-
dentes utilizando para o efeito o tracado aproximado de Tredgold (Henriot, 1979).

Do mesmo modo, a tematica das interferéncias de funcionamento pode ser anali-
sada tendo em consideracdo as expressdes relativas as engrenagens cilindricas de
dentado reto ou de dentado inclinado, desde que se substituam o valor de z; e z, pelos
nameros de dentes equivalentes, recorrendo a equacao (4.38) para este efeito. Assim,
para o0 caso de dentados retos, 0 numero minimo de dentes que uma roda deve ter
para se evitar interferéncias de funcionamento é dado por (Flores e Gomes, 2014b)

Zgg 2 —Zgp + \/252 +% (4.44)

Introduzindo agora o nimero de dentes equivalentes na equacao (4.44) resulta que

> 4[ 22 +1J
4 o I Z, N C0SJ, (4.45)
COSS  COSS, 0S5, sen’a
ou seja
2
I coss, | 2, cosé |, 400351(222 +1) coss; (4.46)
COS52 COS§2 Sen o COS§2

Quando z, tende para infinito, a equacdo (4.46) pode ser simplificada do seguinte
modo (Henriot, 1979)

., 20088

5 (4.47)
sen“a

Finalmente, para o caso das engrenagens conicas terem dentes inclinados deve
proceder-se do mesmo modo, determinando o nimero de dentes da engrenagem ci-
lindrica equivalente e aplicam-se as mesmas expressoes estabelecidas para as engre-
nagens cilindricas de dentes inclinados (Flores e Gomes, 2014c).
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4.7. HIPOIDES

Tal como no caso das engrenagens cilindricas, nas engrenagens conicas o dentado
reto € bastante utilizado uma vez que o seu projeto e fabrico s&o relativamente sim-
ples de concretizar. A montagem das engrenagens conicas de dentes retos deve ser
bastante cuidada de modo a garantir o bom funcionamento (Branco et al., 2009).
Contudo, quando as velocidades de funcionamento sdo elevadas, as engrenagens
clnicas de dentes retos sdo assaz ruidosas.

Com o intuito de obter engrenamentos mais suaves utilizam-se rodas conicas com
dentes curvos, tal como se ilustra na figura 4.19. O angulo de pressao neste tipo de
dentado é, em geral, 0 mesmo que se considera para o dentado reto, ou seja, a=20°.
Por seu lado, o angulo de espiral é normalmente igual a 35°. Quando o angulo de
espiral é nulo, o dentado denomina-se de dentado zerol (Wilson e Sadler, 1993).

@)

Figura 4.19 — Diferentes formas de dentes de rodas cénicas.

As rodas cénicas de dentes curvos possibilitam funcionamentos mais silenciosos,
com velocidades e cargas elevadas. As transmissdes com dentados curvos sdo mais
suaves, uma vez que o proprio engrenamento é mais gradual, e proporcionam engre-
namentos com maior numero de dentes em contacto ao mesmo tempo, isto é, com
maiores relacdes de conducao (Wilson e Sadler, 1993).

Quando se torna necessario a utilizagdo de rodas com eixos ndo concorrentes em-
pregam-se engrenagens denominadas de hipoides®®, tal como a que se representa na
figura 4.20. As hipoides sdo engrenagens mais suaves que as engrenagens conicas de
dentes curvos e proporcionam maior capacidade de transmissdo de carga. Na verda-
de, nas hipoides proporcionam um maior nimero de dentes em contacto ao mesmo
tempo, tornando o engrenamento mais silencioso. Pode dizer-se que a passagem de
dentados espirais para engrenagens hipoides € equivalente a passagem de dentados
retos para dentados helicoidais. Como inconvenientes, as hipoides tém um funcio-
namento que combina rolamento com escorregamento. Quanto maior for o descen-
tramento dos eixos das rodas, maior sera o escorregamento entre as superficies dos
dentes. Como consequéncia, as hipoides apresentam rendimentos mais baixos devido
ao escorregamento existente e requerem a utilizacdo de lubrificantes adequados as
cargas e temperaturas em jogo. Uma vez que as hipoides séo soluc¢des bastante com-
pactas e possibilitam relacdes de transmissdo’’ elevadas, este tipo de engrenagens
sdo utilizadas em diferenciais automdveis (Shigley e Uicker, 1980). O projeto de
hipoides €, em geral, mais exigente do que os demais tipos de engrenagens conicas
(Henriot, 1979; Mabie e Reinholtz, 1987; Budynas e Nisbett, 2011).

16 Esta denominacdo decorre do facto das superficies primitivas serem hiperboloides de revoluc#o.
7" As hipoides podem apresentar relagdes de transmissao até 100:1 (Spotts e Shoup, 1998).
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Figura 4.20 — llustracé@o de uma engrenagem hipoide.
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4.8. REVISAO DE CONHECIMENTOS

Com o proposito de proporcionar uma revisdo de conhecimentos sobre a tematica
das engrenagens conicas, apresenta-se, nesta sec¢do, um conjunto diversificado de
questdes e exercicios de aplicacao.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Apresente quatro tipos de engrenagens conicas.

Discuta as principais carateristicas das engrenagens conicas.
Descreva as principais aplicacdes das engrenagens conicas.

Liste algumas vantagens associadas as engrenagens descentradas.

Descreva sucintamente o processo de tracado de perfis de dentes para engre-
nagens conicas.

Distinga perfil exato de perfil aproximado nas rodas conicas.

Diga o que entende por roda coroa.

Defina angulo de conicidade de uma engrenagem cénica.

Defina angulo primitivo de uma roda conica.

Para as engrenagens conicas, diga em que zona das rodas se define o passo.
Diga em que consiste o tragado aproximado de Tredgold.

Qual a utilidade do tragado aproximado de Tredgold?

Diga como se pode obter o nimero de dentes formativo ou imaginério de uma
roda conica.

Diga o que entende por roda cilindrica equivalente.

Represente graficamente uma roda cénica e a correspondente roda cilindrica
equivalente.

Diga como podem ser definidos os angulos de conicidade em engrenagens coé-
nicas.

Descreva as principais carateristicas das hipoides.

Considere uma engrenagem coénica de dentes helicoidais cujo angulo de coni-
cidade é igual a 90°. Atendendo a que a relagdo de transmissao € igual a 4, o
angulo de inclinago primitiva € igual a 30° e que o pinh&o tem 15 dentes, de-
termine o nimero de dentes equivalentes.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Considere que na engrenagem descrita no exercicio 18 a largura dos dentes é
igual a 30 mm. Assim, calcule a relacdo de conducdo da referida engrenagem.
Comente o resultado obtido.

Considere uma engrenagem conica de dentado reto normalizado em que o an-
gulo de conicidade ¢ igual 90°. Atendendo a que o0 modulo é de 3 mm, a rela-
cao de transmisséo € igual a 2 e que o pinhdo tem 20 dentes, calcule a relagao
de conducdo deste engrenamento. Comente o resultado obtido.

Considere que a engrenagem descrita no exercicio 20 apresenta uma inclina-
cao de hélice dos dentes igual a 35° e os dentes tém uma largura de 5 mm. As-
sim, estude a continuidade do engrenamento desta engrenagem.

Uma engrenagem coénica de dentado reto normalizado apresenta um angulo de
conicidade de 120°. O modulo da engrenagem € igual a 3 mm. O pinhédo e a
roda tém 15 e 33 dentes, respetivamente. Assim, determine os angulos primi-
tivos das rodas desta engrenagem.

Para 0 engrenamento descrito no exercicio 22 calcule as proporcdes dos den-
tes, bem como os diametros primitivos das rodas.

Considere uma engrenagem conica exterior de dentado reto, cujo valor do an-
gulo formado pelos eixos das rodas é igual a 105°. Atendendo a que a relacdo
de transmisséo € igual a 2 e que o pinhdo tem 20 dentes, calcule as proporcdes
dos dentes, os diametros primitivos das rodas, bem como os angulos de salién-
cia e de reentrancia.

Faca a representacdo grafica da engrenagem caraterizada no exercicio 24, in-
dicando os parametros calculados.
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