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Take to kinematics. It will repay you. It is more fecund
than geometry, it adds a fourth dimension to space.

Chebyshev to Sylvester

4. ANALISE DE VELOCIDADES

4.1. DEFINICAO

Em mecanica, a velocidade mede a rapidez com que um corpo muda de posi¢ao
ao longo do tempo. A velocidade pode ser estudada sob o ponto de vista vectorial
(direcgdo, sentido e mddulo) ou escalar. A velocidade média pode definir-se como
sendo a razdo entre um deslocamento e o intervalo de tempo necessario para efectuar
esse deslocamento. Quando o intervalo de tempo tende para zero, a velocidade
designa-se velocidade instantanea.

X

Figura 4.1 — Trajectoria de um ponto.

A figura 4.1 ilustra a trajectéria descrita por um ponto P, em que P, e P»
representam duas posi¢cdes do mesmo. Assim, o deslocamento relativo entre estas
duas posi¢des pode ser expresso por,

AR,=R, -R, (4.1)

onde R, ¢ R, sdo os vectores que definem a localizagdo do ponto P no inicio e

fim do intervalo de tempo considerado. Assim, a velocidade média do ponto P,
durante o intervalo de tempo A¢, ¢ dada por,

AR,
L, = 42
média A ¢ ( )
A velocidade instantanea, ou simplesmente velocidade, ¢ o limite da razdo dada
pela equacdo (4.2), isto é,

V =lim AR, 4.3)
A0 Af
ou seja,
V= R, (4.4)
dt

4. ANALISE DE VELOCIDADES 1



ou ainda,
V=R, (4.5)

Deve notar-se que, como AR, € um vector, entdo o célculo do limite ou derivada

tem duas componentes, uma relacionada com o médulo e outra com a direccao.
Se um vector posi¢ao de um ponto for expresso em coordenadas cartesianas,

R, =rxi+ryj+r2f( (4.6)

entdo, a velocidade instantanea pode, facilmente, ser calculada como,
R, =i+~ j+k (4.7)
Na figura 4.2 esta representado um corpo rigido que descreve um movimento de
rotagdo em torno do eixo OA, ou seja, todos os pontos do corpo, tal como o ponto P,
descrevem trajectdrias circulares em torno de OA. A velocidade angular do corpo ¢
representada pelo vector ®, cuja direc¢do ¢ a mesma do eixo OA4 e o sentido ¢ dado
pela regra da mao direita. Designando o deslocamento angular de qualquer linha

normal ao eixo de rotacdo por Af, e o correspondente intervalo por Az, entdo, a
velocidade angular pode ser escrita como,

o= [lim & (4.8)
At—0 At
ou seja,
do
oW=— 4.9
7 (4.9)
ou ainda,
=0 (4.10)
A
Y rsend
®
P
r”_ \ A
R
\Y
0 :
(0] X g

Figura 4.2 — Movimento de rotagdo.

Admitindo que o eixo de rotagdo ¢ fixo, entdo o vector R define a posicdo de um
ponto P solidario com o corpo. Considerando o vector que resulta do produto externo
®xR, cujo mddulo é wrsendem que O representa o angulo formado pelos vectores ®
e R, e cuja direccdo ¢é tangente a trajectéria em P, entdo, a velocidade do ponto P
pode ser calculada como,
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V=0xR 4.11)

A equacao (4.11) representa, portanto, a velocidade linear de um ponto que
pertence a um corpo rigido que roda em torno de um eixo fixo.
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4.2. MOVIMENTO CURVILINEO

Nos mecanismos de uso corrente, os pontos dos corpos estdo, de uma forma geral,
constrangidos de tal modo que descrevem movimentos conhecidos, tal como por
exemplo, o movimento de rotacdo e o0 movimento de translacdo rectilinea.

B

Figura 4.3 — Mecanismo biela-manivela.

Na figura 4.3 os pontos do corpo 2 descrevem trajectérias circulares, ao passo que
os pontos de corpo 4 descrevem trajectdrias rectilineas. No entanto, os pontos que
pertencem ao corpo 3 descrevem um movimento curvilineo geral, o qual apresenta as
propriedades dos movimentos de rotagdo e de translagao.

Figura 4.4 — Movimento curvilineo.

Na figura 4.4 representa-se um ponto P que descreve uma trajectdria curvilinea. O
deslocamento descrito por este ponto, ao longo da trajectoria P;—=> P, ¢ dado por AS.
Simultaneamente, o vector posigdo ¢ alterado de R para R+AR e descreve também
um movimento de rotagdo cuja amplitude ¢ igual a A@. Por isso, o deslocamento total
efectuado pelo ponto P ¢ igual a soma do deslocamento na direc¢do radial com o
deslocamento na direc¢do tangencial, ou seja,

AS = ri + rA & (4.12)

A

em que » ¢ o médulo do vector R e r e t representam os vectores unitarios das

direcgdes radial e tangencial. O vector t obtém-se rodando o vector ¥ de um angulo
igual a 90° no sentido directo. O vector r ¢é o vector unitario na direcgdo radial, isto
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¢, representa a direc¢do na qual o ponto P se deslocaria caso o vector R variasse e ¢

permanecesse constante, a0 passo que o vector t ¢ o vector unitario na direcgdo
tangencial, isto €, representa a direc¢ao na qual o ponto P se deslocaria caso &
variasse ¢ R permanecesse constante.

A velocidade linear do ponto P ¢ dada pela variagdo instantdnea da posi¢cdo em
relacdo ao tempo,

V = 1im 25 = 1im (Lf +ﬁfj (4.13)
At—0 Al‘ At—0 Al‘ A[
ou seja,
vy, 90 (4.14)
dt dt

ou ainda,

LS (4.15)
dt

emque @w=60=14929.
Usando o produto vectorial, a equacao (4.15) pode ser reescrita como,
dr .
V=—r+moxR (4.16)
dt
O movimento curvilineo pode ainda ser estudado de uma outra forma que se
apresenta de seguida. A figura 4.5 ilustra um ponto em trajectéria curvilinea. Ainda
na mesma figura estdo representados os vectores unitirios associados aos eixos
coordenados X e Y, bem como os vectores unitarios relativos as direcgdes radial e
tangencial do movimento do ponto P.

A
Y
v
Vt
R X5 V.
NP 0
t » -
i X

Figura 4.5 — Movimento curvilineo geral.

O vector posi¢ao do ponto P ¢ dado por,

R =rf (4.17)
A velocidade do ponto P obtém-se derivando a equagao (4.17), isto &,
dR
= 4.18
% (4.18)
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ou seja,

Vzﬂf'vtr@ (4.19)
dt dt
Por outro lado, da andlise da figura 4.5 vem que,
i =icosf+ jsen@ (4.20)
t=—isend+ jcos&’ (4.21)
Entao,
ar = —isen Qd—e + jcos Hd—e (4.22)
dt dt dt
ou seja,
dr : 2 do
— =\|—isen@+ jcosO 4.23
dr ( ! )E (4.23)
ou ainda,
ar_;d0 (4.24)
dt dt
Assim, substituindo a equacao (4.24) na equagao (4.19) resulta que,
v, 4% (4.25)
dt dt
ou ainda,
L (4.26)
dt

Esta equagdo ¢ igual a equagdo (4.15), em que os dois termos do segundo membro
representam, respectivamente, as componentes radial e tangencial da velocidade do
ponto P, como se ilustra na figura 4.5.
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4.3. VELOCIDADE DE UM PONTO NUM SISTEMA MOVEL

Ao analisar os movimentos dos varios elementos que constituem os mecanismos,
¢, muitas vezes, necessario e conveniente descrever o movimento de um ponto que se
move relativamente a um sistema de referéncia mével. Na figura 4.6, o movimento
do ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas xyz é conhecido. Este sistema de
coordenadas move-se relativamente ao sistema de coordenadas fixo XYZ.

z

Figura 4.6 — Movimento de um ponto num sistema referencial movel.

A posicao do ponto P em relacao ao sistema de coordenadas XYZ ¢ dado por,
R,=R,+R (4.27)

em que Ry representa o vector posi¢do da origem do sistema de coordenadas mével e
R ¢ o vector posi¢dao do ponto P em relagdo a este sistema de coordenadas.
Em coordenadas cartesianas o vector R ¢é escrito como,

R=r+ ryj +r°k (4.28)

em que 7, ¥ e ¥ sdo os modulos das componentes do vector R nas direc¢des x, y € z,

A

respectivamente, i, ] e k sdo os vectores unitarios correspondentes as mesmas
direcgdes. Deve referir-se que estes vectores variam durante o movimento associado
ao sistema de referéncia moével.

A velocidade absoluta do ponto P, isto ¢, a velocidade expressa em relagdo ao
sistema de coordenadas fixo XYZ, pode obter-se derivando em ordem ao tempo a
equacdo (4.27), resultando em,

V,=R,=R,+R (4.29)
Por outro lado, derivando a equacao (4.28) em ordem ao tempo vem que,

A

R=Fi+~j+/k+r'i+rj+rk (4.30)
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em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a velocidade do
ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas modvel xyz, a qual pode ser, por
conveniéncia, escrita como,

V=/Fi+7j+7k (4.31)

Considerem-se os trés ultimos termos do lado direito da equagdo (4.30). Assim, a
velocidade do ponto que representa o terminus de um vector R, que passa por um
ponto fixo e roda em torno deste ponto com uma velocidade w, ¢ dada por,

V=0oxR (4.32)

Por outro lado, as derivadas dos vectores unitarios podem ser expressas por,

i—axi (4.33)
j=ox] (4.34)
k = oxk (4.35)

em que o representa a velocidade angular do sistema de coordenadas moével xyz em
relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ.
Utilizando as equacdes (4.33), (4.34) e (4.35), pode escrever-se que,
rxi+ryj+rzﬁ:rx(wxi)+ ry(wxj)+ rz(mxﬁ) (4.36)
ou seja,
rxi+ryj'+rzl; :u)x(rxi+ryj+r2f() (4.37)
ou ainda, usando a relagdo dada pela equagao (4.28),
rxi+ryj+rzﬁ:me (4.38)

Deve notar-se que a equagdo (4.38) representa a velocidade linear de um ponto
que roda em torno de eixo fixo. Com efeito, pelo que acaba de ser exposto, a equagdo
(4.30) pode ser reescrita da seguinte forma,

R=V+oxR (4.39)

e, consequentemente, a velocidade do ponto P dada pela equagdo (4.29) pode ser
expressa do seguinte modo,

V,=V,+V+oxR (4.40)
em que,
V,=R, (4.41)

e onde Vp ¢ a velocidade do ponto P expressa no sistema de coordenadas fixo XYZ,
Vo representa a velocidade linear da origem do sistema de coordenadas movel xyz
em relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ, V ¢ a velocidade do ponto P em
relagdo ao sistema de coordenadas moével xyz, @ representa a velocidade angular do
sistema movel relativamente ao sistema fixo e R representa a distancia da origem do
sistema de coordenadas xyz ao ponto P.
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Uma aplicagdo do que acaba de ser exposto pode ser vista ao estudar o movimento
do mecanismo ilustrado na figura 4.7, em que a barra 2 roda com uma velocidade
angular constante @,. A velocidade do ponto B é, por isso, conhecida, a questao que
se coloca ¢ a de saber qual a velocidade do ponto C. O sistema de coordenadas fixo
XY tem a origem em 4, ao passo que o sistema de coordenadas mével xy tem origem
em B. Assim, a equacao da velocidade do ponto C pode ser escrita como,

V.=V, +V+oxR (4.42)

em que V¢ € perpendicular a CD e cujo mddulo € desconhecido, Vg € perpendicular a
AB e tem modulo igual a @A4B, V ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo em
relagdo ao sistema de coordenadas movel e xR ¢ perpendicular a BC e em que
a=a3 ¢ 0 modulo de R ¢ igual a BC. A direc¢do do vector @xR pode obter-se pela
aplicacdo da regra da mao direita.

A

Figura 4.7 — Aplica¢do do movimento de um ponto num sistema referencial movel.
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4.4. VELOCIDADE DE UM CORPO RiGIDO

A figura 4.8 representa um corpo rigido animado de um movimento geral, cuja
componente de rotagdo € caracterizada pela velocidade angular @ e a componente de
translagao associada, por exemplo ao ponto 4, ¢ definida pela velocidade linear V4.

Figura 4.8 — Corpo rigido animado de um movimento geral ou misto.

A posicdo do ponto B pertencente ao corpo € definida por,
R,=R,+R,, (4.43)
e a velocidade do mesmo ponto B ¢ dada por,
V,=V,+V,, (4.44)

em que V, ¢ a velocidade do ponto 4 que ¢ conhecida a partida, Vg4 € a velocidade
de B em relagdo a 4, i.e., representa a velocidade de B num sistema de coordenadas
que tem 4 como origem, ou seja,

V., =0oxR, (4.45)

Substituindo a equagdo (4.45) em (4.44) vem que,
V,=V,+oxR,, =V, +V,, (4.46)

Comparando a equacdo (4.46) com a equacdo (4.42) verifica-se que a primeira ¢
um caso particular da segunda, em que o ponto em estudo tem velocidade nula em
relacdo ao sistema movel, dado que pertence ao mesmo corpo rigido.

Da anélise da equagdo (4.46) pode também concluir-se que a velocidade relativa
de dois pontos quaisquer que pertencam ao mesmo corpo rigido ¢ dada pela diferenca
das velocidades absolutas dos mesmos, ou seja,

V., =V;-V, (4.47)

Uma aplicagdo simples e concreta do que acaba de ser exposto ¢ apresentada de
seguida. A figura 4.9 mostra um mecanismo biela-manivela, em que a velocidade do
ponto B ¢ conhecida a partida e se pretende calcular a velocidade do ponto C. Como
os pontos B e C pertencem ao mesmo corpo rigido, pode escrever-se que,

Vo=V, +V., (4.48)
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Figura 4.9 — Mecanismo biela-manivela.
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4.5. METODOS ANALITICOS

4.5.1. Método Algébrico

Considere-se 0 mecanismo biela-manivela representado na figura 4.10, em relagao
ao qual se pretende deduzir uma expressao que permita calcular, em cada instante, a
velocidade da corredica, ou seja, a velocidade do ponto C.

A

Fe—mmmm e — -

< :I
Figura 4.10 — Representagdo esquematica do mecanismo biela-manivela.

No presente estudo, considera-se que a manivela ¢ o 6rgao motor, a qual roda em
torno de 4 com uma velocidade angular constante, isto ¢, éh=ant. Da analise de
posicdo do mecanismo biela-manivela pode obter-se a seguinte expressdo para a

posic¢ao do ponto C,
1 = 1,co8@,t +A[1; — 1) sen’ wyt (4.49)

ou, de uma forma simplificada, isto ¢, quando r,/r;<1/4,

2 2
r, sen”@,t

1 =1,COSt + 1y — (4.50)

&

As equagoes (4.49) e (4.50) permitem calcular a posi¢cdo da corredica em fungdo
do tempo e das caracteristicas geométricas do mecanismo biela-manivela. Assim, por
simples derivagdo destas equagdes em ordem ao tempo, € possivel determinar uma
expressao que traduz a velocidade do ponto C, resultando, respectivamente,

r,senm,tcos w,t

V=R =y senayt + ——— (4.51)
\/73 — 7, sen”w,t
: r.
v =1 =—0,0 (Sena)zt + 2—Zsen2a)ztj (4.52)
£

Deve notar-se que apr, representa a componente tangencial da velocidade do
ponto B. De um modo anélogo, a aceleracdo da corrediga, isto €, do ponto C, podera
ser facilmente calculada por derivagdo das equagdes (4.51) e (4.52).
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4.5.2. Método da Notagdo Complexa

A figura 4.11 ilustra o mecanismo biela-manivela, em que as respectivas barras
foram substituidas por vectores posi¢do equivalentes, formando, assim, uma cadeia
cinematica fechada. Utilizando a notagdo complexa, a equacdo que traduz a cadeia
cinematica constituida pelos vectores R, R, e R; é dada por,

i0,

+re” —ne” =0 (4.53)

re

Figura 4.11 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Derivando a equacdo (4.53) em ordem ao tempo obtém-se a expressao da
velocidade da corredica, ou seja,
dl" 2 i, 92 i0, d 93 i0

d dr i0 . dr i0
—Le" pi—2e" + 2" +pi—2e ——Le™

- rliﬁe’p‘ =0 (4.54)
dt dt dt dt dt dt

Atendendo a que 72, 73 € 6; sdo constantes, as respectivas derivadas sdo nulas, por
outro lado, como,

do,
2w 4.55
il (4.55)
do,
B -w 4.56
> (4.56)
dr;
=y 4.57
i (4.57)
entdo, a equagdo (4.54) pode ser simplificada e reescrita como,
inme” +inwe” —ve” =0 (4.58)

Utilizando, agora, a formula de Euler, vem que,
ir,w,(cos 0, +isen6,)+ ir,w,(cos 0, + isend, ) — v,(cos 6, +isen6,)=0  (4.59)

Analisando a equagdo (4.59) observa-se que as incognitas sdo @s € v;. Assim,
atendendo a que 6,=0, separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema
dai resultante em ordem as incognitas, obtém-se,

o0, = - r,@,cos 0, (4.60)
r,cos0,
v, =10, (sen 0, - cos@ztg@) (4.61)
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O valor de & pode calcular-se utilizando a seguinte expressao, a qual se obtém da
analise de posi¢do do mesmo mecanismo,

6, = arcsen[—Mj (4.62)

£

Deve salientar-se que este método, para além da expressiao da velocidade da
corredica, permite também obter uma expressdo para a velocidade angular da biela.

4.5.3. Método da Notacao Matricial

O mecanismo biela-manivela, ilustrado na figura 4.12, ¢ utilizado para demonstrar
a aplicacdo do método da notacdo matricial no calculo das velocidades. Na figura
4.12 as barras que constituem o mecanismo biela-manivela foram substituidas por
vectores posi¢ao, os quais formam uma cadeia cinematica fechada.

A

Y

Figura 4.12 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Da analise de posicao do mecanismo biela-manivela, verifica-se que projectando
os vectores R, R, e R; segundo as direc¢des X e Y, obtém-se, respectivamente,

r,cos0, + r,cos0, —r, =0 (4.63)
r,senl, —r,senf, =0 (4.64)
Derivando estas duas expressdes em ordem ao tempo resulta em,

- rﬂzsen@2 - 1393sen03 -7 =0 (4.65)
r,0,c0s0, —r,0,cos0, =0 (4.66)

Atendendo a que 0, = w,, 6, = w, e 7, = v,, estas equacdes sdo reescritas como,
— r,w,senl, — r,w,send; —v, =0 (4.67)
r,w,cos0, — rnw,cos6, =0 (4.68)

em que s € v; sdo as incognitas. Reescrevendo, as equacdes (4.67) e (4.68) na forma

matricial resulta em,
—nsent; —1||wy| |nwsend, (4.69)
reosd, 0 ||v | |rnoycosh, '
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A equacdo (4.69) representa um sistema de equagdes lineares do tipo Ax=c, o qual
pode ser resolvido, por exemplo, usando a regra de Cramer. Assim, por exemplo, um
sistema de equagdes lineares de dimensao dois pode ser escrito como,

|:a11 alz:Hxl} :{cl} (4.70)
ay Ay [|X2 )
cuja solucdo ¢ dada pela regra de Cramer ¢ a seguinte,

_ G4y —Gayp

X = T (471)
a,,C, — ay,C
X, = % (4.72)
em que o determinante D ¢ calculado como,
D =aya,, - a,a, (4.73)

Com efeito, aplicando a regra de Cramer ao sistema representado pela equacao
(4.69) vem que,

o0, = - r,@,c0s 0, (4.74)
r,cos 0,
b= — rza)zsen(ﬁ2 + 6?3) (4.75)
cos 0,

em que & ¢ dado pela seguinte equacdo, a qual pode ser obtida pela andlise de
posicdo do mecanismo biela-manivela,

0, = arcsen(—MJ (4.76)

n

Deve referir-se que, a semelhanga do método da notagdo complexa, o método da
notagdo matricial, para além da expressdo da velocidade linear da corrediga, permite
também obter uma expressao para a velocidade angular da biela.

4.5.4. Método da Decomposicio do Movimento

Um movimento denomina-se geral quando nele coexistem as caracteristicas dos
movimentos de translagdo e de rotagdo. O movimento geral, que traduz a lei de
Chasles, pode sempre ser decomposto na soma de um movimento de translagdo com
um movimento de rotagdo. Este método de analise €, por conseguinte, denominado
método da decomposicdo do movimento, o qual € de seguida utilizado no estudo do
movimento do mecanismo biela-manivela como exemplo de aplicagdo, de modo a
calcular-se a velocidade da corrediga, ou seja, do ponto C.

Na figura 4.13 estd representado o mecanismo biela-manivela no qual a manivela
descreve um movimento de rotacao, a corredica efectua um movimento de translagao
rectilinea e a biela descreve um movimento geral. Na presente situacdo, considera-se
que a manivela ¢ o 6rgao motor, e que roda com uma velocidade angular constante
igual a @».

4. ANALISE DE VELOCIDADES 15



Assim, para 0 mecanismo representado na figura 4.13 sabe-se que a velocidade do
ponto B ¢ perpendicular a direc¢do 4B e que a velocidade do ponto C ¢ horizontal.
Os sentidos dos vectores Vz ¢ V¢ estdo representados na mesma figura. Como a
manivela roda com velocidade angular constante, entdo o modulo da velocidade do
ponto B ¢ dado por,

vy =,AB 4.77)

A _Vc N\, C >

< O >

e X
1

Figura 4.13 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Atendendo a geometria da figura 4.13, e aplicando a lei dos senos ao tridngulo
ABC pode calcular-se o angulo que a biela faz com a direc¢@o horizontal, ou seja,

ABsen0, j

C (4.78)

0, = arcsen(

Uma vez que a biela descreve um movimento geral, este movimento pode ser
decomposto numa translacdo com o ponto B e numa rotacdo em torno do eixo que
passa no mesmo ponto B, como se representa na figura 4.14. Atendendo a que o
ponto B pertence simultaneamente a biela e a manivela, a sua velocidade ¢ a mesma
quer se considere o ponto pertencente a um ou outro corpo. O mesmo acontece ao
ponto C, no entanto, agora, em relacdo a biela e a corredica.

Movimento geral ou misto = translagao + rotagcdo

Figura 4.14 — Decomposi¢do do movimento geral ou misto da biela, como sendo a soma de
uma translacdo e de uma rotagado.
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A velocidade da corredica, ou do ponto C, pode ser escrita vectorialmente como,
V.=V, +V,, (4.79)
em que o modulo de V5 € dado por,
Ve = @3BC (4.80)

Projectando, agora, a equacgdo (4.79) nas direcgdes X e Y obtém-se um sistema de
duas equagdes a duas incognitas, ou seja,

-V, = —Vvysend, — w,BCsen0, (4.81)
0=v,cos0, — w,BCcosb, (4.82)
Resolvendo este sistema em ordem a @s € v¢ vem que,

o, = 8080 (4.83)
BCcos0,
Ve =vgsenb, + o,BCsen0, (4.84)
Atendendo a que vg=anAB, =mt, AB=r,, BC=r; ¢ que & ¢ dado pela equagdo
(4.78), apos algum tratamento matematico, a equagdo (4.84) pode ser reescrita da
seguinte forma,

1,Senm,tcos w,t

Vo = —,1,| Senm,t + (4.85)

2 2 2
\/13 — 1, sen”w,t

Esta equagdo ¢, como seria de esperar, exactamente igual a expressao obtida pelo
método algébrico.

4.5.5. Método das Projeccoes das Velocidades

Um método simples e pratico que permite determinar velocidades de corpos em
movimento plano ¢ o que se baseia no teorema das projec¢des das velocidades,
segundo o qual “sdo iguais as projeccoes das velocidades de dois quaisquer pontos
de um corpo rigido sobre a recta por eles definida”. Caso isto nao sucedesse, o corpo
deformar-se-ia e deixaria de ser rigido, o que ¢ uma premissa deste teorema.

No mecanismo biela-manivela representado na figura 4.15, a manivela tem um
comprimento igual a r, e roda com uma velocidade angular constante igual a @». A
biela tem comprimento r3;, sendo as posigdes angulares da manivela e da biela
representadas por 6 e &, respectivamente. Ainda na figura 4.15 estdo ilustrados os
vectores velocidade dos pontos B e C, cujas direcgdes e sentidos sdo conhecidos. O
angulo formando pela direccao do vector da velocidade Vg e pela direcgdo da biela é
representado por . Com efeito, da analise do mecanismo observa-se que o ponto B
tem uma velocidade cujo moédulo ¢ igual a w,r, sendo a direccdo deste vector
velocidade perpendicular ao segmento AB, ao passo que o ponto C tem velocidade
cujo médulo € desconhecido e o suporte € o segmento de recta AC. Assim, de acordo
com o teorema das projecgdes das velocidades, pode escrever-se que,

Vzcosa = V.cos 0, (4.86)
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Atendendo a que,
a=90-(6,+6,) (4.87)
entdo a equacdo (4.86) pode reescrever-se como,

cos[90— (6, + 6, )]
cos0,

Ve = 0,1, (4.88)

-1
ou seja ,

V. = o1, (send, + cos6,tg,) (4.89)

7777
1

Figura 4.15 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Deve, agora, eliminar-se a variavel 65 da equagao (4.89), pelo que aplicando a lei
dos senos ao tridngulo ABC resulta que,

sent, = 2 gen o, (4.90)
3
e, como,
190, = Se”‘932 (4.91)
1—sen”0,

entdo, apds tratamento matematico, e substituindo o valor de & por wst, a expressao
que permite calcular a velocidade linear da corredica ¢ dada por,

7,8en w,tcos w,t

Vo = —,1,| Sena,t + (4.92)

2 2 2
\/r3 —r, sen”w,t

Note-se que, a equagdo (4.92) ¢, tal como seria de esperar, exactamente igual a
expressao obtida pelos métodos apresentados anteriormente.

' Deve relembrar-se que cos(90-y)=seny e que sen(B+p)=senfcosgt+cosfsene.
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4.6. METODOS GRAFICOS

4.6.1. Método do Poligono de Velocidades

O método do poligono de velocidades baseia-se na constru¢do e resolugdo grafica
de equagdes vectoriais. Este método, aqui, ¢ aplicado ao mecanismo biela-manivela a
titulo demonstrativo. Assim, considere-se o mecanismo representado na figura 4.16,
em que a manivela ¢ 6rgdo motor que roda com uma velocidade angular constante
igual a @,. Utilizando o método do poligono de velocidades pretende-se determinar a
velocidade linear da corrediga, isto ¢, a velocidade do ponto C.

Ve

1 1

Figura 4.16 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Por defini¢do de velocidade relativa entre dois pontos que pertencem a um mesmo
corpo rigido sabe-se que para os pontos B e C ¢ valida a seguinte relacao,

Vo=V, +V_, (4.93)

em que se conhece o mddulo e a direccdo do vector V3, isto €, o mddulo ¢ igual a
anAB e direccdo ¢ perpendicular ao segmento 4B, como se ilustra na figura 4.16.
Sabe-se ainda que a direc¢ao do vector V¢ € perpendicular ao segmento BC.

Deste modo, ¢ possivel tragar, a uma escala adequada, o poligono de velocidades
dado pela equagdo (4.93). Assim, tomando uma escala adequada e a partir da escolha
de um ponto Oy como sendo a origem das velocidades, representa-se o vector Vs,
cuja direc¢do é, como se sabe, perpendicular ao segmento AB ¢ o sentido é o
correspondente ao sentido de rotacdo da manivela. Respeitando, na sua colocacdo em
relacdo a Vjp, as regras da adigdo e subtrac¢do de vectores, ¢ seguindo a equagdo
(4.93), ¢ possivel completar graficamente o poligono de velocidades.

1
LAB BC

AC Oy

Ve

Figura 4.17 — Construgdo grdfica do poligono de velocidades.
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Na figura 4.17 mostra-se o resultado final da constru¢do grafica do poligono de
velocidades, onde, para além da velocidade da corredi¢a, V¢, ¢ também possivel
calcular o valor da velocidade relativa V3, medindo directamente sobre o desenho e
afectando as medidas pelo factor de escala.

4.6.2. Método da Imagem de Velocidades

Em mecanismos que contém elementos ou corpos cuja configuragdo geométrica ¢
algo complexa, torna-se 1util a obtengdo de uma imagem de velocidades do proprio
elemento sempre que seja necessario conhecer a velocidade em determinados pontos.
A titulo de demonstracdo, na figura 4.18a encontra-se esquematizado um sistema
mecanico constituido por dois corpos em que o corpo 2 tem forma triangular e esta
animado de um movimento de rotagdo em torno do ponto 4, com uma velocidade
angular igual a @;.

B

'sic

Figura 4.18 — Determinagdo da imagem de velocidades de um corpo.

Considerando as dimensdes dos lados do tridngulo ABC representadas pelos
vectores Rp, Re e Ry, entdo as respectivas velocidades sdo dadas por,

vV, = 0,7, 4.94

5 = Oyl (4.94)
c hTe

Veie = Oyl e (4.96)

Atendendo a que as dimensdes s, rc € rpc sdo conhecidas, torna-se possivel
construir a imagem de velocidades a uma dada escala, obtendo-se, deste modo, uma
réplica exacta do elemento rodada 90° e cujos lados representam a velocidade de
cada ponto considerado, como esta ilustrado na figura 4.18b. Assim, a partir desta
imagem de velocidades ¢ possivel determinar a velocidade de qualquer outro ponto
pertencente ao elemento considerado, desde que seja conhecida a sua localizagdo
geométrica, bastando, para o efeito, tragar o respectivo vector com origem em Oy ¢
extremo na imagem desse mesmo ponto.

Para um mecanismo articulado, este método pode ser aplicado sucessivamente aos
varios elementos que o constituem, como se mostra na figura 4.19 para o mecanismo
do tipo biela-manivela com corrediga.
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1

Figura 4.19 — Determinagdo da imagem de velocidades para o mecanismo biela-manivela.

4.6.3. Método dos Centros Instantaneos de Rotacao

Utilizando o conceito de centro instantdneo de rotacdo ¢ possivel efectuar a
analise de velocidades, uma vez que, por defini¢do, conhecida a velocidade do ponto
de corpo relativamente ao seu centro instantaneo de rotacdo, entdo essa velocidade ¢
exactamente a mesma para o ponto de outro corpo cujo centro instantaneo de rotagao
¢ comum.

Na figura 4.20 esta representado o mecanismo biela-manivela, em relagao ao qual
se conhece a localizagdo dos seus seis centros instantdneos de rotagdo. Na presente
situagcdo, admite-se que a manivela, sendo o 6rgao motor, roda com uma velocidade
angular constante igual a @, pelo que a velocidade linear do centro O»; € facilmente
calculavel. Pretende-se, pois, utilizando o conceito de centro instantdneo de rotagdo
determinar a velocidade linear da corrediga.

1
i i
1014 >0 014 —00

| L
i ')

i 7013
'\&\024 - !
[N e |
AN L i
. . ;
i '~923 - i
i oy i
i i
- s
: Vo, Ogy!

Oz ®, - 4

1 1

Figura 4.20 — Mecanismo biela-manivela e respectivos centros instantaneos de rotagdo.

Observando a figura 4.20, verifica-se que o centro O»3 ¢ um ponto que pertence a
manivela e o centro Os4 € um ponto que pertence a corrediga. Os corpos 2 € 4 tém em
comum o centro Oy, 0 qual pode ser considerado, virtualmente, como sendo um
ponto comum a ambos 0s corpos € que, por isso, apresenta a mesma velocidade, quer
se considere como fazendo parte de um ou outro corpo. Por outro lado, sabe-se que
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todos os pontos que pertencem a manivela, ou a ela virtualmente ligados, rodam em
torno do eixo que passa pelo centro Oj,. Assim, pode escrever-se a seguinte relagao,

Vo, = 0,0,,0,, (4.97)
e que,
Vo, = 0,0,,0,, (4.98)
Combinando as equagdes (4.97) e (4.98) vem que,
90x

v, =V
Oy O3
0,,0,;

(4.99)

O centro O)4 esta situado no infinito e sobre uma recta perpendicular a direcgdo
descrita pela trajectoria da corredica. Por outro lado, como a velocidade do centro
034 € a mesma que a do centro O,4, uma vez ambos os centros rodam em torno de um
eixo situado no infinito (centro O,4), significa que os vectores velocidade dos centros
014 € O34 t€ém a mesma amplitude, a mesma direc¢do e o mesmo sentido. Na figura
4.21 pode observar-se a construcao grafica relativa a determinagdo da velocidade da
corrediga utilizando os centros instantaneos de rotagao.

Ainda utilizando o conceito de centro instantdneo de rotagcdo, ha um procedimento
alternativo que permite obter a velocidade da corredica. Assim, a velocidade do
centro O3 € dada por,

Vo,, = 0,0,,0,; = 0,0,,0,, (4.100)
Por outro lado, a velocidade do centro O34 € calculada como,
Vo, = @,0,;,0;, (4.101)

Da equagdo (4.100) obtém-se o valor velocidade angular @3, o qual substituido na
equagao (4.101) permite calcular a velocidade linear da corredica. Refira-se que a
distancia O;3034 pode obter-se da analise geométrica do mecanismo biela-manivela.

V024

1
e \1024 ;v024

4 > V034 =V 024

Figura 4.21 — Determinagdo gradfica da velocidade da corredica utilizando os centros
instantdaneos de rotacdo.

4.6.4. Método da Diferenciacao Grafica

O método diferenciacdo grafica ¢ particularmente util quando o grafico de
deslocamentos ¢ obtido por meios analdgicos (e.g., obtidos através de registadores
x-t, osciloscopios, etc.) ou quando a expressao algébrica do deslocamento ¢ algo
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complexa e, por conseguinte, de derivagdo laboriosa e dificil. Este método apresenta,
no entanto, como principal limitacdo o facto de ser apenas sensivel a mudanca de
magnitude da grandeza em analise, seja de deslocamento linear ou angular, seja de
velocidade ou aceleragdo. Nesta seccdo ¢ apresentado o procedimento que permite
determinar a velocidade da corredica do mecanismo biela-manivela para varias fases
do seu funcionamento, recorrendo ao método da diferenciacao grafica.

A
X

20 C — T =)

| A
16 / AX
12 1
B At
8.

1%
0 T .
0 2 4 6 8 10 t

4 (a)
X
N
2 4 6 8 10 t
2]
-3 (b)

Figura 4.22 — Diferenciagdo grdfica de uma fungdo: (a) Fung¢do, (b) Derivada.

De seguida, ¢ apresentado o processo de diferenciagdo grafica de uma funcdo que
pode ser escrita como,

x=f() (4.102)

Assim, escolha-se, arbitrariamente, um ponto situado sobre a curva, por exemplo
0 ponto 4, e trace-se a tangente BC. Por defini¢do de derivada sabe-se que,

dx

— = lim — (4.103)
dt A0 At
e, aproximadamente, a derivada no ponto A4 ¢ igual a,
P (4.104)
dt BD

O processo de diferenciacdo grafica passa, pois, pela tracagem de segmentos de
recta tangentes a curva em vdarios dos seus pontos, para o efeito devem ser
construidos triangulos, preferencialmente de abcissas, BD, iguais. Seguidamente
torna-se possivel construir um diagrama de derivadas, utilizando o mesmo eixo das
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abcissas, ¢, € para cada ponto considerado, registando em ordenadas a altura CD do
respectivo tridngulo, como se ilustra na figura 4.22. A distancia PO ¢ chamada
distancia polar e ¢ representada por 2 com unidades em segundos, para o grafico de
velocidades. O ponto 4, medido a partir do eixo das abcissas, representa, portanto, a
velocidade do ponto 4. E conveniente que a escala de tempo nos dois graficos seja a
mesma. A escala da derivada ¢ determinada por,

.X
R P (4.105)
em que 4 ¢ o dobro do intervalo de tempo utilizado e igual a BD.

A precisdo obtida quando se utiliza o0 método da diferenciagdo grafica sera tanto
maior, quanto menor for o intervalo Az seleccionado. Por outro lado, a qualidade e o
rigor do tracado das tangentes pode também ter alguma influéncia nos resultados
obtidos.

Aplicando o método da diferenciagdo grafica ao mecanismo biela-manivela do
qual se conhece a curva do deslocamento da corredica, obtém-se o grafico de
velocidades ilustrado na figura 4.23.

A
Xy

3-Iy

X4

Figura 4.23 — Aplica¢do do método da diferenciacdo grdfica a curva de deslocamento da
corredica do mecanismo biela-manivela.
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4.7. ANALISE DE VELOCIDADES DE MECANISMOS ELEMENTARES

4.7.1. Mecanismo de Quatro Barras

Na figura 4.24 estd representado um mecanismo de quatro barras em relagiao ao
qual se pretende efectuar a analise de velocidades de alguns dos seus elementos.
Ainda na mesma figura estdo representados os vectores posi¢do que formam a cadeia
cinematica fechada equivalente. No presente exemplo considera-se que a manivela é
0 o0rgdo motor, sendo, por isso, conhecido o valor de @;.

Figura 4.24 — Mecanismo de quatro barras.

Utilizando a notagdo complexa, a equacdo que representa a cadeia cinematica
formada pelos vectores R;, R;, R3 e R4 ¢ dada por,

+re% =0 (4.106)

i0, i0, 0,

rne’' +re” +re

Atendendo a que ry, 2, 73, 4 € 6 ndo variam com o tempo, derivando a equacao
(4.106) em ordem ao tempo tem-se que,

rzid—eze”’}Z + %id—@ei’% + i’4id—€“e""“ =0 (4.107)
dt dt dt

Por outro, sabe-se que,

do,
o 4.108
i ( )
do,

4% _ 4.109
L ( )
do,

P 4.110
s ( )

Assim, utilizando as equagoes (4.108) a (4.110) conjuntamente com a formula de
Euler, a equagdo (4.107) pode ser reescrita como,

niw,(cos, +isen,) + rjiw,(cosO, +isen,) + rjiw,(cosd, +isend,) =0 (4.111)
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Separando, agora, as partes real e imaginaria, vem que,
- nw,senb, —r,w,sent, —r,w,send, =0 (4.112)
r,@,cos 6, + r,w,cos 0, + r,w,cos0, =0 (4.113)

As equagdes (4.112) e (4.113) formam um sistema de duas equagdo a duas
incognitas, @; e a4, do qual resulta que,

_ no, sen(6,—0,)
r sen(d,-6,)

(4.114)

3

_ no, sen(0, - 0,)
Y sen(6,-6,)

(4.115)

Deve referir-se que os valores dos angulos & e €, podem ser obtidos da analise de
posicdo do mecanismo de quatro barras, donde resulta que,

2 2 2
0,=0, Farcos 5 " (4.116)
21,1,
2 2 2
6, =0, +arcos a7 R (4.117)
v,
em que 6, e ry sdo dados por,
0, = arcsen(r—zsenﬁzj (4.118)
Ta
1l =1’ +1) —2nrcos0, (4.119)

Utilizando os centros instantaneos de rotacdo ¢ também possivel e facil efectuar o
calculo de velocidades. A figura 4.25 mostra a aplicagdo deste método ao mecanismo
de quatro barras em que a manivela 2 € o 6rgdo motor, sendo, por isso, conhecido o
valor de @,. As dimensdes das barras 1, 2, 3 e 4 sdo também conhecidas a partida.
Assim, para a posi¢ao ilustrada na figura 4.25 pretende-se calcular, graficamente, as
velocidades de vérios pontos de mecanismo.

Apo6s determinar a localizagdo dos centros instantaneos de rotagdo, conhecendo o
valor de @, e r,, pode calcular-se a velocidade linear do centro O3, como se ilustra
na figura 4.25a e 4.25b. Esta velocidade ¢ expressa por,

Vo, = @y, (4.120)

Assim, uma vez conhecido o vector VON , € uma vez que O4 pertence também a

barra 2, rodando este vector em torno do centro O, até que O3 se situe na linha de
centros formada por O, O;2 ¢ Oj4, obtém-se a nova posicdo para o vector
velocidade, V', . Por semelhanga de tridngulos pode facilmente determinar-se o

vector V,, , como se ilustra na figura 4.25b.

Por outro lado, como a velocidade do centro O,4 ¢ a velocidade de um ponto que
pertence a barra 2 ¢ a0 mesmo tempo a barra 4, entdo o vector velocidade V,, pode
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ser utilizado para determinar a velocidade de outros pontos que pertengam a barra 4,
como por exemplo o ponto P e o centro Os4. Neste caso, os triangulos semelhantes
tém o centro O;4 como vértice comum, sendo V'034 e V', os respectivos vectores

que devem ser rodados até se obterem V,, e Vp, como se ilustra na figura 4.25c.

Finalmente, para se determinar a velocidade Vy, uma vez que o ponto Q pertence
simultaneamente a barra 3 e a barra 2, ¢ que a barra 1 ¢ a referéncia fixa, entdo o
vector VO% deve ser rodado em torno de O;3 sobre a linha dos centros O3, O1z, €

O3, determinando-se, assim, o vector V', o qual rodado da origem ao vector V.

Adicionalmente, pode ser confirmada a velocidade do centro Oss, ja que este
pertence simultaneamente as barras 3 e 4, como se mostra na figura 4.25d.

(c) (d)

Figura 4.25 — Determinagdo grdfica de velocidades utilizando o conceito de centro
instantdneo de rotacado.

Deve ainda referir-se que uma relagdo valida para qualquer mecanismo de quatro
barras, conhecida como teorema da razdo de velocidades angulares, postula que, “a
razao de velocidades angulares entre dois elementos, relativamente a um terceiro, é
inversamente proporcional ao comprimento dos segmentos formados na linha de
centros pela intersec¢do do centro instantaneo de rota¢do”, € que para 0 mecanismo
da figura 4.25 se pode escrever como,
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@y _ 0,0,,

(4.121)
o, 0,0,

Pode também provar-se que esta razdo ¢ positiva quando o centro instantaneo
comum se encontra para la dos dois centros fixos, como no presente exemplo, e €
negativa quando o centro instantaneo de rotagdo comum se encontra entre os dois
centros fixos.

4.7.2. Mecanismo de Corredica

A figura 4.26 ilustra o mecanismo de corredica e os respectivos vectores posi¢ao
equivalentes. Sabendo que a barra 2 € o 6rgdo motor, i.e., o valor de @, ¢ conhecido,
pretende-se determinar, utilizando o método da notagdo complexa, as componentes
de translacdo e de rotagao da velocidade da corredica.

(b)

Figura 4.26 — (a) Mecanismo de corredica; (b) Representacdo vectorial equivalente.

Assim, com base na notagdo complexa, a cadeia cinematica fechada constituida
pelos vectores R;, R; e R4 pode ser escrita como,

l/ieigl + rzeigz _ V4€i04 =0 (4122)

Atendendo a que os parametros 7, r, € &) ndo variam com o tempo, da derivagdo
da equagdo (4.122) em ordem ao tempo resulta que,

_dl"4 i64—r.d04 i)

4+ =0 4.123
7 dr © € ( )

Por outro lado, como,

do,

22— 4.124
il ( )
dr, .

— = 4.125
dt r ( )
do,

— = 4.126
L ( )
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entdo, a equagao (4.123) pode ser reescrita como,
riwe” —i,e™ —rioe” =0 (4.127)

Aplicando a formula de Euler a equagdo (4.127) e separando as partes real e
imaginaria, vem que,

- rw,senb, —r,cos0, + r,w,send, =0 (4.128)
rw,cos 0, —r,senb, —r,w,cos, =0 (4.129)

As equacgdes (4.128) e (4.129) formam um sistema de duas equagdes a duas
incognitas, 7, € @, cujas solugdes sdo dadas por,

7, =nr,w,sen(6, —0,) (4.130)
o, =222 cos(6, - 6,) (4.131)
r

em que & ¢ conhecido a partida, uma vez que a barra 2 ¢ o 6érgao motor, ¢ & ¢ dado
pela seguinte equacao obtida na andlise de posi¢ao,

r,sent,

0, =arctg (4.132)

r,cos0, —r,

4.7.3. Mecanismo Biela-Manivela com Excentricidade

Na figura 4.27 esta representado o mecanismo biela-manivela com excentricidade
entre o eixo de rotacdo da manivela e o eixo que define a direc¢do de translagcdo da
corrediga. A manivela € o 6rgdo motor, a qual roda com velocidade angular constante
igual a @, e pretende-se conhecer o valor da velocidade linear da corredica.

Figura 4.27 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.

Aplicando o método algébrico ao mecanismo ilustrado na figura 4.27, obtém-se a
seguinte expressao para a posi¢ao da corrediga,

X, =1,C08W,t + \/r32 - (rzsena)zt + e)2 (4.133)

em que 7, 3 € e sao caracteristicas geométricas do mecanismo, @, ¢ a velocidade
angular da manivela e ¢ ¢ a varidvel tempo.
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Assim, derivando a equacdo (4.133) em ordem ao tempo, € apOs tratamento
matematico, obtém-se uma expressdo que permite calcular a velocidade linear da
corredi¢a em cada instante, a qual é expressa como,

2
,1, COSm,tsenm,t

V, = —0,1,Sen,t — (4.134)

\/r32 - (rzsena)zt + 6)2

4.7.4. Mecanismo Biela-Manivela Invertido

A figura 4.28 ilustra um mecanismo biela-manivela invertido, em que as barras
foram substituidas por vectores posicao equivalentes, os quais constituem uma cadeia
cinematica fechada. Admite-se que, na presente situacdo a manivela ¢ o drgado motor
e roda com uma velocidade angular constante igual a @;.

Figura 4.28 — Mecanismo biela-manivela invertido.

Da analise geométrica do mecanismo ilustrado na figura 4.28, e utilizando a
notagdo complexa, pode escrever-se que,

i0, i0, 0, 0,
e —re” —re” —re” =0 (4.135)

Por outro lado, da analise de posicao sao validas as seguintes relagoes,

r = \/ 1+ =1 —2nr,(cos,cosd, + senf send,) (4.136)
a = r,cos, —r,cos0, (4.137)
6,=6,-90 (4.138)
n [2_ 2 42
0, = arctg PN ma (4.139)
a+r

onde f=+1.

Atendendo a que 7, r4 € 6 sdo constantes, derivando em ordem ao tempo a
equagao (4.135) vem que,

. 0, - ify . 6, . 0, _
niwm,e”? —re” —riwe™ —rioe™ =0 (4.140)

Aplicando a férmula de Euler, separando as partes real e imaginaria e resolvendo
as equacdes dai resultantes obtém-se o seguinte sistema de equacdes,
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{cos@3 —nsent, —r,send, H 7y } B {— r,@,sen 6’2} (4.141)

senl, rcosO, +rcosl, ||l r,@,cos 0,

Este sistema pode ser resolvido, utilizando, por exemplo, a regra de Cramer
anteriormente apresentada, em ordem as velocidades 7, e @s. Os restantes

parametros da equacao (4.141) sdao previamente conhecidos ou calculados usando as
equacgdes (4.136)-(4.139).
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