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Resumo. Nas sucessivas reformulacfes dos programas de matematica, a resolucdo de
problemas tem ganho um lugar de destaque em prol do desenvolvimento de capacidades,
atitudes e conhecimentos dos alunos. Ao integrarmos essa atividade nas estratégias de ensino de
uma futura professora de matematica, procuramos identificar o contributo da resolucdo de
problemas na aprendizagem de topicos de derivada de uma funcéo de alunos do 11.° ano de
escolaridade e os constrangimentos sentidos na concretizacdo dessas estratégias. Seguindo uma
metodologia qualitativa e interpretativa, analisamos os dados recolhidos através de producdes
realizadas pelos alunos, um questionario, gravagdo em video de aulas e reflexdes sobre a pratica
pedagogica. Nas produgdes dos alunos integram-se as suas resolugdes dos problemas, as suas
respostas a questdes soltas e a momentos de avaliacdo. Como estratégia de ensino-aprendizagem
foram resolvidos problemas na introdugdo, desenvolvimento e avaliacdo de conhecimentos de
topicos do tema derivada de uma funcdo. Da andlise dos dados recolhidos, constatamos que as
principais atividades desenvolvidas pelos alunos na aprendizagem da derivada de uma fungéo
com recurso a resolucdo de problemas foram a interpretacdo de informacédo, a definicdo de
estratégias e a discussdo de processos e resultados. Estas atividades contribuiram para
envolverem os alunos na formalizagdo dos conceitos e regras do estudo de derivada de uma
fungdo, assim como na sua aplicagdo a novas situacGes. Os principais constrangimentos que
surgiram na pratica da futura professora foram a gestdo do tempo, a extensdo do programa e 0s
diferentes ritmos de aprendizagem dos alunos.

Palavras-chave: formacdo de professores, pratica docente, resolu¢do de problemas, atividades
desenvolvidas pelos alunos.

Introducéo

A derivada de uma funcéo faz parte dos programas do 11.° e 12.° anos de escolaridade,
sendo os conhecimentos adquiridos sobre este conceito essenciais para qualquer aluno
como pré-requisito em todas as disciplinas cientificas que usem a matematica como
ferramenta. O topico derivada de uma funcdo surge contemplado nas sucessivas

reformas curriculares do ensino de Matematica (Almeida & Viseu, 2002). Permite
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trabalhar um grande leque de situacdes-problema com os alunos, com o intuito de
desenvolver atitudes, capacidades e aprendizagens. Segundo o NCTM (2008), um dos
principais objetivos da Matematica é munir os alunos de conhecimentos e ferramentas
que lhes permitam abordar qualquer tipo de problema. Halmos (1980) defende que a
resolucdo de problemas é o ‘coragdo’ da matematica e para que este processo ocorra é
necessario conhecimento de conteudos matemaéticos, de estratégias de resolucdo de
problemas e uma predisposicdo para a colocagdo e resolugdo de problemas. Partindo
desta perspetiva, procuramos identificar o contributo da resolucdo de problemas na
aprendizagem de topicos de derivada de uma funcdo de alunos do 11.° ano de

escolaridade e os constrangimentos sentidos na concretizacdo dessas estratégias.

Derivada de uma funcéo

O conceito de derivada de uma funcdo foi introduzido pela primeira vez nos programas
oficiais do ensino secundario em 1905 e com excecdo da reforma de 1936 o estudo das
derivadas esteve sempre presente nos programas até aos nossos dias. As orientacoes
metodoldgicas para o ensino deste tdpico dao grande importancia a sua definicdo formal
e a interpretacdo fisica e geométrica. Para Lauten et al. (1994), os alunos ndo
apresentam grandes dificuldades no calculo de derivadas, 0 que ja ndo acontece com a
respetiva representacdo grafica. Tais dificuldades podem-se dever as préaticas de ensino
onde a representacdo grafica é utilizada apenas na introdugcdo do conceito (Riddle,
1994). Ferrini-Mundy e Lauten (1993) referem a dificuldade que os alunos manifestam
em interpretar como é que as retas secantes, ao reduzir-se cada vez mais a amplitude do
intervalo de variacdo de x, atingem, no seu limite, a reta tangente. Um estudo realizado
por Orton (1983) mostrou que os alunos participantes eram capazes de responder
corretamente a perguntas acerca do declive da reta tangente a uma dada curva num dado
ponto, mas quando lhes era pedido o mesmo através do grafico, cerca de 90%
mostraram dificuldades em fazé-lo. Tall (1977) e Artigue (1991) referem também a
facilidade que os alunos tém em usar algoritmos algébricos o que contrasta com as

dificuldades que apresentam nas representacdes graficas e geométricas.

Resolucéo de problemas
Na disciplina de matematica, a formulacdo e resolucdo de problemas sdo elementos
fundamentais para que a mesma tenha um carater criativo, sem problemas ndo se faz

matematica (Lara, 2004). Os bons resolvedores de problemas tém como primeiro



propdsito analisar as situagdes em termos matematicos e formular problemas baseados
nas condigdes com que se deparam. Em primeiro consideram casos simples para depois
passarem a situagdes mais complexas (NCTM, 2008). De acordo com Vergnaud (1993),
a aprendizagem matematica resulta da resolucdo de problemas propostos. As normas
para a resolucdo de problemas defendem que os programas de ensino do pré-escolar ao
12.° ano devem habilitar os alunos a: construir novos conhecimentos matematicos
através da resolucdo de problemas; resolver problemas que surgem em varios contextos,
para aléem da Matematica; aplicar diversas estratégias para resolver problemas; analisar

e ponderar acerca do processo de resolucdo de problemas (NCTM, 2008).

O ensino da Matematica direcionado para a resolucdo de problemas implica mais do que
a “resolucdo isolada de problemas nao rotineiros ou de problemas tipicos dos manuais
escolares” (NCTM, 1994, p. 97). Requer a ideia de que estudar Matematica ¢ uma
atividade de exploracdo, formulacdo de conjeturas, observacdo e experimentacdo. Ao
planear as aulas, o professor deve ter em mente que devera ser dada ao aluno
oportunidade para formular problemas a partir de situacbes criadas e para elaborar
novos problemas através de problemas ja dados. E importante que sejam ouvidas
diferentes estratégias de resolucéo e diferentes solugdes contribuindo para que os alunos

sintam que podem contribuir na discussdo de um problema.

Podemos comecar por perguntar o que é um problema? Para Zuffi e Onuchic (2007),
problema é algo que ndo se sabe fazer, onde o objetivo é estimular o pensamento a
procurar uma solucdo. Um problema € um desafio para a mente onde a memdria ou
esquemas mecanicos ndo S0 recursos Vviaveis para a sua resolucdo. Vianna (2002)
advoga que um problema é quando um aluno é confrontado com uma quest&o a qual ndo
sabe responder de imediato e ndo possui um método de resolucdo pré-determinado.
Segundo Polya (1985), os problemas podem ser classificados em problemas rotineiros e
néo-rotineiros. Os problemas rotineiros podem ser resolvidos com a aplicagéo direta de
uma lei ou férmula conhecida pelo aluno. Neste caso, o aluno apenas precisa de
conhecer os dados do problema e saber como aplica-los numa determina formula ja
conhecida. Os problemas ndo-rotineiros sao aqueles onde o aluno tem que criar uma
resolucdo com base nos conhecimentos matematicos que possui, mas neste caso é
importante que use a sua criatividade e originalidade. Para Polya (1985), o uso deste
tipo de problemas € bem mais proveitoso e eficiente para o processo de ensino-

aprendizagem de Matematica do que o uso de problemas rotineiros.



O que implica resolver um problema? De acordo com o NCTM (2008), envolve os
alunos numa tarefa sobre a qual ndo conhecem o método de resolucdo. Para chegarem a
solucdo é necessario existir uma exploracdo de conhecimentos e através deste processo
sdo desenvolvidos novos conhecimentos matematicos. Nas aulas de Matematica é
crucial que surjam oportunidades para que os alunos possam formular, discutir e
resolver problemas e de seguida os mesmos sejam incentivados a refletir sobre os seus
raciocinios (NCTM, 2008). Para Polya (1977), a resolucéo de um problema implica: (1)
compreensdo do problema; (2) estabelecimento de um plano — € preciso encontrar a
conexd@o entre os dados e a incognita. No caso de ndo se encontrar uma conexao
imediata devem considerar-se problemas auxiliares; (3) execucdo do plano; (4)

retrospetiva — € preciso examinar a solucéo obtida.

A resolucdo de problemas ndo é uma ferramenta Gtil apenas para a sala de aula de
Matematica. A pratica de aprender a resolver situacfes problematicas ajuda os alunos a
“adquirir modos de pensar, habitos de persisténcia e curiosidade, e confianga perante
situagdes desconhecidas” (NCTM, 2008, p. 57). Bons problemas dao oportunidade aos
alunos de consolidar e ampliar conhecimentos e se forem escolhidos de forma adequada
estimulam a aprendizagem de matematica. A resolucdo de problemas pode e deve ser
utilizada como uma ferramenta para ajudar os alunos a desenvolverem destreza em
capacidades especificas (NCTM, 2008).

O professor desempenha um papel crucial na escolha dos problemas, ao analisar e
adaptar um determinado problema, antecipar as ideias que podem surgir na sala de aula,
as questdes que podem ser levantadas tanto pelo professor como pelos alunos e decidir
se determinados problemas podem ou ndo ajudar os alunos a atingirem 0s objetivos
desejados (NCTM, 2008). Trata-se de uma tarefa complexa a escolha, utilizacdo e

adaptacdo de problemas no ensino de matematica.

O insucesso dos alunos perante a resolugéo de problemas, geralmente, nem sempre se
deve & falta de conhecimentos matematicos mas sim a um defeituoso uso dos mesmos
(Garofalo & Lester, 1985; Schoenfeld, 1987). Os alunos que resolvem problemas de um
modo mais eficaz analisam e avaliam o seu proprio progresso, ajustando, se necessario,

as suas estratégias a medida que vao surgindo obstaculos (Bransford et al., 1999).



Metodologia

Com este estudo pretendemos identificar o contributo da resolugdo de problemas na
aprendizagem de topicos de derivada de uma fungdo de alunos do 11.° ano de
escolaridade e os constrangimentos sentidos na concretizacdo dessas estratégias. A
turma frequenta o 11.° ano do Curso Cientifico Humanistico de Ciéncias
Socioecondmicas, Matematica A, é constituida por 24 alunos (13 rapazes e 11
raparigas) com uma idade média de 16 anos.

Atendendo a natureza deste estudo, adotamos por uma abordagem qualitativa, na
procura de compreender as atividades dos alunos na resolucdo de problemas em
contexto de sala de aula (Bogdan & Biklen, 1994). Com esta finalidade, os dados foram
recolhidos através de um questionario, gravagdes em video de aulas e das producgdes dos
alunos as tarefas propostas (problemas e testes de avaliagdo de conhecimentos). O
questionario, respondido pelos alunos no final deste estudo, € composto por questdes
sobre o topico derivada de uma funcdo, a resolucdo de problemas e o trabalho de grupo.
A gravacdo em video de aulas permitiu, com base na sua observacao, perceber melhor o
que se diz, o que fica por dizer, o que € feito e o que devia ser feito (Vale, 2000). A
analise dessas gravacdes possibilitou a transcricdo dos dialogos entre o professor e 0s

alunos nas aulas lecionadas.

Da anélise dos dados recolhidos, apresentamos a informacao sob a designagao de: (i) A
resolucdo de problemas no estudo de derivada de uma funcdo; (ii) Apreciacdo da

resolucdo de problemas no estudo de derivada de uma funcéo.

A resolucgéo de problemas no estudo de derivada de uma fungéo

Das aulas lecionadas no &mbito deste estudo, a resolucéo de problemas foi integrada nas
estratégias de ensino nos momentos de: (1) introducdo de topicos de derivada de uma
funcdo; (2) desenvolvimento de topicos de derivada de uma funcéo; (3) avaliacdo de
conhecimentos de topicos de derivada de uma funcdo. Para ilustrar o que foi
concretizado em cada um destes momentos, apresentamos um exemplo da resolucéo de
problemas quer na introdugdo quer no desenvolvimento de topicos de derivada de uma
funcdo, enquanto na avaliacdo de conhecimentos apresentamos a analise da resolucao de
trés problemas pelos alunos. A diferenga entre 0 nimero de exemplos que analisamos
em cada um dos momentos contemplados deve-se a quantidade de informacao recolhida

na explanacéo dos topicos tratados.



A resolucéo de problemas na introducéo de topicos de derivada de uma funcao

Um dos topicos introduzidos na intervencdo pedagdgica através da resolucdo de
problemas foi a derivada de uma fun¢do num ponto e a sua interpretacdo geométrica. A
nocdo de taxa média de variacdo num intervalo serviu de requisito para a introdugédo da

taxa de variacdo local de uma dada funcdo através do seguinte problema:

Uma esfera desce num plano inclinado. A distancia d, em metros,

percorrida pela esfera, t segundos apds ter sido largada, é dada por

d(t) = 2,1t? + 6,6t.

Utilizando a calculadora gréfica resolve as seguintes alineas.

a) Representa graficamente a funcdo d na situacdo descrita e
interpreta o gréfico obtido.

b) Determina a velocidade média da esfera no primeiro segundo do movimento.

¢) Qual seré a velocidade da esfera no instante t = 2 segundos?

d) Calcula o declive da reta tangente & funcdo d em t = 2. Que concluis?

e) Em que instante tera atingido a esfera a velocidade de 40 m/s?

Na representacdo grafica da fungdo que representa a distancia percorrida por uma esfera
num plano inclinado em funcéo do tempo, a maior parte dos alunos atendeu ao contexto

do problema (Figura 1).

Figura 1. Representacgdo gréafica da fungéo d.

Na determinacdo da velocidade média da esfera no primeiro segundo do movimento, 0s
alunos manifestaram dificuldades sobre a no¢do de velocidade média:

Prof: Imaginem que o aluno RF quer ir ver o jogo Benfica-Porto deste
fim de semana. Ele tem que percorrer uma distancia de cerca de
350 km. O aluno GL empresta-lhe o seu carro para a viagem e ele
demora cerca de 5 horas a chegar ao estadio da Luz. Digam-me a
velocidade média da viagem feita pelo aluno RF.

Aluno: E fécil, basta dividir a distancia pelo tempo que ele levou a

chegar, % = 70 km/h.

Prof: Sera que isso quer dizer que o aluno RF foi sempre a 70 km/h?
Aluno: Quer dizer que em média foi a 70 km/h, podendo haver instantes
em que foi mais rapido e instantes em que foi mais devagar.

Prof: Exatamente. A conclusdo que podemos tirar é que se quisesse
fazer uma viagem de 350 km em 5 horas teria de ir a uma
velocidade média de 70 km/h. Como ja sabem, a velocidade
média pode ser calculada da seguinte forma Velocidade¢qia =

distanciag; —distancia;jn;c; . , -
SR final =18 N inicial  parg calcularmos a velocidade média

momentofj,g)—momentojpjcial

calculamos a t. m. v.[g,) = @ = 8.7 mfs.



Apbs a clarificagdo do procedimento de como se determina a velocidade média num
dado intervalo de tempo, os alunos preencheram uma tabela para que compreendesse 0
significado de velocidade instantanea, no caso do movimento da esfera no instante
t = 2 segundos:

Tabela 1. Tabela preenchida pelos alunos.

h b=2+h [2, b] t.m. U'[Z,b]
1 b=2+1 [2;3] 17,1
0,1 b=2+0,1 [2;2,1] 15,21

0,01 b=2+0,01 [2;2,01] | 15,021
0,001 | b=2+0,001 [2;2,001] | 15,0021
0,0001 | b=2+0,0001 | [2;2,0001] | 15,00021

h b=2+h [2;2+h] | ..

Prof: Relativamente aos intervalos que cridmos na terceira coluna da
tabela o que podemos concluir relativamente a sua amplitude?

Aluno: Temos intervalos cada vez menores.

Prof: A alinea c pede-nos a velocidade da esfera num instante e ndo
num intervalo. Perante a quarta coluna da tabela o que podem
concluir?

Aluno: Pelos valores que temos serd 15 m/s.

Prof: Na terceira coluna o que nds fizemos foi reduzir cada vez mais a
amplitude do intervalo para que a reta secante passe a ser uma
reta tangente ao grafico da fungdo no ponto de abcissa 2.

Aluno: Entdo como vamos fazer agora para calcular?

Prof: Através da férmula para o célculo da taxa média de variagdo

f(a+h)—f(a) f(a+h)—f(a)

. , sendo 0 nosso
a+h=Db como podemos verificar na tabela. Para obtermos o

valor da velocidade no instante a o ideal seria que h = 0, mas
como o ideal ndo existe entdo vamos introduzir o conceito de

- - f(a+h)—f
limite onde o h — 0, ou seja, limy,_,q w que passaremos a

chamar de f'(a) (derivada de f no ponto a).

Aluno: Vamos ter que substituir o h por nimeros muito pequenos?

Prof: O que significa é a variacdo da taxa média a medida que os
valores de h se aproximam de zero. O que pretendemos entdo
calcular?

Aluno: Queremos calcular d’(2).

Alunos: Entdod’(2) = limy,_,, d(2+h)_d(2)_hmhﬁﬁ

2
= limypo 2 = limyo ~ 2 = limy (2,10 + 15) =

21x0+15=15m/s.

Aluno: Teremos que fazer sempre uma tabela neste tipo de questao?

Prof: Na&o. A tabela foi apenas uma estratégia para que vocés pudessem
chegar a conclusdao que d'(2) =15 m/s antes de aplicarem a
férmula da derivada da funcdo d no ponto de abcissa 2 e para
perceberem que podemos considerar valores tdo proximos de 2 a
medida que h tende para zero.

temos t.m.V.za4n) =

(2.1h%+15h+21.6)-21.6
h




A transicdo da nocdo de taxa média de variacdo de uma funcdo num dado intervalo do
seu dominio para a nocao de derivada de uma funcdo num ponto decorreu numa fase em
que os alunos ainda ndo tinham bem presente a percecdo dinamica do comportamento
de uma funcdo na vizinhanca de um dado valor no seu dominio. Numa abordagem
intuitiva, os alunos recorreram a calculadora grafica para determinar o declive da reta

tangente ao grafico da funcéo d no ponto de abcissa 2.

Figura 2. Representacdo grafica da funcdo d e da reta tangente ao seu graficoem t = 2.

Prof: O que concluimos relativamente a relacdo existente entre o
declive da reta tangente a uma funcdo num dado ponto e a sua
taxa de variacdo nesse mesmo ponto?

Aluno: E igual. E analiticamente como mostramos isso?

Prof: Utilizamos o processo da alinea ¢ para provarmos analiticamente
e 0 processo da alinea d para provarmos geometricamente. E se
agora eu vos perguntar qual o instante em que a esfera tera
atingido a velocidade de 40 m/s?

Aluno: Basta resolvermos a equacdo d’(t) = 40 para obtermos o instante
t.

Um aluno resolveu no quadro a equacdo d'(t) = 40, tendo obtido, atraves da definicao
da derivada de uma funcdo num ponto, que t = 7.95 segundos. Nesta aula foi
formalizado o conceito de derivada de uma funcdo num ponto, o qual corresponde,

geometricamente, ao declive da reta tangente ao grafico da fun¢do nesse mesmo ponto.

A resolucéo de problemas no desenvolvimento de topicos de derivada de uma funcéo

Na consolidacdo dos topicos taxa de variacdo de uma funcdo e a sua interpretacao
geométrica, os alunos resolveram alguns exercicios e problemas, como é exemplo o

seguinte problema:

Um fabricante de porta-chaves produz um porta-chaves com a forma do niimero m, ao pre¢o

unitario de 2€ e vende-0s a 5€ cada um. A este pre¢co consegue vender mensalmente 4000

unidades do produto. O fabricante pensa em elevar o preco do porta-chaves e estima que, por

cada euro de aumento, deixara de vender 400 unidades mensalmente.

a. Exprime a expressao que representa o lucro mensal L(p) do fabricante em funcéo do preco
p de venda de cada um dos porta-chaves.

b. Esboca o gréafico da funcéo L e descreve a velocidade de variagdo do lucro do fabricante.

c. Recorrendo a taxa de variacdo instantanea da funcdo num ponto calcula o preco 6timo de
venda (0 preco p que gerara mais lucro).

d. Estabelece a expressdo da fungdo, L’, que te permite relacionar o preco de venda com o
lucro obtido pelo fabricante.




Na resolucdo deste problema, os alunos revelaram dificuldades em traduzir a
informacg&o dada para linguagem matematica:

Prof: Imaginem que sdo padeiros, como é que calculariam o vo0sso
lucro?

Aluno: Bastava multiplicar o numero de pdes vendidos pelo preco de
cada um.

Prof: Atencdo que vocés tém de pagar a quem fez o péo, 0 vosso lucro
é a multiplicacdo do nimero de paes vendidos pelo lucro que tém
por cada pédo, esse lucro € o valor que fica apds terem pago ao
fabricante de paes.

Aluno: Penso que ja sei como fazer, posso ir ao quadro explicar?

Prof: Apresenta-nos a tua explicacéo.

Aluno: Temos Lucro = Lucro por unidade X unidades vendidas =
(p —2) X (4000 —400(p — 5)), p— 2 representa o lucro por
unidade, p é o prego de venda de cada um dos porta-chaves e 2 €
0 custo de producdo. A 4000 pecas vendidas mensalmente
deixardo de se vender 400 unidades por cada euro que for
aumentado ao preco inicial de 5 euros.

Aluno: Eu estive perto da expressdo final, apenas me faltava multiplicar
pelo lucro por unidade, p — 2.

Prof: Podemos entdo concluir que a funcdo L(p)=(p—2) X
(4000 — 400(p — 5)) = —400p? + 6800p — 12000 terd como
representacdo grafica uma parabola com concavidade voltada para
baixo.

Com a determinacdo da expressdo que traduz o enunciado do problema, os alunos
esbocaram o gréfico da funcdo L recorrendo a calculadora grafica.

Figura 3. Representacéo grafica da fungéo L.

Nesta representacdo ndo surgiram davidas relativamente a janela adequada para a
visualizagdo do grafico da funcdo L e na descricdo da velocidade de variacdo do lucro
do fabricante. Os alunos concluiram que no intervalo [2; 8.5] a velocidade de variagao
do lucro diminui & medida que o preco aumenta. A medida que o preco dos porta-chaves
aumenta o lucro que o fabricante obtém é cada vez menor. No intervalo [8.5;15] a
velocidade de variacdo do lucro aumenta. Na determinagdo do preco 6timo de venda,
recorrendo a nogéo de taxa de variagdo, um aluno fez a seguinte afirmagé&o:

Aluno: Para determinar o preco 6timo de venda basta determinar onde a
derivada se anula.
Prof: Porqué concluis isso?



Aluno: Porque o declive da reta tangente ao grafico da funcdo L no seu
ponto maximo é zero.

Figura 4. Representacdo grafica da funcdo L e da reta tangente ao grafico da funcéo L no ponto
de abcissa 8.5 (maximizante da funcéo L).

A resposta deste aluno permitiu que os restantes se apercebessem de que teriam de

L(p+h)-L(p)

desenvolver a expressdo limy,_,, = 0 para obter o prego 6timo de venda

recorrendo a taxa de variacdo instantanea da funcdo num ponto. Aplicando a definigdo
de derivada de uma fungdo os alunos obtiveram a expressao L'(p) = —800p + 6800
que lhes possibilitou relacionar o preco de venda com o lucro obtido pelo fabricante (a

medida que o preco aumenta o lucro diminui).

A resolucdo de problemas na avaliacdo de conhecimentos de topicos de derivada de
uma funcdo

Um dos momentos de avaliacdo teve o formato de um problema de otimizacdo. Para
esse efeito, pretendia-se que 0s alunos obtivessem a expressao que representa a area dos
canteiros em funcdo de x, sabendo que o seu perimetro é de 300 metros. Para obterem
essa expressao, relacionaram duas variaveis, x e y, como sendo 300 = 6x + 4y © y =
75 — 1.5x.

1. Um jardineiro pretende criar trés canteiros retangulares vedados como se indica na figura.

X x

Ele tem 300 metros de rede.
1.1 De acordo com os dados da figura, mostra que a area dos canteiros em funcao de x é dada por:
A(x) = 225x — 4.5x?
1.2 Por processos exclusivamente analiticos, determina as dimensdes dos canteiros de modo que a sua area
seja maxima e indica o seu valor maximo.

Da analise das respostas dos alunos, constata-se que 30.4% apresentaram uma resposta
correta; 4.4% apresentaram uma resposta incompleta, porque estabeleceram a relagéo
entre as variaveis x e y mas nao obtiveram a expressdo que representa a area dos

canteiros em fungdo da varidvel independente; 26.1% fizeram-no de modo incorreto



apresentando uma resposta como os exemplos que se encontram na Figura 5 e 39.1%

n&o respondeu.

\
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Figura 5. Exemplos de respostas incorretas dadas por dois alunos a alinea 1.1 da Questdo 1.

Na primeira resposta incorreta verifica-se que o aluno estabeleceu uma relagdo incorreta
entre as variaveis x e y e nao considerou a informacao dada no enunciado do problema.
Na segunda resposta, o erro cometido pelo aluno foi ter considerado que 300 = 6x +
2y. Este aluno ndo incluiu as duas parcelas de rede que separavam 0s trés canteiros e

também estavam incluidas na quantidade total de rede gasta.

Com a segunda alinea da questdo pretendia-se que os alunos indicassem, por processos
exclusivamente analiticos, 0 maximo da area dos canteiros. Para esse efeito teriam que
obter a derivada da funcdo A, A’'(x) = 225 — 9x, e determinar os zeros da derivada
(A'(x) =0 x =25m). A variavel x varia entre 0 e 50 e a area maxima dos
canteiros é de 2812.5 m? quando x = 25.

Tabela 2. Sinal de A’ e variacdo de A.

x |0 25 50
A + 0 _

Maximo
A 7 A(25) = 2812.5 m? k

A percentagem de respostas corretas a esta alinea (1.2) é igual a da alinea anterior (1.1).
A percentagem de respostas parcialmente corretas, nesta alinea, foi consideravelmente
superior (43.5%), o que se deveu a ndo indicacdo do valor da varidvel y para a area
méaxima. Nesta alinea a percentagem de alunos que nao respondeu (17.4%) foi bastante

menor, como também a percentagem de respostas erradas (8.7%).

1.7) 300= 235%-4,5x" & Y524 226 - 300=0()
©x =/3709 \/x =48, tzq
h"’ha JJ Cackn (cw\*w

tﬂ%ﬁ: 16,249
b iy,

Figura 6. Exemplo de uma resposta incorreta a alinea 1.2 da Questdo 1.




A segunda questdo colocada aos alunos foi a seguinte:

2. Observando o grafico da funcao f constroi a tabela de sinais de f:

Como a prépria questdo indica, através da observacdo do gréfico da funcéo f pretendia-
se que os alunos construissem a tabela de sinais de f*. O dominio de validade da funcao
f é 0 conjunto dos nimeros reais, tem como extremos 1 (para x = 0), 3.67 (para x = 2)
e 3.25 (para x = 3). Nos intervalos | — ;0] e [2;3] a funcdo é estritamente
decrescente e nos intervalos [0; 2] e [3; +oo[ a funcdo é estritamente crescente. Com

esta informacdo é possivel construir a seguinte tabela:

@ nl-o0| O .l] > + 09
- [0+ o] -|0]+
NN, \\.

VRS
s 2 i

Figura 7. Tabela de sinais de f” e de variacdo de f construida por um aluno.

Nesta pergunta, 21.7% dos alunos ndo apresentou resposta, 43.5% respondeu
corretamente, 21.7% respondeu de modo incompleto e 13.1% respondeu
incorretamente. A percentagem de respostas incompletas deveu-se a auséncia da
indicacdo de que os extremos da funcdo correspondiam aos zeros da funcao derivada, o
que podera tratar-se de um lapso por parte dos alunos pois a tabela estava corretamente
preenchida, a excecdo dos zeros da funcdo derivada. Os 13.1% dos alunos que
responderam incorretamente fizeram-no porque atribuiram aos zeros da derivada o valor
dos maximos e minimos da fungdo, ou seja, indicaram como zeros de f’ x =1,

x =3.25ex = 3.67.



A (ltima questdo colocada aos alunos era de desenvolvimento:

3. Sabendo que g'(x) = x3 —x? — 5x — 3, indica os extremos da funcdo g. Numa

pequena composicéo justifica a tua resposta.

A visualizacdo do grafico da funcdo g’ na calculadora gréfica permite intuir que os

zeros desta fungdo sdo x = —1ex = 3:

—

Figura 8. Representacdo gréafica de g’ utilizando a janela [—4; 5] x [—11; 7].

Mas era necessario ter em atencdo que os zeros da fungdo derivada s6 nos dao os
extremos da funcdo no caso de existir uma mudanca de sinal na funcdo derivada. Neste
caso, g(3) serd um minimo da fungdo g mas g(—1) ndo sera extremo porque a funcéao
derivada ndo sofre uma mudanca de sinal em x = —1. Nesta questdo seria uma ajuda

preciosa para os alunos a construgdo do quadro de sinais de g’ e de variacdo de g:

Tabela 3. Sinal de g’ e variagdo de g.

x —00 -1 3 +o
g - 0 - 0 +
g N Sem significado N Minimo 7

Entre as respostas dos alunos, 39.1% n&o responderam a esta questdo, 8.7%
responderam corretamente e 52.2% apresentaram uma resposta incompleta. Os alunos
que apresentaram uma resposta tinham a nocao que era necessario estudar a derivada da
fungdo g para poderem concluir algo relativamente aos extremos da fungéo. Os erros
surgiram no estudo da derivada. As respostas parcialmente corretas resultaram dos
alunos considerarem que todos os zeros da derivada correspondem a extremos da
funcdo, ndo tendo em conta que, para definirem extremos, a funcdo derivada devera

apresentar uma mudanca de sinal nessa raiz, como exemplifica a seguinte resposta:

3. (0 s da ?onceo ‘(1) a0 -1 e 3 en‘ccxo
e &{teﬁ?&m rég‘ ‘&5 05 2 {un:c}o
[a1S)
ccmo crﬁmceexherft& & fonego mgmf

Figura 9. Exemplo de resposta dada & Questdo 3.

Como muitos seus colegas, este aluno fala em extremos da funcéo referindo-se aos
objetos e ndo as imagens. Esta incorrecdo de linguagem néo acontece quando o estudo é

feito através da construcdo das tabelas de sinais de /” e monotonia de f. E sempre




importante realcar estas pequenas diferencas de nomenclatura, que ajudardo os alunos a,

num futuro, lerem melhor a linguagem matematica.

Apreciacdo da resolucdo de problemas no estudo de derivada de uma funcéo

Na concretizacdo da estratégia com base na resolucdo de problemas no ensino e na
aprendizagem de tdpicos de derivada de uma funcgdo, a maior preocupacdo foi com os
alunos e a sua aquisicdo de conceitos matematicos e consolidagdo dos mesmos. Um dos
maiores problemas que surgiu foi a procura de problemas adequados aos conceitos a
explorar e que envolvessem os alunos. Relativamente ao apoio dado aos alunos durante
a resolucdo de problemas, ndo foi uma tarefa facil devido ao reduzido habito que estes

tinham de resolver problemas, o que levou a solicitarem constantemente a professora.

Outro problema foi o fator tempo. Uma aula desta natureza tem que prever a existéncia
de um tempo inicial para que os alunos se agrupem e Sse organizem e comecem a
resolver o problema proposto em conjunto. Foram varias as queixas dos alunos
relativamente ao tempo que tinham para trabalhar devendo-se ao facto de néo o saberem

gerir da melhor forma.

As reacOes dos alunos ao longo das aulas revelaram a necessidade de se proporem e
trabalharem problemas que visem desenvolver as competéncias mencionadas no
programa de Matematica do ensino secundario (Ministério da Educacdo, 2002). A
pouca colaboracdo entre os elementos do grupo sdo uma falha mencionada por alguns
alunos, o que realca a necessidade de se desenvolverem competéncias de trabalho em
grupo, partilhando saberes e responsabilidades. A grande dependéncia do professor para
0 esclarecimento de dlvidas mostra que os alunos necessitam de desenvolver mais
confianga em si proprios para que se tornem autbnomos ao abordarem novas situagdes.
A grande dificuldade na traducdo dos dados fornecidos em linguagem matematica para
interpretar e resolver problemas da vida real é também uma competéncia a desenvolver.
Alguns alunos sentiram que esta estratégia tornava o processo mais simples e dindmico,
permitindo-lhes ser autdbnomos na construcdo do seu conhecimento, enquanto outros se
gueixaram da complexidade da estratégia e da falta de tempo para conseguirem

compreender e interiorizar 0s conceitos.

No final das aulas lecionadas no ambito deste estudo, os alunos tiveram a oportunidade
de explicitar a sua opinido, respondendo a um questionario, sobre as estratégias

delineadas nas aulas sobre a derivada de uma funcdo, mais concretamente sobre a



organizacdo das suas atividades em trabalho de grupo, a resolucdo de problemas e o
tema lecionado. A maioria dos alunos (87.0%) considera que trabalhar em grupo foi
benéfico e permitiu que os elementos do grupo se ajudassem uns aos outros, mas s
65.2% referem que todos os elementos colaboraram de igual forma na resolucdo dos

problemas.

A maior parte dos alunos (73.9%) participou na correcdo dos problemas, enquanto 8.7%
considera que nédo o fez. Este facto pode dever-se aos diferentes ritmos de aprendizagem
onde alguns alunos acabam por tomar a dianteira. A estratégia de ensino delineada
indicia que foi entendida pelos alunos, o que é traduzido por 87.0% que consideram que
tiveram oportunidade para comparar resultados e diferentes processos de resolugédo de
problemas.

Nas questBes abertas do questionario, os alunos expressaram a sua opinido sobre o tipo
de tarefas que mais gostaram de resolver e 0s aspetos positivos e negativos das aulas
com recurso a resolucdo de problemas. Relativamente ao tipo de tarefas que mais
gostam de resolver, 56.5% manifestam preferir os problemas, 30.4% os exercicios,
8.7% ambos os tipos de tarefas e 4.4% ndo se manifestam. Os alunos que elegem os
problemas justificam essa escolha afirmando que 0os mesmos exigem mais concentracao
e raciocinio e podem ser aplicados em situac@es de vida real. Os 30.4% que elegem 0s

exercicios fazem-no por os considerarem mais faceis de resolver.

Relativamente aos aspetos positivos e negativos das aulas onde foi utilizada a resolucao
de problemas os alunos mencionam o trabalho de grupo como um aspeto positivo e
também como um aspeto negativo, pois apesar de ser uma forma de trabalhar onde os
alunos se apoiam entre si também gera mais agitadas e nem todos se sentem a vontade a
trabalhar com este método. Os alunos também consideram positivo a inexisténcia de
pressdo para se dirigirem ao quadro ou se manifestarem perante a turma, a resolucdo de
problemas, a troca de ideias existente entre a professora e a turma e a participagao ativa
dos alunos nas aulas. Como aspetos negativos, além do trabalho de grupo, mencionam o

fator tempo e a desorganizacdo na sala de aula derivada ao trabalho em grupo.

Conclus6es
Da andlise da informacdo recolhida constata-se que as principais atividades

desenvolvidas pelos alunos na aprendizagem da derivada de uma fung¢do com recurso a



resolucdo de problemas foram a interpretacdo de informacdo, a definicdo de estratégias

e a discussdo de resultados (Polya, 1977).

A participagdo dos alunos foi uma constante ao longo deste estudo. Existiram avangos e
recuos, mediante as necessidades que iam surgindo no decorrer da resolucdo de
problemas, assim como a utilizacdo de diferentes abordagens (Huete & Bravo, 2006). A
resolucdo de problemas ao longo das aulas constituiu um fator de interacdo entre
professora e alunos (individualmente ou em turma) e proporcionou a discussédo de
respostas e comparacao de diferentes estratégias que ajudaram na construcdo de novos
conhecimentos, conforme recomenda Parra e Saiz (2001). O ato de pensar perante 0s
problemas propostos contribuiu para o desenvolvimento da capacidade de raciocinio
dos alunos, o que se traduziu na elaboracdo de estratégias de resolucdo validas, como
defendem Zuffi e Onuchic (2007) e Dante (1994). De acordo com o que é recomendado
pelo NCTM (2008), a resolucdo de problemas deu oportunidade aos alunos de
consolidar e ampliar os seus conhecimentos e estimularam a aprendizagem matematica

levando os alunos a compreender que a Matematica ndo ¢ um ‘conjunto de formulas’.

Relativamente aos constrangimentos que surgiram no processo de ensino-aprendizagem
do tema derivada de uma funcéo, a falta de tempo surge como um obstaculo que torna
dificil a tentativa do professor mudar a pratica pedagdgica (Floriani, 2000) e é um
constrangimento bastante apontado pelos alunos. Quando indagados relativamente as
desvantagens que encontravam no método aplicado ao longo das aulas deste projeto
quase todos os alunos apontaram a falta de tempo para poderem dedicar a resolucdo de
um problema. Este constrangimento surge como resultado do extenso programa a ser

concretizado.

O trabalho de grupo foi utilizado ao longo das aulas com o intuito de ajudar os alunos a
partilharem ideias para que os elementos do grupo se entreajudassem na resolucdo dos
problemas. Este método de trabalho foi benéfico para alguns, que concordaram ter
recebido e dado apoio e ajuda dentro do grupo, enquanto outros disseram nao se ter
sentido a vontade para trabalhar e que se sentiram um pouco postos de parte. A
divergéncia de opinides relativamente ao trabalho de grupo poderd dever-se aos
diferentes ritmos de aprendizagem que uma s6 turma tende a apresentar e que foi o caso

da turma onde foi aplicado este estudo.

Durante a lecionacdo de derivada de uma funcdo os alunos ndo apresentaram grandes

dificuldades no célculo de derivadas (Lauten et al., 1994), o que traduz a sua



aprendizagem na aquisicdo de defini¢bes e de regras. O mesmo ja ndo aconteceu nas
questBes com representacles graficas onde revelaram estar menos a vontade sempre que
tinham de estabelecer o dominio de validade para a fungdo que estivessem a considerar.
Este constrangimento dever-se-a a falta de confianca que alguns alunos manifestam no
uso da calculadora grafica, atribuindo a ferramenta uma dificuldade que Ihes pertence,
pois a mesma sO poderd fornecer resultados mediante os dados que lhe forem

‘fornecidos’.
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