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Informacao Resumo

Palavras-chave: Prova-se a existéncia de solucdo, num sentido generalizado, de um pro-

inequacgdo variacional blema com um multiplicador de Lagrange, para uma restricdo arbitraria

restricdo no gradiente no gradiente e condi¢do de Dirichlet homogénea na fronteira. Prova-se

multiplicador de Lagrange ainda a equivaléncia deste problema com a correspondente inequacgdo
variacional eliptica. A abordagem utilizada para provar o resultado de

Publicacdo original: existéncia baseia-se na utilizacdo de solu¢bes de uma familia aproxi-

Boletim da Sociedade Portuguesa mante de equacdes quasilineares elipticas.
de Matemidtica, Ndmero especial,

julho de 2012, 19-22

Boletim SPM

1 Formulacao do problema

Seja 2 um aberto limitado de RV com fronteira lipschitz I'. Dado ¢ € L>(£2) nio negativo, definimos o
convexo fechado
K={ve H}Q):|Vv|<pqs em Q}

e a inequacgdo variacional

/Vu-V(v—u)Z/f(v—u), Vv € K. (1)
Q Q

Dado f € L?(f2), considere-se o problema de encontrar A e u verificando

-V (AVu) = f em 2'(Q), (2a)

u=0 emT, (2b)

[Vu| < ¢ em Q, (20)

A>1 em 2'(Q), (2d)

A =1)(|Vu| —¢) =0 em 2'(Q). (2e)

Relativamente 3 igualdade (2a) provaremos a seguinte formulacdo, ligeiramente mais forte,

()\7Vu : V’U>Loo(Q)/><Loo(Q) = / fv, Yv € Wol’oo(ﬂ), (3)
Q
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2 Multiplicador de Lagrange — restricdo no gradiente

onde (-, -) e (q) xL(q) representa o par dualidade entre L>(£2)" e L>°(Q).

O problema (2) foi tratado por Brezis em [2] no caso em que ¢ = 1 e f é constante. Este resultado foi
estendido em [5] ao caso em que a restricio satisfaz Ag? < 0. Um problema andlogo, com restricio ¢ = 1,
com um operador mais geral e f ndo constante, foi estudado, num sentido generalizado, em [3].

2 Existéncia do multiplicador de Lagrange

Nesta seccdo apresentamos o teorema de existéncia de solucdo (u, ) do problema (2), indicando também que
u é a solugdo da inequagdo variacional (1). Serdo enunciados os resultados utilizados na demostraco deste
teorema.

Teorema 1 Dadas funcées f € L*(Q2) e o € W%°°(Q) minorada por uma constante positiva, o problema (2)
tem solucdo (u,\) € W1>(Q) x L>(Q)". Além disso, se (u,)\) é solucio de (2), u resolve a inequacdo
variacional (1).

Considera-se uma familia de problemas aproximados, utilizando uma penalizacdo sugerida em [4],
-V (ks(|vu€‘2 - QDQ)VUS) = fe em €2, (4a)
u® =0 em I, (4b)
sendo k. : R — R uma fungdo de classe %2, ndo decrescente, convexa e tal que

1 se s <0
ko(s) =<, -7
5() {ee ses>e,

e onde f. = f * p, sendo p. uma funcdo regularizadora e * o operador convolug3o.

Proposicdo 2 Dadas fungdes [ € L?(Q) e ¢ € L*() positiva, o problema (4) tem solucdo dnica u® €
€2 (Q)NE(Q).

Lema 3 Dadas fungées f € L*(Q) e ¢ € L°>(2) com um minorante positivo e 1 < q < oo, existem
constantes positivas C' e C, tais que, se 0 < € < 1 e u® € a solugdo do problema aproximado (4) entdo

[k (IVus|? = %)Vl ||| i) < C,
[k (|Vus|* = *)| 1) < C,

k= (IVu® ] — 9*) V|| e @y < C,
VU]l La) < Cy.

Proposicdo 4 Dadas funcées f € L?(Q) e ¢ € L°>(Q2) com um minorante positivo, a familia de solugbes
(uf). dos problemas aproximados (4) possui uma subfamilia que converge fracamente em Hg(Q) para a
solugdo da inequacdo variacional (1).

Teorema 5 Dadas funcées f € L(2) e p € W°(Q) com um minorante positivo, ent3o as solugdes u dos
problemas aproximados (4) pertencem a um subconjunto limitado de HE (2).

Proposicao 6 Dadas funcdes f € L%(Q)) e o € W2°°(£)) com um minorante positivo, se u¢ é a solucdo do
problema aproximado (4) e u € a solug3o da inequagdo variacional (1), entdo

Ut ——u em WyP(Q), 1<p<oo

e—0

e também em €%(Q), para 0 < o < 1.
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De seguida apresentam-se os passos mais relevantes da demonstracdo do Teorema 1. Das estimativas
apresentadas no Lema 3 resulta que existe uma subfamilia de (u®)., também denotada por (u¢)., tal que

ko (|Vus > — o?)Vu® — fraco-x em L*(Q)’

ko (|Vus]? — ¢?) — A fraco-x em L>(Q)'.
Mostra-se que
(X, V) )y xr=@) = (A [Vul*) L) x 1 (9),

0 que permite concluir que
/ k. (|Vuf)? — o*)|V(uf —u)]? — (X, Vu) — 2(X, Vu) + (\, |[Vul*) = 0. (5)
Q £

Uma vez que

/ k. ([Vus|? — ¢*)Vus - Vo = / k. ([Vus|? — o)V (uf —u) - Vv
Q Q

+/k5(|VuE|2—<p2)Vu-Vv:/fsv,
Q Q

usando (5) obtém-se (3).
As demonstragdes de (2b), (2¢) e (2d) sdo relativamente simples.
Observando que, por definicdo de k.,

(ke(IVu? = %) = 1) (¢ = [Vu?) " =0,
algumas das relacdes anteriores permitem concluir (2e).
Os detalhes das demonstracdes dos resultados aqui apresentados podem ser consultados em [1].
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