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Resumo

Nesta investigagdo estudam-se as intuigdes de alunos nos conteudos de
probabilidade condicionada e independéncia, considerando as respostas dos alunos
(corretas e erradas), as justificagdes por eles apresentadas e relagdes entre o
desempenho na disciplina de Matematica e as respostas. Participaram no estudo
310 alunos do 9° ano de escolaridade, a quem foi aplicado um questionario com
varias tarefas sobre probabilidade condicionada, independéncia e probabilidade
geral. Em termos de resultados, salienta-se que mais de metade dos alunos
apresentou respostas corretas em mais de dois tercos dos itens, uma consideravel
menor percentagem de alunos apresentaram justificagdes adequadas as respostas
corretas e, em geral, o aumento da percentagem de respostas corretas com o
desempenho em Matematica.

Palavras-chave: Probabilidade condicionada; Independéncia; Intuigdes de alunos
do 9° ano.

1. Introducéo

Atualmente, o ensino das Probabilidades e da Estatistica tem sido aprofundado nos
programas escolares e nas salas de aula de muitos paises. No caso das Probabilidades, o seu
ensino logo nos primeiros anos de escolaridade tem sido preconizado por alguns
investigadores (e.g., Batanero, 2013; Fischbein, 1975) com o fundamento de que se trata de
uma tematica em que proliferam muitas intuigdes erradas ¢ a auséncia de ensino formal
contribui para a consolidacdo dessas intuicdes.

Em situagdes contraintuitivas, Fernandes (1990) observou uma forte adesao a ideias
intuitivas erradas por alunos do 11° ano (sem ensino de Probabilidades). Também em
situacdes ndo contraintuitivas, Fernandes (2001) observou ganhos relativamente limitados
dos alunos do 11° ano (sem ensino de Probabilidades) relativamente a alunos do 8° ano,
especialmente no caso de acontecimentos de experiéncias compostas.

Ora, encontrando-se os contetidos de probabilidade condicionada e independéncia
entre aqueles que mais revelam ideias intuitivas erradas dos alunos (e ndo s6) importa
conhecer mais profundamente as ideias intuitivas dos alunos em fases etdrias mais novas,
tendo em vista avaliar das possibilidades do ensino formal de tais conceitos de modo a
evitar a consolidacao dessas intui¢des erradas.

Embora, tradicionalmente, os conteidos de probabilidade condicionada e
independéncia sejam abordados apenas no ensino secundario, sdo varios os estudos (e.g.,
Tarr & Lannin, 2005; Tarr, 1997) que referem que eles sao de facto apropriados para o
curriculo de matematica do ensino basico. Para Tarr (1997) a aprendizagem dos conceitos
de probabilidade condicionada e independéncia nao precisa de ser adiada até que os
estudantes tenham desenvolvido destrezas robustas na comparagdo de fragdes, devendo a
abordagem destes conceitos ser efetuada de uma forma intuitiva.

* Uma versdo muito semelhante a este texto foi apresentada pelos mesmos autores no Il Encontro de
Probabilidades e Estatistica na Escola, realizado em fevereiro de 2013 na Universidade do Minho, Braga.

En J. M. Contreras, G. R. Cafiadas, M. M. Gea y P. Arteaga (Eds.), Actas de las Jornadas Virtuales en
Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria (pp. 19-37). Granada, Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, 2013.
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No caso portugués, os resultados referidos por Correia, Fernandes e Contreras (2011)
e Correia ¢ Fernandes (2012), sobre as intuigdes de alunos do 9° ano de escolaridade em
probabilidade condicionada nos contextos de tabelas simples, tabelas de dupla entrada e de
sacos com bolas, revelam-se encorajadores quanto a possibilidade de introduzir o estudo
deste conceito no 9° ano.

2. Investigacédo prévia

Segundo Garfield e Ahlgren (1988), de uma maneira geral, as dificuldades dos
estudantes no desenvolvimento correto de intuigdes sobre ideias probabilisticas
fundamentais deve-se essencialmente a trés aspetos: muitos estudantes t€m dificuldades
associadas ao conceito de numero racional e ao nivel do raciocinio proporcional, aspetos
usados no calculo, descricdo e interpretagdo de probabilidades; as ideias probabilisticas
conflituam muitas vezes com as experiéncias dos estudantes e com a forma como eles veem
o mundo; e muitos estudantes desenvolvem aversdo as probabilidades ao serem expostos a
um ensino muito abstrato e formal do tema.

2.1. Probabilidade condicionada

Segundo Spinillo (2002), o raciocinio proporcional envolve basicamente relagoes de
primeira ordem, em que se comparam os elementos de uma razdo, e relacdes de segunda
ordem, em que se comparam duas razdes. Além disso, essas razdes podem ser do tipo parte-
parte quando se comparam duas partes de um todo (e.g., o nimero de bolas de cada uma das
duas cores de bolas existentes num saco) e parte-todo quando se comparam uma parte com
o todo (e.g., o nimero de bolas de uma das cores com o ntimero total de bolas existentes
num saco).

Além das razdes parte-parte e parte-todo, no presente estudo introduzimos a relagdo
de primeira ordem todo-todo para designar as compara¢des entre o nimero total de
elementos de cada um dos sacos, a que Caiiizares (1997) chama compara¢do do ntimero de
casos possiveis, € entre o nimero total de elementos de um conjunto antes e apos a extragao,
com ou sem reposicao, de um elemento desse conjunto.

Na opinido de Tarr e Lannin (2005) os julgamentos em probabilidade condicionada
requerem a habilidade de estabelecer comparagdes probabilisticas, havendo evidéncias
contraditorias que documentam as destrezas de alunos do ensino basico para efetuarem
corretamente tais comparacgdes. Para Piaget e Inhelder (1951) € necessario que as criangas
compreendam as relagdes parte-todo para compararem probabilidades de acontecimentos,
enquanto outros autores identificaram outras estratégias que permitem aos alunos efetuar
essas comparagdes. Recorrendo a vantagens (0dds) ou outra comparagéo do tipo parte-parte,
os alunos dos estudos de Falk (1993) e Green (1983) foram capazes de comparar
probabilidades de dois acontecimentos, sugerindo que os alunos ndo precisam de atingir o
estadio das operacdes formais para efetuarem com sucesso comparagdes probabilisticas
(Tarr & Lannin, 2005).

Tarr (1997), num estudo com 26 alunos do 5° ano, observou que, antes de um
programa de instru¢do em probabilidade condicionada e independéncia, os alunos
comecaram por utilizar mais comparagdes parte-parte do que comparagdes parte-todo
quando faziam julgamentos sobre probabilidade condicionada. Segundo o autor, se bem que
as comparagdes parte-parte permitem a muitos alunos perceberem que a probabilidade
condicionada de alguns acontecimentos se altera em situagdes de ndo reposicdo, estas
estratégias limitam, muitas vezes, os alunos no reconhecimento de que a probabilidade de
todos os acontecimentos se altera nas situacdes em que nao ha reposicao.

Fischbein e Gazit (1984), numa experi€ncia de ensino sobre probabilidade
condicionada, envolvendo 285 alunos dos 5°, 6° e 7° anos de escolaridade, concluiram que a
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percentagem de respostas corretas na determinagdo de probabilidades condicionadas em
situagdes sem reposi¢do, em geral, foi mais baixa do que nas situagdes com reposigao.

No caso especifico da probabilidade condicionada, Pollatsek, Well, Konold e
Hardiman (1987) verificaram que os alunos confundem P(A|B) com P(ANB), isto ¢, ndo

distinguem claramente os significados da condicional e da conjunta, confusdo que se tornou
particularmente evidente aquando da interpretacdo de enunciados de problemas que
implicavam a identificacdo destas probabilidades. Esta dificuldade também foi observada
em futuros professores do ensino primario (Contreras, Batanero, Diaz & Fernandes, 2011;
Estrada & Diaz, 2006) ¢ em alunos do 9° ano de escolaridade (Correia et al., 2011) na
resolucdo de uma tarefa envolvendo frequéncias de dois acontecimentos numa tabela de
dupla entrada.

Falk (1986) verificou que muitos alunos ndo discriminam entre uma probabilidade
condicionada e a sua transposta, isto ¢, entre as duas probabilidades P(A|B) e P(B|A),

erro que designou por falacia da condicional transposta. No estudo de Correia et al. (2011),
antes referido, verificou-se que alguns alunos do 9° ano também aderiram a este erro.

No estudo desenvolvido por Lecoutre e Durand (1988), em que participaram 342
alunos dos 14 aos 18 anos de idade, os autores concluiram que os alunos tendem a admitir
que acontecimentos de carater aleatorio sdo por natureza equiprovaveis. Esta ideia,
designada por enviesamento de equiprobabilidade, mostrou-se extremamente resistente a
variagdes de fatores relacionados com a situagdo experimental (informagdo de natureza
combinatéria, de natureza frequencista, modificacdes ao nivel da formulagdo, etc.) e com
fatores de caracterizagdo dos sujeitos (nivel de formagao, tipo de estudos secundarios, sexo,
etc.), que foram manipulados no estudo.

Watson (2005), com base numa ampla revisdo de literatura sobre a compreensao de
conceitos probabilisticos, concluiu que, geralmente, os alunos sdo capazes de apreciar a
incerteza e o proposito das tarefas que lhe sdo propostas, enquanto raciocinios sofisticados
envolvendo raciocinio proporcional, independéncia e espagos amostrais sdo dificeis para a
maioria dos alunos. Contudo, a autora conjetura que a situagdo pode melhorar com a
introdu¢do, em muitos paises, do ensino de Probabilidades no ensino basico, o que ndo
acontecia aquando das investigacdes analisados no seu estudo.

2.2. Independéncia

Fischbein, Nello e Marino (1991), num estudo em que participaram 618 alunos do 4°
ano ao 8° ano de escolaridade, sem instrugdo em probabilidades, questionaram os alunos
sobre se o acontecimento obter trés faces europeias ¢ mais provavel em trés langamentos
consecutivos de uma moeda ou no langamento simultineo de trés moedas. Os autores
verificaram que cerca de um ter¢o dos alunos responderam que a probabilidade ndo era a
mesma, sendo predominante, em todos os anos de escolaridade, a crenga de que é mais
provavel obter trés faces europeias em trés langamentos consecutivos de uma moeda do que
no langamento simultdneo de trés moedas. Apoiados nas entrevistas realizadas, os autores
concluiram que os alunos acreditavam fortemente que os resultados obtidos no langamento
da moeda podiam ser controlados pelo individuo.

Resultados ligeiramente melhores foram obtidos por Green (1983) em alunos dos 11
aos 16 anos de idade, com um quarto de respostas incorretas, quando estes foram
questionados sobre a face mais provavel de obter no quinto langamento de uma moeda ao ar,
depois de ter saido a face europeia nos quatro langamentos anteriores.

Ja no estudo de Konold, Pollatsek, Well, Lohmeier e Lipson (1993), em que foi
pedido a estudantes universitarios de um curso de remediagdo matematica para indicarem
qual das sequéncias seguintes € mais provavel e menos provavel de ocorrer, respetivamente,
quando ¢ lancada cinco vezes uma moeda equilibrada: a) EEENN; b) NEENE; c)
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NENNN ; d) ENENE ; e) as quatro sequéncias sdo igualmente provaveis ( E representa a
face europeia ¢ N a face nacional), verificou-se que quase dois ter¢os dos alunos
identificaram corretamente a sequéncia mais provavel, mas apenas cerca de um ter¢o dos
alunos identificaram corretamente a sequéncia menos provavel. Fernandes (1990), num item
muito semelhante ao usado por Konold et al. (1993), obteve resultados muito semelhantes
em alunos do 11° ano e futuros professores de Matematica. Face aos resultados obtidos, os
autores concluiram existir um conflito entre a cren¢a da equiprobabilidade de obter cada
face da moeda e a crenca de que em vérios lancamentos da moeda obtém-se sensivelmente o
mesmo numero de cada uma das faces.

Outra dificuldade dos alunos resulta da tendéncia de negligenciarem a influéncia da
dimensao da amostra quando efetuam estimativas de probabilidade, atribuindo as pequenas
amostras propriedades apenas validas na populagdo ou em grandes amostras (Kahneman &
Tversky, 1982). Na situagdo seguinte, apresentada por Fischbein e Schnarch (1997), muitos
alunos revelaram essa tendéncia.

A probabilidade de obter face europeia pelo menos duas vezes quando se

langam trés moedas é:

a) Menor do que a probabilidade de obter face europeia pelo menos 200 vezes

quando se langam 300 moedas.

b) E igual a probabilidade de obter face europeia pelo menos 200 vezes quando

se lancam 300 moedas.

¢) E maior do que a probabilidade de obter face europeia pelo menos 200 vezes

quando se langam 300 moedas. (p. 99)

Nesta questdo, cerca de um tergo dos alunos do 5° ano e trés quartos dos alunos do
11° ano aderiram a ideia errada de que a probabilidade de obter face europeia pelo menos 2
vezes quando se lancam 3 moedas ¢ igual a probabilidade de obter face europeia pelo menos
200 vezes quando se langam 300 moedas, revelando que, de uma maneira geral, a utilizagao
da estratégia efeito do tamanho da amostra aumentou com a idade. Esta é uma crenga tdo
forte que disfarca uma ideia mais subtil, especificamente a ideia de que se a amostra se torna
maior, a probabilidade de obter um certo resultado empirico tende a aproximar melhor a
predigdo tedrica. Por outro lado, os estudantes poderdo ndo compreender a influéncia do
tamanho da amostra porque invocam raciocinio proporcional e assumem que toda a amostra
deve ser proporcional ou refletir o comportamento da populagao.

O problema seguinte, apresentado por Fischbein e Schnarch (1997) a alunos do 5°
ano, 7° ano, 9° ano, 11° ano e a estudantes universitarios, despoletou a sua adesdo a
heuristica da representatividade (Kahneman & Tversky, 1982).

No jogo do loto escolhem-se 6 niumeros de um total de 49. O Jodo escolheu os

ntmeros 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6 e a Ana escolheu os nimeros 39, 1, 17, 49, 8 e 27.

Qual deles tem maior chance de ganhar?

a) O Jodo tem mais chances de ganhar.

b) A Ana tem mais chances de ganhar.

¢) O Jodo e a Ana tém as mesmas chances de acertar nos 6 ntimeros. (p. 98)

Nas justificagdes dos alunos que responderem que a Ana tem mais chances de ganhar
esta implicita a adesdo a heuristica da representatividade se a justificagdo do aluno evoca
argumentos de aleatoriedade (e.g., referir que a chave da Ana reflete maior aleatoriedade do
que a chave do Jodo). A adesdo a estratégia da representatividade diminuiu com a idade,
variando entre cerca de um quinto dos estudantes universitarios e dois ter¢os dos alunos do
5° ano.

Os efeitos recente negativo e recente positivo (Fischbein, 1975) sdo ideias que
ilustram a heuristica da representatividade. No primeiro caso verifica-se uma tendéncia para
acreditar que, apo6s a obteng¢do de uma sequéncia de faces nacional no langamento de uma
moeda equilibrada, seria mais provavel sair a face europeia; enquanto no segundo caso ha
uma tendéncia para acreditar que, apds a obtengdo de uma sequéncia de faces nacional no
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langamento de uma moeda, seria mais provavel sair novamente a face nacional. No caso do
estudo de Fischbein e Schnarch (1997), a adesdo a estratégia efeito recente negativo
diminuiu com a idade, tendo sido adotada por cerca de um ter¢o dos alunos do 5° ano e por
nenhum aluno universitario; quanto a estratégia efeito recente positivo, ela ocorreu
residualmente. Ja no estudo de Green (1983), antes referido, observou-se um equilibrio entre
a percentagem de alunos a aderirem ao efeito recente positivo e ao efeito recente negativo
(ligeiramente superior a 10%), aumentando a percentagem de respostas corretas com a idade
(entre 67% e 80%).

Tarr (1997) concluiu que, antes da instru¢do, alunos do 5° ano sentiram mais
dificuldades no conteudo independéncia do que nos contetidos probabilidade condicionada e
probabilidade geral, em consequéncia da sua predisposi¢do para adotarem a estratégia da
representatividade  (Kahneman & Tversky, 1982) quando faziam julgamentos
probabilisticos. Ja depois de uma experiéncia de ensino centrada na compreensdo dos
conceitos de probabilidade condicionada e independéncia, verificou-se que os estudantes
foram, de uma maneira geral, bem-sucedidos na aprendizagem dos dois conceitos.

3. Metodologia

No presente estudo pretendeu-se, fundamentalmente, estudar as ideias intuitivas de
alunos do 9° ano de escolaridade acerca da probabilidade condicionada e independéncia em
diferentes contextos. Para tal, foi realizado um estudo, fundamentalmente, de tipo
quantitativo e de natureza descritiva e comparativa.

Participaram no estudo 310 alunos do 9° ano de escolaridade pertencentes a quatro
escolas do Litoral Norte de Portugal, duas inseridas em meio urbano e duas em meio rural.
As idades dos alunos variavam entre os 13 e os 17 anos, com 14 anos de média de idades
(que ¢ a idade normal de frequéncia do 9° ano); 51% dos alunos eram do sexo feminino e
49% do sexo masculino; e as suas classificagdes na disciplina de Matematica, no final do 8°
ano, numa escala de 1 a 5, variavam entre 2 e 5, com uma média de 3,1.

A recolha de dados foi efetuada através de um questiondrio que, para além de
algumas questdes centradas na aquisicdo de informacdo pessoal, incluia nove questdes,
quase todas com varios itens, sobre independéncia, probabilidade condicionada e
probabilidade geral (ver Anexo). Na Tabela 1 apresenta-se a distribui¢do dos itens segundo
o conteudo que avaliam e o contexto em que sdo apresentados.

Tabela 1. Distribuigdo dos itens do questionario segundo o conteudo e o contexto

Contexto

Contetudo Moeda Roleta Saco de Fichas Grafico Tabela Tabela de

bolas de barras simples dupla entrada
Independéncia 1 2
Probabilidade 3a, 3b, 4a,
condicionada 4b, 8al, 8bl 9b, 9c >b 6b 7b2, 703
Probabilidade 822, 8b2 92 54 6a 7al, 7a2, 7a3,
geral 7bl

O questiondrio estrutura-se em duas partes: a parte I englobando quatro questdes de
escolha multipla, em que se pedia aos alunos para justificarem a opgao selecionada, e a parte
II englobando as restantes cinco questdes de desenvolvimento, envolvendo o célculo de
probabilidades.

Nos itens das questdes de probabilidade geral, as questdes 7al, 7a2, 7a3 referem-se
ao significado de valores fornecidos numa tabela de dupla entrada; a questao 9a) refere-se a
obtencdo do espaco amostral; as questdes 7bl, 8a2 e 8b2 referem-se a probabilidade
conjunta, embora o calculo da probabilidade conjunta, por definicdo, envolva a
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probabilidade condicionada; e as questoes 5a) e 6a) referem-se a probabilidade da unido de
acontecimentos disjuntos.

O questionario foi aplicado em aulas dos alunos, de 90 minutos, no inicio do 2°
periodo escolar do ano letivo 2011/2012 e os alunos tinham estudado os conteudos de
Probabilidades, previstos no programa da disciplina de Matematica do 9° ano no inicio do
ano letivo — aspetos de linguagem e definigdes classica e frequencista de probabilidade,
dos quais ndo fazem parte a probabilidade condicionada e a independéncia.

Em termos de analise de dados, estudaram-se as respostas, as justificagdes e os erros
cometidos pelos alunos nos varios itens individuais do questionario e em diferentes
conjuntos de itens, incluindo os diferentes contetidos (independéncia, probabilidade
condicionada e probabilidade geral) e o tipo de item (escolha multipla e desenvolvimento),
determinando-se frequéncias e recorrendo-se a tabelas como forma de sintetizar os
resultados.

Além da analise ao nivel da estatistica descritiva, acima referida, aplicou-se o teste de
independéncia de qui-quadrado (x?) para comparar as percentagens de respostas corretas e
erradas em cada um dos itens do questiondrio e o teste de Kruskal-Wallis para comparar a
realizagdo dos alunos em cada um dos contetdos (independéncia, probabilidade
condicionada e probabilidade geral) e no questionario com o seu desempenho em
Matematica (fraco, médio e bom).

Na codificagdo do desempenho dos alunos em Matematica recorreu-se a classificacao
do aluno no final do 8° ano, numa escala de 1 a 5, de acordo com o seguinte critério:
desempenho fraco correspondente aos niveis 1 ou 2; desempenho médio correspondente ao
nivel 3; e desempenho bom correspondente aos niveis 4 ou 5. Em termos de analise
estatistica, usou-se o programa SPAW Statistics 18, adotou-se o nivel de significancia
estatistica de 0,05 e consideraram-se as nao respostas como sendo respostas erradas.

4. Apresentacao de resultados

A apresentacdo dos resultados do estudo estrutura-se em trés secgdes: a primeira
centrada na analise das respostas (corretas e erradas); a segunda focada na analise das
justificacdes e estratégias dos alunos para explicarem as suas respostas; e a terceira centrada
na comparagao entre o desempenho em Matematica e as respostas (corretas e erradas) em
cada um dos itens, nos trés contetdos considerados e na totalidade do questionério.

4.1. Analise das respostas
Relativamente as respostas dos alunos, na Figura 1 podemos observar a percentagem

de respostas corretas em cada um dos 23 itens do questionario, que foram apresentadas
pelos 310 alunos que participaram no estudo.
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Figura 1. Percentagem de respostas corretas em cada um dos 23 itens do questionario

Globalmente, verifica-se que a percentagem de respostas corretas varia entre o
minimo de 3,2% e o maximo de 98,0%, com uma média de respostas corretas de 60,0% e
um desvio padrdo de 27,5% no conjunto de todos os itens do questionario, o que leva a
concluir que o grupo de alunos envolvidos no estudo revelou uma razoavel realizacdo no
contetdo estudado.

Da Figura 1 conclui-se que os itens de significado de valores de uma tabela de dupla
entrada (itens 7al, 7a2, 7a3), considerados no contetdo probabilidade geral, foram os que se
revelaram mais faceis para os alunos, com percentagens de respostas corretas acima de 96%.
Ja os itens 8a2 e 8b2, sobre probabilidade conjunta e inseridos no mesmo contetdo, foram
os que se revelaram mais dificeis para os alunos, com percentagens de respostas corretas
igual ou inferior a 6%.

Nas questdes de independéncia (itens 1 e 2), a percentagem de alunos a apresentarem
como resposta a op¢ao correta manteve-se acima de 86%; nas questdes de probabilidade
condicionada, a percentagem de respostas corretas variou entre 28,7% e 91,3%, sendo que
nas questdes de escolha multipla (itens 3a, 3b, 4a ¢ 4b) a percentagem de respostas corretas
variou entre 48,1% e 91,3% e nas questdes de calculo de probabilidade (itens 5b, 6b, 7b2,
7b3, 8al, 8b1, 9b e 9c) a percentagem de respostas corretas variou entre 28,7% e 66,8%.

Na Tabela 2 apresenta-se a distribuicdo das percentagens de respostas (corretas e
erradas) dos alunos segundo os trés conteidos contemplados no questionario:
independéncia; probabilidade condicionada e probabilidade geral.

Tabela 2. Distribuigdo (em %) das respostas dos 310 alunos segundo o conteudo

Respostas N
) i Nao respostas
Conteudo (n° de itens) Corretas Erradas
Independéncia (2) 88,2 11,3 0,5
Probabilidade condicionada (12) 56,1 38,3 5,6
Probabilidade geral (9) 58,8 34,6 6,6

Da leitura da Tabela 2 confirma-se que o conteutdo em que os alunos revelaram
melhor desempenho foi o de independéncia. Neste caso, poderdo ter contribuido para essa
superior realizacdo dos alunos o facto de os dois itens de independéncia serem de escolha
multipla, nos quais se obtiveram percentagens de respostas corretas superiores do que nos
itens de desenvolvimento, o questionario contemplava um niimero muito inferior de itens de
independéncia do que dos outros dois contetidos e as justificacdes apresentadas pelos alunos
nestes itens (parte I) nem sempre justificavam adequadamente a opgdo correta.

Quanto aos conteudos probabilidade condicionada e probabilidade geral, estes
reinem uma percentagem bastante proxima de respostas corretas, embora bastante inferior a
percentagem de respostas corretas no conteudo independéncia.

Do exposto, conclui-se que o tipo de questdo (escolha multipla e resposta curta)
influenciou o desempenho dos alunos nos varios conteudos de probabilidades, uma vez que
as questdes de escolha multipla reinem uma maior percentagem de respostas corretas do
que as questdoes de resposta curta ¢ as questdes de resposta curta, incluidas apenas nos
conteudos probabilidade condicionada e probabilidade geral, explicam as menores
percentagens de respostas corretas nesses conteudos.

No conteudo probabilidade geral, apresenta-se na Tabela 3 a distribuicdo das
percentagens de respostas (corretas e erradas) dos alunos segundo os varios conceitos
contemplados nos itens desse contetido.

Tabela 3. Distribuigdo (em %) das respostas dos 310 alunos no conteudo
probabilidade geral

Conceito (n° de itens) Respostas Nao respostas
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Corretas Erradas

Frequéncias (3) 97,3 1,6 1,1
Probabilidade da unido (2) 59,5 36,1 4,4
Espago amostral (1) 46,1 45,8 8,1
Probabilidade conjunta (3) 24,1 62,9 13,0

Da Tabela 3 destaca-se a percentagem de respostas corretas abaixo dos 50% nas
questdes de probabilidade conjunta e espago amostral. No caso da probabilidade conjunta,
embora a percentagem de respostas corretas seja muito inferior & percentagem de respostas
corretas dos outros conceitos do contetido probabilidade geral, tal como se pode observar no
grafico da Figura 1, no item 7b1 a percentagem de respostas corretas foi de 62,9%.

Na Tabela 4 apresenta-se a distribui¢do das percentagens de respostas (corretas e
erradas) dos alunos nas questdes que envolvem situagdes de extracdo de objetos (bolas ou
fichas) com reposicdo (itens 3a, 4a ¢ 8al) e sem reposicao (itens 3b, 4b, 8bl, 9b e 9¢) no
contetido de probabilidade condicionada.

Tabela 4. Distribuicdo (em %) das respostas dos 310 alunos nas questdes com e sem

reposicao
Respostas N
. N . Nao respostas
Tipo de extragdo (n° de itens) Corretas Erradas
P.robakjlhdade condu;uznada em 747 2.4 2.9
situagdes com reposigdo (3)
Probabilidade condicionada em 56.0 37.0 7.0

situagdes sem reposi¢do (5)

Dos dados da Tabela 4 conclui-se que foram mais faceis para os alunos as questdes
que envolviam a probabilidade condicionada em situagdes com reposi¢do do que em
situagdes sem reposicdo e também foi nas situagdes sem reposi¢do que mais alunos nao
responderam as questoes.

4.2. Andlise das justificacOes e estratégias

Na Tabela 5 apresenta-se a distribuicdo das resolucdes dos alunos segundo as
estratégias de contagem utilizadas nos 4 itens da questdo 8 (utilizadas em 9,8% das
resolugdes), no item 9a de escrita do espago amostral (utilizadas em 83% das resolugdes) e
nos itens 9b e 9c (utilizadas em 14,7% das resolugdes).

Tabela 5. Distribuicdo das resolugdes dos alunos segundo as estratégias de contagem
utilizadas nas questdes 8 ¢ 9

Percentagem de

Estratégias utilizacdo
Configuragdes 41,0
Diagrama de arvore 29,8
Tabela de dupla entrada 16,0
Enumeragao nio sistematica 42
Diagrama de arvore e regra do produto 3,6
Regra do produto 3,1
Desenhos 1,1
Regrada soma 0,7
Diagrama de arvore, regra do produto e regra da soma 0,5

Pela Tabela 5 conclui-se que as estratégias de contagem mais utilizadas pelos alunos
incidiram na determinacdo de configuracdes, na construgdo de um diagrama de arvore e na
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construcdo de uma tabela de dupla entrada, sendo a estratégia configuracfes claramente a
preferida dos alunos. No entanto, estas estratégias foram utilizadas essencialmente quando
se solicitava a determinag@o do espago amostral (item 9a), sendo muito pouco utilizadas por
iniciativa do aluno nas restantes questdes envolvendo experiéncias compostas.

Na Tabela 6 apresenta-se a distribui¢do das justificacdes dos alunos segundo o tipo de
relacdo estabelecida (todo-todo, parte-parte e parte-todo) para compararem probabilidades
condicionadas nas questdes 3 e 4 (itens 3a, 3b, 4a e 4b). Nestas questdoes observaram-se 938
justificacdes destes tipos, num universo de 1104 justificagdes (85,0% das justificacdes): 414
nos dois itens da questdo 3 e 524 nos dois itens da questdo 4.

Tabela 6. Distribuicao das justificacdes utilizadas pelos alunos nas questdes 3 e 4
segundo o tipo de relacdo estabelecida

Tipo de relacao Percentagem
Todo-Todo 4.7
Parte-Parte 71,2
Parte-Todo 24,1

Da leitura da Tabela 6 conclui-se que na comparagao de probabilidades condicionadas
predominaram as relagdes do tipo parte-parte. Mesmo tendo sido lecionada a regra de
Laplace (que envolve uma relagdo do tipo parte-todo) os alunos ndo deram preferéncia a
este tipo de relagdo, tal como era de esperar.

Na tabela 7 apresenta-se a distribuicao das justificagdes apresentadas pelos alunos na
parte I do questionario, que foram codificadas em trés categorias: justificagdes de natureza
tautologica, justificagdes que revelam a adesdo ao enviesamento de equiprobabilidade e
justificagdes que revelam a adesdo a heuristica de representatividade. Nestes itens (1, 2, 3a,
3b, 4a e 4b) observaram-se 267 justificagdes desta natureza num universo de 1686
justifica¢des (15,8% das justificagdes): 100 no item 1; 60 no item 2; 91 nos dois itens da
questdo 3; e 16 nos dois itens da questdo 4.

Tabela 7. Distribui¢do de justificagdes apresentadas pelos alunos nos itens da parte 1
do questionario (itens de escolha multipla)

Natureza da justificagdo Percentagem
Tautologica 30,7
Heuristica da representatividade 16,5
Enviesamento de equiprobabilidade 52,8

Pela Tabela 7 conclui-se da forte adesdo a estratégia de enviesamento de
equiprobabilidade (se um acontecimento é possivel, ele é equiprovavel) para justificar que
dois acontecimentos sdo equiprovaveis e a afirmagdes tautologicas que ndo justificam a
opgao selecionada uma vez que se limitam a repetir, em parte ou no todo, o enunciado da
questdo. Quanto a heuristica da representatividade, as estratégias repartiram-se entre o efeito
recente negativo e o efeito recente positivo nas questdes de independéncia, isto €, nas
questoes 1 e 2.

Na Tabela 8 apresenta-se a distribui¢do de justificagcdes com potencial para justificar
a opcdo correta apresentada pelos alunos nas questdes da parte I do questionario. As
justificacdes foram classificadas em dois grandes grupos: justificagdes especificas
(utilizadas em 605 de 1686 justificacdes) e justificagdes gerais (utilizadas em 420 de 1686
justificagdes), conforme reunissem potencial para responder corretamente apenas a situagao
especifica do questionario ou reunissem potencial para responder corretamente a situagdes
similares as apresentadas no questionario, respetivamente.
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Tabela 8. Distribui¢do das justificacdes dos alunos para a escolha da resposta correta
nos itens da parte I do questionario (itens de escolha multipla)

Justificacdes Percentagem
Gerais 41,0
Razoes de probabilidade 82,6
Razdo bolas pretas (brancas) / bolas brancas (pretas) 14,0
Os sacos tém quantidades proporcionais de bolas 34
Especificas 59,0
No saco ha tantas bolas brancas como pretas 35,2
Hé menos bolas pretas do que brancas no saco 30,0
A regido preta da roleta ¢ maior que a regido branca 21,3
O saco B tem mais bolas brancas do que o saco A 11,2
O saco B tem mais bolas do que o saco A 2,3

Entre as duas categorias de justificacdes, salienta-se uma maior percentagem de
justifica¢des especificas em relagdo as justificacdes gerais. No caso da justificacdo razdo
bolas pretas (brancas)/bolas brancas (pretas), ela integra o conjunto das justifica¢des
gerais, enquanto vantagem (quociente entre o numero de casos favoraveis e o numero de
casos desfavoraveis) porque os sacos continham apenas dois tipos de objetos (bolas brancas
e bolas pretas). Contudo, tal ndo ¢ garantia de que os alunos recorressem a estra estratégia
caso a situacdo envolvesse mais tipos de objetos.

Quanto as justificagdes especificas, salientam-se as justificagdes no saco ha tantas
bolas brancas como pretas e hd menos bolas pretas do que brancas no saco, alicer¢adas na
comparacdo do numero de casos favoraveis e desfavoraveis.

Na Tabela 9 apresenta-se a distribuig@o dos erros dos alunos nas questoes de resposta
curta de determinagdo de uma probabilidade, excetuando as questdes 7al, 7a2, 7a3 e 9a por
ndo envolverem o calculo de uma probabilidade. Da observacao da Tabela 9, conclui-se que
o erro predominante, com uma percentagem bastante expressiva comparativamente com 0s
restantes erros, foi o erro probabilidade diferente da probabilidade pedida. Este erro
consiste na apresentacdo de uma razdo que, embora nao sendo a probabilidade solicitada, ¢ a
razdo de probabilidade de um acontecimento com significado no contexto da situagdo
apresentada.

Tabela 9. Distribuigdo dos erros cometidos pelos 310 alunos nas questdes de
resposta curta que envolviam o calculo de uma probabilidade

Percentagem
Erros A
(Frequéncia)

Probabilidade diferente da probabilidade pedida 48,0 (917)
Considerar valores que a variavel pode tomar em vez da frequéncia que

. . 12,5 (239)
lhe esta associada
Valor maior que 1 sem que seja o inverso de uma probabilidade 6,8 (130)
Inverso de uma razdo de probabilidade 5,8 (110)
Célculo de duas probabilidades em vez de uma 4,0 (76)
Razdo bolas brancas (pretas) / bolas pretas (brancas) 3,8(72)
Centrar a atengdo na cor das bolas 3,6 (69)
Admitir que a probabilidade conjunta é igual a soma ou diferenca de

. 3,4 (64)
probabilidades
Nao considerar a reposi¢ao quando ¢é devida 2,3 (44)
Considerar a reposicao quando ndo ¢ devida 1,4 (27)
Probabilidade igual a 1 1,4 (27)
A razdo é menor que 1 e envolve o numero de linhas da tabela 0,9 (18)
Nao considerar a ordem 0,4 (8)

Pagina 28



Outros valores 5,7 (108)
Total 100 (1909)

Dada a diversidade de erros que esta categoria envolve, efetua-se de seguida uma
analise mais pormenorizada desta situacdo, resultando este erro de o aluno: confundir as
relagdes de ordem maior, maior ou igual, menor ou menor ou igual (36); ignorar o
acontecimento condicionado (29); ignorar o acontecimento condicionante (222); considerar
o acontecimento complementar (38); reduzir despropositadamente o espago amostral (6);
interpretar incorretamente a informagdo fornecida no enunciado (29); confundir
probabilidade condicionada e probabilidade conjunta (236); confundir uma probabilidade
condicionada com a sua transposta (37); ignorar um dos acontecimentos da conjun¢édo (15);
confundir as probabilidades condicionadas associadas aos itens 9b e 9c, traduzindo
dificuldades no reconhecimento dos acontecimentos condicionante e condicionado (139);
outras probabilidades (130).

O erro considerar valores que a variavel pode tomar na obtengdo de uma razdo de
probabilidade resulta de o aluno: considerar o valor da variavel idade do eixo horizontal do
grafico da questdo 5, considerar o valor da variavel nUmero de irmdos da questdo 6 e
considerar o valor da variavel nimero de bolas na questdo 8. Nesta categoria incluiram-se
também os erros resultantes de considerar o nimero de barras do grafico da questdo 5, isto
¢, um numero de valores que a variavel idade pode tomar e de considerar o nimero de
linhas da tabela na questdo 6, isto €, o nimero de valores que a variavel nimero de irmaos
pode tomar.

Ja o erro inverso de uma razdo de probabilidade consiste em obter o inverso da
probabilidade pedida ou o inverso de uma razdo de probabilidade que, embora nao sendo a
probabilidade solicitada, representa a probabilidade de um acontecimento com significado
no contexto da situacdo apresentada.

O erro valor maior que 1 sem que seja o inverso de uma probabilidade consiste na
obtengdo de uma razdo maior que 1 ou em considerar para probabilidade um numero inteiro
maior do que 1. Embora quase todos os valores inteiros considerados pelos alunos tenham
um significado no contexto do problema, a realidade é que o valor apresentado para a
probabilidade pedida ndo tem qualquer significado no contexto de Probabilidades.

O erro célculo de duas probabilidades consiste em considerar duas razdes de
probabilidade, quando a resposta correta envolve apenas uma.

O erro razdo bolas brancas (pretas)/bolas pretas (brancas) consiste em identificar a
probabilidade com uma espécie de vantagem, isto é, a razdo entre o niumero de bolas
brancas (pretas) e o nimero de bolas pretas (brancas) existentes no saco ou a razdo do
numero de bolas brancas existentes no saco antes e depois da primeira extracao.

O erro centrar a atencdo na cor consiste em centrar a aten¢do na cor dos objetos em
vez do nimero de configuragdes possiveis, tomando para acontecimentos elementares pares
do tipo BB, BP, PB e PP quando ha varios objetos de cada tipo e considerando-os
acontecimentos elementares equiprovaveis.

O erro admitir que a probabilidade conjunta é igual a soma ou diferenca de
probabilidades consiste em adicionar ou subtrair probabilidades. No caso da soma de
probabilidades, o aluno admite que P(AnB)=P(A|B)+ P(B) em vez de considerar que

P(AnB)=P(A|B)x P(B).

Por oposi¢ao as categorias antes referidas, incluiram-se na categoria outros valores as
respostas desprovidas de sentido na situagdo apresentada.

4.3. Desempenho em matematica e respostas

Efetuou-se uma analise das respostas por item, por grupos de itens correspondentes
aos diferentes conteidos — independéncia, probabilidade condicionada e probabilidade
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geral, e na totalidade do questionario segundo os niveis de desempenho em matematica,
codificado em fraco, médio e bom.

Na andlise de cada uma das questdes do questionario utilizdmos o teste de qui-
quadrado para testar a independéncia entre as variaveis desempenho em matematica (fraco,
médio e bom) e o tipo de resposta (correta e errada). Na Tabela 10 apresenta-se a
distribuicdo das respostas corretas nos 23 itens do questionario, segundo o nivel de
desempenho em matematica dos alunos envolvidos no estudo.

Tabela 10. Distribuiggo das respostas corretas segundo o desempenho dos alunos em

matematica
Percentagem de respostas corretas segundo o
Item desempenho em Matematica Va} or da » Valordep
Fraco Médio Bom estatistica
1 87,5 86,4 97,7 8,022* 0,018
2 83,3 83,2 96,5 9,598*%* 0,008
3a 54,2 65,6 83,7 18,164** 0,000
3b 41,7 46,4 55,8 3,764 0,153
4a 88,5 90,4 95,3 2,791 0,248
4b 71,9 84,0 89,5 10,196** 0,006
Sa 39,6 48,8 79,1 31,176** 0,000
5b 14,6 28,8 55,8 36,430%* 0,000
6a 49,0 61,6 88,4 32,203** 0,000
6b 16,7 23,2 51,2 29,656%* 0,000
7al 92,7 100,0 100,0 — kkx —
7a2 92,7 98,4 97,7 — kk* —
7a3 93,8 100,0 100,0 — ok —
7bl 50,0 60,8 81,4 19,742%* 0,000
7b2 44,8 53,6 74,4 17,029%* 0,000
7b3 38,5 48,0 73,3 23,338%* 0,000
8al 58,3 64,0 82,6 13,248%** 0,001
8a2 1,0 2,4 17,4 26,229%* 0,000
8bl 49,0 67,2 83,7 24,581 ** 0,000
8b2 1,0 0,0 10,5 — Rk —
9a 35,4 48,0 54,7 7,122% 0,028
9b) 34,4 57,6 65,1 19,437%* 0,000
9¢ 25,0 32,0 36,0 2,700 0,259

* Diferencas estatisticamente significativas a menos de 0,05.

** Diferengas estatisticamente significativas a menos de 0,01.

*** Nao foi possivel aplicar o teste de qui-quadrado por existir 3 células com frequéncia esperada inferior a
S.

Pela tabela 10 observa-se, em geral, um aumento da percentagem de respostas
corretas quando passamos de um desempenho fraco em matemadtica para um desempenho
médio e deste para um desempenho bom. Nos itens 1 e 2 (itens de independéncia) e no item
8b2 (item de probabilidade geral) observam-se percentagens semelhantes de respostas
corretas nos niveis de desempenho fraco e médio e um aumento consideravel destas
respostas no nivel de desempenho bom. De entre estas questdes, ndo foi possivel aplicar o
teste de qui-quadrado a questdo 8b2, por existir um nimero excessivo de células (3 células)
com frequéncia esperada inferior a 5.

Nos itens 7al, 7a2 e 7a3 (itens de probabilidade geral), em que se avaliava a
capacidade de atribuir significado a dados de uma tabela de dupla entrada, observam-se
percentagens semelhantes de respostas corretas nos trés niveis de desempenho em
matematica, muito proximas ou mesmo de 100%. Em todas estas questdes nao foi possivel
aplicar o teste de qui-quadrado pelas mesmas razdes que as referidas para a questao 8b2.

Pagina 30



Dos restantes 19 itens, em 16 a aplicagdo do teste de qui-quadrado determinou
diferengas estatisticamente significativas a menos de 5% e nos 3 restantes itens (3b, 4a e 9c,
de probabilidade condicionada) nio se verificaram diferengas estatisticamente significativas.

Para cada um dos conjuntos de itens considerados, correspondentes aos trés
conteudos considerados e a totalidade do questionario, aplicAmos o teste bilateral ndo
paramétrico de Kruskal-Wallis para comparar o desempenho dos alunos nesses contetidos e
no questionario com o desempenho em matematica. Na Tabela 11 apresentam-se os
resultados dessa analise, incluindo os valores da média, do desvio padrdo e da estatistica do
teste e correspondente valor de prova.

Tabela 11. Anélise das respostas corretas por desempenho em matematica nos trés
contetidos considerados e no questionario

Média (desvio padrdo) do niimero de

. . respostas corretas segundo o desempenho Val(?r fla
Dimensodes em matematica estatistica Valor de p
H
Fraco Meédio Bom .
Independéncia 1,7 (0,54) 1,7 (0,53) 1,9 (0,24) 16,150** 0,000
Probabilidade sk
condicionada 54 (2,61) 6,6 (2,59) 8,5 (2,45 54,148 0,000

Probabilidade geral 4,6 (1,39) 52 (L17) 63 (1,16) 70,188%* 0,000
Questionario total 11,6 (3,79) 13,5 (3,29) 16,7 (2,96) 79,836** 0,000

** Diferengas estatisticamente significativas a menos de 0,01.
Pela Tabela 11 verifica-se que o teste de Kruskal-Wallis determinou diferencas
estatisticamente significativas em todos os trés contetdos estudados e na totalidade do
questionario.

Em sintese, podemos concluir que ao maior nivel de desempenho em matematica
corresponde, em geral, uma melhor realizacdo dos alunos nas diversas dimensdes estudadas
no questionario, tendo-se obtido diferencas estatisticamente significativas na grande maioria
dos 1itens considerados individualmente, em todos os conteudos considerados
(independéncia, probabilidade condicionada e probabilidade geral) e na totalidade do
questionario.

5. Conclusao

Na globalidade do questiondrio verificou-se que, em média, os alunos responderam
corretamente a quase dois ter¢os dos itens. O facto de se ter obtido uma maior percentagem
de respostas corretas no caso do contetdo independéncia e percentagens semelhantes nos
contetidos probabilidade condicionada e probabilidades geral, leva-nos a concluir que a
independéncia e a probabilidade condicionada ndo se revelaram conteudos mais dificeis do
que a probabilidade geral. Por outro lado, tal como verificou Fischbein ¢ Gazit (1984),
também foi consideravelmente maior a percentagem de respostas corretas na globalidade
dos itens envolvendo extracdo com reposicao relativamente aos que envolvem extracdo sem
reposicao.

Em termos das justificacdes e estratégias avancgadas pelos alunos para as suas
respostas nos itens de escolha multipla salienta-se o recurso a relagdes parte-parte, como se
observou em Correia ¢ Fernandes (2012), e a adesdo ao enviesamento de equiprobabilidade,
a justificacdes tautologicas e a heuristica da representatividade a partir dos efeitos recentes
positivo e negativo. Em termos de estratégias de contagem foram mais utilizadas pelos
alunos a determinagdo das diferentes configuracdes, a constru¢do de um diagrama de arvore
e a construgdo de uma tabela de dupla entrada, as quais foram utilizadas principalmente
quando se solicitava a determinacdo do espaco amostral e muito pouco usadas nas outras
questoes, particularmente no calculo de probabilidades em experiéncias compostas onde a
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constru¢do de um diagrama de arvore ou de uma tabela de dupla entrada se poderia revelar
uma estratégia muito promissora.

No caso das respostas corretas, observou-se que, em pouco menos de metade dos
casos, os alunos apresentaram justificacdes gerais, que garantem a selecdo das respostas
corretas nas situagdes apresentadas e em situacdes similares, € em pouco mais de metade
dos casos, os alunos apresentaram justificagdes especificas, que garantem a resposta correta
apenas nas situagdes do questiondrio. Relativamente ao estudo de Fernandes (2001), este
resultado representa um aumento significativo da adesdo a raciocinios gerais no caso dos
alunos do 8° ano, que ndo tinham tido ensino prévio de probabilidades.

No caso dos itens envolvendo o calculo de probabilidades observaram-se varios tipos
de erros, salientando-se a determinagdo de uma probabilidade diferente da probabilidade
pedida, com cerca de metade dos erros, seguindo-se considerar valores da variavel em vez
das frequéncias no caso dos graficos, um valor maior do que 1 sem que seja o inverso de
uma probabilidade, o inverso de uma razdo de probabilidade e calcular duas probabilidades
em vez de uma, entre outros. No caso da determinag¢do de uma probabilidade diferente da
pedida, destacou-se o facto de os alunos ignorarem o acontecimento condicionante, também
observado em Correia et al. (2011), confundirem a probabilidade condicionada com a
probabilidade conjunta, também observado em Correia et al. (2011) e Pollatsek et al. (1987),
dificuldades no reconhecimento dos acontecimentos condicionante e condicionado e
dificuldades na interpretacao dos enunciados.

Ao aumento de desempenho em matematica correspondeu, em geral, um aumento da
percentagem de respostas corretas dos alunos na maioria dos itens € em qualquer dos
conteudos avaliados (independéncia, probabilidade condicionada e probabilidade geral), tal
como se verificou no estudo de Fernandes (2001) no caso da probabilidade geral.

Globalmente, os resultados obtidos no presente estudo, enfatizando a percentagem de
respostas corretas, 0s raciocinios ¢ o aumento da percentagem de respostas corretas com o
maior desempenho em matematica, constituem evidéncias que corroboram a possibilidade
de introduzir o ensino da independéncia e da probabilidade condicionada na escolaridade
basica.
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ANEXO

Parte |

Esta parte do questionario ¢ constituida apenas por questdes de escolha multipla. Das trés alternativas
que te sdo apresentadas escolhe apenas uma e assinala-a com um X. N&o te esquecas de justificar a
tua escolha.

1. Quando se langa uma moeda ha dois resultados possiveis: obter a face Euro ( E ) ou obter a face
Nacional ( N ). Langou-se cinco vezes consecutivas uma moeda equilibrada ao ar e obteve-se sempre
a face Euro, isto é, a sequéncia EEEEE .

Algum dos seguintes resultados ¢ mais provavel?

[] Obter novamente a face Euro no sexto langamento.

[_] Obter a face Nacional no sexto lancamento.

[] E igualmente provavel obter qualquer uma das faces da moeda no sexto langamento.
Justifica a tua resposta.

2. Quando se gira a roleta da Figura 1, ha dois resultados possiveis para o ponteiro quando a roleta parar:
0 ponteiro assinala a cor branca ( B ) ou o ponteiro assinala a cor preta (P).
Girou-se cinco vezes a roleta e obteve-se a sequéncia BP PB P .

Gira-se novamente a roleta pela sexta vez. Algum dos seguintes resultados é
mais provavel?

[] O ponteiro assinala a cor Branca quando a roleta para.

[] O ponteiro assinala a cor Preta quando a roleta para.

[] E igualmente provavel o ponteiro assinalar qualquer uma das cores,
branca ou preta, quando a roleta para.

Justifica a tua resposta.

Figura

3. Considera dois sacos A e B com bolas brancas e bolas pretas.

O saco A tem 10 bolas brancas e 20 bolas pretas.

O saco B tem 100 bolas brancas e 200 bolas pretas.

a) Retira-se, ao acaso, uma bola do saco A e uma bola do saco B e verifica-se que sdo ambas brancas.
Depois de se colocar de novo estas bolas nos respetivos sacos, retira-se novamente uma bola de
cada um dos sacos.

Algum dos seguintes resultados é mais provavel?

[] Obter uma bola branca do saco A.

[] Obter uma bola branca do saco B.

[] E igualmente provavel obter uma bola branca do saco A e do saco B.
Justifica a tua resposta.

b) Retira-se, ao acaso, uma bola do saco A e uma bola do saco B e verifica--se que sdo ambas brancas.
Sem colocar de novo estas bolas nos respetivos sacos, retira-se novamente uma bola de cada um
dos sacos.

Algum dos seguintes resultados ¢ mais provavel?

[ ] Obter uma bola branca do saco A.

[ ] Obter uma bola branca do saco B.

[] E igualmente provavel obter uma bola branca do saco A e do saco B.
Justifica a tua resposta.

4. Num saco ha 4 bolas brancas e 4 bolas pretas, conforme se mostra na figura seguinte. As bolas sdo
todas iguais exceto na cor. Sem ver, tiram-se sucessivamente (uma a seguir a outra) duas bolas do
saco.

a) Extrai-se uma 1° bola do saco e coloca-se essa bola no saco antes de se extrair uma 2* bola.
Comparativamente com a probabilidade da 1* bola ser preta, a probabilidade de a 2% bola ser
branca:

[ ] Aumenta.
[ ] Diminui.
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[ ] Mantém-se.
Justifica a tua resposta.

b) Extrai-se uma 1* bola do saco € ndo se coloca essa bola no saco antes de se extrair uma 2* bola.
Comparativamente com a probabilidade da 1* bola ser preta, a probabilidade de a 2% bola ser
branca:

[] Aumenta.
[ ] Diminui.
[ | Mantém-se.

Justifica a tua resposta:

Parte 11

Nas questdes desta parte do questionario deves indicar todos os calculos e raciocinios que realizaste
para obter as respostas apresentadas.

5. Um dos trabalhos realizados pelo Jodo para a disciplina de Matematica consistiu em fazer o registo das

idades dos alunos do 9.° ano da sua escola e em 50

elaborar um grafico da distribuicdo dos alunos por g 40

idades. O grafico que o Jodo elaborou, apresentado = 30

a0 lado, esté correto. s 20 |

Escolheu-se, ao acaso, um aluno do 9.° ano da g

escola do Jodo. 2 12 |

a) Qual a probabilidade de o aluno ter mais de 14 13 14 15 16
anos? Idade

b) Esse aluno tem menos de 15 anos. Qual a
probabilidade de ele ter 13 anos?

6. Escolheram-se, ao acaso, 60 estudantes de uma escola e perguntou-se a cada um deles o seu nimero de

irmaos. A partir das respostas dadas, obtiveram-se os dados do quadro seguinte:
N° de irm&os N° de estudantes
0 8
1 25
2 15
3 ou mais 12

Escolhe-se, novamente ao acaso, um estudante do grupo dos 60 estudantes.

a) Qual a probabilidade de o estudante escolhido ter mais que 1 irméo?
b) Sabe-se que o estudante escolhido tem menos que 2 irmdos. Qual a probabilidade de ter exatamente
1 irmao?

7. Escolheram-se, ao acaso, 25 estudantes de uma escola e perguntou-se a cada um deles se praticava ou
nao desporto. Os dados obtidos foram registados, segundo o sexo dos estudantes, no quadro seguinte.

Rapariga Rapaz Total
Pratica desporto 8 6 14
Nao pratica desporto 7 4 11
Total 15 10 25

a) No quadro anterior, o que representa: 1) O numero 14; 2) O nimero 10; 3) O ntimero 6.
b) Escolhe-se, ao acaso, um estudante do grupo dos 25 estudantes.
1) Qual a probabilidade de o estudante ser rapaz e praticar desporto?
2) Sabe-se que o estudante escolhido pratica desporto. Qual a probabilidade de ser rapaz?
3) Sabe-se que o estudante escolhido é rapaz. Qual a probabilidade de praticar desporto?

8. Num saco ha 3 bolas brancas e 2 bolas pretas, conforme se mostra na figura seguinte. As bolas sdo
todas iguais exceto na cor. Sem ver, tiram-se sucessivamente duas bolas do saco.
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a) Considera que a 12 bola extraida é colocada de novo no saco antes de se extrair a 22 bola.
1) Sabe-se que a 12 bola extraida é branca. Qual a probabilidade de a 22 bola ser branca?
2) Qual a probabilidade de obter duas bolas brancas?
b) Considera que a 12 bola extraida ndo é colocada de novo no saco antes de se extrair a 22 bola.
1) Sabe-se que a 12 bola extraida é branca. Qual a probabilidade de a 22 bola ser preta?
2) Qual a probabilidade de obter uma bola branca e uma bola preta (por qualquer ordem)?

9. Num saco ha 4 fichas todas iguais, em duas estdo inscritos os nimeros 1 e 2 e nas restantes duas estdo
inscritas as letras A e B, como se mostra a seguir.

OOOE

Considera que a Ana tirou, ao acaso, duas fichas do saco sem repor a 1? ficha no saco antes de retirar
a 2* ficha.

a) Escreve todas as sequéncias possiveis para as duas fichas extraidas pela Ana.

b) Sabendo que a primeira ficha tem uma letra, determina a probabilidade de a segunda ficha ter um
numero.

¢) Sabendo que a segunda ficha tem um nimero, determina a probabilidade de a primeira ficha ter
também um niimero.
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