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Resumo

Neste texto apresentam-se alguns resultados de um estudo centrado nas ideias intuitivas
de probabilidade condicionada e independéncia de alunos do 9° ano de escolaridade.
Participaram no estudo 310 alunos do 9° ano de escolaridade, a quem foi aplicado um
questionario com varias tarefas sobre probabilidade condicionada e independéncia,
sendo aqui apenas explorada aquela que envolve a comparagdo de probabilidades na
extragdo sucessiva, com e sem reposi¢do, de duas bolas de dois sacos com quantidades
proporcionais de bolas brancas e pretas. Em termos de resultados, salienta-se que as
resolugoes dos alunos revelam que estes possuem ideias intuitivas sobre os conceitos de
probabilidade condicionada e independéncia no contexto estudado.
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Abstract

This paper aims at describing some results of a study about intuitive ideas of
conditional probability and independence of pupils attending the 9th grade. In the study
participated 310 pupils of the 9th grade, who answered a questionnaire with several
tasks on conditional probability and independence. In this paper we explore just one
task that involves probability comparisons at drawing two balls, one after other, with
and without replacement, from two bags with proportional amounts of white and black
balls. In general, the results show that students have intuitive ideas about the concepts
of conditional probability and independence in the context studied.

Keywords: conditional probability, independence, 9th grade pupils.

Introducéo

As Probabilidades, para além de instrumento para a compreensdao e¢ uso de dados,
também constituem um tema importante por direito proprio. Borovenik e Kapadia
(2010) destacam a importancia das probabilidades em situacdes variadas: na tomada de
decisdes das pessoas em situacdes importantes, como testes médicos, veredictos de

juris, investimentos, etc.; na compreensdo de qualquer procedimento inferencial de
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Estatistica; como ferramenta para modelar realidades, tal como acontece na Fisica; e

porque ¢ um assunto interessante por si mesmo e merecedor de estudo.

A aprendizagem de conceitos relacionados com a incerteza deve ser introduzida logo
nos primeiros graus de ensino (Falk, Falk & Levin, 1980). Em Portugal, com a
introdugdo do novo Programa de Matematica do Ensino Basico (Ministério da
Educacao, 2007), o seu estudo passou a iniciar-se nos dois ultimos anos do 1° ciclo, com
a exploragdo de situagdes aleatorias que envolvem o conceito de acaso e a utilizacao do

vocabulario proprio para as descrever.

J& no que respeita ao ensino formal de probabilidade condicionada, o NCTM (2003)
restringe-o a alunos dos anos 9-12 e os programas de matematica portugueses preveem
o ensino dos topicos de probabilidade condicionada e independéncia apenas no ensino

secundario.

Contudo, sdo varios os estudos (e.g., Jones, Langrall, Thornton & Mogill, 1999; Tarr &
Lannin, 2005; Tarr, 1997; Watson, 1995) que referem que os tdpicos de probabilidade
condicionada e independéncia sdo de facto apropriados para o curriculo de matematica
do 3° ciclo do ensino basico. Também no estudo desenvolvido por Correia, Fernandes e
Contreras (2011), os alunos do 9° ano que participaram no estudo revelaram possuir
ideias intuitivas corretas sobre o conceito de probabilidade condicionada, quando os

dados sdo apresentados na forma de tabela.

No mesmo sentido, tendo por propoésito avaliar as possibilidades de ampliar o estudo do
tema de Probabilidades no ensino basico, na presente investigacdo estudam-se as ideias
intuitivas de alunos do 9° ano sobre probabilidade condicionada e independéncia no

contexto de selecdo ordenada com e sem reposicao.

Investigacado prévia

A conexdo 6bvia de probabilidades numéricas com fragdes e o raciocinio proporcional,
leva os investigadores a imaginarem questdes que comparem varios cenarios, nos quais
se altera tanto o nuimero total de casos possiveis como a propor¢cdo de resultados

favoraveis (Watson, 2005).

Segundo Spinillo (2002), o raciocinio proporcional envolve basicamente dois tipos de
relagdes: relacdes de primeira ordem e relagdes de segunda ordem. Suponhamos que

pedimos a uma crianca que decida em qual de dois sacos A e B, ambos com fichas de
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duas cores (respetivamente, 3 azuis ¢ 5 amarelas e 3 azuis e 3 amarelas), hd maior
proporcao de fichas azuis. Nesta tarefa, as relacdes de primeira ordem (em cada saco)
podiam ser estabelecidas de duas maneiras: (i) entre o nimero de fichas azuis e o
numero total de fichas (relacdo parte-todo); e (ii) entre o nimero de fichas azuis e o
numero de fichas amarelas (relagdo parte-parte). Estabelecidas as relagdes de primeira
ordem, a crianga precisa de as comparar para decidir em qual dos sacos ha uma maior
propor¢ao de fichas azuis. Esta comparagdo entre as relagdes de primeira ordem

constitui a relacao de segunda ordem.

Green (1983) colocou a mesma questdo a alunos do 7° ao 10° ano, mas agora alterando
ndo s6 o numero total de objetos mas também as propor¢des dos objetos de cada cor:
um saco com 12 fichas pretas e 4 brancas e outro com 20 fichas pretas e 20 brancas. As
estratégias utilizadas pelos estudantes para responderem (correta ou incorretamente) a
questdo “De que saco € mais provavel extrair uma ficha preta?” foram: (i) escolha do
recipiente com mais fichas; (ii) escolha do recipiente com maior nimero de fichas
pretas; (ii1) escolha do recipiente em que ¢ maior a diferenga entre o nimero de fichas
pretas e o numero de fichas brancas; (iv) escolha do recipiente com a maior razao entre
o numero de fichas pretas e o numero de fichas brancas. No presente estudo,
relativamente a estratégia (i), introduzimos a expressdo “todo-todo” para designar as

comparagdes estabelecidas entre o nimero total de elementos de dois conjuntos.

Num estudo com 26 alunos do 5° ano, Tarr (1997) observou que, na falta de uma forma
standard para representar a probabilidade de um acontecimento, os estudantes sdo
capazes de usar formas inventadas para representagdes probabilisticas em tarefas de
probabilidade condicionada. Trés dessas formas foram exibidas antes da instrucdo e
uma durante a instru¢do, nomeadamente: (i) a descricdo da probabilidade de um
acontecimento usando o termo chance como a unidade de medida da probabilidade,
centrando-se na comparagdo parte-parte, em particular no nimero de objetos do
acontecimento e do seu complementar; (ii) a utilizagdo de frequéncias relativas, razdes
ou alguma forma de vantagens para descrever a probabilidade de um acontecimento.
Essencialmente, estes estudantes fazem comparagdes parte-parte para determinar se a
probabilidade de um acontecimento foi ou ndo alterada; (iii) a comparagdo do niimero
de ocorréncias do acontecimento pretendido com o ntimero total de resultados possiveis

(mas ndo de uma forma convencional, referindo-se por exemplo a uma de dez
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hipoteses); e (iv) uma forma “hibrida” de probabilidade numérica, que combina

percentagens e razoes (observada na avaliagdo pos-instrucao).

Quanto as dificuldades reveladas pelos alunos em situagdes de probabilidade
condicionada destacam-se a predi¢ao do acontecimento mais frequentemente observado,
sem atender a propor¢do da populacdo (Shaughnessy, 1992) e o enviesamento de
equiprobabilidade, mais especificamente, admitir que acontecimentos com carater

aleatorio sao por natureza equiprovaveis (Lecoutre & Durand, 1988).

Método
No presente estudo pretendeu-se, fundamentalmente, avaliar as ideias intuitivas de
alunos do 9° ano de escolaridade acerca da probabilidade condicionada e independéncia

no contexto de extracdo de bolas de sacos.

Participaram no estudo 310 alunos do 9° ano de escolaridade, pertencentes a quatro
escolas do Litoral Norte de Portugal, duas inseridas no meio urbano ¢ duas em meio
rural. As idades dos alunos variavam entre os 13 e os 17 anos, com 14 anos de média de
idades (que ¢ a idade normal de frequéncia do 9° ano); 51% dos alunos eram do sexo
feminino e 49% do sexo masculino; as suas classificacdes na disciplina de Matematica,
no final do 1° periodo do 9° ano, numa escala de 1 a 5, variavam entre 2 e 5, com uma

média de 2,8; e 78,7% dos alunos nao tinham qualquer repeténcia.

Foi aplicado aos alunos um questiondrio que, para além de algumas questdes centradas
na aquisi¢do de informacgdo pessoal, incluia varias tarefas sobre probabilidades, das
quais trataremos neste texto apenas aquela que envolve a comparacao de probabilidades
na extragdo sucessiva, com e sem reposicao, de duas bolas de dois sacos com

quantidades proporcionais de bolas brancas e pretas.

O questionario foi aplicado em aulas dos alunos, de 90 minutos, no inicio do 2° periodo
escolar de 2011/2012. Entretanto, os alunos tinham estudado os conteudos de
Probabilidades, previstos no programa da disciplina de Matematica do 9° ano no inicio
do ano letivo (aspetos de linguagem e definigdes cldssica e frequencista de

probabilidade), que ndo faz referéncia a probabilidade condicionada e a independéncia.
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Comparacéo de probabilidades condicionadas

Envolvendo a tarefa a comparagdo de probabilidades condicionadas, na analise das

produgdes dos alunos consideramos os acontecimentos: A, : “a primeira bola retirada do
saco A ¢ branca”; A,: “a segunda bola retirada do saco A ¢ branca”; B, : “a primeira

bola retirada do saco B ¢ branca”; e B, : “a segunda bola retirada do saco B ¢ branca”.

Tarefa. Considera dois sacos A ¢ B com bolas brancas e bolas pretas.
O saco A tem 10 bolas brancas e 20 bolas pretas.
O saco B tem 100 bolas brancas e 200 bolas pretas.

1. Retira-se, ao acaso, uma bola do saco A e uma bola do saco B e verifica-
se que sdao ambas brancas. Depois de se colocar de novo estas bolas nos
respetivos sacos, retira-se novamente uma bola de cada um dos sacos.
Algum dos seguintes resultados ¢ mais provavel?

a) Obter uma bola branca do saco A.

b) Obter uma bola branca do saco B.

¢) E igualmente provéavel obter uma bola branca do saco A e do saco B.
Justifica a tua resposta.

2. Retira-se, ao acaso, uma bola do saco A e uma bola do saco B e verifica--
se que sdo ambas brancas. Sem colocar de novo estas bolas nos respetivos
sacos, retira-se novamente uma bola de cada um dos sacos.

Algum dos seguintes resultados ¢ mais provavel?

a) Obter uma bola branca do saco A.

b) Obter uma bola branca do saco B.

¢) E igualmente provavel obter uma bola branca do saco A e do saco B.
Justifica a tua resposta.

Assim, na analise efetuada consideram-se as probabilidades condicionadas P(A, | A,) e
P(B2 | Bl) como sendo as probabilidades dos acontecimentos A, e B, avaliadas num
novo espaco amostral, que resulta do condicionamento da ocorréncia dos

acontecimentos A; e B, respetivamente (Hogg & Tanis, 1997).

Considera-se que dois acontecimentos sdo independentes se a ocorréncia de um deles

nio altera a probabilidade de ocorréncia do outro, ou seja, P(A,|A)=P(A,) e
P(B,|B,)=P(B,). Nesta perspetiva, consideramos a independéncia como um caso

especial de probabilidade condicionada.

Na questdo 1, por se tratar de extragdes sucessivas com reposi¢do, os acontecimentos

associados a primeira e segunda extragcdes sdo independentes e na segunda extragdo os
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sacos A e B continuam a ter quantidades proporcionais de bolas brancas e pretas. Na
questdo 2, por se tratar de extracdes sucessivas sem reposicdo, os acontecimentos
associados a primeira e segunda extragdes sdo dependentes ¢ na segunda extracdo os

sacos A e B deixam de ter quantidades proporcionais de bolas brancas e pretas.

Da Tabela 1 destaca-se a razodvel percentagem de alunos que responderam
corretamente a questdo 1, a diminuicdo acentuada da percentagem de respostas corretas
a questdo 2, essencialmente em detrimento da resposta c), € o ligeiro aumento na

percentagem de ndo respostas da questaol para a questao 2.

Tabela 1 — Distribui¢do dos alunos (em %) segundo as opgdes de resposta na tarefa (N = 310)

Percentagem
Respostas
Questdo 1  Questao 2

a) Obter uma bola branca do saco A. 5,8 7,4

b) Obter uma bola branca do saco B. 26,4 48,1*
¢) E igualmente provavel obter uma bola branca do saco A e 66.5% 40,0
do saco B.

Nao responde 1,3 4.5
Total 100 100

* Percentagem de respostas corretas.

Da observagao da Tabela 2 conclui-se que da questdo 1 para a questdo 2 ha um aumento
para mais do dobro no numero de alunos (de 21 para 49) que ndo justificam a opg¢ao

escolhida.

Tabela 2 — Justificagdes apresentadas pelos alunos na tarefa

Questdo 1 Questao 2

Justificagoes . .
Frequéncia Percentagem Frequéncia Percentagem

Resposta a) (n; =18 e n, =23)

1. O saco A tem menos bolas do que o saco B 5 27,8 2 8,7

2. O saco A tem menos bolas pretas do que o 1 4,3
3 16,7

saco B

3. A diferenga entre o nimero de bolas pretas e

, . 3 16,7 3 13,1

o numero de bolas brancas € menor no saco A

4. E mais provavel tirar uma bola branca do — —
2 11,1

saco A

5. Razdes de probabilidade ou inverso de razoes o o 9 391

de probabilidade ’

6.0utra justificagdo 3 16,6 3 13,1

Nao justifica 2 11,1 5 21,7
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Resposta b) (n, =82 e n, =149)

7. O saco B tem mais bolas brancas do que o

61 74,4 68 45,6
saco A
8. O saco B tem mais bolas do que o saco A 9 11,0 14 9,4
9. Razdes 'd.e probabilidade ou inverso de razdes 3 3.6 36 242
de probabilidade
10. E mais provavel tirar uma bola branca do ) 2.4 5 33
saco B
11. Razao bolas brancas (pretas) / bolas pretas

— — 7 4,7
(brancas)
12. Outra justificacdo 4 4.9 4 2,7
Nao justifica 3 3,7 15 10,1
Respostac) (N, =206 e n, =124)
13. Os sacos tém quantidades proporcionais de 14 6.8 37 29.8
bolas
14.~Razc~)es de prqbabllldade ou inverso de 64 31,1 15 12.1
razdes de probabilidade
15. Ha bolas brancas no saco A e no saco B 29 14,1 17 13,7
]136. A probabilidade ¢ igual nos dois sacos A e 24 1.6 12 9.7
17. Razao bolas brancas (pretas) / bolas pretas 51 247 9 73
(brancas)
18. Outra justificagdo 8 3,9 5 4,0
Néo justifica 16 7,8 29 23,4

Nota. n, = Numero de alunos que selecionaram cada resposta da questéo 1.

n,= Numero de alunos que selecionaram cada resposta da questdo 2.

Em 78% das 532 justificacdes apresentadas pelos alunos nas questdes 1 e 2, sdo
estabelecidas relagdes em termos de: (i) todo-todo (7,2%; justificagdes: 1 e 8), sendo
efetuada uma comparagdo entre o nimero total de bolas existentes em cada um dos
sacos; (i1) parte-parte (62,1%; justificacdes; 2, 3, 7, 11, 13 e 17), em que ¢ efetuada
uma comparagdo entre o numero de bolas brancas (pretas) e o nimero de bolas pretas
(brancas) existentes no respetivo saco (17,6%) ou compara-se o numero de bolas da
mesma cor existentes nos dois sacos (44,5%); e (ii1) parte-todo (30,7%:; justificacdes: 5,
9 e 14), em que a comparagao ocorre entre o nimero de bolas de uma cor e o nimero

total de bolas existentes no respetivo saco.

Para a andlise das estratégias dos alunos, inseridas nas trés grandes categorias

anteriormente definidas, consideram-se os dois conjuntos S, e S,, em que S, ¢ a unido

de dois subconjuntos disjuntos P, e B, contendo respetivamente elementos do tipo p e
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elementos do tipo b e S, ¢ a unido de dois subconjuntos disjuntos P, e B, contendo
respetivamente elementos do tipo p e elementos do tipoD .

Relativamente as relacoes fodo-todo, estas ocorrem associadas essencialmente a duas

estratégias:

1. E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto ( S, ou S,) com menor

cardinal (ver Figura 1). Esta estratégia foi utilizada para justificar a opgao pela resposta

a) e ocorreu na questdao 1 (5 alunos) e na questao 2 (2 alunos).

r@?"’ Um g \3&.») d’d"éﬁ” AEL g r‘f‘“'“-i‘;o Fren S )’ﬁ:c;,-/\ 7%
Awh Urrra *yfa Nomee o Ssco

Figura 1. Justificagdo do aluno A, na questéo 1

2. E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto (S, ou S,) com maior

cardinal (ver Figura 2). Esta estratégia foi utilizada para justificar a op¢ao pela resposta

b) e ocorreu na questdo 1 (9 alunos) e na questao 2 (14 alunos).

Em ambas as estratégias os alunos referem-se exclusivamente ao nimero de casos

possiveis associados a cada um dos conjuntos S; ou S, .

(ﬁwé;/bvl /W’ZW e 1A } o 224 et
{?ﬁ/ﬂf} CM W “’\CQ cle R jéf;@ j@,ﬂﬂ
menr pebalsdididt A or

Figura 2. Justifica¢do do aluno A,y na questdo 2

Relativamente as relagdes parte-parte estabelecidas pelos alunos, elas ocorreram
associadas essencialmente a trés estratégias:

1. E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto (S, ou S,) em que é
menor a diferenca #P, —#B,, com 1<i1<2 (ver Figura 3). Esta estratégia teve uma

ocorréncia residual (em 6 justificacdes na tarefa) e so foi utilizada para justificar a

opcao pela resposta a).
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Figura 3. Justificagdo do aluno Ag, na questdo 1

2. As justificagoes sdo construidas recorrendo a uma espécie de vantagens, isto é, os
alunos procuram estabelecer uma comparagdo entre a vantagem das bolas brancas

(casos favoraveis) em relagdo as bolas pretas (casos desfavoraveis) nos sacos A e B.
Dependendo da alternativa escolhida, apresentam-se dois cenarios distintos.
E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto (S, ou S,) em que é maior

a razdo #B#P, com 1<i<2. Esta estratégia foi utilizada por 7 alunos que optaram

pela resposta b) na questdo 2 (ver Figura 4).

50(;@ =3 Co e
3 ZoYs-
N /

Se N F3E  von gﬁmjgeﬂ DEY awva bl baomivn e Sale B.
e BT 99 - g ysg
200 ‘

Figura 4. Justifica¢do do aluno A,; na questdo 2

E igualmente provavel extrair um elemento do tipo b de ambos os conjuntos (S, ou S,

) se #B,[#P, =#B,/#P,. Esta estratégia foi utilizada por 51 alunos que optaram pela

resposta c¢) na questdao 1 (ver Figura 5) e por 9 alunos na questao 2.

,Sa(?& E __(Q eSSz - nGmES o, ) A
;3( T - M-Cjadm e ok f),tyvu‘-&('k\- Gl g
Sico- B = 20=0,5: Pobeblidds o7 & sy

Figura 5. Justifica¢do do aluno A;; na questdo 1

3. As justificagoes envolvem a comparag¢do entre o numero de elementos do mesmo tipo
que compdem os conjuntos S, e S,. Assim, dependendo dos elementos comparados sdo

desenhados trés cenarios diferentes.

E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto S, porque #P, <#P,. Esta

estratégia foi utilizada por 3 alunos na questdo 1 e por 1 aluno na questdo 2, para

437



justificarem a opg¢ao pela resposta a). Os alunos recorrem a comparagdo entre o0 numero
de casos desfavoraveis (nimero de bolas pretas) ao acontecimento desejado (sair bola

branca) (ver Figura 6).

‘& AT 'pz‘me-;me&\/ CJB'LQ‘L LY L‘rJ—Q: EJZC}-/Y\LE-? éo Acam "‘—A\;\
i }(\@‘m B\[ }WY\ TreneA ‘{)@D@L ,{&@pag &@

Figura 6. Justificagdo do aluno A, na questdo 1

({“flv “eo f_::{,i(‘- o) * Q‘*‘

E mais provavel extrair um elemento do tipo b do conjunto S, porque #B, >#B,. Esta

estratégia foi utilizada por 61 alunos na questdo 1 e por 68 alunos na questdo 2, para

justificarem a opg¢ao pela resposta b).

Neste cenario, os alunos recorrem a comparac¢ao entre o nimero de casos favoraveis

(mimero de bolas brancas) ao acontecimento desejado (sair bola branca) (ver Figura 7).
€ vacds provdid chien-Se sena bola Brence 30 SoEo &, GOt oate

desm TradS Q0 belon browmecn | Ao oue 0 Sace A o wé& 20 belco Bhon -
S Cvn Chosen Q\\)cxm“\-\c‘})cxd&~

Figura 7. Justificagdo do aluno A., na questdo 1

E igualmente provavel extrair um elemento do tipo b dos conjuntos S, e S, porque os
dois conjuntos tém quantidades proporcionais de elementos do tipo b e do tipo p (ver

Figuras 8 e 9). Esta estratégia foi utilizada por 14 alunos na questdo 1 e por 37 alunos na
questao 2, para justificarem a opg¢ao pela resposta c).
I's ,—1 " \ - " . o \ = . {

'W\Mi

Figura 8. Justifica¢do do aluno A, na questéo 1

—

lem @ m@bmmﬂpc‘c‘;cffy,,ﬁ;’()uc)c ‘?@,*5 -{mf&m -5¢ bolas bremces &

Amdos 05 Sucos &C}U (onfinuaram ©m o Mesma Propoiioncali dede

Figura 9. Justificag@o do aluno A 4, na questdo 2

Quanto as relagdes parte-todo estabelecidas pelos alunos, elas ocorreram associadas a
determina¢do de razdes de probabilidade, com recurso ao conceito cldssico de
probabilidade ou ao inverso de razdes de probabilidade, e envolvem quatro cenarios
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distintos: resposta correta e probabilidades corretas; resposta correta e probabilidades
incorretas; resposta incorreta e probabilidades corretas; e resposta incorreta e

probabilidades incorretas (incluindo o inverso de probabilidades).

Resposta correta e probabilidades corretas (ver Figura 10). Este cenario verificou-se
em 73,2% dos casos, sendo que 64 casos ocorreram na questdo 1 e 29 casos na questio

2. Os alunos justificam a sua op¢do com os valores corretos das probabilidades e
concluem corretamente que P(A2 |A1)= P(B2 | Bl) na questio 1 e que

P(A,|A,)<P(B,|B,) na questio 2.

A \:C:___’Q{P%c} QD( ~as e b@(a brame do jNSTa) /-\) - %Cil ¥ O/?"
B w.c.{: 92

P (hraic bola braoca do haeo ) = 4 0,33

r)‘(“g;)'-u?)‘}q

Figura 10. Justificagdo do aluno A, na questdo 2

Resposta correta e probabilidades incorretas (ver Figura 11). Este cenario verificou-se
em 5,5% dos casos e restringe-se a questdo 2. Os alunos justificam a sua opg¢ao através
de valores incorretos das probabilidades que permitem concluir que

P(A,|A)<P(B,|B,).

' 4 . g
P(ﬁ@i\q \N)Qo braweo no Soeo A)iia‘ OJ 2=30(.
P (sowe bol branca no soco B)= 22033233,

~ o/ A 77
& mais Jrovawed que i b.’).éa bRanta o <alo A/p

FQiS [N /;"{O b(}j’-’: (a ¢ g.g‘é _(” {')IK)L\.OJ‘:).
Figura 11. Justificagdo do aluno Ayg na questo 2

Resposta incorreta e probabilidades corretas (ver Figura 12). Este cenario verificou-se
em 8,7% dos casos, predominando na questdo 2. Os alunos justificam as suas opgdes

1
3

incorretas recorrendo a valores corretos das probabilidades P(A2 |A1) e

P(Bz|Bl)=% na questdo 1 e P(A2 |A1):Zi9 e P(leBl):% na questdo 2. Na

questdo 1 um aluno assume que 100 .10 4, questdo 2 a opcao errada de 10 alunos

300 30
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resulta de considerarem valores arredondados as décimas para as probabilidades

pedidas.

h"-"é"g P(““““ }_dtx,l_)p.c\nca): i-‘.—@,? = 30
<0729 24

@ nc-£-95 el TN Y *ﬁi v - 30t
e Y" 239 ?.56

Figura 12. Justificagdo do aluno A,, na questéo 2

Resposta incorreta e probabilidades incorretas (incluindo o inverso de probabilidades).
Este cenario verificou-se em 12,6% dos casos e ocorreu essencialmente na questio 2.
Neste cenario, os alunos optam por uma resposta errada e apresentam razdes de
probabilidade erradas (75% dos casos) ou o inverso de razdes de probabilidade (25%
dos casos, ver Figura 13). As probabilidades erradas ocorreram porque os alunos nao
consideraram a reposi¢ao das bolas nos sacos (2 alunos na questdo 1), reduziram uma
unidade apenas ao numero de casos favoraveis mantendo o numero de casos possiveis
(6 alunos na questao 2), consideraram um nimero errado de casos favoraveis e de casos
possiveis (4 alunos na questdo 2) ou consideraram o inverso de uma razdo de
probabilidade (4 alunos na questao 2).
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Figura 13. Justificagdo do aluno A,;, na questdo 2

As restantes 22% das 532 justificacdes apresentadas pelos alunos nas questdes 1 e 2
distribuem-se da seguinte forma: 39,0% revertem para a estratégia de enviesamento de
equiprobabilidade — “‘se € possivel, entdo € equiprovavel” — para justificarem a opgao

pela resposta c¢) nas duas questdes, com afirmagdes como as dos alunos A,.;: “E

igualmente provéavel devido a haver bolas brancas nos dois sacos”, A,,,: “E igual
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porque pode calhar qualquer coisa” e A,g,: “Nos ndo vimos as bolas, tirdmos a sorte”;

38,1% sdo de natureza tautoldgica; e 22,9% integram a categoria Qutras justificagoes

por serem desprovidas de sentido na situacdo apresentada.

Conclusao
De uma maneira geral, os alunos revelaram possuir ideias intuitivas corretas sobre os
conceitos de probabilidade condicionada e independéncia, em contexto de extracdo de

bolas com e sem reposicao.

Embora estes alunos ja tivessem aprendido a defini¢ao classica de probabilidade, eles
aderiram predominantemente a outras estratégias para comparar as duas probabilidades
ao estabelecerem sobretudo relagdes em termos de todo-todo e parte-parte. Este aspeto
enfatiza a persisténcia das suas ideias para além do ensino (Fernandes, 1990) e a
necessidade de as explorar durante a instru¢do tendo em vista corrigi-las e aumentar a

sua eficacia.

A reducdo acentuada da percentagem de respostas corretas da situagdo de independéncia
para a situagdo de dependéncia deveu-se, essencialmente, a um reconhecimento de
proporcionalidade quando tal ndo acontecia, a utilizagdo de estratégias que ndo atendem
a proporcao da populacdo e ao enviesamento de equiprobabilidade. Em situacdes de
comparagao de probabilidades em dois sacos com bolas, Fernandes (1999) verificou que
o ensino regular ndo favoreceu a adesdo dos alunos ao raciocinio proporcional,

consolidando-se claramente o célculo de probabilidades pela regra de Laplace.

Nao obstante, em geral, os alunos controlaram a composi¢cdo do espago amostral
associado as situagdes de extragdo com e sem reposi¢do, o que constitui uma base solida

para a aprendizagem das probabilidades condicionadas (Tarr, 1997).

\

Globalmente, os resultados do estudo sdo encorajadores quanto a possibilidade de
introduzir estes topicos no 9.° ano, e em particular o conceito de independéncia através
da defini¢do de probabilidade condicionada. Por outro lado, o estudo das probabilidades
na escola deve ser iniciado mais cedo (NCTM, 2003; Shaughnessy, 1992), pois dessa

forma poder-se-4 obstar a formacao de muitas ideias intuitivas incorretas.
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