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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Resumo

O objetivo deste estudo é o de saber como raciocinaram os alunos de uma turma
de 9.° ano em trés tarefas de tipo investigativo na disciplina de Matematica, numa
experiéncia que pretendeu criar condi¢des para que desenvolvessem o raciocinio.

Com base numa fundamentacdo tedrica sobre o raciocinio matemético, conduziu-
se esta investigacdo de modo a orientar e apoiar os alunos desde a formulacdo da
conjetura até a prova. No ambito da prova, surgiram duas questdes de investigacdo: “de
que modo o proporcionar aos alunos a descoberta da matematica pode promover o0
desenvolvimento da no¢do de prova matematica?”’, “de que modo a natureza do
raciocinio usado na descoberta interfere na produgédo da prova?”.

A metodologia adotada seguiu o modelo de investigacdo interpretativo de
abordagem de interacionismo simbdlico de estudo de caso. O caso € a turma constituida
por 19 alunos, 15 raparigas e 4 rapazes. Para aprofundar a compreensdo do caso,
agregaram-se 4 alunos como subcasos. Os instrumentos de recolha de dados foram
varios: a observacdo, os registos escritos em forma de notas da professora, 0s registos
escritos dos alunos, o questionario, as entrevista semiestruturadas, as gravacdes audio e
video das aulas em que os alunos fizeram investigacdes matematicas.

Com este estudo foi possivel concluir que os alunos raciocinaram seguindo 0s
padrdes de raciocinio identificados na educacdo matematica e compreender que a
aplicacdo da metodologia de investigacdo na aula de matematica promoveu a
necessidade de provar. Pelo facto de se ter em linha de conta a natureza dos raciocinios
realizados, emergiu uma relacdo entre a natureza do raciocinio usado na descoberta e a

forma de produzir a prova.

Palavras-chave:

Raciocinio matematico; Prova; Padrbes de raciocinio; Tarefas de investigacéo.
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Abstract

This study’s objective is discovering how ninth grade students reasoned during
three mathematical open tasks destined to promote reasoning comprehension and
development.

Based on mathematical reasoning theoretical principals, this study was conducted
in order to guide and support students from conjecturing to proof. While studying proof
two other research questions arose: “In what ways promoting mathematical discovery
can enhance the development of mathematical proof notion?”, “In what ways can the
nature of the reasoning used in discovery interfere on proof production?”.

Adopted methodology followed the interpretative investigation model approach
on study case symbolic interactionism. Study case object is a 19 students class with 15
girls and 4 boys. In order to best understand the case 4 students were chosen as sub-
case. Data collection instruments comprised observation, teacher written logs, students
written logs, questionnaires, semi structured interviews and audio and video recordings
of the classes were mathematical open tasks occurred.

This study allowed finding that students reasoned according to patterns identified
by mathematical education research, and understanding that proofing necessity is
promoted by mathematical open tasks class methodology. By considering performed

reasoning’s nature a relation emerged between reasoning nature and prof production.

Keywords:

Mathematical reasoning; Proof; Reasoning patterns; Open tasks.
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1. Introducao

O presente estudo assenta em dois pressupostos quanto ao ensino e a
aprendizagem da matematica. Um desses pressupostos, relativo a aprendizagem, é a
importancia dada a compreensao da matematica, em detrimento da mecanizacdo de
procedimentos. O aluno, no desempenho da fungdo de descobrir a estrutura matematica
das situacOes que investiga, tem oportunidade de aprender movido pela curiosidade. O
outro pressuposto diz respeito a metodologia da descoberta ou de investigacdo, como é
usual designar em Portugal, por ser a mais adequada para proporcionar uma atividade
emancipadora através de propostas de tarefas com carater aberto e com nivel de desafio
cognitivo elevado.

A perspetiva acima explanada teve na devida conta a literatura de autores
portugueses relacionada com investigacdes matematicas (e.g. Brocardo, 2001; Ponte,
Brocardo, & Oliveira, 2003, Ponte & Matos, 1998, Ponte, Oliveira, Cunha, &
Segurado, 1998), que, por ter sido absorvida antes do presente estudo, foi pouco citada.
Todavia, foi nessa literatura que a professora encontrou grande apoio desde o ano 2000,
através da Associacdo de Professores de Matematica, para compreender quais 0S
desafios que se colocam quer ao professor quer ao aluno, na implementacdo dessa

metodologia na aula de matematica.

Questdes de investigagado e categorias de andlise

O objetivo do estudo é o de saber como raciocinam 0s alunos de uma turma de 9.°
ano em trés tarefas de tipo investigativo na disciplina de Matematica numa experiéncia
que pretendeu criar condicbes para que desenvolvessem o raciocinio. A principal
questdo de investigagdo ¢é “Como raciocinam os alunos quando descobrem
matematica?”’.

No sentido de cumprir esse objetivo, a analise da atividade dos alunos foi
realizada tendo em conta os aspetos psicolégicos de raciocinio, assim como 0s aspetos
sociais de acordo com o interacionismo simbdlico: o aluno desenvolve o seu sentido
pessoal a medida que participa na negociacdo das normas sociais na sala de aula
(Yackel & Cobb, 1998).

O raciocinio dos alunos foi analisado em duas etapas desde a formulagdo da
conjetura até a generalizacdo; e desde a justificacdo até a prova. A separacdo do
raciocinio em duas etapas justifica-se pelo facto de os alunos darem por concluida a




descoberta quando acreditam na sua conjetura. Para chegar a prova é necessario que o
aluno seja incentivado a justificar as suas conjeturas e também a prova-las com métodos
validos.

O raciocinio matematico € classificado pela sua natureza ou pelos processos de
raciocinio. Os processos de raciocinio, de quem faz matematica, englobam formular
conjeturas, testa-las, reformular as conjeturas, generalizar e provar.

Neste estudo, conjetura e generalizacdo foram distinguidas da seguinte forma:
conjetura é uma afirmagdo em que o aluno acredita, mas sobre a qual ainda mantém
alguma duvida; generalizacdo é a afirmacdo que o aluno testou e da qual esta
razoavelmente convencido. A prova formal € neste estudo designada por demonstracéo.
Por prova entende-se, neste estudo, de acordo com Stylianides e Stylianides (2008), um
argumento matematico que usa afirmacdes verdadeiras e validas sem mais justificacdes
e aceites pela comunidade turma, aplica formas de raciocinio (modos de argumentacéo)
validas e conhecidas (dentro do alcance conceptual) da comunidade turma, e comunica
através de formas de expressdo (modos de representacdo de argumentos) adequadas e
conhecidas (dentro do alcance conceptual) da comunidade turma.

Ao centrar a aula de matematica no desenvolvimento de processos de raciocinio, 0
ensino da prova emergiu, 0 que, segundo Hanna (1996), é natural acontecer num
ambiente de aprendizagem de uma matematica com significado, em que os alunos sdo
solicitados a explicar e a justificar as suas afirmacdes.

Assim, durante o estudo emergiram outras duas questfes incluidas na questdo

principal:
e De que modo o proporcionar aos alunos a descoberta da matematica pode
promover o desenvolvimento da nocdo de prova matematica?
e De que modo a natureza do raciocinio usado na descoberta interfere na
producdo da prova?
Metodologia

A metodologia do estudo seguiu o modelo de investigagdo interpretativo de
abordagem de interacionismo simbolico com uma estratégia de investigacdo de estudo
de caso. O caso € a turma, constituida por 15 alunas e 4 alunos, com quatro subcasos. O
estudo teve a duragé@o de dois anos: em que no ano letivo 2009/10, a investigadora e
simultaneamente professora recolheu os dados, trabalhou-os a luz da literatura citada e

explicita-os na presente dissertacdo. Os instrumentos de recolha de dados foram varios:
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a observacdo, os registos escritos em forma de notas da professora, 0s registos escritos
dos alunos, o questionario, as entrevistas semiestruturadas; as gravacdes audio e video
das aulas em que os alunos fizeram investigaces matematicas. As investigacoes
matematicas foram aplicadas entre 0 més de janeiro e 0 més de maio. As tarefas
inserem-se em temas matematicos diferentes, pelo que ndo é possivel acompanhar, ao
longo do estudo, os progressos realizados ao nivel da aprendizagem dos conhecimentos
matematicos. A opcao de realizar investigacdes matematicas em diferentes temas deve-
se as circunstancias do contexto educativo em que o estudo foi realizado: uma escola
basica e secundaria, que ndo estava abrangida pelo programa atual, e uma turma a
terminar o terceiro ciclo num ensino centrado nos conteddos.

Durante o primeiro periodo, as normas sociomatematicas foram definidas
relativamente aos métodos de trabalho na sala de aula e a necessidade de justificar todas
as afirmacg0es realizadas. A partir do segundo periodo, aplicaram-se trés atividades de
investigacdo no intuito de captar o raciocinio dos alunos quando investigaram em

pequeno grupo e na discussao com todo o grupo.

Pertinéncia do estudo

A temaética do raciocinio é fundamental para que os alunos compreendam a
matematica e desenvolvam autonomia na resolucdo de situacdes problematicas.
Contribuiu também para esta escolha o facto de o programa atual do ensino bésico
enfatizar a transversalidade da capacidade do raciocinio mateméatico na aula de
matematica a par das capacidades de comunicagdo e de resolucdo de problemas.

Serve o presente estudo para relatar uma experiéncia sobre 0s processos de
raciocinio dos alunos, sem perder de vista a natureza dos raciocinios envolvidos, desde

a formulacgdo da conjetura até a prova.

Estrutura do estudo

Este estudo é apresentado em trés partes: a fundamentacdo tedrica, a parte
empirica e as conclus@es do estudo.

A fundamentagdo tedrica constitui a primeira parte e estd organizada em dois
capitulos: capitulo 2 — Perspetivas do raciocinio na educacdo matematica; capitulo 3—-0O
raciocinio matematico. O capitulo dois corresponde a fundamentacdo que permite

compreender as questdes relacionadas com o raciocinio na educacdo matematica assim




como as suas controvérsias. O capitulo 3 centra-se na descricdo dos processos de
raciocinio desde a formulacdo da conjetura a prova.

A parte empirica constitui a segunda parte do estudo e compreende o capitulo 4 —
Metodologia e o capitulo 5 — Apresentacdo e discussdo dos resultados do caso turma.
No capitulo da Metodologia descrevem-se, ao longo das varias subsecgdes as Opgoes
Metodoldgicas, a Recolha de dados, a Analise de dados e o Percurso do estudo. O
capitulo da apresentacdo e discussao de dados é composto pelas seguintes subseccdes:
caraterizacdo do caso turma, o raciocinio matematico na realizacdo das trés tarefas
propostas, sintese global e subcasos.

Na terceira parte do estudo, capitulo 6 das conclusbes, sdo respondidas as

questdes de investigacdo em paralelo com a fundamentacéo tedrica apresentada.
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I - Fundamentacéo Tedrica

Por influéncia das ideias de Polya e de Lakatos, foi possivel, na Educacédo
Matemaética, transpor para a sala de aula a atividade de descobrir a matematica. Nesta
metodologia o aluno foi colocado no papel de matematico e o professor no papel de
orientador da atividade. Neste estudo tentou pdr-se em pratica a metodologia referida,
para que o aluno compreenda a estrutura da matematica.

A educacdo matematica tem vindo a refletir sobre a melhor forma de desenvolver
o raciocinio dos alunos contextualizando esse desenvolvimento na evolucdo histérica da
propria matemaética. Para que se compreendam as atuais perspetivas da educacgdo
matematica, € apresentada no capitulo 2 um enguadramento tedrico sobre o assunto. O
capitulo 3 apresenta a fundamentacdo tedrica do raciocinio matematico nas seguintes
subsecc0es: a classificacdo do raciocinio matematico pela sua natureza e a descri¢do dos

processos de raciocinio.

2. Perspetivas do raciocinio na educagdo matematica

A prova organizada como um sistema axiomatico e dedutivo remonta aos antigos
gregos, os quais transformaram a matematica empirica dos babilénios e egipcios huma
ciéncia demonstrativa (Harel & Sowder, 2007; Stylianou, Blanton, & Knuth, 2009).

O legado deixado por Euclides (360 a.C. — 295 a.C.), no que diz respeito a
geometria euclidiana apresentada na sua obra Os elementos, influenciou a forma de
ensinar a prova matematica, essencialmente na area da geometria. S6 no seculo XIX se
associou a prova a outras areas, tais como a aritmética e a algebra. A prova esta, por
isso, historicamente associada ao raciocinio dedutivo, caracteristico da matematica
formal (Stylianou, Blanton, & Knuth, 2009).

Polya (1968) salienta o contraste entre a prova apresentada no seu produto final
como puramente demonstrativa e o processo de chegar a prova, que ele compara a
qualquer outro processo de produzir conhecimento.

Imre Lakatos (1922-1974), na sua obra Proofs and Refutations, escrita nos anos
60 e publicada em 1976, contesta a atitude formalista vigente que vé a Matematica
como um mero sistema formal, considerando que essa visdo ndo permite o
desenvolvimento da prépria Matematica (Davis & Hersh, 1981; Hersh, 1999). Nessa

obra, Lakatos expfe uma visdo da Matematica que se desenvolve através de um




processo critico e de um apuramento continuo em que tanto os enunciados como as
provas estdo sujeitos a um processo de revisdo (Davis & Hersh, 1981; Molina, 2001).
Lakatos assume, assim, que a matematica encarada como um processo de crescimento e
de descoberta é falivel, é questiondvel e admite o erro (Davis & Hersh, 1981).

De acordo com Lerman (1998), a visdo formalista que vé a matematica como a
ciéncia da certeza apresenta o conhecimento matematico como uma construcao dedutiva
e acumulativa. Esta visdo pode implicar uma forma de ensinar behaviorista e,
consequentemente, uma aprendizagem baseada na aquisicdo de algoritmos pré-
concebidos que sdo aprendidos ouvindo, memorizando e praticando. Se assim for 0s
alunos ficardo com uma visdo muito limitada e imperfeita da natureza da Matematica
(Ponte, Oliveira, Cunha, & Segurado 1998; Schoenfeld, 1992; Borasi & Siegel, 1996).
Contudo, se a matematica for vista como questionavel, a construcdo do conhecimento
matematico gera conhecimento continuo que permitira aos alunos fazer, compreender e
usar o conhecimento matematico de forma flexivel (Schoenfeld, 1992). As exigéncias
respeitantes a sociedade atual sdo um argumento forte para defender essa forma de
trabalho indispensavel a flexibilidade do conhecimento e ao desenvolvimento de
capacidades matematicas que permitam ao individuo uma acdo resolutiva sobre 0s seus
préprios problemas (Lerman, 1998; Love, 1998).

Tradicionalmente é consensual para matematicos, filésofos e educadores
matematicos que a principal fungdo de provar € a de permitir estabelecer a verdade de
uma afirmagdo matemética (Hanna & Barbeau, 2010). Tendo em conta a grande
dificuldade dos alunos (e.g., Balacheff, 1987, 1988, 2010; De Villiers, 1999; Hanna &
Jahnke, 1996; Harel & Sowder, 2007) em fazer a referida prova e em compreender a sua
importancia por ndo lhe atribuirem utilidade, De Villiers (1999) procurou outras
funcbes da prova matematica, para além da funcdo tradicionalmente aceite, que
pudessem ser utilizadas na aula tornando a prova uma atividade mais significativa.
Propde, entdo, fruto da sua investigacdo outras funcdes para a prova: explicagdo —
proporcionando interiorizacdo da razdo pela qual € verdade; sistematizacdo —
organizacdo dos resultados num sistema dedutivo de axiomas, principais conceitos e
teoremas; descoberta — descoberta ou invengdo de novos resultados; comunicagdo —
transmissdo de conhecimento matematico; desafio Intelectual — a autorrealizagdo
proveniente da construcdo de uma prova.

Assim, a educacdo matematica tem vindo a distinguir a prova como produto do

processo criativo matematico (a demonstracdo) da prova como processo. Enquanto a
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primeira serve sobretudo o proposito de estabelecer a verdade de uma afirmacéo
matematica, a segunda tem a funcdo de fazer sentido e a funcdo de desenvolver a
compreensdo matematica (Schoenfeld, 2009; Hanna & Barbeau, 2010). Nesta perspetiva
de prova como processo, Hanna e Jahnke (1996) salientam a importancia dos
professores se concentrarem na comunicagéo do significado da prova, em detrimento da
derivacdo formal da mesma. Para isso, 0s professores necessitam de selecionar provas e
formas de provar adequadas ao desenvolvimento da compreenséo.

Tall (1999) chamou a atengdo para a importancia de tomar em consideracdo o
desenvolvimento cognitivo dos alunos no que diz respeito a forma de apresentacdo da
prova. Sugere que os educadores matematicos usem diferentes tipos de provas de
acordo com o respetivo desenvolvimento dos alunos e refere a importancia de que a
forma de apresentagéo da prova tenha significado para eles.

Segundo Douek e Scali (2000) e de acordo com a sua defini¢cdo de argumentacéo
como a conexdo logica de um ou mais argumentos (linguisticos, numéricos ou
pictoricos), a argumentacdo tem um papel crucial na atividade matematica, pois
intervém no processo de conjetura e prova como um componente substancial nesse
processo.

As diferentes investigacdes sobre a atividade de provar na sala de aula podem ser
distinguidas, segundo Reid e Knipping (2010), de acordo com o tipo de processo ser um
processo psicologico de raciocinio ou ser um processo social (tipo de discurso). No caso
da prova formal (demonstracdo), o tipo de raciocinio s6 pode ser dedutivo e, apesar dos
processos psicoldgicos ndo serem diretamente observaveis, sabe-se que ela pode ser
descrita como tendo uma estrutura rigorosa de um calculo cuja organizagdo consiste
num encadeamento de uma série de passos dedutivos ou de inferéncias (Reid &
Knipping, 2010; Tanguay, 2006). Provar, como referem Reid e Knipping (2010), pode
referir-se a um processo de raciocinio de outra natureza que nao dedutiva, cujo interesse
ndo reside na natureza dos raciocinios, mas antes na sua fungcdo de compreenséo e de
verificacdo da verdade de uma afirmacéo.

Provar tornou-se um processo social na sala de aula, segundo Duval (1999),
quando foram tomadas em linha de conta as interacGes entre os alunos, introduzidas
pelas dinamicas do trabalho de grupo por Balacheff. As formas de discurso coletivas
com determinadas carateristicas sdo designadas por argumentacdo. Segundo
Krummheuer (1995), a argumentacdo consiste num fendémeno social que ocorre quando

os individuos cooperam e tentam ajustar as suas intengdes e interpretacfes apresentando




verbalmente a logica das suas acdes. Assim, a argumentacdo, segundo este autor, diz
respeito as interacdes na sala de aula com a intencdo de explicar o raciocinio,
distinguindo-se da argumentacao aristotélica cujo objetivo é convencer uma audiéncia.
Outro aspeto muito importante, referido pelo mesmo autor, consiste no facto de numa
argumentagdo os argumentos ndo serem analiticos como numa demonstragdo. Toulmin
(2008) classifica estes argumentos de substanciais em vez de ldgicos.

A temaética da argumentacdo é recente, pois, como refere Duval (1999), até a
década de setenta, no século XX, dava -se muita importancia a l6gica matematica,
sobretudo a implicacdo, e era relativizado o papel da linguagem no desenvolvimento do
raciocinio “proposicional” (operagdes formais). As investigacdes realizadas mostraram
que o ensino da légica nem promoveu nos alunos a capacidade de demonstrar nem
desenvolveu o gosto pela demonstracdo (De Villiers, 1999).

E de salientar o facto de a argumentagdo, por ser um fendémeno social, estar
dependente da comunidade em que ocorre, implicando que a aceitacdo do que se
entende por argumentos validos seja definida pela respetiva comunidade (Reid &
Knipping, 2010).

H4, contudo, uma preocupacao, por parte de alguns investigadores, com o facto de
a argumentacdo poder constituir um obstaculo a aprendizagem da demonstracdo. De
acordo com Stylianou, Blanton e Knuth (2009), a prova ao longo da escolaridade tem
por objetivo incentivar o uso de argumentos logicos ao serem usadas as ferramentas
matematicas ao alcance do aluno. Porém, Stylianides e Stylianides (2009) afirmam
haver ainda pouca investigacdo sobre como o0s professores podem ajudar os alunos a
desenvolver a compreensdo da prova matematica ao longo da escolaridade de forma
coerente.

A preocupacdo de Duval (1999) reside nas formas de raciocinio que escapam aos
contornos logicos e normativos e que surgem espontaneamente logo que exista
oportunidade para argumentar com alguém. Acrescenta o referido autor que argumento
é algo que se apresenta ou se usa para justificar ou refutar uma proposicao e que toma o
valor de uma justificacdo quando alguém pergunta porque é que aceita ou rejeita essa
proposicdo. Na comparagao do processo do raciocinio argumentativo com o raciocinio
dedutivo, Duval (1990) salienta que o raciocinio dedutivo, quando comparado com
outra forma de discurso, toma em linha de conta o valor epistémico das proposicdes,
enguanto a argumentacao privilegia os passos de raciocinio sem referéncia a regras e

toma em consideracao o contedo das proposicoes.
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As etapas necessarias para provar formalmente (demonstrar) sdo, segundo Healy e
Hoyles (1998) as seguintes: selecionar informacdo (os dados), selecionar quais sdo as
propriedades matematicas conhecidas ou que podem ser assumidas e quais sdo as que
tém de ser deduzidas e, finalmente, organizar as transformagdes necessarias para inferir
um segundo conjunto de propriedades a partir do primeiro numa sequéncia completa e
coerente.

Mariotti (2006) analisa a posicdo de Duval e afirma que nela existe uma rutura
entre argumentacdo e demonstracdo, pela diferenca existente entre o nivel semantico e
tedrico da afirmacdo, baseando-se no facto de ao nivel tedrico ndo haver dependéncia do
valor epistémico mas apenas dependéncia da validade. Na mesma linha de pensamento
de Duval, o investigador Balacheff (1999, 2010) também considera a argumentacao
como um obstaculo a aprendizagem da demonstracdo, afirmando que o aluno que
mostrou eficiéncia na sua competéncia argumentativa oferece resisténcia a
aprendizagem da demonstracdo quando se depara com o problema de em matematica
ndo se argumentar, mas sim se demonstrar. Balacheff (2010) afirma que o aluno para
aprender a demonstrar tem de ultrapassar este obstaculo necessitando de passar de uma
posicdo pratica para uma posicao tedrica. Segundo Balacheff (1987) na prova formal a
linguagem é uma ferramenta para realizar deducbes l6gicas e ndo um meio de
comunicacdo. Acrescenta ainda que essa linguagem funcional exige: uma
descontextualizacdo do objeto em causa para uma classe de objetos; uma
despersonalizacdo desconectando a acdo de quem a fez e também de quem tem de ser
independente; e uma rutura das acdes no tempo para passar para as relagdes e
operagoes.

Pedemonte (2001) investigou sobre o tipo de argumentacdo que permite a
construcdo logica de uma cadeia dedutiva, concluindo que numa argumentacdo abdutiva
€ necessario reverter a sua estrutura e no caso da argumentagdo indutiva isso s6 é
possivel se a argumentacdo for baseada no exemplo genérico.

Simultaneamente outros investigadores em educacdo matematica procuram a
melhor forma de desenvolver nos alunos a capacidade de apresentar uma prova formal,
como, por exemplo, a investigacdo de Tanguay (2006) centrada no desenvolvimento de
estratégias de organizacdo e encadeamento dos raciocinios.

No entanto, sabe-se que as dificuldades em demonstrar estdo também associadas a
falta de desenvolvimento do raciocinio dedutivo, como mostra um estudo, realizado em

Inglaterra, sobre as concepg¢des que os alunos tém da prova. Verificou-se, entdo, que 0s




alunos, mesmo apds seis anos a seguir um curriculo com abordagem a prova, foram
incapazes de usar raciocinio dedutivo nos seus argumentos e que a maioria confiava em
argumentos empiricos (Healy & Hoyles, 1998).

O processo de prova com enfoque na fungdo de explicar porque é que uma
afirmacdo é verdadeira ou falsa promove a compreensdo e a funcdo de justificar
promove a conviccao. Estas duas funcdes da prova envolvem os alunos numa atividade
matematica que faz sentido (Stylianides & Stylianides, 2009).

Stylianides e Stylianides (2008) consideram que um argumento valido para ser
qualificado de prova usa raciocinio dedutivo, esclarecem que esse uso ndo esta
relacionado com o ser formal ou informal e exemplificam com trés diferentes formas
validas de apresentar uma prova: linguagem pictérica, linguagem verbal e linguagem
algébrica. Os autores consideram o raciocinio dedutivo associado as necessarias
inferéncias l6gicas com base num determinado conjunto de premissas, tais como as
regras de inferéncia ldgicas, designadas por Modus Ponens - fundacédo da prova directa -
e Modus Tollens - fundacédo da prova indireta. Definem, assim, prova matematica como
um argumento matematico que usa afirmacBes verdadeiras e validas sem mais
justificacdes e aceites pela comunidade turma, que aplica formas de raciocinio (modos
de argumentacdo) validas e conhecidas (dentro do alcance conceptual) da comunidade
turma e que comunica através de formas de expressdo (modos de representacdo de
argumentos) adequadas e conhecidas (dentro do alcance conceptual) da comunidade
turma.

De acordo com esta defini¢do de prova, argumentos empiricos ndo podem contar
como prova por serem modos invalidos de argumentacdo, enquanto argumentos

dedutivos séo formas validas de argumentacéo.
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3. O raciocinio matematico

O raciocinio matematico pode ser distinguido pela sua natureza ou pela descricdo
de um processo. Quanto & natureza o raciocinio € aqui classificado de forma classica
como: indutivo, dedutivo, abdutivo e por analogia. Relativamente aos processos de
raciocinio a descri¢do é aqui realizada do ponto de vista da atividade do matematico
quando descobre matematica investigando-a. A finalidade do matematico é a de

descobrir e provar as suas descobertas.

3.1 Os processos de raciocinio

Como refere Dreyfus (1991), o processo de aprendizagem pela descoberta € uma
forma eficiente de aprender matematica devido aos aspetos psicoldgicos individuais
envolvidos no processo de descoberta, com destaque para a intensidade da atencéo e o
sentimento de realizacdo e de sucesso. O autor apresenta como mais valia inerente ao
processo de descoberta o desenvolvimento dos processos de raciocinio. O recurso a
processos matematicos complexos permite ao aluno uma maior aproximagdo a
verdadeira pratica do matematico desenvolvendo a sua experiéncia e a sua autonomia e
consolidando conceitos especificos e ideias matematicas (Ponte & Matos, 1998; Ponte,
2005).

Vérias descri¢Oes do processo de descoberta tém sido feitas por diferentes autores,
tais como o processo indutivo por Polya (1968), as Provas e refutacGes por Lakatos
(1999),0 pensar matematicamente por Mason, Burton, e Stacey (1985), o processo de
experimentagcdo por De Villiers (2003) e o processo de investigacdo por Ponte,
Brocardo, e Oliveira (2003). Todas estas descricoes tém em comum o facto de
descreverem um processo que permite uma envolvéncia activa promovendo a
descoberta aliada a uma compreensdo da Matematica (Ponte, Brocardo, & Oliveira,
2003; Mason et al., 1985; Polya, 1968).

O processo de descoberta consiste na formulacdo de conjeturas e na tentativa de
validacao das conjeturas formuladas, processo este que segue, geralmente, um caminho
em “zig-zag” entre tentativas de provar a veracidade das afirmagdes e a descoberta de
contraexemplos que refutam essas mesmas afirmag0es passando por um processo de
refinamento antes de voltarem a ser sujeitas a novas tentativas de prova (Lakatos, 1999;

Stylianides & Al-Murani, 2010). Nesta perspetiva de descoberta, os alunos geram, na
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comunidade turma, novo conhecimento ao articular todos os tipos de raciocinio,
contribuindo assim para o desenvolvimento de competéncias demonstrativas (Oliveira,
2002).

Na tentativa de descrever o processo de descoberta, encontram-se as contribui¢des
pormenorizadas de Lakatos (1999) apresentado em Proofs e Refutations, de Polya
(1968) na obra Mathematics and Plausible Reasoning e de Mason et al. (1985) no livro
Thinking Mathematically.

Polya (1968), na sua obra Mathematics and Plausible Reasoning: Induction and
Analogy in Mathematics, propfe ao leitor a aprendizagem do raciocinio plausivel
através dos exemplos que apresenta e analisa. Desta forma o processo de fazer
Matematica é comparado com todos 0s outros processos de produzir conhecimento e
Polya (1968) reclama um lugar para a invencdo matematica na aprendizagem através da
possibilidade de fazer inferéncias plausiveis. Essas inferéncias designadas por
conjeturas sao proferidas como afirmacg6es gerais que 0 sujeito pensa ser verdade.

Mason et al. (1985), na obra Thinking Mathematically, propdem aos leitores
aprenderem pela experiéncia de fazer Matematica desde a formulagdo da conjetura a sua
generalizacdo e respetiva justificacdo. Esta obra aborda o processo de desenvolvimento
do pensamento matematico, influenciada pelas ideias de George Polya, mas incorpora a
novidade de apoiar o leitor na progressao do desenvolvimento do seu pensamento pela
tomada de consciéncia desse processo promovendo a reflexdo. Afirmam, ainda, que a
eficiéncia do pensamento matemético de cada um depende de trés fatores: a
competéncia no uso do processo de investigacdo matematica; a capacidade de lidar com
os estados emocionais e psicolégicos e de saber aproveita-los de forma vantajosa; a
compreensdo do conteido matematico e da area a que esta a ser aplicado. Em suma, trés
tipos de envolvimento sdo necessarios: fisico, emocional e intelectual. Consideram os
mesmos autores que a resolugédo das questdes/situacdes apresentadas ocorre ao longo de
trés fases diferentes: entrada, ataque e revisdo. Por entrada entende-se a fase inicial que
ocorre quando o individuo € colocado perante uma questdo matematica. A entrada
consiste na apropriacdo de uma questdo matematica, a partir do momento em que se €
confrontado com essa questéo, seguindo-se uma formulagdo mais precisa para decidir o
que se quer fazer e como se vai comecar a registar. A entrada € uma preparagdo para a
fase seguinte: o ataque. Esta fase é, geralmente, a mais demorada e termina quando a
questdo esta solucionada, o que depende dos processos de conjeturar e justificar.

Durante o ataque diferentes planos podem ser experimentados o que muitas vezes vem
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acompanhado de impasses e descobertas. Depois do ataque nao se deve esquecer a fase
de revisdo, pois ela permite melhorar e expandir as capacidades de pensamento
alargando o ambito da solucdo a um contexto mais amplo. Esta fase de revisédo consiste
em rever os célculos, 0s argumentos, as consequéncias das conjeturas estabelecidas e a
questdo proposta; em refletir sobre as ideias chave e o raciocinio seguido melhorando a
experiéncia matematica; e em expandir o pensamento atraves da profunda compreenséo
proporcionada pela reflexao e pelo questionamento num ambito mais alargado.

A atividade de provar através da metodologia da descoberta serd descrita pelos
processos de raciocinio que ocorrem em duas fases distintas: o ciclo desde a formulagéo
de conjeturas até a producdo de generalizagbes que podem ndo estar matematicamente
provadas; e a justificacdo das generalizacdes produzidas até a prova em que sera
descrito o percurso necessario para orientar o aluno a construir um argumento geral,
adequado a comunidade turma, que valide, convenca e explique a conjetura formulada

sujeitando-a a um sucessivo questionamento e processo de revisao.

Da formulacdo da conjetura a generalizagado

O diagrama ciclico de Mason et al. (1985), na figura 1, é representativo do
processo de conjeturar, a saber: formular conjeturas, testa-las com diferentes exemplos,
tentar refutd-las com casos especiais (contraexemplos) e usa-las para fazer previsoes.
Ao verificar se a conjetura serve para mais casos, ela comec¢a a ganhar um sentido do
porque € que esta certa ou de que modo se deve modificar, neste caso segue-se a
(re)formulacdo de uma nova conjetura.

Este processo de descoberta exige que certas capacidades sejam desenvolvidas.
De facto, perante uma investigacdo, € preciso que se aprenda a observar o que é fixo,
que se varie uma condicdo de cada vez e que se atente ao efeito da mudanca até o
compreender. Qualquer que seja o nivel, aprender a ser um bom investigador implica
aprender a ver para além das aparéncias a procura de conexdes ldgicas (Goldenberg,
1999).

A generalizacdo é o processo matematico fundamental na formulagcdo de
conjeturas sendo necessario reconhecer um padrdo ou fazer uma analogia, como
afirmam Mason et al. (1985). Estes autores salientam que a matematica € rica em
padrdes e que em contacto com a investigacdo matematica essa expectativa de encontrar

padrdes aumenta.
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Generalizar é definido por Polya (1968) como o ato de passar da consideragdo de
um dado conjunto de objetos para um conjunto maior que contém os primeiros. Esse ato
envolve a percecdo de aspetos comuns (regularidades) a muitos exemplos, a0 mesmo
tempo que € capaz de ignorar outros aspetos (Mason et al., 1985; Polya, 1968). Para
Dreyfus (1991), generalizar é derivar ou induzir do particular, para identificar

semelhancas e para expandir dominios de validade.

Articule uma
conjectura

enquanto a faz acredite
nela

Procure
descobrir
porgue € que a
conjectura esta cera,
ou como modifica-la,
em novos exemplos

Teste a
conjectura
cubra todos os casos

conhecidos e
exemplos

Desconfie da
conjectura

Tente refutd-la
encontrando um caso
especial e use-o para
fazer previsbes que
possam ser testadas

Figura 1 — Processo de conjeturar de Mason, Burton, e Stacey (1985, p.64)

Na tentativa de reconhecer o padrdo inerente aos dados de um problema/situagéo
particularizar permite interpretar a questdo através de exemplos concretos ao mesmo
tempo que as evidéncias para a generalizacdo sdo reunidas (Mason et al., 1985; Polya,
1968). Este processo é indutivo, pois parte do particular para o geral.

Particularizar serve o duplo objetivo de perceber com o que se estd a lidar,
tornando a questdo significativa para si proprio e de, simultaneamente fazer emergir o
padrdo subjacente dos dados (Mason et al., 1985). Na tentativa de articular o padrdo
emergente produz-se uma conjetura, conjetura essa que serd suportada ou refutada
através de mais particularizacdo, isto €, testando novos casos particulares.

Mason et al. (1985) referem as diferentes formas de particularizagdo ao longo da
atividade matematica: escolher exemplos ao acaso é uma boa forma de comecar a
revelar os componentes da situacdo, permitindo fazer conjeturas informadas; escolher

exemplos de forma sistematica aumenta a probabilidade de sucesso de encontrar
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padrdes e prepara terreno para a generalizacdo; e, finalmente, escolher exemplos de
forma mais elaborada usando casos especiais, permite testar a generalizacdo. Este teste a
generalizagdo segue um caminho do geral para o particular usando assim um raciocinio
dedutivo (Reid & Knipping, 2010).

Stylianides e Silver (2009) definem padrdo como uma relacdo matematica geral
que se ajusta aos dados e salientam que a capacidade de reconhecer o padrao depende,
também de o tipo de padrdo ser definido ou apenas plausivel. Esta classificacao,
segundo os autores, de o padrdo ser ou ndo definido de forma Unica, implica que na
tentativa de generalizagdo de um padrdo definido haja evidéncias para a concluséo
enguanto num padrdo plausivel a selecdo de um padréo possivel ndo obedece a critérios
matematicos. A selecdo do padrdo depende da experiéncia matematica que se tem, por
isso é natural que alunos do terceiro ciclo procurem, nos padrdes numéricos, relacdes
lineares por serem aquelas que mais séo trabalhadas. Para desenvolver a capacidade de
notar, em vez de fornecer aos alunos regras de calculo para determinar a expressdo geral
€ mais importante que eles consigam notar a estrutura subjacente que lhes permite
generalizar (Mason et al., 1985; Stylianides & Silver, 2009; Orton & Orton, 1999). O
método baseado no céalculo da diferenca entre termos consecutivos numericos, segundo
Orton e Orton (1999), € recursivo ndo levando de forma natural a uma férmula algébrica
e tal como focam Stylianides e Silver (2009) o método de generalizacdo deve ser feito
em ligacdo com a estrutura matematica da tarefa e néo, apenas, através da estrutura
numérica.

Harel (2008) distingue dois processos de generalizagdo sendo o primeiro
empirico e o segundo dedutivo: generalizacdo de padrdo de resultados (GPR) e
generalizacdo de padréo do processo (GPP) respetivamente. Exemplifica o autor citado
que provar por GPR a generalizacdo da sequéncia 2, 4, 8, ... ¢ 2" se faz pela
consisténcia dos resultados com a formula; e que provar por GPP se faz demonstrando
que o processo gerador desta sequéncia € a multiplicacdo repetida por 2. Neste Gltimo
caso, a generalizacdo foca-se na percecdo da estrutura subjacente aos dados e ndao em
cada um dos casos.

O poder de generalizacdo, segundo Mason et al. (1985), pode ser melhorado
simultaneamente pelo aumento da expectativa de encontrar o padrdo e pelo
desenvolvimento do conhecimento e da experiéncia matematica. Durante este processo,
estes autores aconselham: a registar todas as conjeturas formuladas, pois é natural que

seja necessario revisita-las mais tarde devido ao caracter ciclico do processo de
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conjeturar; a alterar as condigdes da conjetura para realgcar o que interessa; a ndo
acreditar na conjetura depois de formulada, mas a tratd-la como uma afirmacao que
necessita de verificacdo e de justificacdo; e a introduzir simbolos na conjetura para
ampliar o seu &mbito de validade.

A conjetura pode surgir por analogia quando se tenta resumir o aspeto em que ha
semelhanca total ou parcial com outras situacdes ou questdes ja exploradas, pelo que a
experiéncia matematica de cada pessoa é importante. Polya (2004) coloca a hipdtese de
que a maioria das conjeturas séo formuladas por analogia e, a ser assim, todo o tipo de
analogias podem ter um importante papel na descoberta da solugcdo de uma qualquer
situacdo problematica. Depois, as conjeturas serdo confirmadas ou ndo pela experiéncia
e pelo raciocinio rigoroso. Essas conjeturas, afirma Polya, quando comparadas com os
factos, podem necessitar de ser modificadas, adquirindo-se desse modo experiéncia que
possibilitard, ao longo do tempo, fazer uma distin¢cdo de quais sdo as conjeturas que
falham e quais s&o as conjeturas que se tornam verdadeiras.

Segundo Reid e Knipping (2010), a particularizacdo para testar a conjetura € um
tipo simples de raciocinio dedutivo em que se geram casos especificos a partir da
conjetura. Quanto mais casos se verificam mais convicgdo gera, apesar de em termos
probabilisticos ndo fazer qualquer sentido. A confiangca sé é completa caso se teste toda
a populacdo e isso s6 é possivel caso a populacdo seja finita. Se a populacédo é infinita
por mais casos que testemos continuamos a ter 0% da populacdo. Ou seja, aumentou-se
a confianca na conjetura mas ela ndo esta provada. Tem-se apenas uma descri¢do dos
factos limitada pela experiéncia e a esperanca de que essa descricdo se aplique para
além dos limites da experiéncia efetuada (Polya, 1968).

A reorganizacdo dos dados reunidos pode ser crucial permitindo reorganizar o
pensamento (Mason et al., 1985). H4, entdo, dois tipos de dados recolhidos, os testados
antes de formular a conjetura e os testados depois da formulacdo da conjetura: os
primeiros formam a conjetura e os segundos suportam-na. Os dois tipos de dados
estabelecem contacto entre a conjetura e os factos (Mason et al., 1985; Polya, 1968).

As conjeturas s@o sujeitas a sucessivos testes para averiguar a sua veracidade. No
caso de as conjeturas formuladas serem refutadas € necessario voltar atras e tentar
encontrar regularidades que levem a novas conjeturas formuladas com base em toda a
evidéncia experimental a disposi¢cdo. Se ao testar mais um caso especial, como refere
Polya (1968) se encontra concordancia com a lei conjeturada, a conjetura ganha

autoridade com essa verificagdo comegando-se a ver uma razdo para a lei geral, uma
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espécie de explicacdo que vai fortalecer a confianca na conjetura. Os casos particulares
que refutam uma conjetura funcionam como contraexemplos por mostrarem que uma
conjetura ¢ falsa (Watson & Mason, 2008). Lakatos (1999) apresenta, na discussdo da
conjetura de Euler, o uso de contraexemplos, a que chamou de locais e de globais,
durante o processo de prova (proof) de uma conjetura. Segundo Molina (2001), Lakatos
denomina de prova um argumento que decompde as conjeturas primitivas em
subconjeturas ou lemas® e ndo no sentido de garantia da verdade (Molina, 2001).
Durante este processo, Lakatos (1999) define que a fungdo de um contraexemplo local é
fazer uma critica @ prova e ndo a conjetura primitiva, enquanto a funcdo de um
contraexemplo global é uma critica a conjetura primitiva. Segundo De Villiers (2003) o
contraexemplo global verifica a premissa inicial, mas ndo a conclusdo, colocando em
causa a validade da afirmacdo, enquanto o contraexemplo local ou heuristico, como lhe
chama, ndo é inconsistente com a conjetura, desafiando um passo do raciocinio logico
ou apenas aspetos do dominio de validade da proposicdo. Em suma, a apresentacdo de
contraexemplos pode ter varias implicacdes: a redefinicdo do conceito, a restricdo do
ambito de aplicacdo da conjetura ou, ainda, a identificacdo de uma falha num passo do
raciocinio do processo de prova (Watson & Mason, 2008). Em todos estes casos 0s
contraexemplos propiciam e estimulam a ampliacdo do conhecimento.

O esquema apresentado por Davis e Hersh (1981) do modelo simplificado de
Lakatos, figura 1, da heuristica da descoberta matematica mostra o efeito do tipo de
contraexemplo no processo de conjeturar e de provar uma conjetura. Observe-se, na
figura 2, que em resultado de um contraexemplo global apenas a conjetura primitiva é
afetada, enquanto em resultado de um contraexemplo local a prova é reexaminada e
identifica-se uma subconjetura que é refutada e que permite melhorar a conjetura
primitiva incorporando as condicdes necessarias (Molina, 2001).

De Villiers (2010) apresenta as diferentes func6es do processo de experimentagéo,
mas sem qualquer ordem especifica: conjeturar — ciclo de procurar um padrdo por
inducdo, generalizar; verificacdo — obter certeza acerca da verdade ou validade de uma
afirmacédo ou conjetura; refutacdo global — desaprovar uma afirmacéo falsa gerando um
contraexemplo; refutacdo heuristica — reformular, refinar ou polir uma afirmagéo

verdadeira através de contraexemplos locais; compreensdo — compreender o significado

! Lemas: concluséo de outras demonstragdes que sdo invocados como factos conhecidos (Delmas-
Rigoutsos & Lalement, 2000)
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de uma proposi¢do, do conceito ou da definicdo ou como auxilio na descoberta da

prova.
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examnle

A
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example

A

Figura 2 — Modelo da descoberta de Lakatos de Davis e Hersh (1981, p.292)

Em Lakatos (1999) na analise da conjetura de Euler, o processo de reformulacéo
de conjeturas s aconteceu quando ndo houve rendigdo. Isto é, a conjetura de Euler
sobre os poliedros foi sendo reformulada barrando as excecdes, restringindo o dominio
das conjeturas e/ou o conceito de poliedro. Face a uma conjetura, declarar apenas que
ela é falsa fecha o caminho da descoberta impossibilitando a progressao (Molina, 2001).

No processo de generalizacdo subjacente a formulagdo e reformulagdo de
conjeturas, o raciocinio indutivo e a analogia sdo os tipos de raciocinio usados para
generalizar quando com base na particularizacao e observacdo dos dados produzidos se
encontram regularidades e se traduzem essas regularidades por uma afirmacdo geral
que, enquanto ndo estiver matematicamente provada, € uma conjetura.

No entanto, De Villiers (1999) ao exemplificar a funcdo de descoberta da prova
mostra como pode ocorrer uma generalizacdo com base num raciocinio dedutivo. Nesse
exemplo que apresenta da exploracdo da unido dos pontos medios de um papagaio hum
software geométrico dindmico, uma pessoa pode convencer-se da conjetura de que o

novo quadrilatero obtido seja um retadngulo através do arrastamento dos vértices do
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papagaio, mas a observacdo ndo transmite qualquer explicacdo de porque € que iSso
acontece. No entanto, na tentativa de provar o resultado de forma dedutiva, como refere
De Villiers, surge como caracteristica essencial do quadrilatero original o facto de ter
diagonais perpendiculares tornando secundario o facto de ter os lados adjacentes
congruentes. Este facto permite generalizar o resultado para qualquer quadrilatero com
diagonais perpendiculares sem seguir o método de verificagdo empirica da hipdtese
original. E assim possivel descobrir novos resultados através da tentativa de provar e
encontram-se, na histéria da matematica, exemplos de descoberta através da forma
dedutiva (De Villiers, 1999).

A conviccdo é, geramente, um pre-requisito para procurar a prova, como afirma
De Villiers (2010), pelo que s6 se vai dispender tempo a provar quando se estiver
razoavelmente convencido.

Balacheff (1987) considerou quatro niveis hierarquicos de desenvolvimento
cognitivo da prova de acordo com a forma como os alunos se convencem da validade de
uma afirmacéo ou solucdo que produzem: empirismo naif, experiéncia crucial, exemplo
genérico e experiéncia conceptual. Segundo o autor esta hierarquia esta relacionada com
a classificacdo em provas pragmaticas ou conceptuais conforme correspondem a uma
posicdo pratica ou tedrica. As provas pragmaticas sdo efetuadas pelo aluno para
estabelecer a validade de uma proposicdo imbuida pelas caracteristicas do
acontecimento que a constituiu; e as provas conceptuais nao fazem referéncia a acao,
sdo apresentadas com linguagem relativa as propriedades dos objetos e as relacfes entre
eles. Balacheff acrescenta ser entre o exemplo genérico e a experiéncia conceptual que
ocorre a passagem da prova pragmatica para a prova conceptual. O autor explica que
esta passagem é feita através da linguagem em que, inicialmente sdo feitas referéncias
temporais e referéncias a acdo concreta. Depois deste primeiro passo de distanciamento
para descrever a acdo, a passagem para a prova conceptual exige a referéncia apenas as
qualidades genéricas da situacdo. No entanto, alerta que para decidir qual o nivel de
prova é necessario conhecer o processo de producdo da prova pois as carateristicas da
linguagem néo sdo suficientes para decidir qual o nivel de prova. De seguida descreve-
se cada um dos niveis de prova de Balacheff em que os dois primeiros, esclarece o
autor, correspondem a prova, apenas, na perspetiva de quem as faz. O empirismo naif
consiste em validar a veracidade de uma afirmacdo através da observacdo de um
pequeno numero de casos. A experiéncia crucial é um procedimento de validacdo de

uma afirmacdo na qual o individuo coloca explicitamente o problema da generalizacéo

19



para todos 0s casos e conclui através de um caso que considera particular. Assim, a
experiéncia crucial consiste em provocar um acontecimento que, se resultar para aquele
caso, resulta para todos. Este procedimento é fundamentalmente empirico e distingue-se
do empirismo naif por se colocar o problema da generalizacdo e por se ter definido
outro modo de decidir. O exemplo genérico envolve tornar explicitas as razGes da sua
validade através da realizacao de operacdes ou transformacgdes sobre um objeto presente
ndo por ele mesmo, mas como representante caracteristico de uma classe de individuos.
A experiéncia conceptual invoca a acdo por interiorizacdo da mesma e distancia-se de
qualquer representante particular. Requer que a justificacdo, a base de validacdo da
afirmacdo, esteja incluida na analise das propriedades dos objetos em questdo. Essas
propriedades ndo sdo evidenciadas por casos particulares, mas de forma genérica.

Existem conexdes, segundo Balacheff (1987) entre o nivel de empirismo naif e o
nivel de experiéncia crucial assim como entre o nivel de exemplo genérico e a
experiéncia conceptual. Uma conclusdo importante, a que Balacheff chegou, foi a de
que se a experiéncia crucial € muitas vezes alcancada pela necessidade de assegurar a
generalidade da conjetura validada por empirismo naif e que o nivel de experiéncia
crucial pode manter-se mesmo apds a passagem para a prova conceptual, sobretudo se a
prova foi fundada com base no exemplo genérico. A passagem do exemplo genérico
para a experiéncia conceptual exige uma construcdo cognitiva em que é necessario
decidir qual o carater genérico do exemplo empregue.

Tal como refere Miyazaki (2000), estabelecer niveis de prova permite aos
professores diagnosticar o nivel de cada aluno e estabelecer metas mais apropriadas para
orientar os alunos na passagem de um nivel para o outro.

Ap0s o processo ciclico de conjeturar chega-se a uma generalizacdo, com grau de
aceitacao razoavel, aceite pelo proprio, mas que tera de ser matematicamente provada.
De seguida descreve-se 0 processo que conduz da generalizacdo a justificagdo e prova,

processo esse que esta interligado (Garuti, Boero, & Lemut, 1998).

Da justificacdo a prova

Ap0bs o processo de conjeturar, as afirmacdes produzidas sdo generalizagdes que
trazem consigo a conviccdo de veracidade por quem as produziu. Para provar é
necessario sentir a necessidade de convencer outros ou ter a nogdo de que se pode estar
enganado. Assim sendo, provar exige a capacidade de questionar mesmo 0 que parece

Obvio e esta atitude de questionamento é parte integrante da atitude de pensar
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matematicamente (Mason, 1998; Mason et al., 1985). Ha que ser critico e formular
conjeturas sobre o “porqué”, seguindo o normal processo de conjeturar, em trés
diferentes fases com grau de dificuldade crescente, referidas por Mason et al. (1985), a
saber: convence-te a ti préprio; convence um amigo; convence um inimigo. Os autores
afirmam que convencer um amigo obriga a exteriorizar as razdes pelas quais se esta
convencido, mas a necessidade de convencer alguém que nao acredita faz rever todo o
processo e questionar as afirmacfes conjeturadas desenvolvendo as conjeturas. Este
processo de revisdo implica tomar consciéncia do mesmo e, se, ao fazé-lo, houver
reflexdo, torna-se possivel generalizar os métodos usados chegando a compreensao da
questdo. Segundo Mason et al. (1985), ser capaz de reflectir requer a capacidade de
perceber, reconhecer, articular e assimilar.

As criancas, refere Mason (1998), ttm a capacidade de adquirir um estado de
certeza com grande facilidade passando rapidamente a generalizacdo. Para lidar com
isso, acrescenta, € necessario trabalhar no sentido de perceber que essa generalizacdo
pode ndo ser valida, que tem de ser testada e que € necessario procurar argumentos, para
que os outros fiquem convencidos. Se uma conjetura resistiu a varios testes, a forte
convic¢do de que ela é verdadeira permanece até que se encontre um contraexemplo que
a refute ou que se prove a sua veracidade. Durante este processo de teste, a
compreensdo ou justificacdo da conjetura pode surgir quando se observam 0s casos
especiais, por exemplo, nos casos em que o padréo dos dados é o espelho do padréo da
situacdo e em que ao analisa-los sobressai um padrdo que contribui para a compreensao
da questdo. Exemplos disso séo os problemas de contagem em que o padréo da situacédo
se traduz no padrdo numérico (Mason et al., 1985; Polya, 1968). Noutros casos acontece
a conjetura atingir um elevado grau de confianca sem se ter chegado a uma explicacéo
satisfatéria do porque € que é verdade, tornando-se necessario fazer a ligacdo entre a
conjetura e os dados revendo deste modo todo o processo de conjeturar. Torna-se
necessario voltar atras e tentar perceber porque é que algumas conjeturas foram
refutadas. Esta ac¢do de voltar atras e rever tem por base uma atitude de questionamento
e reflexdo e como refere Goldenberg (1999) o questionamento constitui um passo
avancado, uma vez que € preciso ter ideias para as poder rever e relacionar. Acrescenta
que a fungdo de questionamento permite aprofundar e/ou redefinir a defini¢cdo, ou o
dominio ou as restricdes do facto matematico.

Relativamente ao processo de questionamento, Mason et al. (1985) relacionam-no

com a capacidade de reparar/observar (notice). Os autores descrevem essa capacidade
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como o0 ato de produzir um comentério ou pensamento acerca de uma mudanga que
subtilmente foi apercebida e que provoca um questionamento. Explanam que as coisas
em que cada pessoa repara dependem de muitos factores, tais como experiéncia,
interesses, conhecimento e o actual estado psicoldgico. O ato de reparar pode ser
melhorado pelo desejo de observar melhor e pelo registo daquilo que foi observado. No
entanto, os autores alertam para o facto de as questdes terem de surgir como resultado
de uma accdo interior que ocorre algures entre o fluxo de conversa interior e a
estimulagdo exterior. Referem que a alternativa a esta atitude de questionamento é
aceitar tudo como esta, fazer tudo para evitar a incerteza, aceitar as coisas sem desafio,
sem perguntar porqué ou como.

Assim, justificar esta relacionado com o processo de ganhar convicgao da verdade
da conjetura e com a revelacdo de uma estrutura ou relagdo subjacente que liga o que se
sabe ao que se quer saber. A exposi¢cdo dessa ligacdo serd o argumento (Mason et al.,
1985; Polya, 1968; De Villiers, 1999).

Boero, Douek, e Ferrari (2008) realcam a importancia de a atividade de
construcdo da prova implicar uma ligacdo funcional entre a atividade argumentativa
necessaria para compreender a afirmacdo produzida (conjetura) e para reconhecer a sua
plausibilidade. Um argumento a favor da importancia dessa ligacdo funcional é a
constatacdo de Garuti, Boero, e Lemut (1998), de que, na situacdo de produzir uma
prova, partindo da conjetura aceite pela comunidade turma, os alunos que nao
participaram na construcdo dessa conjetura encontraram as mesmas dificuldades que é
costume encontrar quando se Ihes pede para produzir uma prova de uma afirmacao que
ndo produziram. Concluiram, assim, que a existéncia de unidade cognitiva entre a fase
de conjeturar e a fase da construcdo da prova é um argumento a favor da promocéo de
atividades de descoberta na sala de aula, para que os alunos sintam a necessidade de
reorganizar os argumentos formulados coerentemente e com encadeamento légico
produzindo deste modo a prova.

Existe unidade cognitiva, segundo Mariotti (2006), quando no processo de
formulacdo de conjetura a justificagdo emerge e ao provar se interligam os argumentos
produzidos de forma coerente numa cadeia légica. Nem sempre tal acontece, tendo os
investigadores chamado de falha a distancia entre os argumentos produzidos no
processo de conjeturar e 0s argumentos produzidos no processo de prova. Se na
descoberta houver unidade cognitiva entre a fase de conjetura e a posterior validacéo

pode ser promovida a necessidade de provar (Garuti, Boero, & Lemut, 1998), ja que a
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prova tem potencial para promover a compreensdo e a convicgdo constituindo uma
oportunidade para os alunos tomarem consciéncia das limitagdes dos argumentos
empiricos como métodos de validacdo das generalizagbes matematicas (Stylianides,
2009). Os alunos tendem a formular ou a aceitar argumentos empiricos como prova de
generalizagcBes matematicas mesmo quando esses argumentos ndo proporcionam
evidéncia pela verificacdo de ser verdade em todos os casos de um subconjunto de
elementos do dominio da generalizacdo (Stylianides & Stylianides, 2009).

Hanna (1996) defende a ideia de que o ambiente certo para ensinar a prova
promovendo a compreensdo € aquele que se foca numa aprendizagem de uma
matematica com significado explicando os conceitos e em que se pede aos alunos que
justifiquem as suas descobertas e afirmagdes. E, no entanto, necesséario que os alunos
desenvolvam certas capacidades essenciais a prova, as quais foram sintetizadas por
Stylianides e Stylianides (2008), como as seguintes: a capacidade de reconhecer que
uma prova garante a verdade para todos os elementos do dominio coberto pela prova,
mas que nao a garante para elementos fora do dominio; a de reconhecer a necessidade
de provar, pelo que deve compreender o papel das assungdes (por exemplo, definigdes,
axiomas,...) que estdo na base de um argumento matematico ou de uma prova; a de
usar diferentes formas de raciocinio, tais como o raciocinio indutivo, o raciocinio por
analogia e o raciocinio dedutivo.

A planificacdo de sequéncias de instrucdo com vista a que o aluno sinta uma
necessidade intelectual de aprender métodos seguros de validagdo pode ser uma forma
de ensinar a prova, tal como relatam Stylianides (2009) e Stylianides e Stylianides
(2009). Um exemplo de uma sequéncia de aprendizagem da prova, apresentada por
estes autores, é constituida por quatro problemas: no primeiro, os alunos exploram e
encontram um padrdo numeérico que traduzem por uma férmula, mas que validam com a
verificacdo de alguns casos; no segundo, 0s alunos identificam um padréo que sé serve
para 0s primeiros casos gerando-se um conflito cognitivo que promove a progressao
para um novo estadio que corresponde a validar através de alguns casos especiais; no
terceiro, instala-se, nos alunos, um segundo conflito cognitivo, 0 que provoca a
necessidade de conhecer méetodos seguros de validagdo. A nogdo de prova matematica
foi introduzida, voltando ao problema um, através da construcéo da explica¢do genérica
do processo que levou a escrita daquela formula. Desse modo foi introduzida a funcéo
explicativa da prova. Salienta-se aqui o facto de terem chegado a uma expressdo

simbolica e no entanto, quando se lhes perguntou, por que é que aquela expressdo
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provava, os alunos recorreram a casos especificos revelando estarem no nivel de
empirismo naif. O conflito cognitivo €, assim, instalado a partir de contraexemplos para
expandir os espacos de exemplos pessoais para validacdo desenvolvendo, em paralelo,
0s esquemas de justificacdo dos alunos (Stylianides & Stylianides, 2009).

Para que o professor planifique com a intencionalidade de promover a prova deve
conhecer diferentes tipos de tarefas de prova para que ndo enfatize no seu ensino apenas
as que conhece e também para que saiba qual o tipo de atividade matematica que cada

uma das tarefas despoleta (Stylianides & Ball, 2008). A Tabela 1 apresenta essa relacéo.

Tabela 1 — Tipo de tarefas de prova e a atividade de prova (Stylianides & Ball, 2008)

ATIVIDADE DE PROVA

Numero de
casos Verificagao Refutacéo
envolvidos
o . » Enumeracéo estratégica de casos
» Enumeracéo sistematica .
» Construcdo de um contraexemplo
o de todos os casos sendo )
Madltiplos casos » Desenvolvimento de um

possivel 3
argumento por redu¢do ao
» Argumento geral que
absurdo
cubra todos 0s casos

» Desenvolvimento de um
o » Argumento geral que
Infinitos casos argumento por reducgdo ao
cubra todos 0s casos
absurdo

Reid e Kbnipping (2010) classificaram os argumentos de acordo com o tipo de
representatividade envolvida nos exemplos. Agruparam 0s argumentos em quatro tipos
apresentados na Tabela 2: argumentos empiricos sdo aqueles que usam exemplos
especificos, mas ndo representam uma classe geral ndo sendo por isso considerados
representativos; argumentos genéricos sdo aqueles em que os exemplos especificos sdo
usados como representativos; argumentos simbdlicos sdo aqueles em que as palavras e

os simbolos sdo representativos; e argumentos formais sdo aqueles em que os simbolos
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e as palavras sdo usados sem representarem coisa nenhuma. Alguns argumentos estdo
entre uma classificacdo e outra, como, por exemplo 0s argumentos entre 0s argumentos
empiricos e genéricos. Estes argumentos ao contrario dos argumentos empiricos sao
aceites como prova pela comunidade matematica em duas situa¢des: quando todos 0s
exemplos de um conjunto finito séo verificados e satisfazem a proposi¢do — Prova por
exaustdo — e quando um exemplo é verificado e refuta a proposicdo — refutacdo por
contraexemplo.

As provas genéricas usam exemplos para representar uma classe mais ampla e a
sua designacgdo provém da forma que o argumento toma: numérico, concreto, pictorico,

situacionais.

Tabela 2 — Classificagdo de argumentos de Reid e Knipping (2010, p.131)
CATEGORIA SUBCATEGORIAS

Enumeracdo simples

- Estender um padréo
Argumentos Empiricos:

. ) Experiéncia crucial
Exemplos usados ndo representativos

casos
Esquema de prova percetual
. . Prova por exaustdo
Entre o Empirico e o Genérico
Contraexemplo

Exemplo genérico numérico

Argumentos Genéricos: Exemplo genérico concreto

Exemplos representativos Exemplo genérico pictorial
Exemplo genérico situacional

Entre o Genérico e o Simbolico Argumentos geométricos

Argumentos Simbélicos: Narrativos

Palavras e simbolos representativos Simboélicos

Entre o Simbdlico e o Formal Manipulativos

Argumentos Formais

Simbolos nédo representativos

Provas simbodlicas com palavras e simbolos representativos sdo as provas que a
maioria dos alunos e professores consideram corretas matematicamente. Neste tipo de
prova cada simbolo representa alguma coisa e, no caso de haver manipulacdo de uma
expressdo algébrica, a expressdo inicial e a final significam alguma coisa enquanto as

expressdes intermédias podem incluir termos que ndo sdo representativos. Muitas das
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deducdes algébricas envolvem facilidade de manipulacéo algébrica em vez de deducéo
l6gica.

Pretende-se que o aluno aprenda modos validos de argumentacdo, tais como o
principio matematico de inducdo, o de contraposicdo da regra de equivaléncia e o de
construcdo de contraexemplos (Stylianides & Ball, 2008).

Reid e Knipping (2010) clarificam que o principio de inducdo matematica é
baseado em raciocinio dedutivo e ndo indutivo, uma vez que, apesar de ser um
raciocinio por recorréncia que usa casos especificos, refere o quinto axioma de Peano:
regra que permite a deducdo de uma regra geral a partir de casos especificos.

Com base nas investigacGes realizadas na educacdo matematica Reid e Knipping
(2010) sintetizaram os raciocinios que ocorrem durante a atividade matematica em
cinco padrdes de raciocinio, definidos como combinacdes de atos de raciocinio
realizados individualmente ou em pequeno grupo durante essa atividade: padrdo de
verificacdo cientifica (rendicdo, exception e monster barring),padrdo de deducéo-
conjetura-teste; padrdo de analise da Prova.

O padrdo de raciocinio que Reid e Knipping (2010) denominam de verificacdo
cientifica segue a sequéncia de observar um padrdo, conjeturar, submeter a teste ciclico,
generalizar, deduzir e distingue-se do padrdo de raciocinio deducdo-conjetura-teste
ciclico por iniciar com a observacao de um padrdo e ndo por uma deducdo. Este ultimo
padrdo de raciocinio atribui, assim, um caracter exploratorio ao raciocinio dedutivo, o
que tradicionalmente ndo € usual. Os autores explicam que, na sala de aula, pode
acontecer que os alunos por raciocinio dedutivo transformem um conhecimento
implicito num conhecimento explicito através da sua explanagéo.

No padrdo de raciocinio de verificacdo cientifica surgem outros dois padrdes
quando ao testar uma conjetura surge um contraexemplo: o padrdo de rendi¢do ou o
padrdo de exception e monster Barring. A rendi¢do da-se no caso de o contraexemplo
resultar na negacéo da conjetura: observar o padrdo, conjeturar, submeter a teste ciclico,
encontrar um contraexemplo, negar a conjetura. No caso de se rejeitar o contraexemplo
duas situacbes podem ocorrer: 0 contraexemplo € rejeitado por ser considerado um caso
especial (Monster barring) sem permitir que a conjetura tenha excepgdes ou a conjetura
é reformulada de forma a excluir esses contraexemplos (Exception Barring). O outro
padrdo de raciocinio é o de analise da prova em que ha uma falha no raciocinio e para a

localizar se faz a revisdo da conclusdo. Segundo Reid e Knipping (2010), o padrao de
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andlise da prova é o processo de provas e refutacbes que ocorre na atividade
matematica designado de “proof-analysis” por Lakatos.
Reparar nestes padrfes de raciocinio ao analisar a atividade matematica exige

distinguir os diferentes tipos de raciocinio: indutivo, dedutivo, abdutivo e por analogia.

3.2 A natureza do raciocinio matematico

O raciocinio dedutivo teve origem na matematica grega, na qual a prova era
obtida por um esquema dedutivo e axiomatico, devendo-se aos gregos a criacdo da
matematica como ciéncia racional (Harel & Sowder, 2007; Napoles, 2000). No entanto,
Aristételes ja considerava os dois tipos de raciocinio, o indutivo e o dedutivo, tendo-se
dedicado ao estudo dos raciocinios dedutivos elementares que designou de silogismos e
que foram a base do raciocinio sistematico até a época do Renascimento (Cohen &
Manion, 1990; Népoles, 2000). O facto de o silogismo se ter deixado de relacionar com
a observacdo e com a experiéncia diminuiu a sua eficacia. E é no século XVII que
Francis Bacon critica 0 modelo em vigor, propondo o modelo do raciocinio indutivo por
meio do qual uma afirmagéo baseada no estudo de um numero de casos individuais
deve levar a uma hipdtese e finalmente a uma generalizagdo (Cohen & Manion, 1990).
Segundo Oliveira (2002), pela inducdo baconiana através de uma sé experiéncia pode
ser induzido um determinado facto. Consequentemente, afirmam Cohen e Manion
(1990), a ciéncia deixou de considerar a logica e a autoridade como meios absolutos que
conduzem a prova, passando estas a constituir fontes de hipdteses acerca do mundo e
dos seus fendmenos.

Em termos de tipo de raciocinio, Polya (1968) distingue o raciocinio plausivel,
usado no processo de descoberta da prova, do raciocinio demonstrativo, usado na prova
enquanto produto do processo criativo matematico. Refere, ainda, que a prova
matematica aparece como puramente dedutiva, mas que ela é descoberta por raciocinio
plausivel, através de conjeturas.

Polya (1968) refere as vantagens da inducdo no processo de aprendizagem:

Induction results in adapting our mind to the facts. When we compare our
ideas with the observations, there may be agreement or disagreement. If
there is agreement, we feel more confident of our ideas; if there is
disagreement, we modify our ideas. After repeated modification our ideas
may fit the facts somewhat better. Our first ideas about any new subject
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are almost bound to be wrong, at least in part; the inductive process give
us a chance to correct them, to adapt them to reality. (p.55)

O autor acrescenta que essa adaptacdo mental é feita em paralelo com a adaptacao
da linguagem verbal, o que permite mudar a terminologia matematica e clarificar os
conceitos. Foca, ainda, a utilidade do processo indutivo na situagdo, que por vezes
ocorre na investigagdo matematica, de perante a formulacdo de um teorema, haver
necessidade de Ihe dar um significado mais preciso de modo a clarifica-lo. Também De
Villiers (2003) considera que a exploracdo de conjeturas e de resultados de forma
experimental contribui para melhor compreender o significado proposicional de um
teorema.

Polya (1954) afirma no prefacio da sua obra Induction and Analogy in
Mathematics (volume 1) que a matematica oferece uma excelente oportunidade para
aprender o raciocinio dedutivo e que o curriculo da matematica escolar oferece uma
grande oportunidade para aprender o raciocinio plausivel. Compara o raciocinio
dedutivo com o raciocinio plausivel e conclui que o raciocinio dedutivo é seguro, é
definitivo, segue cddigos rigidos e ndo esta sujeito a controversias e que 0 raciocinio
plausivel é controverso e provisorio. Distingue-0s, ainda, por no raciocinio dedutivo ser
primordial distinguir uma prova de um palpite e no raciocinio plausivel ser primordial
distinguir entre um e outro palpite em termos de razoabilidade. O raciocinio indutivo é
um caso particular do raciocinio plausivel, e, segundo Polya (1968), é por inducéo que
se chega da observacdo a conjetura.

Segundo Reid e Knipping (2010), identificaram-se, na investigacdo em educacéo
matematica, trés tipos de raciocinios como 0s mais importantes para ensinar e aprender
a prova: o dedutivo, o indutivo, e a analogia. Estes autores propdem distinguir 0s
diferentes raciocinios pelo modo como usam casos (observacao especifica contida numa
condicdo), regras (proposigdo geral que afirma que se uma condi¢do ocorre a outra
também ocorre) e resultados (observagdo especifica similar a um caso mas referindo-se
a uma condicdo que depende de outra ligada por uma regra). Por condigdo os autores
entendem a descricdo de um atributo de alguma coisa ou uma relagcdo entre atributos.
Esta estrutura € a mesma dos silogismos, a qual envolve uma regra e um caso chegando
a um resultado (0 mesmo que duas premissas e uma concluséo). O mais usado em
matematica € o silogismo condicional, cuja estrutura em logica matematica é a da

implicacdo (Napoles, 2000).
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No raciocinio dedutivo, um caso e uma regra implicam um resultado e no tipo de
silogismo condicional ha duas figuras: “Modus Ponens” (MP) ou “afirmacdo do
antecedente” e “Modus Tollens” (MT) ou “negacdo do consequente”. No silogismo MP,
0 mais usado por ser mais intuitivo, se numa premissa em forma de implicagédo o
antecedente é verdadeiro, infere-se que o consequente também é verdadeiro. No
silogismo MT, se numa premissa em forma de implicacdo a negacdo do consequente é
verdadeira, ou seja, se se provar que o consequente € falso, infere-se que o antecedente
também o é. Nos silogismos tipo “Modus Ponens”, muitas vezes 0 caso também é uma
regra geral ficando-se, entdo, com duas regras gerais, mas, quando o0 caso ndao é uma
regra geral, entdo a deducdo é uma particularizacdo da regra (Reid & Knipping, 2010).
De facto, uma deducdo pode ir do geral para o particular ou do geral para o geral
(Népoles, 2000).

Tradicionalmente considera-se que o raciocinio dedutivo ndo conduz a novo
conhecimento por toda a informacdo estar ja contida nas premissas. Contudo, Reid e
Knipping (2010) salientam que na sala de aula se encontram exemplos de raciocinio
dedutivo com a funcéo de explicar e mesmo de explorar. Estes autores, argumentam que
os alunos podem experienciar a descoberta ao tornar algo que sabem implicitamente em
conhecimento explicito. Salientam também o facto de uma particularizagdo poder ser
um raciocinio dedutivo quando uma afirmacéo geral se testa por particularizacéo.

No raciocinio indutivo, um caso e um resultado (ou muitos casos similares
associados com muitos resultados similares) levam a uma regra. Neste raciocinio parte-
se de casos particulares e concluem-se regras gerais; usa-se 0 que se sabe para concluir
sobre algo que ndo se sabe; todavia, o que se conclui é apenas provavel e ndo é certo.
Como refere Napoles (2000), o raciocinio indutivo pode ser representado por um
paralogismo (silogismo errado) condicional, no qual o grau de verosomilhanga do
antecedente aumenta quando aumenta o nimero de consequéncias sem nunca se chegar
a certeza mas apenas a conjetura.

No raciocinio abdutivo um resultado e uma regra levam a um caso. Este raciocinio
é o reverso do raciocinio dedutivo e 0 seu ponto de partida da-se atraves de um caso
surpreendente.

O raciocinio por analogia é definido por Polya (1968; 2004) como a percecao de
aspetos semelhantes entre situacdes. O mesmo autor refere que as analogias atravessam
todo 0 nosso pensamento. Reid e Knipping (2010) apontam algumas caracteristicas

importantes do raciocinio por analogia, a saber: a possivel confusdo com uma
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generalizacdo seguida de uma particularizagcdo; a possibilidade de ser usado para
explorar e para explicar em matematica; a semelhanca com a forma do raciocinio
dedutivo implicando a dificuldade de os distinguir

Os alunos, quando colocados perante um desafio que os faca sentir a necessidade
de descobrir, investigam a matematica e geram novo conhecimento pondo em agéo todo

o tipo de pensamento inferencial e ndo apenas o dedutivo (Oliveira, 2002).
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Il — Parte empirica
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4. Metodologia

Nas seccdes seguintes serdo fundamentadas as op¢fes metodoldgicas efetuadas
relativamente a investigacdo realizada, assim como os procedimentos realizados na

recolha de dados e na andlise dos dados.

4.1 Opgdes metodoldgicas

As opcdes metodologicas dizem respeito ao paradigma de investigagdo de acordo com
as questbes e objetivos do estudo, a seleccdo da perspectiva mais adequada e a

estratégia de investigacao.

Selec¢do do paradigma de investigacao

Ao planear uma investigacdo é necessario pensar em que paradigma a mesma se
insere pelo facto de essa escolha condicionar toda a orientacdo do estudo. Esse
condicionalismo decorre da prdpria defini¢do de paradigma de Bogdan e Biklen (1994),
como “...um conjunto aberto de assercdes, conceitos ou proposi¢des logicamente
relacionados e que orientam o pensamento e a investigacdo.” (p.52). Os dois
paradigmas, segundo Almeida e Freire (2007), que estdo na base da caracterizacdo de
um modelo de investigacédo, na area da educacdo, sdo o paradigma empirico-analitico,
muitas vezes designado como quantitativo, positivista e experimental e o paradigma
humanista-interpretativo, também designado como qualitativo e naturalista. O primeiro,
de corrente positivista, assenta na crenca de que a investigacdo so € credivel atraves do
método experimental com o objetivo de explicar, predizer e controlar os fendmenos
estabelecendo relagdes causais (Almeida & Freire, 2007; Boavida & Amado, 2008). A
segunda, anti-positivista, baseia-se na perspectiva fenomenoldgica que, de acordo com
Bogdan e Biklen (1994), é uma teoria em que se faz uso de um conjunto de assercoes
tendo em conta o significado e interacgfes que 0s sujeitos atribuem as coisas,
enfatizando a componente subjectiva do comportamento das pessoas. Esta pespectiva
teve origem na ideia de que a relacdo entre a percecdo dos objetos e os objetos ndo é
passiva, pois o objecto é definido pela consciéncia humana através da experiéncia
(Denzin & Lincoln, 1994).

O paradigma interpretativo incorpora a complexidade da realidade do fenémeno a
estudar ndo reduzindo essa complexidade ao estudo de uma parte desse fendémeno e

aceita que o conhecimento dessa realidade é interpretado pelo investigador que, tal
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como 0s sujeitos investigados, tem as suas ideias e valores (Lidke & André, 1986).
Aplicando esta perspectiva a esta investigacdo, 0s aspetos que interferem na forma
como os alunos raciocinam, assim como 0s seus raciocinios, serdo interpretados pela
investigadora na tentativa de compreender, de forma contextualizada, o fenébmeno do
raciocinio destes alunos na aula de matematica.

A designacdo mais comum para o tipo de investigacdo realizada na perspetiva
interpretativa é de investigacdo qualitativa, por ser este o termo que designa o tipo de
metodologia privilegiado neste tipo de investigacdo. Bogdan e Biklen (1994)
apresentam como caracteristicas da investigacdo qualitativa: (i) os dados serem
recolhidos no seu ambiente natural e o investigador ser o instrumento principal; (ii) o
caracter descritivo da investigacdo qualitativa; (iii) o interesse ser mais centrado no
processo do que simplesmente nos resultados ou produtos; (iv) a analise dos dados ser
realizada de forma indutiva; (v) a especial importancia dada ao significado.

Inserida na perspectiva fenomenologica a abordagem designada por
interaccionismo simbolico vé o ser humano como um criador de simbolos pelo facto de
este construir e modificar a sua experiéncia e o significado que atribui as coisas através
da interpretacdo e da interagdo social (Bogdan & Biklen, 1994). Nesta perspectiva, de
forma sucinta, e com base em Cohen e Manion (1994), o enfoque ndo é no individuo
imbuido das suas caracteristicas, nem no aspeto social que causa 0 seu comportamento,
mas na natureza da interacdo entre as pessoas. Esta perspectiva tem, assim, em conta a
transformacdo do ser humano e da sociedade através da interacdo, pelo que ndo se
centra no individuo mas na atividade humana (Cohen & Manion, 1994). O ser humano,
como explica Cohen e Manion (1994), é uma entidade dindmica de interacdo ciclica
cujo ciclo diz respeito a acdo, percecdo, interpretacdo e nova acao.

Os principais pressupostos do interacionismo simbolico, sdo de acordo com Ponte
(2006): a experiéncia humana mediada pela interpretacdo, os sentidos atribuidos como
produto da interagdo social entre os seres humanos, os sentidos produzidos e
modificados por cada pessoa através de um processo interpretativo.

De acordo com estes pressupostos os alunos sdo entidades dinamicas cujas agoes
devem ser interpretadas num contexto de interagdes complexas.

Esta forma de investigar, como afirmam Bogdan e Biklen (1994), centrou a
investigacdo na interpretacdo e na escrita, atribuindo ao investigador o papel de

intérprete. Os processos pelos quais o investigador vai conduzir a investigacdo

34



Desenvolvimento do raciocinio matematico

dependem da estratégia utilizada. Seguidamente, serd apresentada a estratégia

seleccionada na presente investigacao.

A estratégia de investigacéo

No &mbito de uma investigacao de caracter qualitativo ha diferentes estratégias de
pesquisa e a primeira e mais importante condicdo para decidir por uma delas €, segundo
Yin (2005), a identificacdo do tipo de questdo de pesquisa. De acordo com Yin ha ainda
outros dois critérios para decidir qual a estratégia adequada: a abrangéncia de controle
sobre eventos comportamentais e 0 grau de enfoque em acontecimentos atuais ou
histdricos. O estudo de caso sera, entdo, a estratégia definida quando as questbes sdo do
tipo “Como?”, “Porqué?” e/ou “o qué?”, e, para além disso, no caso da investigacao se
debrucar sobre a atualidade e sem controlar os comportamentos.

Para Stake (2009), “O estudo de caso é o estudo da particularidade e
complexidade de um dnico caso, conseguindo compreender a sua atividade no ambito
de circunstancias importantes” (p.11). Também Yin (2005) enfatiza a importancia dada
ao contexto quando define um estudo de caso como uma investigacdo empirica em que
se “investiga um fenémeno contemporaneo dentro do seu contexto da vida real,
especialmente quando os limites entre o fendmeno e o contexto ndo estdo claramente
definidos” (p.33).

Yin (2005) refere que os estudos de caso, tal como outras estratégias, podem ser
exploratdrios, explicativos e descritivos. No entanto, como afirma Ponte (2006), um
estudo de caso tem sempre um caracter fortemente descritivo mesmo que tenha outros
propdsitos para além de descrever o caso. Tal como Ponte (2006) refere, o estudo de
caso nao é um tipo de investigacdo mais apropriado para estudar situacdes de
intervencdo conduzidas pelo proprio investigador pelo facto de ser dificil manter o
distanciamento necessario. Todavia o0 autor expde alguns exemplos de estudos de caso
em que os investigadores conduzem experiéncias na sua pratica profissional, sendo o
caso ndo a experiéncia no seu todo mas uma unidade dentro dessa experiéncia. Ponte
salienta a necessidade de o investigador, quando opta por essa estratégia, ter o cuidado
de usar estratégias de distanciamento eficazes.

Esta investigacdo em particular consiste na conducéo, pela propria professora, de
uma experiéncia de desenvolvimento do raciocinio matematico atraves da

implementacdo de um ambiente de descoberta da matematica na sala de aula. A unidade
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de analise, o caso, sdo os alunos da turma em geral e alguns alunos em particular
visando proporcionar um entendimento mais aprofundado dos efeitos da experiéncia.

Na realizacdo de um estudo de caso este pode ser Unico, caso haja apenas um
contexto a ser estudado, ou maltiplo, se houver varios contextos estudados para serem
comparados (Yin, 2005). Neste estudo o contexto € Unico e diz respeito a unidade de
analise dos alunos de uma turma de 9.°ano cuja escolha da investigadora se deveu,
apenas, ao facto de ser uma turma de 3.° ciclo.

Um estudo de caso &, segundo Yin (2005), um estudo de caso incorporado quando
dentro do caso Unico se da atencdo a uma ou a Varias subunidades de analise a que
chama unidades incorporadas. Ponte (2006) denomina as subunidades de analise como
subcasos. Neste estudo optou-se por realizar um estudo de caso unico holistico em que a
turma constituiu a unidade de analise e depois se incorporaram quatro subcasos, 4
alunos, para melhor fazer sobressair as particularidades do caso.

A selecdo desses alunos foi feita a medida que o estudo decorria, mas ndo se
abandonou em nenhuma etapa do projeto, a andlise holistica do caso. Os alunos
selecionados como subcasos foram aqueles que poderiam dar uma ideia mais
enriquecedora desta investigacao, pois, segundo Stake (2009), um dos critérios para a
seleccdo dos subcasos devera ser o de maximixar o que se pode aprender. Assim sendo,
a selecdo de casos na turma foi realizada tendo em conta a seguinte questdo: quais sao

aqueles que ajudam a compreender melhor como raciocinam os alunos.

A investigadora como professora

Para realizar a investigacdo compreendendo 0 caso era necessario observar in
loco. Havia, no entanto, duas formas de o fazer: ou a professora analisava a sua turma e
passava a ser professora e investigadora em simultaneo ou fazia a investigacdo numa
turma de um colega da escola com compatibilidade de horério. Esta segunda opcéo
acarretava alguns problemas: todos o0s colegas eram seus desconhecidos, convencé-los a
aceitar poderia ser um processo complexo e o risco de ndo adesdo as metodologias
adoptadas, dentro de um quadro de promocdo de autonomia matematica dos alunos,
podia inviabilizar o estudo. Devido a estes possiveis constrangimentos, a professora
decidiu protagonizar ambos os papéis.

Levantava-se a questdo de qual deveria ser o grau de participacdo da

investigadora no estudo, grau esse que pode ser definido dentro de um intervalo
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continuo que vai desde o ser s observador sem qualquer participacdo, até o observador
com envolvimento total na realidade (Bogdan & Biklen, 1994; Liidke & André, 1986).
A opcdo de ser professora e simultaneamente investigadora parece apontar no
sentido do envolvimento total, mas h4, no entanto, fronteiras que podem ser definidas.
Essas fronteiras sdo percepcionadas pela pessoa em cada momento e de acordo com as
funcBes que desempenha. Com efeito, no contexto de sala de aula pode haver momentos
em que seja sO professora, outros em que seja professora e investigadora, e nenhuns
momentos em que seja s6 investigadora. O grau de envolvimento da investigadora pode
variar de acordo com o tipo de atividade que estd a decorrer nunca se situando nos
extremos do intervalo de grau de participacdo. No entanto, como referem Bogdan e
Biklen (1994), a tentativa de equilibrio entre a participacdo e a observacdo pode ser
dificil. Salienta-se que a professora como orientadora de atividades que dao primazia a
autonomia dos alunos ja se deparou, ao longo da sua atividade profissional, com essa
dificuldade de equilibrio e com as consequéncias de ter optado pela intervencdo ou pela
passividade. Era, entdo, possivel antever algumas dificuldades nesta representacdo dupla
de papéis com caracteristicas diferentes. Por um lado, o papel de professor tem em
comum com o de investigador, o facto de ambos recolherem dados, fazerem registos,
usarem esses registos para perceber os alunos, mas, como referem Bogdan e Biklen
(1994), “...o investigador pode devotar-se a investigagdo de alma e coragdo” enquanto o
professor tem outras preocupagdes e aspetos a prestar atencdo dentro e fora do contexto
de sala de aula. Consequentemente o investigador professor terd de autoregular a sua
acdo através de um distanciamento da sua a¢do como professor. Esse distanciamento
poderd ser conseguido recorrendo a gravacdo audio e video uma vez que esses registos
tornam possivel rever a acao distanciada no tempo e como elemento externo a mesma.
Por sua vez esse distanciamento permite controlar o efeito de o investigador ser também
sujeito da investigacao por ser ele o instrumento de recolha de dados tal como chama a
atencdo Bogdan e Biklen (1994). Este aspeto sera referido mais a frente na subseccdo de

critérios de qualidade de um estudo, mais propriamente na validade interna.

Questoes éticas

A ética coloca questdes muito importantes a ndo descurar numa investigacao.
Uma investigacdo em que o objeto de estudo é a aprendizagem e 0 comportamento dos
seres humanos, como refere Tuckman (2000), ndo pode esquecer os direitos das pessoas

envolvidas: o direito a ndo participagdo; o direito ao anonimato; o direito a
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confidencialidade; o direito de poder contar com o sentido de responsabilidade do
investigador. Quanto ao caso particular da investigacdo qualitativa Bogdan e BiKlen
(1994) apresentam as propostas relativas a um codigo deontologico para 0s
investigadores qualitativos: as identidades dos sujeitos devem ser protegidas; o
anonimato deve contemplar ndo s6 o material escrito mas também os relatos verbais; o
investigador ndo deve revelar a terceiros informacdes sobre 0s seus sujeitos; 0s sujeitos
devem ser tratados respeitosamente e de modo a obter a sua cooperacao na investigagéo;
0s sujeitos devem ser informados sobre os objetivos da investigacdo e 0 seu
consentimento obtido; os investigadores ndo devem mentir aos sujeitos nem registar
conversas ou imagens com gravadores escondidos; ao negociar a autorizacdo O
investigador deve ser claro e explicito com todos os intervenientes e deve respeita-lo até
a conclusdo do estudo; ao escrever os resultados deve ser auténtico pois confecionar ou

distorcer dados constitui o “pecado mortal” do cientista.

Critérios de qualidade

Para aferir da credibilidade de um estudo, os testes de qualidade propostos para
pesquisas sociais empiricas, na qual se inserem os estudos de caso, sdo, de acordo com
Yin (2005), os seguintes: validade do constructo, validade interna, validade externa e
fiabilidade.

A validade do constructo ou validade conceptual diz respeito ao estabelecimento
de medidas que mostrem que as decisdes tomadas relativas a analise dos conceitos
envolvidos sdo eficazes e adequadas. A forma de o mostrar depende de o investigador
identificar e fundamentar, através de diferentes fontes, os conceitos envolvidos
estabelecendo critérios de analise desses conceitos que mostrem ser adequados ao
conceito em questdo (Yin, 2005; Ponte, 2006). Isto &, por exemplo, no que diz respeito a
analise do raciocinio matematico dos alunos durante a atividade matemética tem de
existir uma fundamentagdo tedrica sobre o raciocinio cujos critérios de analise tém de
estar em concordancia com essa fundamentacdo. E também importante estabelecer um
encadeamento de evidéncias e discutir os rascunhos do relatorio com outra pessoa (Yin,
2005). Nesta investigacdo a discussdo do relatorio sera feita com o orientador de
mestrado.

A existéncia de validade interna estd relacionada com o facto de a realidade
apresentada estar de acordo com a propria realidade existente (Ponte, 2006), ou seja,

tem a ver com a preocupacdo do grau de subjetividade que os dados podem conter.
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Como refere Bogdan e Biklen (1994) o investigador qualitativo ndo é ingénuo, pois tem
consciéncia de que os dados recolhidos tém a influéncia do observador, logo tém uma
carga subjectiva. No entanto, a partir da componente reflexiva do investigador é
possivel diminuir essa carga subjectiva se as asser¢des do investigador forem sendo
comparadas com os dados e modificadas caso ndo coincidam com as suas. Esse risco de
subjetividade pode ser diminuido através de alguns cuidados: prolongar o tempo de
recolha de dados no ambiente natural do estudo recolhendo uma quantidade
consideravel de dados; diminuir o teor interpretativo do investigador através do
confronto deste com essas interpretacdes de cada vez que revé o aglomerado de dados; o
investigador tenta descrever as varias dimensfes da situacdo em estudo pois sabe que
ela é complexa (Bogdan & Biklen, 1994). A estratégia de gravar em audio e video
permitiu: completar a informacéo recolhida por observagao direta no campo; diminuir o
teor subjetivo da interpretacdo dos dados pelos aspetos, ja referidos, de as gravacOes
proporcionarem a revisdo da acdo sempre que se quiser e no papel de observador
externo; saber quando e como a sua participacao influenciou as ac¢des dos alunos para
depois interpretar as ac¢des dos participantes tendo essa influéncia em linha de conta.

A existéncia de validade externa relaciona-se com a possibilidade de
generalizacdo, ou seja, ser possivel aplicar as conclusdes a outros locais e sujeitos
diferentes (Bogdan & Biklen, 1994). Como afirma Stake (2009), ha generaliza¢6es nos
estudos de caso de dimensdo micro mas também pode acontecer do estudo de caso
modificar generalizagdes macro. No entanto, como explica McMillan e Schumacher
(1997), estas generalizagfes nao sdo generalizacBes estatisticas, referindo-se antes a
possibilidade da extensdo das descobertas. Refere ser possivel melhorar essas
possibilidades através da descricdo detalhada dos diferentes componentes do estudo:
adequada descrigcdo no estudo; o papel do investigador; a selecdo dos participantes; o
contexto social; as estratégias de recolha de dados; as estratégias de andalise de dados;
narrativas auténticas; descricdo do que diferencia o objeto de estudo; os conceitos-chave
do estudo; explicacbes alternativas; e outros critérios acrescentados ap0s o estudo
concluido.

A fiabilidade do estudo esta associada, segundo Yin (2005), a ideia de que se um
outro investigador seguisse 0s mesmos procedimentos e realizasse um mesmo estudo de
caso chegaria as mesmas conclusdes. Bogdan e Biklen (1994) discordam da posicéo de
que se o estudo fosse replicado devia ser possivel chegar as mesmas conclusoes, pois a

posicdo do investigador e a sua formacédo influenciam de certa forma os resultados. A
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melhor forma de tornar o estudo confidvel é, segundo Yin (2005), conduzir a pesquisa
como se pudesse haver uma auditoria a qualquer momento. Uma forma de o conseguir é
detalhar todo o processo da forma mais completa possivel sendo a lista de McMillan e
Schumacher (1997), apresentada acima, um possivel guido.

A seccédo seguinte descreve os processos de recolha de dados neste estudo sendo
os dados “os materiais em bruto que os investigadores recolhem do mundo que se

encontram a estudar” (Bogdan & Biklen, 1994, p.149).

4.2 Recolha de dados

A investigadora recolheu dados ao longo de um ano letivo por considerar
necessario um tempo prolongado para observar o desenvolvimento do raciocinio
matematico e ser esse 0 maior intervalo de tempo de que dispunha com a turma.

O processo de recolha de dados teve inicio na primeira aula em que conheceu 0s
alunos. Logo nessa aula foi possivel recolher dados que sdo impressionistas por serem
recolhidos informalmente a medida que se comecava a familiarizar com o caso (Stake,
2009). Muitos destes dados impressionistas ficam registados na memdria do
investigador e véo, paulatinamente, formando a imagem que o investigador tem do
sujeito, outros sdo registadas por escrito. Os instrumentos de recolha de dados foram
variados desde a observacdo aos registos escritos em forma de notas da professora, aos
registos escritos dos alunos, ao questionério, a entrevista semiestruturada e as gravagoes

audio/video das aulas em que os alunos fizeram investigagdes matematicas.

Observacéo participante

Ora, como referem Bogdan e Biklen (1994), o investigador para interpretar a
realidade necessita interagir com os alunos, pelo que o meétodo da observacdo
participante €, nesta situacdo, o mais indicado. Para Yin (2005) a observacdo
participante promove duas oportunidades importantes: facilita o acesso ao campo de
estudo pelo facto de haver maior proximidade com os sujeitos investigados e permite
perceber o estudo por dentro.

A observacdo foi realizada durante as aulas e, também, em situac6es informais
durante as visitas de estudo ou no recinto escolar. Resumindo, sempre que a professora
estava com os alunos recolhia informagdes sobre os alunos e sobre as interac¢Ges entre

eles. O foco de observagéo nas aulas variava: houve aulas em que a observagéo incidiu

40



Desenvolvimento do raciocinio matematico

sobre aspetos psicoldgicos dos alunos e outras em que o foco foi a forma como os
alunos, individualmente ou em grupo, realizavam atividades matematicas.

Foram gravadas em formato video as aulas em que os alunos realizaram
investigagBes matematicas por uma cadmara de filmar fixa. Esta gravava toda a sala e a
sua importancia resumia-se ao facto de gravar os momentos de aula de discussdo com
toda a turma. Efetuaram-se gravacdes audio das entrevistas e dos trabalhos de cada
grupo de alunos durante a realizacdo de atividades de investigacdo. Todas as gravacoes

foram transcritas para formato de texto.

Notas de campo
As notas de campo sdo de acordo com Bogdan e Biklen (1994)

o relato escrito daquilo que o investigador ouve, V€, experiencia
e pensa no decurso da recolha e reflectindo sobre os dados de
um estudo qualitativo. (p. 150)

Acrescenta que estas devem ser detalhadas e descritivas e que ndo devem basear-
se nas suposicOes acerca do meio (Bogdan & Biklen, 1994). Um investigador
qualitativo experiente descreve as suas observaces com detalhe e distingue nesse texto
as suas reflexdes por ser a parte do texto em que faz inferéncias e ou comentarios. As
notas reflexivas permitem ao investigador dar conta do efeito do observador podendo
assim controlar esse efeito. As notas de campo da investigadora deste estudo, ainda
amadora, foram descritivas mas ndo detalhadas e contém partes reflexivas. As
descri¢bes diziam respeito, por exemplo, aos procedimentos utilizados, as reagdes dos
alunos, a comentarios seus e a interpretacdes suas daquela altura, que mais tarde se

modificaram. Estas notas eram escritas apds a observacdo e em processador de texto.

O questionario

Foi aplicado, no final do primeiro periodo, um questionario aos alunos da turma
com varios intuitos: o de saber quais as percecGes dos alunos face as metodologias
usadas na aula de matematica; o de proporcionar a reflexdo em torno de certas questoes,
tornando-as aos olhos dos alunos mais explicitas; o de medir o desfasamento entre as
percecdes da professora e as deles, isto €, se a intencionalidade do trabalho que estava a
ser desenvolvido na sala de aula estava a ser efetiva ou néo.

As perguntas do questionario foram planificadas de acordo com a identificacdo

das caracteristicas a investigar e a sua formulacdo teve em conta os objetivos gerais das
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perguntas e o tipo de perguntas mais adequado (Hill & Hill, 2002). O questionario
contém perguntas fechadas e abertas para permitir obter informacdo quantitativa e ao
mesmo tempo qualitativa que permitam interpretar as respostas dos alunos. As
perguntas deste questionario foram formuladas como neutras por serem as mais
adequadas para medir opinides, atitudes ou satisfaces, como referem Hill e Hill (2002).
Optou-se por uma escala nominal, igual para todo o questionario, e mutuamente
exclusiva com quatro categorias: Concordo totalmente, Concordo, Discordo e Discordo
totalmente. O questionario foi validado por dois professores da Universidade do Minho

e encontra-se no anexo 3.

Produc6es dos alunos

As producbes dos alunos consistiam nos registos escritos que 0S Mesmos
efetuavam em diferentes situacdes: os registos feitos durante a atividade matematica, os
relatorios escritos efetuados individualmente ap6s a realizacdo de uma tarefa, as
respostas ao questionario aplicado, ou o registo de uma opinido como foi o caso da
redagdo pedida pela professora sobre “Como ¢ para ti uma aula de matematica”.

Estas produgfes juntamente com as observacgdes e transcricbes das gravacOes

permitiram reconstituir e interpretar os dados.

Entrevistas

Neste estudo a entrevista foi usada conjuntamente com o0s outros instrumentos de
recolha de dados e foi realizada informalmente, pois os alunos e a professora eram ja
“proximos” na altura em que estas foram realizadas —final do ano letivo. Segundo
Bogdan e Biklen(1994) as entrevistas podem variar quanto ao grau de estruturacéo.
Neste estudo usou-se o tipo de entrevista semiestruturada realizada como uma conversa
fluida com questdes pensadas e registadas num guido que o investigador usou para
conseguir obter as informacdes pretendidas. Contudo Bogdan e Biklen(1994) apontam o
facto de este tipo de entrevista permitir obter dados compardveis mas ndo dar
oportunidade a perceber como é que os entrevistados estruturam os topicos que estdo a
ser discutidos.

Foram realizadas e gravadas em formato audio entrevistas a quatro alunos da
turma. O guido de entrevista (anexo 7) foi dtil, pois quando a conversa se desviava
muito dos tdpicos da investigacdo o guido ajudou a re-orientar a conversa de forma

natural. Os alunos mostraram-se contentes por serem entrevistados, mas no inicio
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estavam um pouco nervosos com a situacdo. No entanto, com o decurso da conversa
esqueceram 0s constrangimentos.

As questbes da entrevista abrangiam sobre varios aspetos. Quanto a atividade
matematica, as questBes diziam respeito a como se sentiam quando realizavam as
investigacOes, como descreviam esse tipo de atividades, se achavam ser vantajoso
trabalhar dessa forma, e se tinham nocdo das diferencas entre atividade de
investigacao/exercicios/problemas. No que concerne aos processos de raciocinio as
questBes colocaram-se sobre 0 que era uma conjetura e como é que uma conjetura se
tornava uma lei geral. Quanto a aula de matematica as questdes centraram-se em pedir
que descrevessem 0s aspetos que diferenciavam as aulas de matematica actuais
comparativamente as dos outros anos e 0 que pensavam sobre trabalhar em grupo.
Havia também no guido, uma questdo sobre quais 0s aspetos em que consideravam ter

progredido e outra sobre como se sentiram ao fazer parte do estudo.

4.3 Analise de dados

A reconstituicdo de como foi feita a anélise dos dados ao longo do estudo apoiou-
se no diério da investigadora e na comparagéo das diferentes verses de documentos de
analise produzidos e alterados posteriormente.

O diario comecou a ser redigido a 6 de Agosto de 2010 altura em que o ano letivo
tinha terminado assim como a azafama dos trabalhos de escola. A investigadora registou
nesse diario 0s seus pensamentos e asser¢des acerca da investigagdo tornando possivel
fazer algum controlo sobre o proprio investigador e sobre a investigacdo a partir da data
referida no que se refere ao nivel da fundamentacao tedrica procurada, da metodologia e
da analise dos dados do estudo.

Com base nesses registos compreende-se que o estudo teve dois niveis de analise:
um a mais curto prazo, mais superficial, para planificar as ac¢bes consecutivas do
estudo; e um outro nivel de analise a médio e longo prazo, mais aprofundado.

Os primeiros dados a serem analisados, logo no primeiro periodo, foram os dados
sobre a concecdo que os alunos tinham da aula de matemaética e as manifestagdes por
palavras ou atos que permitiam interpretar o ambiente natural da aula. Estes dados
foram recolhidos por observacao e pelo questionario realizado no inicio do ano sobre a
opinido dos alunos acerca da disciplina de matemaética e da aula de matematica. As
interpretacOes dos dados foram sendo feitas, mas ndo foram consideradas incontestaveis
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pela investigadora. Ao longo do estudo foram confirmadas umas e refutadas outras
interpretacdes a partir de novos dados recolhidos no decurso do ano.

A andlise dos dados recolhidos na realizacdo das trés investigacbes matematicas
foi mais morosa pois foi preciso, primeiro, transcrever todos os dialogos dos grupos de
trabalho e das discussdes com toda a turma.

Através da revisdo de literatura sobre raciocinio matematico a investigadora
estabelecera como categoria de analise o processo de conjeturar subdividido em
formulacdo e teste de conjeturas. Apds a realizagdo de cada tarefa de investigacdo a
investigadora ouvia e via as gravac@es, audio e video, de forma superficial, procurava
fundamentos tedricos para as interpretar e planificava as agdes seguintes do estudo
tendo em conta a fundamentacdo teorica das variaveis introduzidas pela anélise. Este
processo de analise, que designou de superficial, decorreu ao longo de todo o processo
de recolha de dados: o ano letivo 2009/10. A figura 3 esquematiza esse processo de

analise superficial que ocorreu durante a fase de recolha de dados.

RECOLHA DE ANALISE
DADOS SUPERFICIAL

PLANIFICAGAO
ACGOES
SEGUINTES DO
CSTUDO TEORICA

FUNDAMENTAGAOQ

Figura 3 — Ciclo bésico de anéalise dos dados (curto-prazo)

A etapa de planificacdo das ac¢Ges seguintes do estudo contava com dois tipos de
planificacdo: processos de raciocinio e tema matematico. O estudo pretendia
desenvolver o raciocinio matematico, mas as tarefas continham dois niveis de
planificacdo respeitantes ao processo de raciocinio e ao tema que estava a ser lecionado

naguele momento. Assim, era também necessario aprofundar quais as dificuldades
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principais inerentes ao tema matematico em questdo. A experiéncia de ensino-
aprendizagem da professora foi aqui fundamental.

Ao mesmo tempo que decorria 0 processo de andlise superficial de dados também
decorria a anélise mais aprofundada da primeira aula da primeira tarefa em Janeiro de
2010. Essa analise alongou-se até quase ao final do estudo por envolver a compreensdo
do processo de conjeturar dos alunos nos diferentes grupos de trabalho. Os alunos
seguiram caminhos imprevistos e blogquearam também de formas imprevistas. A
continuacgdo desta aula deu-se um més depois, em Fevereiro, 0 que permitiu a professora
procurar fundamentos tedricos para tentar perceber o processo de conjetura mais
profundamente. Conseguiu assim, encontrar vias para orientar os alunos na continuacéo
da investigacdo respeitando o trabalho que tinha sido efetuado até ao momento. No
tempo que decorreu até a planificacdo da tarefa seguinte a investigadora transcreveu a
primeira aula da primeira tarefa e fez a primeira versdo de interpretacdo dos dados
segundo as categorias definidas. As versGes de analise dessa primeira aula foram
muitas, sendo a primeira versao uma descri¢do cronoldgica do trabalho desenvolvido
pelos alunos grupo a grupo. Partindo deste primeiro documento procurou, no trabalho
de cada grupo, separar a fase inicial, antes de iniciarem a investigacdo, da fase de
investigacdo propriamente dita. A fase de investigacdo focou-se no processo de
conjeturar tentando perceber como os diferentes grupos estabeleciam conjeturas, como
as registavam, como as refutavam e de que forma avancavam na descoberta depois de
refutarem uma conjetura. Depois de perceber como cada grupo lidava com este processo
iniciou-se 0 processo de comparacdo entre os diferentes grupos e para isso tabelou as
diferentes conjeturas formuladas e o0s contraexemplos que as refutaram. Dessa
comparagdo, comecgaram a surgir alguns padrbes e também algumas diferencas subtis
cujo significado era, ainda, desconhecido da investigadora. Para conseguir aprofundar a
analise surgiu a necessidade de romper com a légica cronoldgica e com a
sequencialidade dos trabalhos em cada grupo agrupando os raciocinios por tipo de
conjeturas formuladas: primeiro as conjeturas que sé se verificavam em dois ou trés
casos pelo que eram refutadas e depois aquela conjeturas em que o dominio de
validacdo era vasto mas que ndo se verificavam para todos os casos. No entanto, a
andlise realizada atraves desta comparacdo pareceu a investigadora insuficiente, pois
continuava sem conseguir analisar 0s recuos e avancos que os alunos faziam na
aceitacdo e refutacdo da conjetura entremeados com outras conjeturas. SO mais tarde, e

através de uma leitura mais atenta da descricdo do estudo de caso de Lakatos (1999), é
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que a investigadora compreendeu que o que estava implicito era o processo de
reformulacdo da conjetura barrando as exce¢des que surgiam. Este processo aplicado ao
raciocinio dos alunos e aos caminhos que seguiram foi bastante complexo. A
investigadora teve de reconstituir essa reformulacdo da conjetura colocando-se no papel
dos alunos, limitada ao caminho que cada grupo seguiu, para conseguir perceber o
processo de raciocinio que ocorreu e como se podia a partir do trabalho deles reformular
as conjeturas. Essa interpretacdo do trabalho dos grupos, teve em linha de conta as
caracteristicas dos alunos para perceber o que diziam e interpretar as suas accles e
interacgOes com os colegas. O uso de esquemas foi importante para ajudar a organizar o
processo de reformulacdo da conjetura de cada grupo permitindo identificar as
diferencas existentes de grupo para grupo. Encontrava-se neste ponto de analise quando
se deparou com os padrdes de raciocinio matematico sintetizados em Reid e Knipping
(2010). Este encontro permitiu que a investigadora se sentisse mais segura validando
internamente a andlise que tinha efetuado. A investigadora tem no entanto consciéncia
da mais-valia de compreensdo do processo que efetuou para chegar a essa descoberta. A
analise da tarefa foi, entdo, revista de acordo com esses padrdes de raciocinio. Ao longo
desta analise, cada vez mais aprofundada, as categorias de analise do processo de
conjeturar foram sendo reformuladas de acordo com as descobertas que fazia.

Ultrapassado o obstaculo de interpretacdo do processo de conjeturar da primeira
tarefa a analise desse processo nas outras duas tarefas foi mais facil até porque a analise
da primeira tarefa tinha permitido aprofundar a compreensdo do processo de conjeturar.
No entanto as razdes dessa maior facilidade ndo residiram apenas nesse facto, mas,
também, por os alunos nas tarefas seguintes terem um maior apoio para raciocinar pois
ambas permitiam, ao contrario da primeira tarefa, usar esquemas representativos dos
objetos matematicos. A complexidade de analise passou a dizer respeito ao processo,
também complexo, de justificacdo e prova.

A analise da primeira tarefa no que dizia respeito ao processo de provar foi
realizada com base nos critérios estabelecidos pelo trabalho que havia desenvolvido até
ao momento: a necessidade de questionamento e os niveis de prova de Balacheff (1987).
Essa anélise superficial levantou a seguinte questdo: porque é que ndo foi possivel
provar apesar das tentativas da professora em fazé-lo com toda a turma? A procura da
resposta a esta questdo levou a nova revisao de literatura verificando a investigadora
ndo ter ainda suficiente fundamentacdo teodrica sobre o assunto. A revisao de literatura

alertou a investigadora para a importancia de promover nos alunos a necessidade de
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provar e também para o facto de a prova ser facilitada quando a justificacdo da
conjetura emerge durante o processo de conjeturar.

Quando planificou a segunda tarefa, em Abril de 2010, estas questbes da prova
tinham ja sofrido uma revisdo teorica, durante a analise superficial. Assim a
planificacdo da segunda tarefa foi feita visando o desenvolvimento da prova. Depois a
analise superficial da segunda tarefa revelou uma discrepancia entre as tentativas de
prova ap0s uma exploracdo essencialmente indutiva e o processo de prova sem recurso
a inducdo. Depois da aplicacdo da segunda tarefa e andlise superficial da mesma a
professora temeu que os alunos, fruto das experiéncias vividas, pudessem ficar com a
ideia de que ndo se prova quando se explora indutivamente. Assim, a planificacdo da
terceira tarefa pretendia dar oportunidade aos alunos de perceber como provar no caso
de uma investigacgéo realizada pelo processo indutivo. Era, entdo, preciso uma tarefa em
que os alunos conjeturassem pela particularizagao e fosse possivel construir uma prova
matematica com a funcdo de compreender revendo todo processo de conjetura. Aplicou
a terceira tarefa em Maio de 2010. Para analisar as duas Ultimas tarefas de forma mais
aprofundada foi necessario estabelecer novas categorias de analise do processo de prova
o que foi conseguido apds este processo de andlise referido. Assim, as categorias
existentes foram reformuladas e foi acrescentado a categoria constru¢do da prova com
toda a turma.

Com as categorias assim definidas as trés tarefas foram reanalisadas de acordo

com 0s mesmos de forma mais aprofundada.

Categorias de andlise do raciocinio matematico
Em cada uma das etapas do raciocinio matematico as categorias finais de analise
do raciocinio foram, entdo, as seguintes:

I. Da conjetura a generalizacéo:

i) Processo de conjeturar

Forma como os alunos formulam uma conjetura, como a testam e
como a reformulam de acordo com os testes realizados e com 0s
contraexemplos que surgem e generalizam

i) Nivel de aceitacdo da generalizacao

Forma como os alunos aceitam a conjetura como valida de acordo
com o nivel de prova de Balacheff (1987).

iii) Natureza dos raciocinios usados/ Padrdes de raciocinio

I. Da justificacdo a prova:

(i)  Questionamento

(i)  Construcao da prova com toda a turma
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Outra categoria transversal a todas estas é o conhecimento matematico dos alunos,
por estar sempre envolvido e condicionar os raciocinios realizados Este processo de
andlise foi aplicado a toda a turma organizada em grupos de trabalho cuja constituicdo
variou.

Para confirmar alguns dos resultados do estudo a professora, no final do estudo
entrevistou quatro alunos para obter mais informacdo. Os alunos entrevistados foram a
Isa, a Liliana, a Maria e o Miguel. Deste modo, estas entrevistas complementaram o
estudo com alguma informacao sobre a percecdo dos alunos acerca desta experiéncia. O
ideal teria sido entrevistar todos, mas esse procedimento envolvia muito tempo.

Dessa analise sobressairam alguns alunos pelas suas manifestacdes peculiares
durante o estudo relativamente aos seguintes critérios:

(i) tipo de reaccdo a énfase no raciocinio;
(ii) efeitos dessa énfase na sua aprendizagem;
(iii) efeitos desse énfase na sua motivagédo

Seleccionaram-se, entdo, quatro alunos para constituirem subcasos pelas
diferentes manifestagdes nos critérios acabados de referir. Depois foi feita uma andlise
mais aprofundada e individualizada do percurso de cada um dos casos de acordo com as

categorias de anéalise do estudo.

4.4 O percurso do estudo

A professora havia sido colocada, pela primeira vez, naquela escola no concurso
de professores de 2009. Em Julho de 2009, em reunido de sec¢do, fez-se uma previsdo
da distribuicdo de servigo para o ano letivo 2009/10 em que a professora teria turmas do
ensino secundario. A escola era basica e secundaria, mas de ensino basico tinha, nesse
ano, apenas trés turmas de 9.° ano. Explicou aos colegas a necessidade de levar avante o
seu projeto de investigacdo numa turma de 3.° ciclo, mas nada se alterou. Preocupada,
dirigiu-se a direcédo e explicou as suas necessidades e motivos. Receberam bem a ideia e
orientaram-na para fazer um requerimento por escrito ao diretor, afirmando que este
considerava importante que os professores progredissem na sua formagéo. De facto, o

pedido foi atendido e foi atribuida a professora uma turma de 9.° ano.
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O contexto de ensino e a escola

Logo na primeira reunido da seccdo de Matematica os professores foram
informados do facto de a escola ter obtido aprovacao do seu projeto no ambito do Plano
de Acdo da Matematica, elaborado para o triénio de 2009/2012, promovido pelo
Ministério Educacéo e pela Dire¢do Regional Educacdo do Norte no concurso acionado
pela Direcdo Geral de Inovacdo e Desenvolvimento Curricular (DGIDC). Nesse projeto
definiram estratégias de intervencdo entre as quais constava que a area curricular ndo
disciplinar de Estudo Acompanhado no 9.° ano seria atribuida a disciplina de
Matematica sendo lecionada pelo respetivo professor de Matematica em conjunto com
outro professor de Matematica ou professor de uma area afim ou professor de Lingua
Portuguesa para “...promover atividades diferenciadas, desenvolver competéncias e
aplicar contetidos” (Seccdo, 2009). Cada um das trés turmas de 9.° ano foi atribuida a
um professor diferente de Matematica para que a equipa de trabalho fosse mais
diversificada e decidiu-se formar trés pares diferentes de professores de Matematica a
lecionar Estudo Acompanhado. Portanto o Estudo acompanhado foi atribuido ao
respetivo professor de Matematica em conjunto com um dos outros trés professores de
Matematica de 9° ano.

O Plano de Matematica integrava escolas com o novo programa de Matematica e
outras, como era o caso da escola em que ocorreu este estudo, com o programa anterior
pelo facto desta escola ndo se ter candidatado a generalizacdo do Novo Programa de
Matematica do Ensino Basico.

Nas reunifes do Plano de Matematica discutia-se e trabalhava-se com o novo
programa e as escolas que ainda ndo estavam com 0 novo programa aplicavam, se
quisessem, as atividades sugeridas pela professora acompanhante. As trés professoras
com turma de 9.°ano frequentaram as reunides do plano de Matematica e aplicaram as
atividades sugeridas reunindo para refletir sobre a forma como as atividades decorriam.

No ano letivo em que decorreu a recolha de dados deste estudo, ano 2009/2010, as
instalacdes da escola consistiam num bloco com os servigos principais e trés blocos de
salas de aula com 2 pisos separados por escadas. As turmas tinham aulas em diferentes
salas de acordo com o seu horario e as salas estavam organizadas em filas de carteiras
de dois. A escola iniciou durante esse ano letivo as obras de requalificacdo do seu

parque escolar.
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O acesso ao campo

Faltava o consentimento para recolher os dados, pelo que se fez um requerimento
a pedir (anexo 1) a direcdo para realizar o estudo e logo que foi aceite informaram-se os
alunos oralmente explicando-lhes as intengOes e procedimentos. Entretanto, redigiu um
pedido aos encarregados de educacdo (EE), no anexo 2, o qual foi entregue pela diretora
de turma. Os alunos reagiram de forma normal, fazendo muitas perguntas, as quais a
investigadora respondeu honestamente percebendo que estavam receosos com a
possivel exposicdo dos seus atos. Depois de lhes garantir o anonimato e a seguranca da
sua imagem, concordaram em participar no estudo. Os EE assinaram o pedido de
consentimento, tendo tido, a partir desse momento, e sem grandes dificuldades, acesso
ao campo do estudo. A confianca que os EE depositaram na realizacdo do estudo deveu-
se a confianca que tém na direcdo da escola vista como muito cuidadosa e responsavel
para com 0s seus alunos.

O estudo a desenvolver era sobre o raciocinio matematico, pelo que se iniciou,
entdo, a procura de fundamentacdo tedrica sobre o tema. A investigadora lia, desde o
ano 2000, com entusiasmo a literatura publicada pela Associacdo de Professores de
Matematica (APM) sobre investigacdes matematicas, e ja tinha implementado tarefas do
tipo exploratério. Sabia, no entanto, que a implementacdo de tarefas do tipo
investigativo necessitava de um ambiente de aprendizagem adequado, aspeto essencial

para captar o raciocinio matematico dos alunos.

A preparacao da investigacao

A preparacao da investigacdo foi feita durante o primeiro periodo e a investigacdo
propriamente dita iniciou-se no inicio do primeiro periodo.

Para captar os raciocinios dos alunos a investigadora necessitou de compreender
as normas sociomatematicas da sala de aula a que os alunos estavam habituados.

As normas sociomatematicas sdo, segundo Yackel e Cobb (1998), as normas
sociais da aula de matematica. Essas normas definem o que é matematicamente aceite
na aula de matematica e sdo estabelecidas pelos participantes da aula. Assim, durante o
primeiro periodo a investigadora recolheu e interpretou os dados que pudessem ser
inibidores da captacdo do raciocinio matematico ou do desenvolvimento desse mesmo

raciocinio. Concluiu que a atividade matematica dos alunos era realizada, sobretudo, em
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trabalho individual e que a comunicacdo matemética ndo era privilegiada no
desenvolvimento dessa mesma atividade

Logo na primeira aula, os alunos escreveram 0 que era para eles uma aula de
matematica. Essa descricdo pode ser sintetizada da seguinte forma: o professor
explicava os conteudos e eles aplicavam-nos através de exercicios. A investigadora
recolheu outros dados relativos a forma como os alunos resolviam e discutiam a
resolucéo de tarefas fechadas. Essas tarefas foram efetuadas em grupo, e foi exigido aos
alunos a justificacdo dos seus raciocinios. Desta analise foi possivel compreender que 0s
alunos se desinteressavam da atividade quando chegavam a solugdo, revelando
sobrevalorizarem a solucdo em detrimento do processo de justificacdo do raciocinio
seguido.

Da andlise dos dados referidos a investigadora p6de, ainda, concluir, haver alunos
na turma que constituiam uma autoridade na turma e que quando estavam presentes
num grupo os colegas seguiam 0s seus pareceres sem se questionarem.

A investigadora teve em linha de conta ao longo do estudo trés aspetos que
considerou fundamentais: negociar normas de trabalho individual e coletivo; otimizar a
capacidade de trabalho de cada aluno através da gestdo da constituicdo dos grupos de
trabalho; proporcionar na aula de matematica atividades abertas de forma a promover a
discussao dos raciocinios.

No que diz respeito as normas de trabalho a professora estabeleceu com os alunos
novas formas de trabalho que foram resumidas num guido de métodos de trabalho na
aula (anexo 4) e entregues a cada aluno com o compromisso de serem aplicadas a partir
do inicio do segundo periodo. Relativamente a gestdo dos grupos de trabalho a
constituicdo dos mesmos foi decidida na planificacdo de cada uma das tarefas.

No ultimo dia de aulas do primeiro periodo a investigadora aplicou o questionario
(j& referido na subsec¢do recolha de dados da metodologia) aos alunos e quando se
iniciou o segundo periodo discutiu os resultados do questionario com a turma.

Quanto as atividades a investigadora optou por implementar tarefas de

investigacao.

As tarefas de investigacéo
A turma alvo ndo estava a trabalhar com o novo programa de matematica, pelo
que a ldgica de ensino continuava a ser centrada nos conteldos. Romper com essa

I6gica comportava um risco muito grande, pelo que a op¢do consistiu em implementar
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tarefas de investigacdo, dentro dos temas que estavam a ser estudados, planificadas de
acordo com dois objetivos principais: desenvolver a compreensdo e a conexdo de
conhecimentos fundamentais para o tema que estava a ser trabalhado e de acordo com
os diagnosticos realizados pela professora; e permitirem desenvolver os processos de
raciocinio matematico de acordo com o fio condutor da investigacao.

Uma tarefa de investigacdo é caracterizada, segundo Ponte (2005), pelo elevado
grau de desafio e por ter uma estrutura aberta. O autor alerta para o nivel de desafio
depender do nivel de conhecimentos que o aluno possui para desenvolver a tarefa, e
também de outros fatores como, por exemplo, a forma de apresentacdo da tarefa por
parte do professor e como ela é apreendida pelos alunos. A investigacdo de Stein e
Smith (1998) mostra como tarefas de nivel cognitivo elevado podem baixar esse mesmo
nivel na passagem da fase de apresentacao para a fase de implementacéo.

A investigadora optou por aplicar as tarefas em diferentes areas temaéticas
proporcionando, assim, uma agdo mais prolongada no tempo. Esta op¢do condicionou
que as tarefas fossem independentes em vez de serem partes constituintes de uma
sequéncia de aprendizagem.

As tarefas de investigagdo foram implementadas na sala de aula seguindo a
seguinte estrutura: apresentacéo da tarefa, concretizagdo do trabalho em pequeno grupo
com orientacdo do professor e momentos de discussao com toda a turma.

Assim, no segundo e terceiros periodos os alunos realizaram trés atividades de
investigagdo que envolveram um namero infinito de casos. A primeira é uma tarefa de
investigacdo que consta do caderno de propostas de trabalho sobre nimeros da
publicagdo Investigacdes Matematicas na Sala de Aula da Associagdo de Professores de
Matematica (APM) e as outras duas tarefas foram planificadas propositadamente para
este estudo.

Na Tabela 3 sumariam-se as principais caracteristicas das tarefas implementadas.
Os critérios de selecdo da primeira tarefa de investigacdo foram a integracdo na tematica
do ndmero, permitindo desenvolver o sentido do numero e proporcionar, formular e

generalizar conjeturas.
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Tabela 3 — Caracteristicas das tarefas de investigacdo planificadas

Tarefas de investigacio

Caracteristicas Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 3
Nome A procura de A area de um Poligonos convexos e 0s seus
dizimas finitas retangulo especial angulos
. , < Geometria
Tema Numeros e calculo Algebra
Unidade “Numeros reais. Equacbes de 2° Circunferéncia e poligonos.
Inequagdes” grau Rotacdes.
Compreender o Compreender como calcular a
Objetivos de Compreender as caso notavel soma da amplitude dos angulos
contetido fracdes decimais diferenca de internos de qualquer poligono
guadrados convexo
Reconhecer
Reconhecer ~ ~
~ padrdes Reconhecer padrbes
padrdes . X
Processos de Conjeturar Conjetqrar Conjetu_rar
A . Generalizar Generalizar
raciocinio Generalizar < ~
Construcao de Construcdo de prova
prova
Apoio Maéquina de Propriedade dos angulos
P d Esquema ~Top ang
calcular internos de um triangulo

A segunda tarefa de investigagéo foi planificada com a preocupagdo de promover

a necessidade de justificar e de provar matematicamente dentro do tema que estava a ser
lecionado “Equagdes de 2° grau”. Assim, a professora planificou uma sequéncia de
aprendizagem sobre 0s casos notaveis, com conexdo da geometria, composta por quatro
tarefas em que apenas uma delas era de investigagdo (anexo 6). Os alunos revelavam
total ou quase total incompreensdo no desenvolvimento dos casos notaveis. Para eles 0s
casos notaveis nao faziam sentido, e tratavam-nos como um caso de multiplicagdo como
todos os outros. Afirmavam ndo haver necessidade em sabé-los e mostravam
desinteresse em aplica-los ou em compreendé-los. Assim, as tentativas de explicacéo
algébrica das regras apenas despoletavam um pouco de interesse nos melhores alunos.
Por essa razdo quando se lecionou a unidade “Equagdes de 2° grau” a professora
resolveu investir na compreensao dos casos notaveis via geométrica. Decidiu, também,
aproveitar para criar tarefas que envolvessem sequéncias por duas razdes: colmatar as

dificuldades diagnosticadas na percecdo de regularidades e contribuir para o
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desenvolvimento das capacidades de generalizagcdo. Criou-se, entdo, duas tarefas com
uso de sequéncias para o caso notavel quadrado do binémio: uma para (a+b)? e outra
para (a-b)®>. Para o caso notavel diferenca de quadrados elaborou-se uma tarefa de
investigagdo sem indicacdo de ser um caso notdvel. Esta tarefa pedia, de forma
explicita, para provar confrontando os alunos com a situacdo de prova. Em contraste
com a tarefa anterior e, também, por se ter trabalhado a percecdo de regularidades e as
suas expressdes gerais, alguns alunos provaram sem recorrer a particularizagdo. Esta
tarefa foi muito importante para Ihes dar o significado de prova e lhes mostrar que nem
sempre é necessario particularizar.

Apos a aplicacdo desta tarefa em que foi possivel provar através de uma relacédo
algébrica, neste caso uma igualdade, deu ideia aos alunos de que por usarem expressoes
algébricas provavam. Era preciso, entdo, resolver a questdo levantada na primeira tarefa:

no caso de se seguir um percurso indutivo como provar para todos os casos?

(7 S0 S

TAREFA 1 TAREFA 2 TAREFA 3

Sera que os alunos por
terem provado sem
particularizar vao ficar
com a ideia de quendo é

* Porqueé quea
justificacdo de ser
DF néo emergiu?

* Como podemo0s

possivel provarpelo
alunos provar?

processo indutivo?

Figura 4 — Questdes emergentes que interferiram na planificacdo da tarefa seguinte

A planificacdo da terceira tarefa teve, entdo, esse propdésito de voltar a colocar o
problema de provar para todos os casos quando seguem um processo indutivo. A
aplicacdo da terceira tarefa teve alguns constrangimentos devido a os alunos apenas

terem aula de matemética nesse dia e depois de uma visita de estudo. Estavam
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barulhentos e chegaram tarde, pelo que o tempo de aula foi mais reduzido, cerca de 40
minutos. A discussao foi realizada a 3 de Maio.

Na figura 4 sintetizam-se as principais questdes que surgiram na analise de cada
uma das tarefas e que foram importantes na planificagdo da tarefa seguinte.

Na proxima secao serdo apresentados e discutidos os resultados do estudo.
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5. Apresentacdo e discussao dos resultados do caso turma

Esta secdo divide-se em duas partes: A turma e as As tarefas propostas. Na
subseccgéo A turma, apresenta-se o contexto educativo em que a turma estava inserida e
a aula de Matematica. Na subseccao As tarefas propostas apresentam-se e discutem-se
os resultados relativos a atividade matematica dos alunos na realizacdo de trés tarefas de
investigagdo centrada nas categorias de andlise do raciocinio. Finalmente a terceira
subseccdo Sintese global e subcasos sintetiza os resultados do estudo complementando-
0s com 0s subcasos de quatro alunos selecionados de acordo com o0s critérios ja

explicados na subseccdo Opcdes metodoldgicas da se¢do da Metodologia.

5.1 Caraterizacao do caso turma

As turmas de 9.° ano tinham, por semana, duas aulas de 90 minutos cada e uma
aula de 90 minutos de Estudo acompanhado.

Apesar das obras, o ambiente escolar era tranquilo e organizado e os alunos
abrangidos por esta investigacdo orgulhavam-se disso. Comentavam o choque sentido
quando ingressaram nesta escola, no 7.° ano, e como eram chamados a atencdo sempre
que ndo tratavam com respeito qualquer elemento daquela comunidade educativa.
Reinava 0 bom ambiente entre funcionarios, alunos e professores. A manifestacdo de
preocupacao com os alunos e a tentativa de os responsabilizar era muito frequente tanto
por parte dos funcionarios como por parte dos professores.

A turma de 9.° ano atribuida a professora investigadora era composta por 19
alunos em que, apenas, 4 alunos eram rapazes. Estes alunos estavam juntos desde o
sétimo ano, com excec¢do das alunas Gabriela, Joana e Isabel que entraram para a turma
no oitavo ano. Ao longo do ciclo alguns elementos mais problematicos sairam da turma.
No conselho de turma havia professores que os vinham a acompanhar desde o 7%no. A
diretora de turma de 7° ano orgulhava-se do trabalho feito deixando claro que tinham
dado muito trabalho mas que o resultado tinha valido a pena.

O documento do projeto referente ao Plano de Acdo da Matematica (Secédo, 2009)
revela a existéncia de progressdo nos resultados destes alunos do 7.° ano para o 8° ano:
32% de niveis 2 baixaram para 5% e 40% de niveis 3 aumentaram para 67% mantendo-
se em 28% 0s niveis superiores a 3.

Ainda nesse documento caracteriza-se a area geografica de proveniéncia destes

alunos como uma area de acentuadas dificuldades econ6micas e em que existe um
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acentuado atraso nos indices de escolarizacdo da sua populacdo. Na maioria das familias
o indice de escolarizacédo dos filhos € superior ao dos seus progenitores.

Dos 19 alunos desta turma dois alunos tiveram retengdes no seu percurso escolar:
0 Miguel com uma retengéo no 4.%ano e a Joana no 1.° e no 7.°anos. A Joana estava fora
da escolaridade obrigat6ria, com 16 anos. A média de idades dos alunos é de 14 anos.

Relativamente ao nivel socioeconomico doze destes alunos tinham escaldo A ou
B o0 que revela a existéncia de dificuldades econdmicas. A maioria dos progenitores
trabalhava por conta de outrem e metade deles tinham completado o 1.° ou 0 2.° ciclo
enguanto os restantes tinham completado o 3° ciclo com exce¢do de uma mée que tinha
completado 0 12° ano. A maioria dos alunos afirmou nao ter ajuda dos seus progenitores
no estudo e recorrer habitualmente aos irmé&os ou a outros familiares.

Quanto a disciplina de Matematica apenas trés alunos a apontaram como
disciplina favorita. No entanto, todos consideraram que a disciplina de Matematica é
importante e apenas o Antonio afirmou ndo gostar de matematica. Quatro alunos
referiram gostarem mais ou menos: Isa, Francisca, Isabel e Joana. Esta turma teve
professores de Matematica diferentes em cada um dos anos ao longo do 3° ciclo. A
primeira aula em que a professora investigadora contactou com estes alunos ficou
impressionada com o seu bom comportamento e sobretudo, pela forma afetuosa como
falavam dos seus professores. Em conversa sobre aspetos das aulas de Matematica, a
aluna Maria manifestou agrado pelas aulas de Matematica e encarou a questdo como
uma critica a sua professora do ano anterior. A professora investigadora explicou que
quando se referia as aulas de Matematica estava a comentar aspetos gerais de qualquer
aula para que compreendessem quais as mudangas que acompanhavam 0 novo
programa e as implicacGes dessas mudancas na forma como decorre a aprendizagem nas
aulas de matematica. Nessa primeira aula os alunos escreveram, a pedido da professora,
0 que era para eles uma aula de matematica. Desses registos sobressai o tipo de aula em
que o professor explica, os alunos ouvem e depois fazem exercicios de aplicacao.

Nas aulas com a turma vivia-se um ambiente em que o professor era o detentor da
autoridade de conhecimento e entre os alunos era reconhecida autoridade a Maria e
depois as suas colegas Rita e Beatriz.

A turma, em geral, sabia cumprir o papel do aluno numa aula centrada no
professor: ouviam, pediam a palavra quando ndo percebiam, passavam tudo para o
caderno organizadamente, realizavam as tarefas pedidas dentro dos requisitos

enunciados.

58



Desenvolvimento do raciocinio matematico

De facto os alunos estavam habituados a trabalhar sobretudo individualmente num
tipo de ensino em que ouviam a explicacdo do professor e faziam exercicios.
Consequentemente a aprendizagem estava centrada na aplicacdo de procedimentos e a
justificacdo de ideias matematicas era algo com que ndo estavam familiarizados.

A turma era heterogénea relativamente aos resultados na disciplina de matematica,
mas é possivel dividi-la em grupos distintos. Um grupo de trés alunas com bons
resultados e gosto pela disciplina: a Maria, a Rita e a Beatriz. Nesse grupo a aluna Maria
destacava-se como sendo a que obtinha melhores resultados. A Maria trabalhava com
muita honestidade, ndo competia com o0s colegas e ndo revelava qualquer necessidade
de protagonismo. Sabia cooperar com todos e resolvia 0s problemas na turma. A Beatriz
era muito interessada e participativa. A sua forma de raciocinar intrigava a professora,
pois era muito original nas abordagens que fazia na resolucdo dos problemas
matematicos. Dedicava-se muito aos estudos e tinha bons resultados.

Depois um segundo grupo de duas alunas, a Liliana e a Paula, eram alunas muito
trabalhadoras e empenhadas. A Liliana era muito metodica e calma. Gostava de ter
tempo para pensar e colocar as suas duvidas. Com autoestima baixa ndo se considerava
boa aluna e dizia ndo gostar das investigacOes. A Paula era uma aluna razoavel que se
esforgava muito e tinha dificuldade em fazer conexdes entre as aprendizagens.

O Manuel e a Rosa eram alunos com bom desempenho mas pouco participativos.
O Manuel era um aluno com uma forma de pensar e ser muito particular e com um
enorme sentido de humor. Sempre que dizia uma graca fazia-o com o ar mais sério do
mundo. A Rosa raciocinava bem, mas falava muito pouco. A professora s conseguia
saber como ela raciocinava se fosse a beira dela ver o que estava a fazer.

Os restantes alunos apresentavam maiores dificuldades na disciplina de
Matemaética, mas as alunas com maiores dificuldades eram a Gabriela, a Joana, a Isabel
e a Mariana. Estas alunas eram alheadas da aula de matematica e tinham muita
dificuldade em pensar. A Joana era muito orgulhosa ndo se sentindo bem por ter
dificuldades de aprendizagem. Ela afastava os professores que a queriam ajudar. A
Gabriela tinha dificuldades ao nivel do primeiro ciclo, mas como era preguicosa era
dificil ajuda-la. A lsabel era muito calada e também tinha muitas dificuldades a
matematica. Quando a professora lhe explicava ficava com a sensacdo de que a aluna
ndo se interessava por aprender. A Mariana era uma aluna com dificuldades, insegura e

um pouco posta de lado pelas colegas.
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A lsa era uma aluna com dificuldades, mas muito cumpridora, empenhada e
responsavel. Tinha consciéncia das suas dificuldades e tentava supera-las através de
muita concentracdo na aula e da ajuda das suas colegas melhores alunas.

Os alunos Sofia, Antdnia, Francisca, Miguel, Paulo e Daniela eram muito
inseguros pelo que participavam pouco, nunca arriscando dizer asneira. A Sofia preferia
esconder-se a assumir as suas dificuldades. Apoiava-se nos outros como forma de
disfarcar e ndo resolvia as suas lacunas. A Antonia raciocinava bem na resolucdo de
problemas que exigiam estratégias de célculo, mas ndo se empenhava o suficiente. A
Francisca era muito bem-humorada e quando ndo percebia resmungava. Esta aluna
desde o primeiro periodo que tinha vindo a tornar-se cada vez mais participativa e dizia
gostar muito das aulas de matematica. Tinha dificuldades, mas estava a trabalhar cada
vez mais. O Miguel era excelente em célculo mental e era fa do jogo 24. Este aluno
revelou-se um bom estratega nos Jogos matematicos tendo participado no Campeonato
Nacional. No entanto, o Miguel ndo conseguia realizar alguns raciocinios abstratos
mostrando-se muito preso ao concreto. O Miguel era muito afetivo e carente. O Paulo
era um aluno que gostava de se exibir prejudicando por vezes o funcionamento da aula.
Era preciso saber lidar com ele, chamando-o a responsabilidade. Tinha algumas
dificuldades a disciplina e a sua desconcentracdo ndo ajudava. O Manuel, o Miguel e o
Paulo eram grandes amigos. O Antonio era um aluno muito distraido, muito
comunicativo, desorganizado e simpatico. Ele e os outros trés rapazes da turma nao se
juntavam muito.

Logo nas primeiras atividades realizadas com a turma a professora observou que
os alunos que participavam eram sempre 0S mesmos e que esses alunos representavam
na turma uma certa autoridade matematica incontestada. Aos poucos a professora foi
tomando consciéncia desse facto e foi-se apercebendo de que isso a incomodava porque
os outros alunos néo estavam a desenvolver as suas ideias matematicas.

Os resultados do questionario realizado no final do primeiro periodo revelaram
que a maioria dos alunos considerava ser muito importante na sua aprendizagem
(concordando totalmente por ordem percentual decrescente): Ouvir atentamente o
professor, seguido de Resolver exercicios, Realizar atividades em grupo e Discutir as
atividades com toda a turma. Quanto ao Redigir relatérios escritos das atividades
desenvolvidas salienta-se o facto de a maioria concordar mas ndo totalmente com a
importancia dessa atividade na sua aprendizagem. Ressalta também o facto de haver um

aluno que discorda com ser muito importante na sua aprendizagem trabalhar em grupo e
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redigir relatérios escritos. Pela leitura das justificagdes dadas, relativamente a resposta
que deram sobre a importancia de trabalhar em grupo, todos os alunos, com excecao de
uma resposta de discordancia por preferir trabalhar individualmente, consideram que
aprendem com os colegas novos métodos e formas de pensar e referem também ser
importante para se esclarecerem, tal como ¢ referido nesta resposta: “porque em grupo
estamos a discutir ideias sobre varios assuntos e isso € bom pois as vezes as ideias que
temos ndo estdo corretas”.

Quanto a questdo Discutir atividades na turma as respostas revelam uma grande
aceitacdo e gosto por fazé-lo salientando as interagfes como enriquecedoras do trabalho
individual. H& contudo duas justificaces que sobressaem pela reflexdo sobre a
complexidade da comunicacdo oral dos raciocinios e pela preocupagdo com a avaliacédo
referente a dois aspetos a classificacdo obtida e a evolugdo conseguida.

-E uma estratégia de aprendizagem interessante que nos permite, tal
como nos trabalhos de grupo, discutir ideias. No entanto, nao € algo facil.
Fazer com que nos compreendam nao é simples.
-A partir daqui pratico as apresentacdes orais que contam para nota e
melhoro até aquilo que sabia.

Relativamente as justificacdes sobre ouvir atentamente o professor os alunos

mostram respeitar o professor vendo-o como uma autoridade no saber.

-Porque muitas coisas que os professores dizem e ndo escrevem €
importante.
-E importante ouvir isso pois eles mais do que nds sdo especializados
para isso e € importante captar a sua explicagéo.

A maioria dos alunos mostra ndo perceber a utilidade de fazer relatérios escritos

das atividades realizadas o que revela ndo terem nocdo da importancia da reflexdo na
sua aprendizagem.

No que concerne a constituicdo dos grupos colocou-se a questdo relativa a em
qual das situagdes raciocinam mais: se quando estdo com colegas com mais facilidade
na compreensdo da matematica, com a mesma facilidade ou com menos facilidade. As
respostas dos alunos revelaram ser mais consensual na turma raciocinarem mais quando
0 grupo é constituido por alunos com o0 mesmo nivel de compreensdo matematica.

Na questdo colocada sobre se naquele ano estava a haver uma maior exigéncia em
justificar ideias matematicas os resultados revelam que todos os alunos consideram
haver, este ano, uma maior exigéncia em justificar as suas ideias matematicas. A divisao
das respostas entre concordo totalmente e concordo podem residir num sentir essa

exigéncia de forma mais ou menos acentuada.
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Uma conclusdo importante é a valorizagdo que fazem das atividades coletivas pela
partilha e pelo debate de ideias matematicas. Outra conclusdo, também importante, é o
de considerarem que raciocinam mais se estiverem em grupos equilibrados
relativamente as capacidades de compreensdo da matematica.

Da analise global dos resultados deste questionario conclui-se que, até ao final do
primeiro periodo, estes alunos tinham mostrado abertura as novas metodologias de sala
de aula. Esta abertura dos alunos é coerente com a confianca depositada na sabedoria do
professor, pois se ele defende estes métodos os alunos acreditam que vale a pena. A
investigadora sentiu-se ainda mais motivada para prosseguir com a investigacdo pelo
facto de os alunos mostrarem abertura & mudanca.

Estas concluses influenciaram a planificacdo do trabalho de sala de aula a partir
do segundo periodo: novas formas de trabalho foram resumidas num guido de métodos
de trabalho na aula (anexo 4) e a constituigdo dos grupos de trabalho foi variando na
procura de os tornar equilibrados promovendo maior exigéncia de raciocinio para todos.

As tarefas de investigacdo foram propostas a partir de Janeiro de 2011 iniciando-

se a recolha de dados mais intensiva sobre o raciocinio matematico na descoberta.

5.2 O raciocinio matematico na realizacéo das tarefas propostas

As trés tarefas propostas pretendiam ser de investigacdo. Em todas elas o dominio
é infinito e enquanto a primeira lida com numeros fracionarios com o apoio da
calculadora, a segunda trata de uma relagdo entre &reas de retdngulos com o apoio de
um esquema e a terceira € sobre poligonos convexos remetendo para a representacao de
poligonos como forma de entrar na tarefa.

Na primeira tarefa a atividade dos alunos centrou-se no processo desde a
formulacdo de conjeturas até a producdo de generalizacGes. O enunciado da segunda e

da terceira tarefa pediam de forma mais explicita para provar.

Tarefa 1 “A procura de dizimas finitas”

Esta tarefa foi aplicada em duas aulas, que sdo aqui analisadas separadamente. A
primeira decorreu a sete de Janeiro e a segunda aula a quatro de Fevereiro. O intervalo
de tempo entre as duas aulas deveu-se a preparacdo e a aplicacdo do teste intermédio

nacional. O enunciado da tarefa € o apresentado na figura 5.
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B PROCURA DE DIZIMAS FINITAS

1.A fraccdo = da origem a uma dizima finita & a fraccdo = a uma dizima
infinita.
» Indica outras fracgies da forma £ que correspondam a dizimas finitas.

s Juais s30 as fraccdes que ddo arigem a dizimas finitas.

» Apresenta as tuas conjecturas.

2. Investiga se as tuas conjecturas se verificam igualmente com outros

numeradares

Figura 5 — Enunciado tarefa 1 “A procura de Dizimas Finitas”

A constituicdo dos grupos de trabalho foi a que consta na Tabela 4, tendo sido
elaborada com vista a proporcionar uma boa interagdo entre os elementos do grupo para
que todos raciocinassem. Como se pode ver na Tabela 4, escolheu-se para designar o
grupo o nome do elemento mais ativo no grupo.

Tabela 4 — Constitui¢do dos grupos na tarefa “A procura de dizimas finitas”

Designacéo do grupo Elementos constituintes de cada grupo
Grupo da Isa Isa Isabel Gabriela Joana
Grupo do Antonio Anténio Daniela Sofia Rosa
Grupo da Maria Paulo Maria  Beatriz
Grupo da Liliana Liliana  Manuel Paula Francisca
Grupo da Rita Anténia Rita Miguel Mariana

Primeira aula
Os alunos contactaram, através desta tarefa, com o processo de descoberta e foram
desafiados a investigar. Como ndo estavam habituados, inicialmente estranharam que
uma tarefa pudesse ser tdo complexa, pois estavam habituados aos exercicios cuja
resolucdo é mais breve e com um menor grau de desafio. No entanto, os alunos foram
persistentes e estiveram na primeira aula 90 minutos a pensar e sem desistir. A
professora sentiu dificuldades em orientar 0s grupos ao tentar seguir os diferentes

raciocinios.
.- . I ~ 1
O objetivo da tarefa era o de descobrir a estrutura matematica das frac6es —que

sdo DF. Essa estrutura estd relacionada com o facto de os denominadores serem

divisores das poténcias de base 10. A professora esperava que os alunos iniciassem a
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investigacdo pela exploragdo das fracOes decimais de numerador um e ficou
surpreendida pelo facto de os alunos ndo mobilizarem esse conhecimento. O conceito de
fracdo decimal e a sua relacdo com o tipo de dizima que representa, foi revisto no dia
quatro de Janeiro (trés dias antes da implementacéo desta tarefa). Nessa aula foi revisto
0 que era uma fragdo decimal, a propdsito da classificacdo de dizimas, e exemplificou-
se com alguns casos como se pode ver pelo caderno da Liliana na figura 6. Ainda nessa
mesma aula foi revista a passagem de fracdo decimal a dizima e vice-versa.

No entanto, a professora ndo os reorientou para seguirem esse caminho, por recear
bloquear a atividade matematica dos alunos.

Ao implementar a tarefa na aula, a professora explicou aos alunos que iam fazer
uma investigacdo sobre dizimas e que a iam realizar em grupo. Referiu que para
investigar era necessario fazer experiéncias e regista-las. Insistiu na importancia de
testar as conjeturas explorando os dados e reformulando as conjeturas sempre que
necessario.

Nesta tarefa pedia-se, primeiro para os alunos indicarem fracdes com numerador

um que fossem dizimas finitas (DF) e depois, propunha-se aos alunos que investigassem

. ~ 1
quais as fracoes — Que eram DF.
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Figura 6 — Extrato do caderno da Liliana da aula de 4 de Janeiro

Os alunos, em pequeno grupo, iniciaram o trabalho pela leitura do enunciado e
discutiram entre si o significado do mesmo. Ao fazé-lo confrontaram o0s seus
conhecimentos com os dos restantes elementos do grupo. No caso desta tarefa o
conceito de dizima e a sua classificacdo eram os conhecimentos matematicos em foco.

Pode-se ver pelo didlogo transcrito como os alunos em pequeno grupo se esclareceram
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mutuamente precisando as designagdes de dizima finita e infinita assim como o seu

significado.

Liliana: Quando é dizima finita d4 por exemplo 3, 333333... isso €
infinita; quando der... Por exemplo, 1/25 da 0,04 ¢ uma dizima finita,
porque acaba no 4. Ndo tem mais nimeros para além do quatro.

Paula: Se ndo acabasse no quatro era infinita.

Manuel: Isto ¢ infinita. ..

Liliana: Dizimas finitas: sdo aquelas que tém um fim.

Paula: Que ndo tém periodo.

Este processo foi demorado o que revela precisarem de tempo para Se apropriarem
dos conceitos e da linguagem matematica.

Para responder a primeira questdo, os alunos, em grupo, recolheram alguns
exemplos de dizimas finitas (DF) com a maquina de calcular e registaram-nos nas suas
folhas de trabalho. Os alunos usaram a maquina de calcular como ferramenta de calculo
sem qualquer indicagcdo da professora. Salienta-se o facto de ndo ocorrer a nenhum
aluno fazer a operacdo de divisdo usando o respetivo algoritmo. A figura 7 € um

exemplo da recolha de dados efetuada por um dos grupos.

Figura 7 — Recolha de dados de um dos grupos

Os alunos procuraram ainda outras fracdes que correspondessem a DF e
registaram esses casos. Perante a questdo de “Quais sdo as fra¢cOes que dao origem a
DF?” houve diferentes reacOes e gerou-se discussdo no seio dos grupos sobre a
interpretacdo da mesma. Dois dos grupos identificaram com alguma facilidade a questao
como referente ao conjunto dos nimeros naturais enquanto os restantes consideraram o

conjunto dos seus exemplos de DF. O grupo da Rita tentou primeiro clarificar o
significado de % No didlogo transcrito a Rita questionou-se sobre se n poderia tomar

qualquer valor e a Antonia confirma.
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Rita: Agora diz: “Quais sdo as fracbes que dao origem a dizimas
finitas?” E daquelas que se a dividir... isto pode ser um namero
qualquer? — pergunta Rita apontando para o denominador n.

Antoénia: Sim.

Rita: Até pode ser um a dividir por 999. E € daquelas que d&o, dessas de
um a dividir por qualquer nimero temos que dizer quais sdo finitas.

Através desta clarificacdo as alunas apercebem-se de que havera muitas fracdes
naquelas condigdes e que escrevé-las todas dard muito trabalho. Este espanto esta bem
patente na exclamagdo de Antdénia “—F0go e vamos escrever todas?”.

Surgiu, entdo, a necessidade de as descrever pelas suas caracteristicas dando inicio
ao processo de investigacdo das propriedades que as caracterizam.

Os alunos néo estéo habituados a atividades tdo complexas e de imediato chamam
a professora na esperanca de haver alguma salvacdo para tdo arduo trabalho. A
professora tenta orienta-los para a descoberta como se pode ler nas suas palavras na

transcricdo seguinte:

Prof: Depois apresentam as conjeturas: conjeturas de qué? Quais sao,
como é que sdo as fracOes que dao dizimas finitas. V&o ter que descobrir
quais séo as que déo.

A professora ao referir o como remeteu-0os para a procura de caracteristicas
comuns. De facto para os alunos conseguirem identificar quais séo tém primeiro de
saber como sdo, 0 que neste caso depende de conhecer as propriedades das fracbes com
numerador 1 e denominador n que sdo DF. Depois desta orientacdo a aluna Antdnia
confirma com a professora se é mesmo para as escrever todas. Quando a professora
refere que é para as descrever todas genericamente, a Rita associa 0 genericamente a

descoberta de uma regra e em grupo iniciam a procura.

Antonia: lh stora, vamos ter que descobrir todas, todas, todas?
Prof: Genericamente.
Rita: Uma regra.
A investigacdo propriamente dita iniciou-se apds todos 0s grupos estarem

convencidos que precisavam de partir para a descoberta com o objetivo de identificar o

conjunto de fragdes % que originam DF.

66



Desenvolvimento do raciocinio matematico

Da conjetura a generalizacdo

Esta foi a primeira tarefa do tipo investigativo pelo que sobressairam as
dificuldades inerentes a quem investiga pela primeira vez, tais como: ndo se sentir
seguro para avancar sem apoio, ndo saber como se processa uma investigagdo, ndo ter
0s sentidos despertos para procurar padrdes, ndo registar todo o trabalho e ndo estar a
contar com uma tarefa de tdo arduo trabalho.

Partindo da observacdo dos dados obtidos por particularizagdo, os alunos
formularam conjeturas que constituiram tentativas de generalizagdo das regularidades
encontradas.

As primeiras tentativas de generalizacdo foram formuladas com base nas
propriedades que sobressaiam dos poucos dados listados como, por exemplo, os dados
apresentados na figura 7. Os alunos fizeram analogias entre as propriedades desses
casos particulares e as propriedades que conhecem dos numeros. As propriedades ser
nimero primo, ser nimero par, ou ser multiplo de um certo namero foram as primeiras
conjeturas a serem testadas.

Pela analise do trabalho inicial nos grupos sobressairam algumas caracteristicas
do seu processo de conjeturar, tais como, a forma como formularam os enunciados das
conjeturas; a forma como testaram a conjetura e a forma como interpretaram o resultado
desses testes.

A formulagéo das conjeturas foi feita na forma interrogativa, talvez por influéncia
da orientacdo da professora quando lhes disse para colocarem as questdes na sua folha
de registo. Os alunos ndo mostraram ter dificuldades na forma de escrever as conjeturas
nem na forma de as refutar através de contraexemplos. A figura 8 tem um exemplo que

mostra isso.

Figura 8 — Registo da conjetura de denominadores serem ndmeros primos

As questdes de linguagem oral e escrita, na formulacdo de conjeturas, revelaram
uma passagem coerente de uma para a outra como se verifica, por exemplo, na

formulacdo da conjetura apresentada na figura 9. A Liliana formulou a conjetura
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restringindo os denominadores a nimeros pares e na passagem para a forma escrita o

grupo da Liliana acrescentou o quantificador so ficando bem clara essa restricao.

Liliana: Sera que dizimas finitas sdo aquelas que tém denominador par?
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Figura 9 — Registo da conjetura formulada pelo grupo da Liliana

Também o grupo da Isa afirmou que ha denominadores que sdo pares, mas que ha
excecOes a regra. Primeiro observaram os casos registados (denominador 2 a 9)
concluindo que daqueles denominadores s6 o denominador 6 ndo era DF, mas depois a
Isa quando refere que sdo quase sempre pares ndo referiu as excecdes. Talvez ao
formular a conjetura com o quase sempre tenha duvidado de que aquela fosse a Unica
excecdo como se percebe pelo didlogo entre elas em que a Isa ndo acaba a Gltima frase.

Isa: Deixa ver aqui uma coisa. Aqui se reparares 1 sobre 2 é DF e 2 é par,
8 também € par, 10 também é par, s6 este [0 6] ndo é par. E o Unico caso
[dos registados].
Joana: Os pares quase sempre sdo finitas. Faz um sobre 28. D4 infinita.
Isa: As fracbes que ddao DF quase sempre sdo nimeros pares a excepgao
de...

Na forma escrita registaram a conjetura dando a nocdo de possibilidade através do

pode — figura 10.

Figura 10 — Registo da conjetura formulada pelo grupo da Isa

Os

diferentes grupos respeitaram o enunciado na interpretacdo do resultado do teste da
conjetura. O grupo da Liliana refutou a conjetura com o contraexemplo 5 como se pode
ver na figura 11, apesar de se terem enganado ao registar escrevendo infinita em vez de

finita.
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Figura 11 — Registo do teste a conjetura do grupo da Liliana

O grupo da Isa também respeitou o enunciado da conjetura no teste realizado, pois
ndo refutou a conjetura apesar de se observar no registo da figura 12 terem escrito a

resposta “ndo” seguida de “nem todas”.

o

Figura 12 — Registo do teste a conjetura do grupo da Isa

Inicialmente, os alunos usaram muito o padrdo de raciocinio de rendicdo, em que
apos a observacdo de um padrdo, formulavam uma conjetura, testavam-na e face a um
contraexemplo negavam-na. Este procedimento deveu-se a expetativa de que uma Unica
propriedade caraterizasse as DF impossibilitando a descoberta de outras carateristicas
para os denominadores. O raciocinio a seguir descrito mostra como a rendi¢do pode ser
improdutiva no processo de descoberta.

O grupo da Maria conjeturou sobre os denominadores serem multiplos de 5 ou
serem pares, enquanto observam a sua lista de particularizagcbes na refutada que

originam DF.
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Figura 13 — Dados grupo maria ser par ou maltiplo de 5

Maria: Em alguns [dos casos que sdo DF] o denominador é mdaltiplo
de 5 e nos outros os denominadores S0 pares.

Beatriz: Multiplos de 5: 5, 10, ...

Maria: 1 sobre 15 também d& DI.

A conjetura foi registada por escrito como relativa apenas aos multiplos de 5 e foi
refutada com o numero 15 como se pode observar na figura 14. O enunciado da
conjetura apenas permite a resposta nao, porque de facto ndo sdo todos multiplos de 5.
No entanto, o contraexemplo da fragdo com denominador 15 alerta para a reformulacéo
da conjetura definindo-a no conjunto dos denominadores multiplos de 5 que originam
DF. Este exemplo mostra que estes alunos ndo estdo despertos para os efeitos de um

contraexemplo, o que é natural sendo a primeira vez que investigam.

Figura 14 — Registo da conjetura de multiplos de 5

Alguns grupos identificaram similaridades no algarismo das unidades dos
denominadores. Num dos grupos testaram poténcias de 10, mas caracterizaram 0s
nameros poténcias de 10 por terminarem em zero e ao fazé-lo consideraram 0s
multiplos de 10. Esta conjetura nem chegou a ser registada pois foi refutada com o
contraexemplo da fracdo de denominador 30. Este raciocinio de rendi¢cdo nao permitiu a

reformulacdo da conjetura.

As primeiras conjeturas refutadas pelos alunos encontram-se na tabela 5.
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Tabela 5 — As primeiras conjeturas formuladas e refutadas

Conjeturas refutadas Contraexemplos
Sera que se tivesse numero primo no denominador dava n=3
DF?
Sera que as DF s0 funciona com denominador par? n=6
Se 0 denominador fosse multiplo de cinco? n=15
Se 0 denominador terminar em zero? n=30

ApoOs esta primeira abordagem os alunos comecaram a sentir cada vez mais
dificuldade em avancgar e a chamar mais a professora. Esta tentou mostrar-lhes, como se
relata a seguir, que deviam fazer refutagdes locais as suas conjeturas restringindo o
dominio de validade da conjetura enunciada. Primeiro a professora orientou 0s grupos
para a reformulacdo de conjeturas sensibilizando-os para o facto de poder haver

diferentes explicacOes para as fracGes que sdo DF. Este processo exige a capacidade de
passar do conjunto de todas as fra(;()es% a que correspondem dizimas finitas para

subconjuntos a partir das suas caracteristicas comuns.

Verificou-se que a reformulagdo das conjeturas sé aconteceu de forma espontanea,
curiosamente, em dois dos grupos de trabalho: grupo da Isa e grupo do Anténio. A
reformulacdo da conjetura foi feita restringindo o conjunto de aplicacdo da conjetura. A
seguir descreve-se a forma como este grupo o fez.

O grupo da Isa aceitou a possibilidade de haver outras carateristicas dos
denominadores pares que originavam DF. Esta atitude de procurar outras hipoteses sem
colocar de lado a primeira hipdtese revela uma capacidade de questionamento e de
aceitacio de diferentes hipoteses. E curioso notar que o grupo da Isa era constituido por
alunas com dificuldades a matemaética e a Joana era dois anos mais velha que a maioria
dos alunos por ter duas retengdes no seu percurso escolar.

O grupo da lIsa ao procurar outros denominadores que ndo originavam DF
encontrou regularidades em denominadores que originavam DI: denominadores com
algarismo das unidades 9 ou 7. Apesar de conjeturarem noutro conjunto, que nao era o
pedido, este caminho poderia levar as alunas a descoberta por exclusdo de partes. Era,

no entanto, um caminho mais dificil.
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Quando encontraram um padrdo generalizaram formulando as respetivas

conjeturas:

Isa: Eu descobri uma coisa! 1 sobre 10 da finita e 1/9 d& infinita. Quando
0 10 é finita o detras é Infinita.

(...)
Gabriela: Todos os [denominadores] 9,19,29,39 d&o DI.

Joana: Podemos por isso.
Isa: Todos os numeros cujo denominador... Todas as fra¢Bes cujo
denominador tenha o algarismo 9.

A conjetura formulada, figura 15, foi enunciada como restrita ao caso do denominador
ter algarismo das unidades 9, deixando em aberto a possibilidade de haver outros casos. A
generalizacdo foi feita apOs realizarem os testes que consideraram suficientes para se
convencerem. Este grupo foi aquele que revelou ter no¢do de que, por mais casos que
comprovassem, podia haver algum que falhasse. Estas alunas demoraram mais tempo do que
0s seus colegas a convencer-se da veracidade da afirmacdo. Concretizaram para valores até a
ordem das centenas, de forma sistematica, e mostraram ter no¢do de que apesar da verificacdo

de muitos casos podia surgir um contraexemplo.

Isa: E verdade sim senhora. Fiz do 1 até ao cento e tal e da tudo infinito.
Joana: E se depois do 200 ja ndo da?

Isabel: Pois [faz mais experiéncias na maquina]... Da.

Joana: Continua a dar? E [na ordem dos] 300?

Gabriela: 329

Isabel: Pode haver nimeros que pelo meio possam dar DF.

(..))
Joana e Isabel: 9,19,29,39,49,59,69,79,89,99,109,119,129...d4 tudo DI

(..))

Isa: Fizemos até 100 e tentamos alguns: 300, 400.

Depois dos testes realizados, registam a sua generalizagéo.

«todas as faocpdio cn_;er!i:mmg
ferha © cfsum'gm S nas Lnided,
Voi dot Mmow di .

l_a :

Tma infincta .

Figura 15 — Registo da generalizagdo do denominador ter algarismo das unidades 9
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

O processo de conjeturar seguido por estas alunas até fazerem esta generalizago
estd esquematizado na figural7, onde se mostra a reformulacdo da conjetura 1 na
conjetura 2 através dos testes realizados e a formulagdo da conjeturas 3 e respetiva
generalizacdo através dos exemplos testados.

As alunas continuaram a investigacdo dentro da mesma linha de pensamento e
descobriram a mesma propriedade para o algarismo das unidades 7. Fizeram testes
sistematicos até a ordem das centenas sem encontrar qualquer contraexemplo e
prosseguiram questionando-se se seria sempre assim como se pode ler no didlogo

transcrito.

Isa: E como no 7.

Joana: Faz 107 Um sobre 7,17,27,37,47,57,67,77 Também é.
No outro foste até quanto?

Isa: Até 100.

E registaram outra generalizacdo similar a primeira, mas agora para o algarismo
das unidades 7, como se pode ver na figura 16.

As alunas procuraram nas terminacGes dos numeros alguma similaridade
provocada pelas regularidades das poténcias tal como exemplificado, por Davis e Hersh
(1981), numa investigacdo sobre a teoria dos nimeros em que os alunos conjeturam e
reformulam as suas conjeturas fazendo analogias entre as termina¢fes dos nimeros e as
suas propriedades.

Este grupo de alunas fez novas descobertas e o processo de descoberta enquadra-
se no padrdo de raciocinio de Verificacdo Cientifica, pois foi pela observacdo de um
padrdo que formularam conjeturas e através dos testes reformularam-nas, generalizando
para todos os casos naquelas condigoes.

O nivel de prova das alunas situa-se entre o nivel de empirismo naif e a
experiéncia crucial, porque, apesar de as alunas ndo terem testado um caso especial,
elas colocaram o problema da generalizagao.

Quando as alunas apresentam estas generalizagdes a turma a professora questiona
a turma sobre se a generalizacdo estd provada e explica, entdo, que para provar que a
generalizacdo é valida através de exemplos era preciso testa-los todos e para provar que

a conjetura é falsa basta descobrir um contraexemplo.
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Figura 16 — Registo da generalizacio do denominador ter algarismo das unidades 7

Conjetura 1:
as fracgbes 1/n com n
par sdo DF?

/
observagao

teste

tenha algarismo
das unidades 9 s&do DI

/ Contraexemplo
n=6

formulagéo de teste

nova conjetura
Generalizagdo 1:
todas as fracgbes cujo denominador

Conjectura 3:
todas as fracgdes cujo denominador

tenha algarismo
das unidades 9 sdo DI

todos os denominadores menores
do que 100
com algarismo das unidades 9

n={9,19,29,39 e alguns outros na ordem
das 3 centenas e das 4 centenas

generalizacdo

descoberta reformulagdo

da conjetura
ao testar \—\—\_____[ Conjetura 2: ]/ ’

nem todas as fracgdes 1/n
com n par séo DF

Figura 17 — Esquema do processo de conjeturar do grupo da Isa

O grupo do Anténio reformulou a conjetura, da relacdo de dobro entre
denominadores, encontrada a partir da observacdo das particularizagbes que tinham
feito.

Antonio dialoga com a professora sobre a relagcdo de dobro que encontrou.

Antonio: mmm... Por exemplo aqui, stora: 5,10 dobro.
Prof: Ja estas a procurar uma relacéo.
Antonio: 4,8 dobro.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

E outros elementos do grupo comecaram a observar casos em que se verificava

essa relacdo:
Sofia: Olha esta: 10,20.
Antoénio: Ja sei, ja sei, ja sei... um meio, [0] dobro [de um meio] um
quarto, [0] dobro [de um quarto] um oito avo. Depois um quinto, [0

dobro de um quinto] um décimo, o dobro [de um décimo] um vinte
[avos].

Entusiasmado o Antdnio quer testar com outras que nao estdo registadas na folha

de registo (figura 18).

1o

o A o\’ o_‘!’
;‘L .3_'_5_— i
e e,

Figura 18 — Recolha de dados do grupo do Anténio
Antoénio: Entdo faz um que seja dizima finita para ver se n6s temos aqui.

O diadlogo da Daniela com os elementos do seu grupo mostra como ela testou a

conjetura com um exemplo que origina DI e como percebeu que pode estabelecer a
~ . N . .. ~ 1
mesma relagdo relativamente as DI: se um denominador n origina uma fragdo ~ DI

entdo uma fragdo cujo denominador dobrou também origina uma fragdo DI.

Daniela: Um sexto ndo da... eu acho que o teu pensamento esta direito
porque o dobro de trés € seis. Seis é [dizima] infinita.

Antonio: N&o te esquecas que tem de ter um em cima.

Daniela: Sim e tem, na mesma. E o dobro. Um sobre trés e se fizeres o
dobro € um sobre seis e € dizima infinita.

A confianca na conjetura saiu reforcada ao ser verificada no conjunto das DI. A
conjetura ndo foi formulada por escrito, mas sim os casos particulares relacionados pelo

dobro como se apresenta na figura 19.
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Figura 19 — Registo do grupo do Antonio de dobro entre denominadores

O processo de formulagdo e reformulacdo das conjeturas encontra-se

esquematizado na figura 20. Os alunos testaram a conjetura e foram capazes de a
reformular generalizando-a ao conjunto das dizimas racionais. No entanto, esta
generalizacdo € feita com base num Unico teste.

Conjectura 1:
Existe uma relagdo de dobro entre os
denominadores n que originam DF

Conjectura 2:
existe uma relagdo de dobro entre os
denominadores n que originam DF
e também entre os denominadores
que originam DI

=4
Reformulam
conjectura 1

n=6
2n=12

Teste

1/6 e 1/12 DI

Figura 20 — Reformulagdo da conjetura no Grupo do Antonio
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

O facto de os grupos ndo reformularem as conjeturas provocou um impasse no
trabalho dos alunos. A professora tentou ajudar todos 0s grupos, com excec¢do do grupo
da Liliana, a reformular a conjetura continuando a investigacdo no sentido de
descobrirem as particularidades daqueles casos.

O grupo da Liliana ndo tinha conjeturado sobre relagbes de dobro e tentavam
encontrar outras regularidades nos denominadores, mas ndo conseguiram encontrar
nenhuma regularidade. As tentativas de orientacdo da professora ndo mudaram o0s
caminhos de descoberta dos alunos deste grupo, verificando-se que desenvolviam os
seus raciocinios até ao fim. Esta atitude revela coeréncia e autonomia na descoberta.

Mostra-se a seguir como o0s alunos reformularam a conjetura do dobro para a
conjetura das poténcias de dois através da orientacdo dada pela professora a generalizar
por GPP promovendo assim o desenvolvimento do raciocinio dedutivo.

A relacdo estabelecida pelo grupo do Antonio entre os denominadores € uma

relacdo recorrente como se percebe pelo didlogo com a professora:

Anténio: Nos fizemos ja estas, mas fomos por tentativas: um meio e
depois foi um quarto e o denominador de um quarto é o dobro do
denominador de um meio, um oito avos o denominador € o dobro de um
quarto, depois aqui um vinte avos o denominador é o dobro do
denominador deste.

Para sairem da relacdo recorrente de dobro, a professora orientou-os para
observarem o processo de formacdo dos diferentes termos da sequéncia, a fim de
encontrarem as propriedades que caracterizavam os denominadores em foco.

A relagdo de dobro foi estabelecida em duas diferentes sequéncias de
denominadores: uma com primeiro termo dois e a outra com primeiro termo cinco. A
professora orientou-os no sentido de observarem apenas a sequéncia com primeiro
termo dois com vista a que descobrissem que correspondiam as poténcias de dois. Para
isso, enfatizou o facto de o nimero par 6 ndo pertencer a sequéncia, para que
caracterizassem aqueles denominadores por outra propriedade que ndo apenas a de

serem nUmeros pares.

Prof: O que é que estes numeros tém de especial? 2, 4, 8 e estavam a
dizer que ndo passa pelo seis.

Antoénio: Séo pares.

Prof: Ele [0 6] ndo esta aqui.

Antonio: Porque sdo poténcias: 2 elevado a 2, ...
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O processo de conjetura pode ser resumido pelo esquema apresentado na figura 21
em que a reformulagdo foi feita com ajuda da professora incentivando-os a observar o
processo gerado pela multiplicagdo sucessiva pelo fator 2, ou seja, a generalizar por
GPP.

O aluno Antonio explica ao grupo que aquelas fracGes tém um denominador que

pode ser escrito como poténcia de 2, mas enuncia a conjetura como uma equivaléncia.

Anténio: As dizimas finitas sdo aquelas em que a base da poténcia é
dois.

Rosa: O denominador.

Antonio: A base do expoente, a base da poténcia. Por exemplo, 2
elevado a 10 é 1024; um sobre 1024 vai dar uma dizima finita; ndo ha
nenhum periodo aqui.

Esta reformulacdo da conjetura, formulada como uma equivaléncia, barrou todos
os denominadores que ndo sdo poténcias de 2. Face a esta afirmacdo, os colegas
questionaram-se sobre outros denominadores que originam DF, tais como as fragdes 1/5
e 1/10. O Antonio reafirma a sua conjetura em conjunto com um contraexemplo que pde

€m Causa a Sua conjetura.

Antoénio: As dizimas finitas sdo aquelas cuja poténcia a sua base é 2 e
para um quinto ndo da.

Para continuar a descoberta era necessario resolver a questdo dos contraexemplos
e a professora incentivou-0s a procurarem outros denominadores relacionados com o 5.
Ou tratavam os contraexemplos como casos especiais ou os excluiam reformulando a

conjetura.

Prof: E porque ndo testam mais algumas?
Antoénio: Ja testamos dois elevado a 10, um sobre 1024. Mas um quinto
ndo da.
Prof: Tentem encontrar outras relacionadas com as de um quinto.
Continuaram a procurar multiplos de 5 iniciando um novo processo de conjeturar
a partir da conjetura 1. Quando lhes surgiu o denominador 25 notaram, com surpresa,

que origina DF e que n&do é o dobro de outro denominador.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Sofia: Porque olha 25 ndo € o dobro.

Antonio: N&o é o dobro?

Daniela: Mas 1 sobre 25 é uma DF.

Sofia: Podemos é esquecermo-nos deste e passamos para este.

Daniela: Nao nos podemos esquecer porque tem que ser uma regra geral.

Conjectura 1:
existe uma relagdo de dobro entre
os denominadores n
en épar

Conjectura 3:
DF sdo aquelas cujo denominador
é uma poténcia de 2

Teste
teste
reformulam
conjectura 1

Figura 21 — Reformulacéo da conjetura do dobro no grupo do Anténio

A Sofia prop0s ignorar o contraexemplo 25 por ser especial, tal como descrito no
padrdo de raciocinio Monster Barring, mas a Daniela ndo concordou por querer uma
regra que incluisse todos 0s casos.

O grupo da Rita ndo chegou a relacdo de dobro entre denominadores por
exploracdo, mas apropriou-se da conjetura do grupo do Anténio por ouvirem a
formulagéo da conjetura. A professora descobriu isso posteriormente nas gravacgdes. O
grupo da Rita chamou a professora e esta questionou 0s elementos do grupo sobre o
calculo sucessivo que eles estavam a efetuar e eles conseguiram identifica-lo como

sendo uma multiplicagdo por 2. Quando questionados sobre como escrever essa
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operacdo sucessiva, lembraram-se de poténcias, mas continuaram sem saber como

registar:

Prof: Pois, mas é sempre x2x2x2...

Rita: E uma poténcia. Como é que se explica isso?

Prof: Como é que tu achas?

Antdnia e Rita: Nao sabemos explicar.

Prof: Agora ja devem saber (depois de se ter discutido a questdo de
multiplicar sucessivamente por 2).

Antonia: E poténcia de 2.

Referiram que vao organizar as ideias para depois escrever a conjetura. Testaram

mais alguns expoentes para as poténcias de 2 e registaram a seguinte conjetura ilustrada

na figura 22: “Qualquer fracdo em que o denominador seja uma poténcia de 2 0 seu

resultado da uma dizima finita.”

Figura 22 — Registo da conjetura de denominadores serem

poténcias de 2 no grupo da Rita

Esta conjetura é formulada de forma diferente das outras porque nao exclui outras

possibilidades para que os denominadores originem DF. Esta conjetura restringe o

dominio dos numeros naturais, uma vez que define dentro do conjunto de todos os

denominadores um subconjunto, poténcias de 2, contido no primeiro.

O grupo da Maria reparou numa relacéo de dobro no conjunto dos denominadores

pares que sdo DF. Observando os registos do grupo apresentados na figura 13 chegaram

a concluséo de que o dobro do denominador da fracdo a que corresponde uma DF

também é uma DF.

Maria: Se for o dobro d& de certeza, mas também tem de dar com outros
numeros. Mas o que tém de anormal?

Estas terminam em 5 e estas em zero. Se multiplicarmos por este dé este,
e este também déa e o 10 dé 20. Se as fragdes pares... nas fragdes cujo
denominador é par. NOs vimos que nas pares se este dobrar vai dar o
proximo mas 5 e assim ja ndo...

80



Desenvolvimento do raciocinio matematico

Os alunos registaram a conjetura, constante na figura 23, ndo a tendo refutado.
Salienta-se o facto de os alunos estarem a trabalhar num conjunto de denominadores
pares que correspondem a fragdes de numerador um que sé&o DF e na conjetura
escreverem apenas denominadores pares. O dominio da conjetura foi alterado na

formulacdo escrita.

Figura 23 — Registo da conjetura do Gr. Maria sobre relacdo de dobro

Esta conjetura permitiria identificar os denominadores, poténcias de 2, se
reformulassem a conjetura para o dominio das DF. Para isso, 0 uso de um diagrama de
Venn permitiria que os alunos observassem as relagbes entre os dois conjuntos de
denominadores que sdo DF: o conjunto dos denominadores pares e o conjunto dos
multiplos de 5. A professora tentou que reparassem nos dobros comecando no

denominador 2:

Prof. Entdo comecando pelo dois 0 que é que esta a acontecer ao
numero? Conseguimos saber qual era o proximo? Até aqui estdo todas
relacionadas [apontando para a fracdo 1/8 da lista em que estavam
escritas ¥, 1/4 e 1/8 seguidas de 1/10] e agora passava para qual?
Maria: Passava para 16. E se fizéssemos mais também dava que ja
estivemos a ver.

Beatriz: Mas ndo dava para todas [as fracdes].

Prof: A regra pode ndo ter o mesmo enunciado para todas as relagdes.
Vocés estdo a encontrar aqui uma cadeia que pode ter uma explicacéo.
Maria: Um a dividir por uma poténcia de 2 da sempre finita.

A conjetura que Maria formulou e que ndo foi registada € restrita a sequéncia de
fragOes Y4, Y4, 1/8, ...

A professora proporcionou um momento de discussdo com toda a turma para
partilharem as exploracdes que ja tinham feito nos grupos e para se reformular a
conjetura do dobro com toda a turma com vista a compreenderem como continuar a

descoberta.
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Antonio ofereceu-se para ir ao quadro expor como chegou a sua conjetura
mostrando como conjeturaram com base em poucos casos referindo-se a esse reduzido

numero de casos como sendo “tudo”.

Antonio: Nos fizemos 6 fragdes < Y%, ¥4, 1/8, 1/5,1/10, e 1/20> e vimos
que Y4 € o dobro de 2: 0 denominador era o dobro do denominador...
depois 1/8 é o dobro de ¥4. Depois 1/20 é o dobro de 1/10. E depois 1/10
é 0 dobro de 1/5. Como tudo era o dobro iamos fazer em poténcia.
Liliana: E 0 8?
Outros: E 0 16.
Antonio: Mas nos ndo fizemos 16, vimos que era tudo o dobro e
pusemos em poténcia.
Prof: Como se lembraram da poténcia?
Anténio: Vimos que o denominador fazia parte da poténcia com base 2:
2 elevado a 2, 4; 2 elevado a 3, oito. SO 1/5 ndo encaixa aqui.

A professora espera reacfes dos alunos e como ndo ha, repete a afirmacdo do

Antonio.

Prof: O resto encaixa tudo...?

Quando o Antonio diz que s6 1/5 ndo segue a mesma lei coloca-se o problema de
dominio da sua conjetura. De facto o dominio da conjetura que ele enunciou € para
todos os denominadores naturais e assim a conjetura é refutada pelo denominador 5. A
aluna Rita apresenta a conjetura do seu grupo, figura 22, afirmando que é igual.
Ninguém, no grupo, identificou a diferenca entre o enunciado das duas conjeturas
(figura 24).

Na discussédo com toda a turma sobre as conjeturas a que tinham chegado foram
confrontadas as duas formas de escrever a conjetura sobre denominadores poténcias de
dois. Quando a professora referiu as diferengas na formulagdo verificou-se que os
alunos nao estavam despertos para essas diferencas.

De facto enquanto a conjetura do Anténio afirma que a investigacdo estad
terminada pois formula a conjetura dizendo que as DF “sdo aquelas” cujo denominador
¢ uma poténcia de 2 a conjetura da Rita deixa em aberto a existéncia de outras

possibilidades para caraterizar o denominador.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Conjectura do Anténle:
As dizimas finitas sdo aquelas em que a base da poténcia & dois.
Ceonjectura da Rita:
Qualquer fraccdo em que o seu denominador seja uma poténcia de 2 0 seu
resultado & uma Dizima Finita.

Figura 24 — Duas diferentes conjeturas de poténcias de 2

A professora apercebendo-se que os alunos mostraram surpresa inicia uma

exploracdo que possa tornar o enunciado mais claro:

Prof: Que vos parece? O que € que isto quer dizer? Outra vez Rita
devagar.

Rita: Qualquer fracdo em que o seu denominador seja uma poténcia de 2
0 seu resultado é uma Dizima Finita.

Prof: O que é que isto quer dizer? Qualquer fracéo:

1 ~ .
Se eu representar —como qualquer fracdo em que o seu denominador —
estamos a fixar numerador como 1 — seja uma poténcia de 2... como é

gue eu escrevo aqui uma poténcia de 2?
Traduziu-se para linguagem simbdlica para ajudar a tornar a questdo mais geral,
mas muitos alunos tinham dificuldades em trabalhar com letras e nesta situacdo de

atribuir uma letra ao expoente os alunos propuseram a letra n que j& havia sido atribuida
. - 1
ao denominador no enunciado — A professora lembra-lhes esse facto e pede para

atribuirem outra letra a variavel.

Liliana: elevado a...

Prof: Quanto?

Rita: Quatro.

Prof: A qualquer coisa, ndo concretizes, genericamente.

Varios: n

Prof: Mas n ja esta aqui (apontando para o denominador de %).
Outros: x

Prof: x ent&o. zix déo sempre DF, dizem elas. Que vos parece? Onde

estdo aqui essas...

Os alunos identificam os denominadores poténcias de 2 e a professora chama a
atencdo para o facto da sequéncia encontrada estar intercalada na sequéncia de

denominadores que originam DF quando ordenados por ordem crescente, figura 25.
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Figura 25 — Fracdes ordenadas por ordem crescente

Prof: Ha aqui uma sequéncia, a tal sequéncia que estd no meio da vossa,
que... Terd aquela explicacdao? Podera ter aquela explicagao ou nao? O
gue acham?

Liliana: E 0 5?

Prof: 0 5? 0 5 esta nesta regra?

Varios: Nao.

Prof: E poténcia de 2 0 5?

Antdnio: Nao, mas essa regra da para todos os que eles disseram.
Prof: D& para aqueles...

Antdnio: Em que o denominador € poténcia de 2.

Prof: E da para todas as fragdes que dao DF?

Antoénio: 1sso ja nao.

Prof: Entdo, podem continuar a investigar. Descobrimos uma parte...

A reformulacdo de uma conjetura foi realizada com toda a turma partindo da
descoberta de uma propriedade comum aos denominadores relacionados pelo dobro a
partir do denominador 2 restringindo-se, assim, o dominio da conjetura a poténcias de 2.

Quando o grupo de Rita, grupo que chegou a conjetura das poténcias de base 2, ja
na parte final da aula, se focou nos nimeros terminados em 5 e em zero, a Rita colocou

a hipdtese de serem poténcias de base 5:

Rita: Ahhhhhhhhhh! E a mesma coisa s6 que com poténcias de 5.
Eureka. Boa! N&o sei se da, por isso temos de experimentar.

Mariana: Escreve, escreve, escreve!

Rita: 1 a dividir por 5 da. 1 a dividir por 15, ndo dé. E poténcia...
Mariana: Mas tem de ser poténcia de 5.

Rita: 5 elevado a 3. Vamos comegar: 5 elevado a 1 da; 5 elevado a 2 da,
5 elevado a 3 d, 5 elevado a qualquer coisa. NOs depois 0s nimeros que
derem temos de fazer 1 a dividir por esses nimeros. Chegdmos a uma
concluséo brilhante.

Esta conjetura parece surgir por analogia com a anterior, uma vez que a Rita
reparou que o processo de formacdo é semelhante ao das poténcias de 2.

Registaram na sua folha a nova conjetura como se ilustra na figura 26.
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Figura 26 — Conjetura de poténcias de base 5 do grupo da Rita

Sentiam-se confiantes e a professora incentivou-os a continuar a investigacdo
procurando outros denominadores.

O grupo do Antdnio continuou a investigacdo tentando perceber o que se passava
com o0s denominadores relacionados com o denominador 5 e experimentaram 0S
denominadores 15 e 115 que dao DI. Depois experimentaram os denominadores 25 e
125 cujas fragdes originam DF e formularam a conjetura de o algarismo das dezenas ser
2 implicar obter-se uma DF. No final desta primeira aula, eles apresentaram a sua
conjetura assim como as razdes que os levaram a formulé-la. A conjetura é refutada
pelo Paulo com o contraexemplo 325 mesmo no final da aula. Renderam-se, de novo,
perdendo a oportunidade de procurar o que havia de especial nestes denominadores que
terminavam em 25 e davam DF. De qualquer forma ja estavam a procurar uma
conjetura apenas para aqueles casos, 0 que revela a aceitacdo de diferentes
possibilidades. O trabalho deste grupo foi dificultado por ndo registarem os dados de
forma organizada e fazerem os encadeamentos l6gicos apenas oralmente.

Segue-se a analise do processo da justificacdo a prova inerente ao processo de

descoberta vai ser analisado de seguida.

Da justificacdo a prova

Apos a producdo de generalizagdes pelos grupos a professora proporcionou a
discussdo na turma para partilharem e discutirem os raciocinios dos diferentes grupos.
As conjeturas ndo refutadas séo as listadas na tabela 6 e ndo houve por parte dos alunos
a preocupacao em relacionar as conjeturas com a justificacdo de ao dividir o numerador
um por aqueles denominadores dar DF ou DI.

Verificou-se que os alunos ndo se questionavam mostrando uma atitude de
aceitacdo perante os factos. Exemplos disso s@o: o quererem chegar a uma regra que
explique tudo; ndo reformularem conjeturas; e 0 aceitarem as conjeturas sem quererem

saber porqué.
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Tabela 6 — Conjeturas néo refutadas

CONJETURAS NAO REFUTADAS

As fracfes com denominador dobro de um nimero par sdo DF

As fracfes com denominador dobro de uma DF sdo DF e as fragdes com denominador dobro de uma DI sdo DI

Um a dividir por uma poténcia de 2 da sempre DF

Frac6es com denominador com algarismo das unidades 9 ou 7 sdo DI

Qualquer fracdo em que o denominador seja uma poténcia de 5 é uma DF

A construcdo da prova ficou adiada para a segunda aula, pois até aguele momento
ainda ndo fazia sentido para os alunos falar de prova.

A professora decidiu continuar com a investigacdo numa outra aula, pois parecia-
Ihe que estava ali muito material importante para analisar. Assim, ocorreu uma segunda
aula, planificada com base nos diagnosticos realizados na primeira aula, para os alunos

continuarem a descobrir respeitando os raciocinios ja realizados pelos alunos.

Segunda aula:

A analise da primeira aula permitiu diagnosticar relativamente ao conhecimento
matematico: a falta de sentido do nimero de todos os alunos relativamente: & operagao
de divisdo; ao conceito de fracdo decimal; as regularidades de poténcias de 2 e de 5; ao
conhecimento de que todas as poténcias de uma base sdo multiplas dessa base, mas que
o inverso ndo se verifica. Quanto a dificuldade de encontrar as regularidades em
sequéncias de poténcias de uma certa base, destaca-se que ao longo da sua escolaridade
estd previsto trabalharem sobretudo com sequéncias de relacdo aditiva, progressdes
aritméticas e ndo geométricas. A procura de muitas fracdes, realizada com maquina de
calcular, escondeu o processo da divisdo. Nesta investigacdo os alunos ndo usaram o
conhecimento (por ndo o terem) de que a divisdo na nossa numeracao, de base 10, por
nameros divisores das poténcias de base 10 representa dizimas finitas.

Quanto ao processo de raciocinar os alunos apresentaram as seguintes
dificuldades: em registar e organizar os dados; em identificar regularidades; em
percecionar as regularidades; em generalizar; em reformular as conjeturas quando
encontravam um contraexemplo; falta de capacidade de questionamento.

O raciocinio da turma enquadrou-se no padrdo de raciocinio de verificacdo
cientifica. O raciocinio de rendicdo foi o mais frequente, todavia ocorreu também,

durante o processo, o barramento de excecdes (exception barring) na reformulacéo da
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conjetura de dobro e o Monster barring quando a Sofia prop6s ignorarem um
contraexemplo.

O intervalo de tempo ente a primeira e a segunda aula teve a duracdo de um més.
Face aos diagndsticos realizados a professora optou por sugerir aos alunos a
decomposicéo dos denominadores em fatores primos. Essa opcdo tinha a vantagem de
aprofundar o conhecimento dos numeros e facilitar encontrar as regularidades. Com os
denominadores decompostos em fatores primos e com o exemplo da primeira conjetura
reformulada em turma sobre poténcias de dois, previa-se que os alunos conseguissem
prosseguir com a investigacéao.

Na segunda aula, apos ter sido feita uma analise aos registos da primeira aula, a
professora conversou com os alunos sobre os aspetos que deviam ser melhorados, tais
como a necessidade de registar todos os dados e de os organizar de forma a poderem
observa-los sempre que necessario. A professora fez uma analogia entre o trabalho de
investigacdo matematica e o de um detetive para que percebessem que o encadeamento
do raciocinio necessita de um suporte de registo para observacdo dos dados. A
orientacdo dada no sentido de como recolherem e organizarem os dados para
sustentarem as suas conjeturas promoveu a organizagao dos registos.

Os alunos do grupo do Anténio fizeram poucos registos na sua folha e a
professora usa esse exemplo para que percebam que se ndo deixam provas do trabalho

efetuado prejudicam o desenvolvimento do trabalho assim como a sua avaliagéo.

Prof: O que se passa por exemplo com o grupo do Anténio? Se eu ndo
tivesse gravado ndo saberia que eles fizeram conjeturas interessantes,
porque ndo escreveram quase nada no papel. Tém de registar.

A falta de registo e organizacdo dos dados dificultou o processo de encontrar
regularidades, pelo que a professora sugeriu como forma de organizar os dados a
organizacdo em tabelas. Nesta aula os alunos melhoraram a organizagdo dos dados
através da orientacdo para registarem tudo e separarem os dados em tabelas que
relacionassem as caracteristicas a observar. Depois de relembrar o processo que ocorreu
até chegarem a generalizacdo ndo provada de que as fragbes cujos denominadores

fossem poténcias de 2 eram DF os alunos retomaram o trabalho em grupo.
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Prof: O que eu queria hoje era que vocés continuassem mas organizando
0s vossos dados. Se ndo estiverem a conseguir descobrir nada podem
recolher mais dados e registar para que descubram outras relagdes. Para
explorar tém de registar.

Prop0s, entdo, aos alunos que continuassem a investigacdo usando a
decomposicdo dos denominadores em fatores primos. Esta estratégia visava conhecer
melhor as propriedades dos nimeros e melhorar a percecdo de regularidades.

O retomar da investigacdo deu-se pela consulta dos registos do trabalho ja
efetuado na primeira aula. Os grupos que mostraram mais dificuldades em retomar a
investigacao foram o grupo do Anténio e o grupo da Liliana. No primeiro a dificuldade
deveu-se a falta de registo na primeira aula e, no segundo, a dificuldade em retomar a
investigacdo, pelo facto de ndo terem chegado a conjetura do dobro por exploragdo em
pequeno grupo. A conjetura a que a turma tinha chegado, na primeira aula: as fracoes
1/n sdo DF quando os denominadores sdo poténcias de 2.

A experiéncia da formulagdo da conjetura sobre poténcias de dois permitiu-lhes
fazer analogias com os denominadores multiplos de 5 que originavam DF.

A professora elaborou um resumo, no anexo 4, que entregou aos alunos com a
conjetura a que chegaram da poténcia de 2, no qual os dados estavam organizados em
tabela e com os denominadores decompostos em fatores primos. Na folha que lhes
entregou estava escrito o teorema fundamental da aritmética que tinha por objetivo que
observassem o0s denominadores pelas suas propriedades fundamentais (Nogueira,
Néapoles, Monteiro, Rodrigues, & Carreira, 2004).

Para ajudar o grupo do Antonio, a professora forneceu a folha (anexo 5) para fazer
0 ponto de situacdo e depois orientou na forma de organizar os dados.

Os outros grupos iniciaram a investigacdo relembrando o que ja tinham feito

consultando a folha de registos da aula anterior.

Da conjetura a generalizacéo
O processo de formulacdo de conjeturas tornou-se mais simples depois de
saberem que as propriedades dos denominadores que fazem com que as fragdes em
estudo sejam DF estdo relacionadas com poténcias.
Os diferentes grupos usaram tabelas para organizarem os dados e procuraram

regularidades nos denominadores escritos como produto de nimeros primos.
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Houve evidéncias de a maioria dos grupos terem melhorado a capacidade de
“notar” conseguindo percecionar padrdes e formular conjeturas passando do vasto
conjunto de denominadores para 0 conjunto de denominadores que origina DF e, dentro
deste, para subconjuntos que constituem sequéncias diferentes.

O processo de procura de regularidades ndo foi facil para o grupo do Antoénio.
Quando observavam a sua tabela com alguns nimeros decompostos em fatores primos,

a Daniela da sinais de estar a reparar em alguma coisa, mas ndo consegue identificar.

Daniela: Stora...n6s chegamos a uma concluséo: 0 5 é 5 uma vez, depois
010€é2x5que da 010,020 é 22 x 5e 25 é 52... Por isso tem que ter
alguma coisa aqui.
A professora apercebeu-se da dificuldade em descobrir o que havia de comum e
orientou-os no sentido de compararem o que ha de comum entre as varias expressoes de

forma a descobrirem a regularidade.

Prof: E o que tém em comum?
Todos: 0 5.

Prof: Umas tém s 0 5 e as outras?
Todos: o 2.

Depois desta ajuda a Rosa conseguiu descrever a regularidade

Rosa: 5 vezes [uma] poténcia de 2.

Este grupo registou, entdo, na sua folha a conjetura assim como os dados em que
se apoiaram para a formular — figura 27.

A generalizacdo realizada pelo grupo do Anténio foi feita com base em poucos
exemplos revelando um nivel de prova de empirismo naif.

O grupo da Liliana continuou a investigagdo listando os denominadores multiplos
de 5, figura 28, e, ao procurar alguma relacdo entre os denominadores que eram DF, a
aluna Liliana estabeleceu outra conjetura: “Aqui da 0, 2... Oh, espera e se nods
puséssemos como nas poténcias de dois: 5! = 5; 52 = 25; 53 = 125, ... "

Esta conjetura parece ter sido formulada por analogia baseada no facto de, no
outro caso, ter resultado. O grupo prossegue a exploracéo tentando ganhar convicgéo na

conjetura (ver figura 29).
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Esta analogia surgiu, tal como no grupo da Rita na primeira aula, ndo por

identificacdo dos denominadores com as poténcias de 5, mas porque no outro caso

resultou.
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Figura 27 — Conjetura do grupo do Antonio aula 2

A Paula registou na folha as poténcias de 5, com expoente de 1 até 3, depois as
introduzir como denominador. Testaram mais um expoente, o 4, e verificaram que
1/625 também é DF (figura 29).

Figura 28 — Organizacdo dos dados do grupo da Liliana aula 2
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Figura 29 — Teste a conjetura poténcias de 5
Afirmaram, entdo, ter encontrado uma regra:

Paula: Entdo ja encontramos uma regra.
Manuel: A sério?
Paula: Claro que encontramos: poténcias de 5.

Mais cuidadosa a aluna Liliana testou mais algumas poténcias de 5: expoente 5, 6

e 9. Estas particularizacOes sdo testes a generalizacdo. Depois as duas alunas concluem:

Liliana e Paula: Regra: as poténcias de 5 ddo DF. No entanto ha
excecoes.

Registaram exatamente isso na sua folha (figura 30)
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Figura 30 — Generalizagdo poténcias de 5 grupo Liliana aula 2

Consideraram excecOes a esta regra os outros denominadores que ndo séo
poténcias de 5 mas que sdao DF. Apesar de terem escrito a conjetura como uma
implicacdo o facto de referirem que séo excec¢des mostra que continuaram a achar que
devia ser uma equivaléncia.

A generalizacdo da conjetura de os denominadores serem poténcias de base 5 foi
validada pelo grupo da Liliana testando mais alguns expoentes: 5, 6 e 9.

Seguiram a pista da sequéncia 5, 10, 20, 40, 80, ... e depois prosseguiram com a
explora¢do da sequéncia 25, 50, 100 ... a partir da decomposi¢ao em fatores primos,

figura 31, procurando regularidades.
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Figura 31 — Decomposicdo de denominadores

Liliana: Encontrei uma regra, olha, imagina...
Paula: E somar 5?

Liliana: N&o, mas ainda falta 0 25 e 0 50 de resto d& para todos 5x2=10;
10x2=20; 20x2=40.

A Liliana estava a observar duas cadeias diferentes relacionadas com relacdo de
dobro entre dois denominadores consecutivos, tal como ja tinha sido discutido na
primeira aula. A professora orientou os alunos para decomporem estes nimeros em
fatores primos, fazendo-os sair da relacao recursiva, e eles registaram na sua folha duas
leis de formagdes diferentes para a sequéncia 5, 10, 20, 40, 80... (ver figura 32). A
primeira € recursiva, 2n,em que n é o valor do termo anterior, e a segunda, 5 X 2™ em

que n corresponde a ordem do termo, foi elaborada com base na decomposi¢do em

fatores primos.
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Figura 32 — Leis de formacdo diferentes para o grupo Liliana aula 2
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A generalizacdo da relagdo recursiva gerou uma discussdo no seio grupo
reveladora da dificuldade na escrita de expressdes com letras. O Manuel discordou do
raciocinio das colegas, questionando a expressdo 2n e argumentando que se comeca no
5 ndo devia estar na expressdo um 2. De facto, considerarem 2n como expressdo geral
fazia sentido se a diferenca entre denominadores consecutivos fosse 2 e ndo quando a
razdo entre denominadores consecutivos € 2. Mas as colegas explicaram que escrevem 2
por ser o0 dobro do nimero que substituem, ou seja n representa na expressao o termo
anterior. Tal como referem Ponte, Branco, e Matos (2009) a abordagem recursiva ndo
permite relacionar cada denominador com a sua ordem traduzindo de forma errada a

expressédo geral.

Manuel: Néo, néo é.

Paula: Sim, é multiplicar 2 pelo nimero que tu queres, ndo é qualquer

um.

Manuel: Nao! Era os multiplos de 5: 5x2 que ia dar isto, entdo ndo é?

Liliana: Ah?

Paula: Mas n te esquecas que tu ndo comegas...

Manuel: Mas ela comegou no 5.

Liliana: Porque é 0 5 que € o principal.

Manuel: Entdo porque é que esta ali 0 2?

Paula: Porque € este o dobro deste nimero

Liliana: Imagina que o n é 5, estas a ver?

Paula: Agora tens de multiplicar 2x5= 10 e 10 é DF. Percebeste?

As alunas ignoraram 0s protestos do Manuel e ndo compararam as duas

expressOes que escreveram para ver se sdo equivalentes. A Paula inicia uma
comparacao entre as duas expressdes, mas ndo acaba 0 raciocinio parecendo estar

confusa.

Paula: Entao aqui pode ser 5x2...2n mas n é poténcia de 2.

A introducdo da linguagem simbolica nas conjeturas traduz uma evolucdo no
processo de descoberta dos alunos, ampliando o ambito de validade da conjetura
formulada tal como refere Mason et al. (1985). No entanto, o uso da simbologia néo faz
com que esteja provado até porque era necessario que associada a simbologia estivesse
um argumento genérico que provasse ser assim para todos os casos, tal como refere
Stylianides (2009).
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Prosseguiram com a exploracdo da sequéncia 25, 50, 100, ... a partir da

decomposicdo em fatores primos procurando regularidades.

Liliana: Agora aqui...so falta 0 25 e o 50 para descobrirmos todas.
Paula: 50 da 2 x 52.

(...)

Paula: E 0 100? Até pode ser que dé esta regra e a poténcia se altere.
Liliana: Ja reparaste Paula que a medida que o nimero fica maior vai
aumentando a poténcia de 2?

Paula: Mas a de 5 mantém-se.

Liliana: Mas a de 2 vai aumentando 1.

Os alunos estavam a caminho de formular uma outra conjetura baseada em que a
poténcia de 5 se mantinha e a poténcia de 2 aumentava uma unidade (5% x 2"71)
quando experimentaram o denominador 250, que note-se ndo fazer parte da sequéncia

que estdo a estudar, chegando a expresséo 2 x 53. Observem-se os registos da figura 33.

Figura 33 — Registo de denominadores fatores primos grupo Liliana aula 2

Liliana: Foi a poténcia de 5 que aumentou néo foi a de 2.

Com base neste exemplo os alunos consideraram que a sua conjetura foi refutada.
lam render-se, negando a conjetura com base no contraexemplo 250.

Liliana: Entdo a nossa regra foi com o caneco.
Manuel: Foi pelo cano abaixo.
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O grupo da Liliana realizou um raciocinio de analise da prova quando pensou ter
encontrado um contraexemplo a conjetura e os alunos, em vez de se renderem,

reanalisaram todo o processo formulando uma conjetura mais abrangente.

Paula: Mas o 5 aumentou.
Liliana: Mas n0s estdvamos a ver que 0 2 aumentava e 0 5 mantinha.
As alunas colocaram uma série de hipéteses disparatadas.

Liliana: Paula! E se for todos os nimeros que tém 50 aumentao 5e 0 2
mantém?

Paula: E se com 2 zeros 0 5 mantém e 0 2 aumenta 1.

Liliana: 50. Se repararmos 0 5 € que vai aumentar e 0 2 mantém-se, mas
se for com 2 zeros isto aumenta e 0 5 mantém-se.

Decompuseram em fatores primos outros denominadores da sequéncia que
estavam a considerar, incluindo agora o 500 (decomposto de forma errada na figura 33)
que se insere na sequéncia 125, 250, 500, ... Acabaram por formular uma conjetura
mais geral, representada na figura 34. Este processo denota uma revisdo dos dados e
reandlise da situacdo em que ndo chegam a encontrar a falha no raciocinio efetuado e
descobrem um padrdo mais abrangente. Esta reandlise que a Liliana fez é uma espécie
de analise de prova pois fez uma revisdo do processo que lhe permitiu reformular o

raciocinio para todos aqueles casos.

(onjactono
V\ X Q[/J(U) A q‘)i QO SD;J
A T R
B o e da T e
| h<)-"1\ QN O (,\J i@(\(' \\/A :\Q
‘,/ Q ',\\_L) ;) (f:,/“Y /QLé(\":J o8

<5 resu torm rrv“")\\h\@‘\‘\ COdas

por potencios o 3).

Figura 34 — Conjetura final do grupo Liliana na segunda aula

Esta conjetura referiu-se aos denominadores poténcias de 5, poténcias de 2 ou ao
produto de poténcias de 2 por poténcias de 5.

No grupo da Maria identificaram os denominadores que faltavam, mas ndo se
esqueceram de nenhum até 100: 5, 10, 20, 25, 40, 50, 80,100. Decompuseram-nos em

fatores primos e organizaram a tabela (figura 35) até ao denominador 100.
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No grupo da Maria identificaram os denominadores que faltam, mas ndo se
esquecem de nenhum até 100: 5, 10, 20, 25, 40, 50, 80,100. N&do h4, no entanto,
qualquer questionamento sobre se estes denominadores séo suficientes e ou se havera

outras que ndo tenham esta explicacdo. A validagdo das conjeturas neste grupo foi feita
por empirismo naif tal como na primeira aula desta tarefa.
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Figura 35 — Registo de dados grupo Maria aula 2

Estabeleceram, entdo, a conjetura para acrescentar a conjetura de 0s

denominadores serem poténcias de 2:

Uma fracdo cujo denominador € a multiplicacdo entre uma poténcia de 5

com uma poténcia de 2 ou apenas uma poténcia de 5 corresponde a uma
DF.

Na folha fizeram o seguinte registo que consta na figura 36.
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Figura 36 — Conjetura final grupo Maria aula 2
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O unico grupo que ja tinha conjeturado sobre os denominadores poténcias de 5 na
primeira aula, o grupo da Rita, decidiu particularizar para poténcias de 10, figura 37, e

de seguida para o dobro das poténcias de 10, figura 38.
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Figura 37 — Tabela de denominadores poténcias de 10 grupo Rita segunda aula
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Figura 38 — Tabela de denominadores dobro de poténcias de 10 grupo Rita

Estabeleceram, entdo, a conjetura sobre as poténcias de dez como se pode ver na
figura 39.
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Figura 39 — Conjetura sobre poténcias de 10 do grupo da Rita aula 2
A professora pediu-lhes para se concentrarem nos denominadores que faltava

observar indicando-lhes que estdo a avangar muitos denominadores. Iniciaram, entéo,
uma busca sistematica a partir do namero 30, pois até 30 ja tinham testado todas o0s que
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correspondiam a DF: 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25. De entre estes os denominadores 2, 4, 8,
16... pertencem a conjetura das poténcias de 2 e os denominadores 5 e 25 sdo poténcias
de 5; 0 10 é uma poténcia de 10 e o 20 esta na tabela que fizeram de dobros dos

denominadores poténcias de 10.

Rita: Quais é que faltam?

Miguel e Mariana: 42 ndo €, 48 ndo, 52 ndo, 56 ndo, 57 ndo, 58 ndo,59
n&o, 60 ndo, 61 ndo 62 ndo, 63 ndo, 64 sim, 65 ndo, 66 ndo, 67 ndo, 68
nio, 69 nio...80 sim...

Miguel: N3o saio daqui tdo cedo. O stora isto estd mau: um a um?
Rita: Como vamos fazer isto?

Prof: Se ja o tivessem feito...! Investigar € isso, é preciso explorar.

Chegaram a conclusdo que o proximo denominador ndo explicado é o
denominador 40 e continuaram a procurar outros denominadores que pudessem ter

escapado registando-os noutra tabela:
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Figura 40 — Organizagéo de outros denominadores grupo Rita aula 2

Observaram as suas tabelas, figura 37 e figura 38, reparando que nas poténcias de
10 os expoentes da base 2 e da base 5 sdo iguais, enquanto no dobro das poténcias de 10
0s expoentes da base 2 sdo superiores em uma unidade relativamente a base 5. Na outra
tabela, figura 40, aparecem outras relacGes entre os expoentes das duas bases, mas néo
procuraram qualquer explicacéo para o facto.

A partir destes dados conjeturaram e ndo houve qualquer discussdo no grupo
sobre se estes dados eram suficientes ou ndo. Estabeleceram, entdo, a generalizacdo

registada na figura 41.
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Figura 41 — Generalizagédo final grupo Rita aula 2

Ao lado da generalizacdo final constam varias expressdes gerais na figura 42 para
traduzir os denominadores que originam DF.

Estas expressdes mostram as diferentes relacdes que os alunos identificaram entre
0s expoentes da poténcia de base 2 e da base 5. O caso de poténcias de 5 ndo apareceu,
talvez por ja o terem registado na aula anterior. Esta tentativa de abarcar todos os casos
do produto de poténcias de base dois e de base cinco mostra que se aperceberam da
possibilidade dos expoentes serem diferentes e das diferentes relacdes existentes entre
eles. Faltou escrever a expressao do produto de qualquer poténcia de dois por qualquer
poténcia de cinco necessitando usar duas variaveis: 2¢ x 5?, aeb € N .

No grupo da Rita apesar de também validarem as conjeturas revelando,
inicialmente, um empirismo naif, apds a professora lhes dizer que estavam a testar
denominadores deixando muitos por testar eles comecaram a fazer um trabalho mais
sistematico. Curiosamente traduziram as suas descobertas em linguagem simbdlica

dando um carécter mais geral as suas conjeturas.

Figura 42 — Express@es gerais generalizacdes grupo Rita aula 2

O grupo da Liliana fez uma descoberta interessante descobrindo regularidades nas

poténcias enquanto espera que 0s outros grupos concluam:
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Liliana: Ja reparaste que as poténcias de 5 ddo sempre 5 e as com 2 da
“coiso”. Juntamente com a outra regra as excepcdes dao 0s nimeros
pares multiplicam-se sempre por 5 e 0s nimeros impares s6 ddo com
poténcias de 5.

Paula: Olha este é impar mas este que multiplicado por 2 da par.

Observaram que as poténcias de 5 resultam num nimero cujo algarismo das
unidades é 5, que as poténcias de 2 ddo nimeros pares e que quando sdo multiplicadas
por 5 também da& numero par. Este grupo partilhou essa descoberta quando apresentou
as suas conjeturas a turma.

As relacGes encontradas entre os diferentes denominadores foram traduzidas por
alguns alunos (Liliana, Paula e Rita) através de expressdes algébricas e permitiu que 0s
alunos fizessem conexdes sobre os numeros e as suas regularidades, melhorando o
sentido do nimero e o pensamento algébrico.

A organizacdo dos dados em tabelas ajudou os alunos a encontrar regularidades
para generalizar. Os testes que fizeram as suas conjeturas revelaram um maior cuidado
ao nivel de se certificarem da validade da sua afirmacdo. Contudo os testes realizados

foram limitados pelas capacidades da maquina de calcular.
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Da justificacdo a prova

As generalizagbes ndo provadas séo as registadas na Tabela 7.

Tabela 7 — Conjeturas ndo refutadas na segunda aula

CONJETURAS NAO REFUTADAS SEGUNDA AULA
As fragbes de denominador poténcias de 5 ddo DF

As fragBes com denominadores com poténcias de 2 multiplicadas por

poténcias de 5 ddo DF

Qualquer fracdo em que o denominador seja uma poténcia de 10, o seu

resultado é uma DF

Quando os denominadores sdo dobro das poténcias de 10 ddo DF

Uma fracdo cujo denominador é a multiplicacdo de uma poténcia de 2,
uma poténcia de 5 ou uma multiplicagdo de uma poténcia de 2 com uma

poténcia de 5 corresponde a uma DF

As poténcias de 5 resultam num ndmero impar e que as poténcias de 2
resultam num ndmero par e que quando multiplicam poténcias de 2 por

poténcias de 5 o resultado é par

Verificou-se que os alunos ndo se questionaram sobre qual seria a explicacdo
I6gica convincente para aquela conjetura. Contudo, se os alunos souberem que ha
explicacdes logicas que explicam o porqué das afirmacdes matematicas é natural que
comecem a procurar essas explicagdes.

A descoberta da paridade do produto de dois fatores descoberto pela Liliana e pela
Paula é um exemplo do desenvolvimento da capacidade de encontrar padrdes e também
da atitude de procurar uma explicacdo légica para um facto matematico. As alunas
revelaram uma atitude de questionamento no processo de descoberta sobre a paridade
do produto de acordo com a paridade dos fatores. Quando partilharam as suas conjeturas
com a turma explicaram-lhes essa descoberta.

Aquela parte do impar e par foi depois de chegarmos as conclusdes
todas: como o 5 é impar vai dar nimeros que sdo impares e aqui ao
multiplicar por poténcias de 2, como 2 é par, vai dar nUmeros pares.

Esta descoberta surgiu da observacdo dos dados e é uma descoberta basica sobre

0s numeros que foi importante para as alunas. Elas compreenderam qual era a causa de
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alguns denominadores que originam DF serem impares e quiseram partilhar essa
descoberta com os colegas.

A professora questionou dois grupos, por estarem mais adiantados, sobre a
compreensdo das explicagcdes a que chegaram e os alunos em pequeno grupo pensaram

um pouco sobre o assunto tendo registado o seguinte:
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Figura 43 — Justificacdo do grupo da Rita

A resposta registada, figura 43, ndo é uma justificacdo, mas apenas a constatacao
de um facto. Faltava a compreensdo da presenca do 2 e do 5 e a relacdo com o conceito
de fracdo decimal.

No grupo da Maria a professora incentivou-os a dividir recorrendo ao algoritmo
para observarem o que acontece na divisdo entre 1 e qualquer denominador que origina
uma DI ou que origina uma DF. Os alunos tentaram dividir 1 por 40 e ndo conseguem

chamando a professora para os ensinar a dividir por um divisor com dois algarismos.

Maria: Ai dividir! J& ndo sei. Muito menos com 2 nimeros.

Beatriz: Faz na maquina.

Maria: Ndo que eu quero saber quantos zeros da aqui. Stora venha ca
que ninguém consegue dividir 1 por 40, ndo sabemos fazer estas contas
de dividir.

A professora fez com eles a divisdo, explicando a logica do algoritmo. Depois de
0s ajudar a relembrar o algoritmo fizeram outras divisdes e acabaram por concluir que
quando o dividendo 1, neste caso, € menor que o divisor usa-se como dividendo uma
poténcia de 10 que seja maior ou igual ao divisor e que s os fatores 2 e 5 dividem as

poténcias de 10. Este grupo escreveu uma justificacdo incompleta:
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Figura 44 — Justificacdo do grupo da Maria

Os alunos procuraram durante muito tempo as caracteristicas dos denominadores
referidos sem controlar o que se passava com a divisdo. Consequentemente, houve uma
falha entre o processo de conjetura e o0 processo de prova. Era possivel colmatar esta
falha revendo todo o processo de conjetura e fazendo as ligagbes necessarias entre a
estrutura matematica e as descobertas realizadas. Acontece que a professora sentiu que
psicologicamente ndo era possivel fazer a turma passar por esse processo, pois a tarefa
tinha-os saturado. Este facto é evidente no final da segunda aula em que o Anténio
critica, com humor, o facto de a professora perguntar o porqué de tudo comparando a
professora com o seu irmdo mais novo.

A professora tentou orientar todos os alunos da turma para a questdo da confianca
na conjetura final, mas ndo encontrou recetividade por parte deles. Colocou a questdo da
justificacdo, tal como fez com os outros dois grupos: porque é que os denominadores da
fracdo 1/n a que correspondem DF sdo poténcias de 2, poténcias de 5 ou o0 produto de
poténcias de 2 por poténcias de 5? Nesse momento houve uma gargalhada geral e

A%

comentarios do tipo “parece o meu irmao sempre a perguntar porqué”. Esta reacdo
revela que ndo estavam habituados a questionar os conhecimentos matematicos e a
procurar explicagdes para 0s mesmos.

Esta segunda aula contribuiu para clarificar alguns aspetos menos compreendidos
sobre poténcias de base 2 e de base 5 o que foi conseguido atraves da decomposi¢do dos
denominadores em fatores primos.

Apos a anélise da atividade dos alunos na realizagdo desta tarefa varias questdes
surgiram a investigadora sobre a prova:

i) Porque é que a justificagdo ndo surgiu no processo de conjeturar?

ii) Como podem os alunos provar quando o processo de exploracdo é

essencialmente indutivo?
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Tarefa 2 “A area de um retangulo especial”

Esta tarefa, figura 45, foi aplicada na aula de 2 de Marco e fez parte da sequéncia
de aprendizagem planificada para explorarem os casos notaveis da multiplicagdo do
ponto de vista geométrico (ver anexo 6). As outras tarefas da sequéncia de
aprendizagem envolviam sequéncias pictéricas por duas razbes: colmatar as
dificuldades diagnosticadas na procura de padrdes e contribuir para o desenvolvimento
de capacidades de generalizacdo. A sequéncia de figuras foi traduzida pelos alunos
numa sequéncia algébrica e por fim numa expressao geral algébrica para o caso notavel
do quadrado do bindmio. Este processo de generalizagdo envolveu manipulacéo
algébrica permitindo aos alunos compreender alguns aspetos algébricos.

| A area de um rectangulo especial |

Um quadrado transforma-se num rectingulo nio quadrado quando o seu comprimento cresce ¢ a sua largura

decresce 0 mesmo nimero de unidades de medida.
Investiga qual ¢ a relacdo entre a drea desse novo rectangulo ¢ a drea do quadrado inicial.

Prova essa relacdo para qualquer quadrado que se transforme em rectingulo nas condicdes indicadas.

Figura 45 — Enunciado da tarefa “A &rea de um retangulo especial”

A constituicdo dos grupos de trabalho foi a que consta na tabela 8. A professora
juntou no mesmo grupo os trés amigos (Paulo, Manuel e Miguel) na esperanga de que
o0s trés estivessem mais a vontade e trabalhassem melhor. Pretendia também testar o
Paulo e ver se ele tinha melhorado a sua capacidade de concentracdo. Juntou a Rita no
grupo da Maria pois nesse grupo ela ndo seria intolerante com ninguém. Juntou também
a Paula a esse grupo, separando-a da Liliana para ver como trabalhavam uma sem a

outra.
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Tabela 8 — Constituicdo dos grupos de trabalho da tarefa “A area de um retangulo

especial”

Designagéo do grupo Elementos constituintes de cada grupo
Grupo da Isa Isa Isabel Rosa Antonia
Grupo do Antonio Anténio Daniela Francisca
Grupo da Maria Rita Maria  Beatriz Paula
Grupo da Liliana Liliana  Sofia Gabriela
Grupo do Manuel Manuel  Miguel Paulo

O enunciado da tarefa foi distribuido pelos grupos sem qualquer introducéo e 0s
alunos comecaram a pensar na relacdo das &reas das duas figuras intuindo que as areas
eram iguais. A medida que os alunos pensaram melhor, sobre essa primeira conjetura,

comecaram a duvidar dessa ideia e sentiram a necessidade de investigar.

Da conjetura a generalizacdo

Os alunos estiveram mais a vontade com o processo de descoberta. Formularam
conjeturas e procuraram evidéncias para as mesmas, recorrendo menos ao professor,
autoridade externa, e baseando-se mais nas suas proprias acoes.

Todos os grupos formularam a primeira conjetura de que as areas do quadrado e
do retangulo séo iguais. Articularam esta conjetura por visualizacdo da figura e ndo por
particularizagdo como se pode perceber pelo exemplo do didlogo de um dos grupos.

No grupo do Manuel manipularam a figura mentalmente e concluem que as &reas

sdo iguais.

Manuel: olha aqui diz que: este quadrado vai-se transformar neste
retangulo. Que o que cresce aqui ...

Paulo: O que esta a mais aqui vai passar para o lado...

Manuel: o que decresce aqui € 0 mesmo nimero de unidades. Podemos
dizer que este bocado que esta aqui passa para o lado direito, por isso da
a mesma area.

Os grupos, depois de concluirem que as areas eram iguais, iniciaram o trabalho de
registo da sua conclusdo e é ao fazé-lo que se instala a davida. A duvida podera ter sido

gerada pelo desenvolvimento da expressdo ndo bater certo com o que estavam a dizer ou
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por observarem a figura mais atentamente. A identificagdo da necessidade de investigar
deu-se através da divida de as areas serem ou ndo iguais.

No grupo da Maria quando comecaram a escrever ddo-se conta que, afinal, as
areas ndo sdo iguais:

Maria: Area do quadrado é a°. A 4rea do retangulo (a-b)(a+b)... ndo fica
igual.

Beatriz: Pois ndo, a do retangulo é menor.

Maria: Nao pode ser, ndo fica igual.

Paula: Falta esta altura.

O Manuel mostra davida e o Paulo apoia-se na figura para mostrar que sdo iguais.

Paulo: Aqui vai ser a vezes a.

Manuel: Vai ser a menos b vezes a mais b. Acho que néo vai dar a
mesma coisa...

Paulo: Vai vai Manuel, porque esta medida € deste e vai desaparecer
daqui e vai ficar aqui.

A reacdo dos alunos perante a divida é a de explorar em vez de chamar o
professor. Esta atitude revela maior autonomia e capacidade de descoberta.

Os alunos mostraram-se mais criticos ao prosseguirem com a exploragdo contra a
sua primeira intuicdo de as areas serem iguais. As estratégias escolhidas, nos diferentes
grupos, para explorar a situacao e chegar a consenso sobre a relacdo entre as areas das
figuras foram as seguintes: particularizacdo, manipulacdo algébrica sem relacionar com
as areas, célculo das areas parciais das figuras usando medidas genéricas e manipulacéo
mental da figura. Todas as estratégias utilizadas fizeram emergir a compreensdo da
situacdo com excecdo do raciocinio de manipulagéo algébrica sem relacdo com as areas
da figura.

O grupo do Anténio particularizou para um caso a=4 e b=2, mas s6 a Daniela viu
que as areas eram diferentes. Durante a discussdo continuaram divididos por terem
errado os calculos. Na fase de discussdo com a turma corrigiram 0s erros e chegaram,
entdo, a conclusdo de que naquele caso concreto as areas diferiam de 4 unidades. Este
grupo trabalhou pouco distraindo-se imenso. O Anténio esteve constantemente
desconcentrado e as chamadas de atencdo ndo surtiram grande efeito. O Antonio queria
que a professora fosse discutir com ele o problema. Esta atitude confirmou a ideia da

professora de que o Antonio se sente mais estimulado a discutir com a professora.
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O grupo do Manuel também particularizou, mas chegaram a uma conclusédo

dentro do grupo.

Paulo: Olha d& medidas a isto. Este lado é 2. Daqui aqui vai ser 2 e daqui
aqui vai ser 1. (2-1)*(2+1) da 3.

A particularizacdo para a medida do lado mostrou-lhes que as areas do retangulo e

do quadrado ndo sao iguais.

Miguel: Nao sei porqué mas acho que estamos a fazer mal. (...) Mas eu
acho que aqui ndo é 1, porque isto ndo é metade.

O Miguel ndo viu o desenho como um esquema representativo da situacdo
esperando que ele traduza visualmente as concretizagdes das medidas. O Paulo discutiu
com ele a medida das partes em termos de relagdes, mas o Miguel continua a dizer que
ndo pode ser.

Particularizaram de novo atribuindo o valor 3 a medida do lado quadrado e 1 para

o0 valor de b como se pode ver na figura 46.

Manuel: 3-1=2, 3+1=4 da 8 e aqui vai dar 9. N&o vai ser a mesma area.

Chamaram a professora e explicaram-lhe o raciocinio realizado até aquele

momento:

Manuel: Stora nds estavamos a pensar assim ...achamos que este
bocadinho que tirou aqui e meteu aqui € a mesma area.

Prof: E como é que podem saber se é igual ou ndo?

Paulo: Estamos a dar medidas.

Os alunos mostraram a professora a particularizagcdo de que resultou 9 para a area

do quadrado e o 8 para a area do retangulo.
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Figura 46 — Particularizacdo de medidas pelo grupo do Manuel

O grupo do Manuel particularizou para trés casos e ficou convencido. Alias para
eles bastava um, mas a professora mostrou desconfianca e incentivou-os a fazer outras

particularizagoes.

Prof: Entdo nédo é igual? Pensem melhor.

Os alunos continuaram a explorar e argumentaram entre si porque € que as areas

néo sdo iguais:

Manuel: Nao pode ser.
Paulo: Ai, ndo pode ser porque este é maior.
Miguel: Que burros. Isto pode ser x, esta medida.

Miguel atribuiu uma letra ao valor do lado, o que traduz um esforco de abstragédo
da medida. No entanto fixa o valor de b em 1 e ndo consegue ver o valor de x como

variavel.

Manuel: N&o, mas olha esta largura é a mesma que daqui aqui.

Paulo: Mas o comprimento aqui € que ndo é 0 mesmo.

Manuel: Pois ndo, mas a largura vai ser a mesma.

Miguel: Porque nds vamos tirar este daqui e era 0 mesmo que este daqui
aqui ao fundo, por isso a este vamos tirar 1. Acho que ja estou a perceber.
Paulo: N&o, vamos ter que tirar este lado, tirar este quadrado.

Manuel: ndo, vamos tirar 1 unidade... ou o quadrado.

Paulo: E 1 porque 1x1 ¢ 1. Tu n&o sabes as medidas daqui aqui.

Miguel: Eu meti aqui x porque ndo sei as medidas daqui aqui.

O Manuel tentou explicar a partir do caso geral, mas depois resolveu concretizar

ou por ter dificuldades algébricas ou para que o Miguel perceba.
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Manuel: Ja temos aqui as medidas, ndo é por nada, aqui é b. b vezes b
é b ao quadrado. Depois este retangulo é a vezes b ... é melhor meter
nameros.

O Miguel ndo percebeu para que € que o0s colegas querem tirar a area do
quadrado, 0 que revela ndo ter percebido que se pretende uma relacdo entre as duas
areas. As afirmagdes de Miguel mostram que a sua preocupacao é apenas determinar a

area do quadrado e a area do retangulo e ndo relaciona-las.

Miguel: Temos duas areas.

(..)

Miguel: Basta somar isto com isto. Isto aqui esta de fora.

(...)

Miguel: Basta somares esta area com esta e ja esta. Estais a complicar o
exercicio.

Paulo: Tens de tirar este e este.

Miguel: Para qué?

(...)

Miguel: Espera ai, Mas tu ndo tiveste o trabalho de tirar a. A area é s6
deste coiso e a area é so deste e somas este com este.

Paulo: E da 8. Ao tempo que ja fizemos isso.

Os colegas ndo perceberam qual era a dificuldade do Miguel, pelo que fica dificil
entenderem-se.

A professora apercebendo-se que s6 tinham feito um caso disse-lhes: “Sé
experimentaram num caso, nao foi?”. Os alunos fizeram, entdo, outra concretizagéo

paraa = 5e b = 1 0 que resultou na area do quadrado 25 e do retangulo 24.

Manuel: Olha tens esta area. Tém de ser diferentes os numeros.
(desenha) vamos fazer mais um. Area 25. 5 - 1 d& 4 que é este lado aqui.
4x4616.1x4¢é4.

Paulo: x 5 Manuel.

Manuel: Néo este lado é 1. Ok, enganei-me.
Paulo:5x4da20.5--1da4e4x5da20. Aqui da 4. Agora aqui é 20
+4=24 e ali é 25. Vamos tirar 1.

Chamaram a professora para Ihe mostrar que o raciocinio continuava a ser valido

e a professora da conta que eles fixaram o valor de b em uma unidade.

Paulo: O stora, pode chegar ca.
Manuel: O stora, fizemos aqui outro quadrado e deu 25 e 24. (Bate uma
palma) E outra vez 1.
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A professora orientou-0s a procurar outros casos e 0s alunos antes de atribuirem

outro valor a b discutiram entre eles sobre os efeitos dessa mudanca.

Prof: Fixaram o b como 1? Experimentem com outro b . Nao devem
ficar presos num caso, porque pode dar para um caso e ndo dar para
outro.

Paulo: Agora ja ndo vai dar.

Manuel: Vai vai.

Esta dica foi importante pois parece que Paulo pensava que o b s6 podia ser 1
unidade. Depois fizeram mais um caso coma =6 e b =2 e 0 trabalho de equipa
permitiu que fizessem uma conjetura sobre os efeitos da variagdo do valor de b na
situacdo. Ao fazé-lo comecaram a compreender de forma mais geral que era a area do

quadrado de lado b que mudava.

Paulo: Se fizeres com 2 vai ser menos 2. Nao vai ser 4. Vai ser 2x2, vai
dar 4.

Manuel: E prontos, € 0 mesmo raciocinio, ouve la. Vamos estar sempre a
tirar a area deste. Vamos tirar 4. Se for 2 vamos tirar 4. Se aqui for 6,
lado 6 e aqui vai ser na mesma: vamos tirar este bocadinho e vamos
meté-lo aqui. 2 e aqui 2. Agora 6-1=5e...

Paulo: 6 x6é36e6x5€é300u5x6é30.

Miguel: Ei da um a mais pelas minhas contas. Aqui tens de fazer 6 - 2,
Paulo:6x2dal2eaqui2x2da4d

Os erros de calculo poderiam ter inviabilizado a investigacdo, mas as boas

capacidades de calculo do Miguel permitiram refazer o raciocinio apos as correcées.

Miguel: Estais a fazer mal Aqui ndo é 6 menos 2? Que da 4 e 6 vezes 4 ¢
24.

Manuel: Entdo 6 x 4 € 24 ; 2 x 4 da 8. 24 - 8? Este mais este 32 e 36 - 4
da 32.

Teatcher. Uhuhuh! Vai dar a mesma coisa. Aqui metemos 6 e depois
deste lado metemos 2 e vai dar a mesma coisa: este da 36 e aqui é 36 - 4
é 32.

Prof: Entdo qual é a conclusao?

Manuel: A area é a mesma mas s6 que vamos ter de tirar este quadrado.
Paulo: A éarea daquele quadradinho.

Este grupo modificou a sua conjetura de as areas serem iguais para a conjetura de
a area do quadrado ser igual a do retdngulo tirando um quadradinho. Mas néo

explicaram de forma genérica qual é a medida desse quadradinho.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Colocou-se nesse momento a questdo de provar para todos 0s casos, caso a €aso,
por exaustdo, mas é impossivel porque ha infinitas medidas possiveis. Era entdo
necessario produzir um argumento geral que cobrisse todos os casos — exemplo
genérico. Estes alunos encontravam-se no nivel de empirismo naif, pois aceitaram as
conjeturas como verdadeiras para um reduzido nimero de casos.

A professora tentou que eles refizessem o raciocinio, mas no exemplo genérico

através do uso de letras. Para isso orientou-0s passo por passo:

Prof: Se usarem letras o que estdo a tirar?

Manuel: Diga, stora?

Paulo: Estdvamos a tirar 0 b.

Prof: Usando b a letra. Um quadrado de lado b tem &rea?... Se fosse 2
era 2 ao quadrado se fosse 3 era 3 ao quadrado, e se fosse b era...
Manuel: b ao quadrado.

Prof: Conseguem fazer uma expressdo?

Os alunos mostraram alguma dificuldade e vao construindo a expresséo algébrica

de acordo com as orientagdes:

Manuel: E a — 1.

Prof: Usa a letra b.

Manuel: a — b. Ai néo.

Prof: Sim a — b € o lado.

Manuel: é (a — b) ao quadrado.

Paulo: Porqué ao quadrado?

Prof: Este lado é?

Manuel: a — b.

Prof: E este?

Manuel: E a + b.

Prof: Entdo como fica a area?

Manuel: E a — b mais. ..

Prof: Entdo escrevam

Prof: somam-se os lados para calcular a area?
Manuel: Néo, é vezes.

Prof: Multiplica-se comprimento pela largura, ndo é?
Paulo: x (a + b).

Prof: Entdo vai dar?

Manuel: vai dar um resultado e ao resultado vamos tirar o quadrado.
Prof: E este resultado tem a ver com esse quadrado?
Manuel: Sim.

Prof: E como é a area dele com letras?

Manuel: E a X a = a?.

Miguel: E como fazemos a X b?

Paulo: Fica ab.
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Prof: Entdo fica igual...
Manuel: Igual a a? — b2.
Prof: Os vossos casos concretos sdo desta expressao.

Esta construcdo da expressao a posteriori ndo terd o0 mesmo valor cognitivo que a
construcdo das relacdes realizadas por eles. Mas a professora considerou que valia a
pena tentar refazer o raciocinio com as medidas representadas por medidas genéricas.

O raciocinio destes alunos encaixa no padrdo de raciocinio de verificacdo
cientifica, uma vez que as particularizagdes que fizeram os levaram a ver um padréo,
depois articularam uma conjetura, testaram-na com outros exemplos e generalizaram
(na perspetiva dos alunos).

O grupo da Isa tentou chegar a relacdo entre as areas por manipulacao algébrica
sem relacdo com as areas, mas como cometeram uma série de erros algébricos,
detetados na fase de discussao, ndo conseguiram chegar a relacéo.

No grupo da Liliana iniciaram a investigacdo pelo calculo da area dos dois
retdngulos e como esta estratégia ndo as ajudou, até porque continha erros, tentaram
chegar a relacdo por visualizacdo e encaixe do retangulo sobrante do quadrado. Usaram,
entdo, as duas estratégias: calculo das areas parciais das figuras usando medidas

genericas e por manipulacdo mental da figura.
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Figura 47 — Extrato relatério Liliana

Fizeram o célculo algébrico das areas dos dois retangulos 1 e 2, da figura 48, que

compdem o retangulo de lados com comprimento a — b e a + b.

a 2

Figura 48 — Retangulo dividido em duas partes
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No entanto, quando calcularam a area total, soma das areas 1 e 2, erraram na
expressao do resultado da adi¢do das duas expressdes da area como se observa na figura
49 em que no resultado de a? — ab + ab — b? escreveram a? — 2ab + b?em vez de

a® — b?.

I3 50 3 o

Figura 49 — Registo das expressfes das areas parciais grupo Liliana

Como esse resultado errado ndo ajudou a que compreendessem a relacdo entre as
areas das duas figuras seguiram outra estratégia, proposta pela Sofia, e com base na

observacdo do esquema como explicado no extrato do relatério da Liliana, figura 50.
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Figura 50 — Extrato do relatdrio da Liliana

O grupo da Liliana chegou a um argumento geral, mas para se convencerem
particularizaram. No seu relatério Liliana explica que confirmaram este resultado com

medidas concretas como se pode ler na figura 51.
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Figura 51 — Extrato relatorio Liliana
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Nos registos encontra-se, apenas, uma experiéncia de concretizacdo para a=5 e
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Figura 52 — Esquemas e anotacdes do grupo da Liliana

Esta particularizagdo € feita como um teste a generaliza¢do constituindo por isso
um raciocinio dedutivo. Esta acdo é uma forma de verificacdo que revela um nivel de
experiéncia crucial, pois pretende assegurar a generalidade da conjetura como refere
Balacheff (1987).

Este grupo explicou a turma a relagdo entre as areas mostrando que visualmente

sobra a area do quadrado com base num esquema que desenhou.

Liliana: N6s calculamos esta area que dava a* e depois para vermos a
diferenca fizemos por letras: colocamos esta parte ali em cima e sobrava
b. [refere-se a quadrado lado b].

As alunas fizeram inferéncias sobre as relac6es entre as medidas das figuras e ao
manipularem visualmente as partes da figura chegaram a conclusdo de que a area do
quadrado inicial excede a area do retangulo em b2.

Contudo chegar a expressao algébrica correta ndo significa que tenham provado, a
ndo ser que haja uma explicacdo l6gica geral a acompanhar a formula. Nesse caso,
poder-se-4 aceitar o argumento como prova segundo a classificacdo de Stylianides
(2009). No relatorio ndo esta explicita a compreensdo de que a area do quadrado
sobrante é b% No entanto estas alunas ao particularizarem o que supostamente seria 0
seu exemplo genérico (representativo de todos os casos) revelaram ndo o aceitarem

como genérico.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

O grupo da Maria seguiu a estratégia de manipulacdo mental da figura com
medidas genéricas. As alunas discutiram o que bastaria para indicar a relacdo entre as
duas areas. PGem a hipotese de apenas as compararem dizendo que € menor ou maior

mas parece-lhes insuficiente.

Maria: Temos que dizer qual é a relagdo. A area do retangulo...
Rita: E menor que a area do quadrado.

Paula: E s6 para dizer isso? E para dizer qual € a relacdo. E vamos s
dizer que € menor? A area do retangulo é menor do que a area do
quadrado.

As alunas refletiram sobre o enunciado e deram conta que esta la a palavra
“provar”. Mostraram-se, no entanto, confusas com a introducéo desta palavra.

A questdo colocada pela Maria e pela Rita sobre o que significa provar, mostra o
efeito da experiéncia da tarefa anterior em que se falou de prova, mas ndo se provou.
Esta segunda tarefa provocou um conflito na nocdo de prova pelo facto de na tarefa
anterior terem particularizado e generalizado apenas com base nos exemplos.

. A resposta da professora, distinguindo prova de particularizacdo, deu-lhes
seguranga para continuar o percurso que intuiram.

A Rita sabia que para provar precisava de uma relacdo genérica, mas ndo sabia
qual o caminho a seguir para o fazer. Na experiéncia da tarefa anterior os alunos
seguiram o raciocinio indutivo em que se foram convencendo caso a caso e Rita

questiona-se se aqui teréa de fazer o mesmo.

Rita: E agora prova essa relagdo para qualquer quadrado... Agora é uma
coisa geral. Temos se calhar que pensar noutros quadrados e ver que vai
ser sempre assim.

Também Maria coloca a hipdtese de fazer alguns casos e depois formular uma

conjetura.

Maria: Podemos fazer alguns e depois escrever uma conjetura. Entdo?

As alunas ndo conseguem avancar sem esclarecerem a sua duvida sobre o que €
“provar” e chamaram a professora. A pergunta que Maria faz traduz de forma clara que

existe a ddvida de que a prova tenha de ser obtida por inducéo.
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Maria: Stora? E para provarmos, como assim? Ou substituir os valores?

A professora explica a diferenga entre concretizar e provar, aproveitando para dar
a dimensdo de explicacao a prova.

Prof: Tém que explicar e conseguir provar que da para todos. Quando a
gente usa valores estamos a dizer que da para aquele caso. Isso é
concretizar.

As alunas continuaram o seu trabalho colocando de lado a ideia de particularizar.

A Rita revé o raciocinio com o grupo.

Beatriz: Vai ficar um retangulo, pois um bocado é mais pequeno que o
outro. Quando tirarmos uma parte deste quadrado € uma parte de um lado
igual, por isso ndo vai ficar a mesma area.

Tiveram, no entanto, dificuldades em decidir qual a estratégia a seguir e discutem
em termos de manipulacéo da figura. Neste dialogo das alunas percebe-se como a forma
de apresentar o raciocinio envolve decisdes mais complexas do que podia parecer a

primeira vista.

Maria: Como vamos fazer?

Rita: SO se pusermos que a area do retdngulo novo vai ser igual: pomos
este total menos uma parte que se vai tirar aqui. Agora se pusermos este
igual a este é porque ndo vai ser igual.

Decidiram colocar as medidas genéricas a acompanhar os esquemas e foram
interpretando essas expressdes algébricas com a figura. Este processo permitiu-lhes
reorganizar o pensamento e analisar as propriedades da figura. E a necessidade de

mostrar 0 seu raciocinio que as motiva a provar.

Maria: Se desenharmos esta parte acrescentada fica até aqui e esta
largura é b e aqui é b também.

Rita: Esta vai ser igual a esta daqui até ao fim.

Maria: Pronto. O outro quadrado € igual a este, mas néo € este [todo].
Ele é até aqui. (Maria aponta para o quadrado ndo preenchido). b2.

a? — b? é a area dele todo.

Rita: A area deste todo é qualquer coisa desta menos as partes que se
tiram.

Maria: O que é que acham?

Paula: E uma hip6tese. Vamos tentar.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Maria: Texto ou célculo? Célculo! Expressdes. Depois podemos pbr em
férmula para se perceber.

A Rita formulou a conjetura “A area do retangulo feito a partir do quadrado é
igual a area do quadrado inicial menos uma por¢do”. Nesta conjetura faltou definir

porgéao.

Beatriz: A area do retangulo...

Maria: Mas a area do retdngulo em que, se € uma regra geral, em que a
largura...

Rita: A area o retangulo feito a partir do quadrado € igual a area do
quadrado inicial menos uma porcao.

As alunas preocuparam-se com a fase de discussdo com toda a turma por ser
preciso convencé-los e decidiram fazer um esquema para que 0S outros percebessem

melhor.

Beatriz: Menos uma parte.
Rita: Um lado do retangulo. Depois pomos um desenhinho. Lembras-te
do esquema que a Liliana fez? Podiamos fazer um esquema desses para
as pessoas perceberem melhor.

Relativamente ao desenvolvimento do raciocinio surgem ideias contrarias: a Rita
quer chegar ao retangulo a partir do quadrado e a Maria quer chegar ao quadrado a

partir do retangulo.

Maria: E a construcdo do quadrado a partir das partes do retangulo. Sim,
tu ao fazeres isto e pores ali estas a construir o quadrado com as partes do
retangulo.

Rita: Ao por isto aqui vai ser preciso, entdo. Aqui estamos a dizer que
ndo €, mas é. Ao pormos esta parte daqui para aqui vai ficar até aqui e vai
Ser preciso isto.

Maria: Mas estamos a fazer o raciocinio ao contrario. A area do
retdngulo a partir do quadrado € igual a area do quadrado inicial menos
uma parte que ndo fica preenchida se construirmos o quadrado inicial
com as partes do retangulo. E uma confus&o.

Rita: Mais valia ndo fazer por escrito e fazermos em desenhos.

Decidem fazer por desenhos e Paula da a ideia de fazer um esquema dindmico.
Paula: Eu tive uma ideia. Esta parte aqui e queremos por esta peca aqui,

fazemos uma seta daqui para aqui e depois fazemos um igual a este mas
com esta peca pintada.
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O esquema que as alunas fizeram esta representado na figura 53 em que partindo

do retangulo mostraram o que faltava no quadrado.

-
Kl b b2

Figura 53 — Esquema do grupo da Maria da relacdo entre as areas

Para além do esquema as alunas concluiram que a relacdo entre as areas pode ser
traduzida por (a — b) (a + b) = a® — b?.

Maria: E agora que concluséo podemos tirar daqui?
Que (a — b) X (a+ b) éigual a...
Rita: a? — b2.

Mostraram a concluséo a professora.

Maria: Isto foi a 12 parte: esta parte deslocamos para aqui, a tentar
construir o quadrado, e faltou um bocadinho entdo vimos que (a-b)x
(a+b)=a%-b?

O raciocinio desenvolvido pelas alunas foi um raciocinio do tipo dedutivo uma
vez que selecionaram a informacao relevante da situagéo, relacionaram as medidas das
formas da figura com as respetivas areas e fizeram inferéncias sobre as relacdes entre as
areas. Pode-se considerar que provaram para todos 0S casos, pois 0 Seu esquema
dindmico mostra as transformacdes necessarias para inferir a conclusdo sem qualquer
recurso a exemplos particulares, mas de forma genérica (figura 51). O nivel de prova
situa-se ao nivel da experiéncia conceptual. Esta afirmacdo baseia-se na apresentacdo da

prova e no processo de descoberta seguido pelas alunas.
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Da justificacdo a prova

Muitos alunos mostraram confiar nos argumentos empiricos para validar
conjeturas enquanto outros progrediram relativamente a nogéo de prova.

Os alunos que particularizaram convenceram-se com muita facilidade o que pode
dever-se aos esquemas que acompanharam os raciocinios e a falta de nocéo de prova. A
professora tentou que procurassem mais casos mostrando desconfianga nas conjeturas
que os alunos formularam e alertou-os para o perigo de 0s casos nao serem variados.

A fase de discussdo foi muito importante como sintese e partilha dos diferentes
raciocinios confrontando os alunos que usaram um processo empirico e ndo provaram
com o processo de prova. Este confronto provocou a discussao em torno da nocdo de
prova.

A professora chamou 0s grupos para apresentarem os raciocinios realizados,
comegando pelo grupo da Isa, que tinha desenvolvido um trabalho de manipulagéo
algébrica sem significado, e de seguida por aqueles grupos que tinham feito
generalizacdes a partir da particularizacdo de alguns casos: grupo do Antonio e grupo
do Manuel. O grupo da Liliana e o grupo da Maria ficaram para o final por ndo usarem
raciocinios indutivos.

O grupo da Isa comegou por apresentar relagdes algébricas e quando a professora
comecou a questionar sobre como tinham chegado as expressdes elas responderam que
tinha sido pelo desenvolvimento das expressdes sem apoio no esquema. Corrigiram-se
em turma os erros de manipulacdo algébrica fazendo conex@es entre as expressdes
algébricas e a situacdo. Contudo, este processo foi lento e sinuoso ndo ajudando a
compreender a relacdo entre as reas das figuras.

Saliente-se o facto de, nesta tarefa, as dificuldades de manipulacdo algébrica sé
terem surgido quando os alunos manipularam expressdes sem conexdo com a figura
como foi 0 caso do grupo da Isa.

O grupo do Antdnio apresentou o seu raciocinio que consistia na verificacdo de
um s6 caso e com erros de calculo. Os alunos refizeram no quadro os célculos

corrigindo-os.

Daniela: Nés s6 tinhamos chegado mais ou menos aquela conclusdo sé
gue ndo conseguimos fazer mais nada entdo estabelecemos nimeros para
as letras. Por exemploa = 4 e b = 2. A area daquele é 16. Concluimos
que diminuiu 4.
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Francisca: A area do quadrado € 16 e depoisa —b é 4 -2 da2e 4x2 da
8 e a area do rect ¢ 4. Entao 8+4 ¢ 12. ... A diferencga entre os 2 ¢ 4.
Nesse momento o Paulo criticou 0 grupo que estava a apresentar por s ter

experimentado um caso.

Paulo: E s0 puseste esses resultados?

Daniela: Se fizéssemos outros nimeros provavelmente....
Paulo e Miguel: Provavelmente! Devias ter feito.
Manuel: N6s fizemos.

O grupo do Manuel achou que era insuficiente um s6 caso quando eles apenas
tinham feito para trés casos.

A concluséo do grupo da Daniela cingiu-se a dizer que “a medida diminuiu”.

A professora questiona o grupo da Daniela no sentido de explicitarem a relacéo
para qualquer quadrado naquelas condi¢bes. Gera-se entdo um didlogo entre a
professora e 0s alunos onde é enfatizada a necessidade de passar para o caso geral.

Prof: Quanto diminuiu, genericamente?

Daniela: 4.

Prof: nesse caso 4.

Paulo: Depende, pode diminuir 2 ou 3 ou 5.

Prof: Se quisermos falar genericamente. Quanto diminuiu?

O Antonio responde metade, o Paulo responde b e a Beatriz, aluna do grupo da

Maria, responde b2,

A professora reformula a questdo de forma a apresenta-la de forma completa:

Prof: Nesse diminuiu 4, esse € um caso concreto. Mas no exemplo
genérico quando temos um quadrado e aumentamos o comprimento b e
diminuimos a largura b quanto diminui a area?

Beatriz: b2.

A professora pede a Beatriz para mostrar o significado de b2.

Prof: E onde esta?
Beatriz: E o quadrado que esta por cima... posso ir 14.

A Beatriz foi ao quadro e aponta para o quadrado pequeno de lado b.
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A professora voltou a referir que ndo se prova com casos particulares e que é
preciso provar para todos colocando a questao “como ¢ que podemos falar de todos 0S
casos?”. Nessa altura alguns alunos respondem “com letras” e a professora reforca essa
ideia dizendo “porque as letras podem tomar qualquer valor”.

A professora chamou o grupo da Liliana e esta tentou mostrar o seu raciocinio,

mas 0s colegas ndo entenderam muito bem o seu esquema.

Liliana: Nos calculamos esta area que dava a ao quadrado e depois para
vermos a diferenca fizemos por letras: colocamos esta parte ali em cima e
sobrava b <refere-se a quadrado de lado b >.

Miguel: Como sabias que sobrava aquele quadrado? Néo tinhas medidas!
Liliana: Porgue sabemos que aqui tem a — b.

A colega de grupo da Liliana, Sofia fez outro esquema e explicou:

Sofia: Porque nds basicamente passamos este para aqui <fez 0 mesmo
esquema>. Tiramos esta parte e passamos para aqui e ao desenhar vé-se
que sobra este quadrado.
Manuel: N&o percebo.
Os alunos do grupo do Manuel ndo estavam a compreender porque eles
precisaram de casos concretos para ver. A Maria prontifica-se a ajudar e vai ao quadro

explicar:

Maria: Este retangulo aqui € 0 mesmo que este. Ja toda a gente percebeu
porgue é que sobra esta parte, nao ja?

O grupo da Maria foi o Gltimo grupo a apresentar o seu trabalho por a professora
ter estabelecido uma ordem desde os trabalhos mais incompletos ao mais completo, para
que todos tivessem oportunidade de comunicar e melhorar.

A Maria assegurou-se, primeiro, que todos tinham identificado os retangulos

iguais nas duas figuras (figura 54) com lados a e a — b.
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Figura 54 — Esquema auxiliar comunicacdo da Maria

Paulo: Sim porque é o b.

Manuel: Como é que sabes que é o0 b?

Prof: Acho que o Manuel ndo esta a perceber porque € que dizes que 0s
retangulos sdo iguais. O que € que vos convenceu que Sao iguais?

(..)

Rita: Entdo cresceu b decresceu b e por isso 0 que tem para o lado é o
mesmao.

A Maria apontou para os lados de medida a depois para o lado de medida b e

depois perguntou-lhes qual seria a medida da altura do retangulo.

Maria: Isto é a, isto € b e isto aqui é o qué? (...)a — b.

E prosseguiu com a sua explicagao:

Maria: Se aqui é a — b aqui é? Quanto é? (...)b.

Se pusermos isto aqui (girando) quanto é que vai ocupar?

(...)

a—>b.

E isto é quanto? E b. Pronto.

O que vocés fizeram com nuameros nés fizemos com letras. Concluséo o
que podemos dizer? Concluséo final: A area do retangulo é igual a

a? — b2.

O Manuel pede uma explicacdo particular a Ana e a professora diz-lhe que pode ir
explicar-lhe. O Manuel volta a perguntar-lhe como pode ela pensar sem medidas

concretas.

Maria: Estou a fazer supostamente, se medisses, medias aqui e era b.
Ok? Entdo aqui em cima vai ser b também.

(.)
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Queres q explique outra vez. Nés ndo medimos.
Manuel: Pois, ndo tinhas medidas.

O Miguel confessa que também nao consegue perceber.

O problema do Miguel parece diferente do problema do Manuel. O Miguel nédo
consegue observar uma figura como um exemplo genérico. Para ele um desenho tem
que representar realmente o que 1a estd. O Manuel ndo parece ter este problema, mas
ndo consegue raciocinar com as letras como representantes genéricos de nimeros.

A descoberta facilitou a prova no grupo da Maria, pois ao descobrirem as relagdes
entre as medidas e as areas a prova estava ao seu alcance desde que organizassem o
raciocinio. As alunas foram capazes de o fazer e a decisdo de partir do quadrado e
mostrar a relacdo das areas ao transformar-se num retangulo ou fazer ao contrario é
particularmente interessante do ponto de vista organizativo do raciocinio.

Conclui-se que nesta tarefa o processo de conjetura a generalizacdo trouxe
consigo a justificacdo o que facilitou a construcdo coletiva da prova. Os alunos que
fizeram raciocinios dedutivos conseguiram fazé-lo depois de compreenderem toda a
situacdo centrando-se depois nos aspetos que interessavam para provar. No entanto, 0s
alunos que validaram as suas conjeturas com casos particulares ndo foram capazes de
provar para o exemplo genérico, mostrando alguma dificuldade em passar do concreto
ao abstrato.

Nesta tarefa os alunos usaram expressdes com variaveis na prova, € ha por esse
facto alguma probabilidade de que os alunos tenham atribuido ficado com a ideia de que

a prova tem de usar simbologia matematica.
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Tarefa 3 “Angulos internos de qualquer poligono convexo”

Esta tarefa foi aplicada a 29 de Abril na unidade “Circunferéncia e poligonos:
rotagdes”. A descoberta de como se pode calcular o valor da soma de todos os angulos

internos de um qualquer poligono usando triangulos é um contetdo da unidade referida.

A discussdo das conjeturas dos alunos foi feita na aula seguinte a 3 de Maio.

O enunciado foi escrito no quadro:

180°.

Descobre como calcular o valor da soma de todos os angulos internos de
qualquer poligono convexo a partir do nimero de lados.

Sugestédo: Recorre a divisdo do poligono em triangulos e usa o
conhecimento de que a amplitude dos angulos internos do triangulo é

A constituicdo dos grupos nesta tarefa foi a que consta da Tabela 9.

Tabela 9 — Constitui¢do dos grupos na tarefa “Poligonos convexos e 0s seus angulos”

Designacéo do grupo

Elementos constituintes de cada grupo

Grupo da Isa Isa Joana Gabriela Isabel
Grupo da Maria Antonio  Maria Rosa Sofia
Grupo do Miguel Miguel  Francisca Daniela Mariana
Grupo da Liliana Liliana  Paula Antonia Manuel
Grupo da Rita Rita Beatriz Paulo

Com a aplicacdo desta tarefa pretendia-se que o0s alunos estabelecessem uma
relacdo entre 0 nimero de lados do poligono e o valor da soma das amplitudes dos
angulos internos com auxilio da propriedade da soma dos angulos internos de qualquer
triangulo ser de 180°. Para efeitos do estudo interessava a exploracdo apds dividirem a
figura em triangulos de forma a usarem o valor da soma de todos os angulos internos do
triangulo. Interessava que procurassem o padrdo da relacdo entre o nimero de lados e o
numero de triangulos necessarios para calcular a soma dos angulos todos do poligono.
Do ponto de vista do desenvolvimento da nocéo de prova esta tarefa tinha em vista que

vivenciassem um processo de prova a partir de uma exploracao essencialmente indutiva.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Para conseguir orientar os alunos neste processo de prova a professora tentou
deslocar o foco para a discussao revendo todo o processo seguido desde a formulacdo da
conjetura a generalizacao e apoiando os alunos na sequéncia ldgica de todo o processo.

No entanto, a professora sabia por experiéncia que é muito importante a
compreensdo dessa estratégia para que compreendam a relagdo. Por isso a professora
deixou-os discutir em pequeno grupo a forma de aproveitarem a sugestdo de usar

triangulos.

Da conjetura a generalizagéo

Nesta tarefa os alunos foram desenhando poligonos convexos e questionaram-se
sobre como saber qual era a soma da amplitude de todos os seus angulos. A sugestéo
dada pela professora de usar tridngulos partira do pressuposto de essa propriedade ser
aceite como valida para todos os alunos.

A professora pensou, inicialmente, que a dificuldade dos alunos consistiria em
perceber como utilizar aquela pista. Mas surgiu, em dois dos grupos, a dificuldade de
perceber que se podia saber o valor da soma sem recorrer ao valor de cada um. Por este
motivo ndo estavam a conseguir usar a soma dos angulos internos do triangulo nem a
decompor o poligono. De facto se essa propriedade estivesse interiorizada eles podiam
mobiliza-la fazendo uso dela nesta tarefa e podiam dispensar, assim, saber o valor de
amplitude de cada angulo. Aconteceu, no entanto, que os alunos sentiram a necessidade
de medir revelando ndo saber que o valor da soma dos angulos internos dos triangulos é
de 180°. Houve dois grupos gque sentiram essa necessidade de medir para avancar na
exploracdo: o grupo do Miguel e o grupo da Isa. Naquela altura a professora néo refletiu
sobre estas verbalizagcdes dos alunos. No entanto, foi uma oportunidade perdida de
recuperacdo de uma lacuna de conhecimento. Estes diagndsticos sdo muito importantes,
mas nem sempre se toma consciéncia deles na situacao.

O grupo do Miguel comecgou por estudar casos particulares do triangulo
preocupando-se com a medida de cada angulo. Saber o valor da soma de todos os
angulos ndo podia passar por outra estratégia que ndo fosse a de saber quanto media
cada um dos angulos. Envolveram-se em discussbes de medidas dos angulos
desenhados e s6 no final da aula, depois de alguma orientacdo por parte da professora,
comecgaram a pensar em poligonos com mais de trés lados e a pensar como podiam

dividi-los em triangulos para aproveitar a informacéo da soma da amplitude dos angulos
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internos de um tridngulo ser 180°. Primeiro pensaram em desenhar um triangulo
equilatero porque distribuindo os 180° por trés dava 60°. Mas desenhar um triangulo
equilatero para o Miguel, era desenhar com exatiddo e ndo tinham transferidor. SO a
Daniela ndo partilhou as mesmas preocupacdes e revelou perceber que o que discutiam
ndo interessava para a questdo. Pois segundo ela era preciso ter em conta o numero de
lados do poligono.

O Miguel e a Francisca estavam preocupados com a medida da amplitude de cada
angulo e a Daniela ndo conseguiu demové-los a descentrarem-se desse problema e
acabaram também por ficar a discutir a medida dos angulos dos triangulos desenhados.
A incapacidade do Miguel em desenhar uma figura que represente um qualquer
elemento de uma classe fez com que o grupo nao tivesse tempo para chegar a qualquer
descoberta. A professora orientou-os para desenhar um outro poligono com mais de trés
lados, mas eles ndo foram capazes de sair daquela discussdo. Quando finalmente
chegaram a acordo sobre o desenho do triangulo dividiram-no em outros triangulos e

quando a professora viu 0s desenhos questionou-os:

Prof: Estdo a dividir o triangulo em dois triangulos e a utilizar casos
particulares de triangulos. Em que é que isso ajuda a descobrir a soma da
amplitude dos angulos para qualquer poligono?

A professora desenhou um poligono com 5 lados para exemplificar um qualquer

poligono.

Miguel: Entdo o melhor é p6r os tridngulos na gaveta.

Finalmente comecaram a pensar em como dividir o tridngulo e a Mariana fez uma

sugestdo que partilhou com a professora:

Mariana: Como sabemos que 0 interno mais o externo é 180 se fizermos
180 em todos e 180/2 da o interno.

Prof: Quando divides por 2 estas a partir a meio, em duas partes iguais,
estas a distribuir igualmente.

Esta oportunidade de confrontar, neste caso, a aluna, com aquilo que ela sabe ndo
aconteceria provavelmente em situacdo de aula com toda a turma porque estes alunos
mais fracos ndo participavam. Este procedimento de dividir por dois sem compreensdo

do significado de o fazer revela uma atividade matematica sem sentido.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

O grupo da Isa desenhou poligonos com mais de trés lados e decompds a figura
em triangulos sem que fosse possivel descobrir a soma dos angulos internos do
poligono. A ideia delas é medir cada angulo interno dos diferentes triangulos para
depois os somarem. Dessa forma a decomposi¢do em triangulos ndo tinha qualquer
utilidade. Tal como fez a Mariana dividiram por dois os angulos a amplitude de uma das
partes de um angulo independentemente de ser metade ou ndo. Chamaram a professora

e esta aproveitou para reforcar o objetivo da investigacéo.

Isa: O stora, nds podemos medir?
Joana: Para saber as amplitudes?
Prof: Querem descobrir a soma dos angulos internos. E conseguem?
Entdo expliquem Ia.
Isa: Neste aqui dividimos aqui para saber este.

A professora da conta que com a decomposicdo que fizeram ndo é possivel

aproveitar a soma dos angulos dos tridngulos.

Prof: Tu sabes que este mais este e este ddo 180. Este angulo ndo é
angulo interno da figura. Tém que arranjar maneira de conseguir usar 0S
triangulos para descobrir a soma de todos os angulos internos. Com essa
decomposicéo nao da.

A professora deixou-as a trabalhar para voltar mais tarde. Continuaram presos a
ideia de medir os angulos e a decomposic¢do deles ndo faz qualquer sentido. Resolveram
desenhar um hexagono irregular e a professora perguntou quantos lados tinha. A

Gabriela diz que tem 6 e determinou a amplitude de cada angulo interno do hexagono
fazendo 180:6.

Gabriela: 180:6.
Isa: Num poligono de 6 a soma de todos é 180°?

A pergunta da Isa vem no seguimento do raciocinio da Gabriela e denota que nédo faz
ideia de qualquer relacdo entre a soma dos angulos internos de poligonos. Ao responder
a lsa a professora orienta-as no uso dos triangulos que decompdem o poligono
apontando para os angulos internos de cada tridngulo pertencentes ao angulo do
poligono.
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Prof: De cada triangulo. Agora tém de descobrir...

Isa: Sim, mas do poligono?

Prof: Descobre. Este mais este da 180. Este, mais este, mais este, quanto
da?

Isa: 180.

Prof: E este, mais este, mais este?

Isa: 180.

Prof: E este, mais este, mais este?

Isa: 180.

Prof: Estes bocadinhos ndo pertencem todos aos angulos internos do
poligono?

Isa: Mas como ¢ que vamos saber...?

A professora usa as letras que as alunas colocaram no seu esquema para voltar a
explicar.

Prof: ndo querem saber de cada um querem saber a soma deles todos.
Nao hé uma maneira? Usando os tridngulos... vamos devagarinho. a+b+c
quanto da?

Nessa altura a Isa responde a professora, mas depois volta a ideia de querer saber
o valor de cada angulo.

Isa: 180. Multiplicamos 180x4
Joana: 180 x 4 da 720.
Isa: 720 a dividir por 6.

A Gabriela apercebe-se disso mas diz isso de forma muito ténue, ndo provocando
qualquer reacdo no grupo, pois a Joana continua a querer dividir o total pelo nimero de

angulos.

Gabriela: eu acho que a gente esta calculando o todo sem estas
separagOes, ndo?

Joana: O stora deu 720 a dividir pelos 6 lados da 120.

Prof: Porque é que estdo a dividir expliquem-me. Deu 720, ndo foi?
Estdo a distribuir 720 por todos de forma igual? Ninguém vos pede o
valor de um deles. S&o todos diferentes! S6 podiam fazer isso se fossem
todos iguais.

A soma deles todos da 720.E se tivesse outro nimero de lados? Por
exemplo 5 lados?

Joana: 180x5.

Isa: ndo é x 5 é vezes as figuras em que nds dividimos. Imagina 1,2,3,4,5
lados. Dividiamos aqui.

Tania: 180x3.

Joana: 540.

Tania: Neste caso dava 540.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico

Conseguiram perceber depois de se descentrarem do valor da amplitude de cada
angulo. Entretanto apercebem-se da existéncia de uma relagdo entre o nimero de lados
do poligono e o nimero de triangulos. Ndao chegaram, no entanto, a generalizar e
entretanto acaba o tempo de aula.

Os outros trés grupos conseguiram usar a sugestdo de dividir o poligono em
tridangulos de forma a que os angulos internos dos tridngulos formem os angulos do
poligono.

O grupo da Liliana iniciou a investigacdo considerando poligonos céncavos e a
professora disse-lhes que s6 estavam a estudar os convexos explicando-lhes as
diferencas entre os dois tipos de poligonos. Depois disso iniciaram a investigacéao.
Desenharam poligonos com mais de trés lados e dividiram em tridngulos. Nas primeiras
divisdes em tridngulos os angulos dos tridngulos ndo coincidiam com os angulos das
figuras, como por exemplo o poligono que desenharam na figura 55. A professora
chamou-os a atencdo para esse facto e a partir dai eles decompuseram o poligono de

forma a que os angulos coincidissem.

150 3= 540
540 - 130 = 360

aG0 @ L @NSM\O
Figura 55 — Decomposi¢do de um quadrilatero em triangulos grupo Liliana

Desenharam um hexagono, figura 56, e desta vez fazem uma decomposicdo em

triangulos em que os angulos dos triangulos coincidiam com os angulos do hexagono.

Prof: Vamos ver: quanto somam os angulos internos deste triangulo?
Manuel: 180.

Prof: E deste?

Manuel:180.

Prof: E isso permite calcular a soma dos angulos internos da figura?
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Manuel: Sim, depois somamos estes todos... Eles vao dar sempre 180,
por isso 180 vezes 4.

Liliana: Neste [hexagono] vai dar 720 é 180x4. Neste [quadrilatero]
temos que tirar estes dois angulos porque ndo fazem parte do quadrilatero
e dao 180. Porque este ndo € um angulo (interno). Da 540-180 =360.

0% 4=110

Figura 56 — Decomposi¢do do hexadgono em tridngulos grupo Liliana

Desenharam um pentagono, que nao esta na sua folha de registo, e calcularam a
soma dos seus angulos internos. A Liliana percepcionou um padrédo: cada vez que o

poligono aumenta um lado a soma dos seus angulos aumenta 180°.

Prof: Ja descobriram? Da 540 no pentagono? Descobriram outros?
Liliana: A medida que os lados vdo aumentando aumenta 180. No
triangulo 180°, no quadrilatero +180, no pentdgono 540 faz 360+180,
entdo no hexagono sabemos que tem de dar 720.

A Paula conjetura que a soma dos angulos internos do poligono é obtida pelo

produto entre 180 e o numero de lados.

Paula: 540+180 ndo é? 180 vezes o numero de lados.

Liliana: A medida que aumentamos os lados aumenta 180. O triangulo
180°, aumentamos um lado mais 180°, mais um lado mais 180°. Faz
720°+180°.

O grupo regista na sua folha, figura 57, o resultado da soma dos angulos internos
da particularizagdo feita para os casos de poligonos com 3 lados, 4 lados, 5 lados e 6

lados. Fizeram a previsao de acordo com o seu padréo, para 7 lados e 8 lados.
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Desenvolvimento do raciocinio matematico
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Figura 57 — O padrdo da soma dos angulos internos de poligonos grupo Liliana

A Liliana chegou a uma conjetura recursiva em que a diferenca entre dois termos
consecutivos é de 180° A Paula formulou outra conjetura: o produto de 180° pelo
numero de lados do poligono da o valor da soma da amplitude de todos os angulos. No
entanto a conjetura que aparece registada é a da Liliana, porque a Paula ndo convenceu
0 grupo a pensar sobre a conjetura que ela formulou.

O grupo da Rita pensou primeiro no que sabiam do assunto:

Rita: O numero de lados é igual ao nimero de angulos e sabemos que a
amplitude do angulo interno mais a amplitude do angulo externo da 180°.
Agora temos que pensar.
Beatriz: Temos aqui duas condices.
Rita e Beatriz: Num sistema!
As alunas estavam a pensar resolver a situagdo analiticamente. Quando a
professora de dirigiu para toda turma sugerindo usar triangulos a Rita mostra surpresa
pelo facto de considerar que a figura “¢ uma figura mistério...” Pensaram, entdo, em

fazer esquemas para explorar a situacéo.
Beatriz: S0 se experimentarmos com figuras aqui ao lado.

A Rita ndo gostava de particularizar vendo nisso uma perda de tempo. Discutem a
sugestdo dada relativamente a usar tridngulos e nédo estdo nada contentes com a ideia.

Decidem desenhar varias figuras.

Beatriz: s6 se experimentarmos com figuras aqui ao lado.
Rita: Pode ser.

A Rita quer fazer de duas formas uma a partir dos casos concretos e outra de
forma dedutiva, mas ainda n&o sabe como o fazer. Ao desenhar um poligono pentagonal
a Rita desenhou um poligono concavo pelo que a Beatriz lhe disse que tinha de ser
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convexo. Depois decompuseram o pentagono convexo em triangulos e a Beatriz
questiona o propdsito de fazerem essa decomposi¢cdo. A Rita sabe porqué, mas néo
consegue estabelecer uma relacdo entre a amplitude da soma dos angulos internos do
poligono e o numero de lados. Chamaram a professora e esta fez perguntas ao grupo e
pediu-lhes para observarem bem o desenho que fizeram. As perguntas que a professora

fez servem apenas para rever as propriedades que interessam observar.

Rita: O stora.

Beatriz: Aqui como é que relacionamos a amplitude [dos angulos
internos] do tridngulo com os angulos?

Prof: Tu ndo sabes qual é a amplitude do triangulo?

Beatriz: Sim...

Rita: Mas acho que assim ndo € uma boa maneira.

Prof: N&o?

Rita: Nds sabemos que a soma dos angulos internos do triangulo tem de
dar 180.

Prof: E entao? ...olhem bem para o desenho.

Rita: Ah. Podia ser o numero de triangulos ...

Prof: Falem entre vocés.

A professora afastou-se para 0s deixar pensar, pois a ajuda que tinha dado surtiu o
efeito desejado de as pér a raciocinar. A Rita conseguiu estabelecer uma relacdo entre o

numero de triangulos e a amplitude da soma dos angulos internos de um poligono.

Rita: Podia ser a decomposi¢éo da figura em triangulos, multiplicavamos
180 pelo numero de triangulos que a figura decompusesse. Estas a
perceber?

A Beatriz colocou a questdo da confirmacgéo da conjetura. Pensaram em confirmar
com um quadrado por conhecerem o valor da soma da amplitude dos seus angulos

internos.

Beatriz: Descobre uma forma de calcular...mas agora temos de
confirmar. Desenhamos uma figura direitinha e medimos os angulos.
Rita: Ah? Desenhamos um quadrado que é mais facil, por exemplo?
Beatriz: Mas o quadrado ja sabemos que é 90 graus. 90+90 180 e
180+180 da 360. Estd comprovado até.

A comprovacao da conjetura para o quadrado deu-lhes uma maior confianga na
conjetura. Partilharam a sua descoberta com a professora a qual relembrou que se

pretendia uma relagdo com o nimero de lados e para qualquer poligono convexo.

132



Desenvolvimento do raciocinio matematico

Rita: O stora, nds ja vimos que se decompusermos uma figura em
triangulos multiplicamos a soma que é 180 pelo nimero de triangulos e
d& a medida da amplitude dos angulos internos da figura.

Prof: O que querem é descobrir uma forma de calcular isso quando
sabem o ndmero de lados. Aqui eram 4 tridngulos e aqui eram 2
triangulos. S&o casos concretos e agora para qualquer nimero de lados?

Rita atribuiu uma letra para o numero de lados e pensa em escrever uma conjetura,
mas ainda ndo repararam na relacdo existente entre 0 numero de lados e o nimero de
triangulos. A Rita acabou por estabelecer uma relagéo entre o nimero de triangulos que
decompde a figura e a soma da amplitude dos seus angulos como sendo 180n em que n

passou a ser o numero de triangulos.

Rita: Isto ndo da. Com o que fizemos temos que chegar a algum sitio.
Isto vai ter que ser os 180 véo ter que estar metidos, mas como € que
numa figura sabemos o numero de triangulos? Vai ser qualquer coisa
igual a 180 vezes n e n temos que dizer o que é que é n. Sendon o0
numero de tridngulos inscritos na figura. Espera a amplitude da figura vai
ser 180n.

As alunas experimentam a relagcdo no hexagono e o Paulo, que esteve distraido,

pergunta porque é que estdo a multiplicar por 4.

Beatriz: pelo nimero minimo de triangulos.

Rita: a amplitude de todos os angulos internos da figura sera igual a
180xn sendo n 0 nimero minimo de tridngulos na figura. Stora!...veja a
nossa conjetura: primeiro comeca aqui e depois € que vai para aqui.

A professora ndo se apercebeu da mudanca de significado da letra ne pensa ser o
namero de lados. Quando a professora revé todo o raciocinio deles explica-lhes que a
relacdo a que chegaram ndo entra com o nimero de lados. De repente a Beatriz vé o

padrdo e a Rita generaliza.

Beatriz: ah, ja sei. Aqui tem 4 e 4-2 da 2 triangulos, aqui tem 6 e aqui da
4 triangulos.

Rita: 6-2, mas sendo n 0 nimero de triangulos minimo.

Prof: pois mas queremos a partir do nimero de lados

Rita: Pois. Entdo como é que é ?...180(n — 2).

As alunas usam agora a mesma letra n para simbolizar outra variavel e a

professora tenta clarificar o assunto.
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Prof: entdo esse n ja ndo é o numero de triangulos. O que é o n?
Chamaram n ao namero de triangulos mas vocés queriam partir do
numero de lados.

Rita: entdo a amplitude dos angulos internos da figura é igual a 180(n —
2). Mas a stora disse que...

Beatriz: ... que é o nimero de lados — 2.

A questdo do significado da letra ndo parece ter qualquer importancia para as
alunas e a professora s6 queria que elas decidissem o que significava o n afinal.

No grupo da Maria, esta iniciou muito rapidamente a investigacdo e 0s seus
colegas mergulharam na investigacdo sem se aperceberem do alcance das assungdes que

ela fez.

Maria: comegando por um tridngulo sabemos que a soma é 180, certo?
Rosa: certo. Se fizéssemos os angulos externos?

A Maria estava a desenhar um quadrilatero e o Anténio tentou perceber o que ela estava
a fazer.

Maria: porque por exemplo... nos aqui temos de saber uma forma de
calcular a soma da amplitude dos angulos internos quando sabes o
numero de lados. Sabes, por exemplo, que tem 4 lados.

Antoénio: e se tentasses fazer, tipo...? Um poligono tem que ser com
quantos lados?

Maria: tens que saber para qualquer um, tens um com X ...com 6 lados.

Os alunos a partir daqui comecgaram a conjeturar sobre as possiveis relagdes entre

numero de lados e o valor da soma da amplitude dos angulos.

Maria: quando é um triangulo tem 3 lados e da 180° quando
acrescentamos mais um triangulo fica um quadrilatero seria 360, porque
vamos sempre dividir um quadrilatero em 2 triangulos

Experimentaram decompor em tridngulos vérias figuras poligonais, mas nao
conseguem encontrar o padrdo porque ha um erro que nao detetaram. A professora da

conta que o erro se deve a forma como decompdem as figuras em triangulos.

Maria: Estamos a dividir todas as figuras em triangulos, stora. Nao
encontramos nenhuma regularidade. Aqui tem 6 lados e conseguimos
dividir em 4.

Prof: E aqui quantos lados tem?

Maria: 5 e conseguimos dividir em 4.
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Prof: 5? Esta decomposicdo d& para saber os angulos internos do
poligono?

Antonio: Sabemos que a soma dos angulos dos tridngulos é 180°.

Prof: Mas entdo quando eu for somar os angulos destes triangulos estou
a juntar este com este com este...este angulo ¢ interno?

S6 nesse momento é que tiveram consciéncia de como tinham de fazer para

decompor uma figura em triangulos de forma a aproveitar o conhecimento de que a

soma dos angulos internos do triangulo é 180°. Maria compreende como tem de unir 0s

veértices do poligono mas ndo refere mais nenhuma condicdo para o fazer. No entanto, o

Antonio ainda ndo compreendeu a forma de decompor as figuras em tridngulos como se

percebe quando ele diz que ainda é possivel decompor a figura em mais triangulos.

Antdnio: mas tu ainda podes fazer mais triangulos ai.
Maria: eu sei, mas nds queremos saber 0 minimo, que € para saber...
Rosa: os angulos tém que ser internos

Esta explicacdo ndo deve ter sido suficiente para o Antonio perceber como se deve

decompor a figura e porqué, mas ndo pede explicacdes. Entretanto a Rosa identifica o

Maria: este, este e este...nice. Entdo ja chegamos a uma conclusdo. Que
é quando é... o nimero de lados... 0 nimero de tridngulos em que vamos
dividir vai ser...
Rosa: menos 2.

Maria procura confirmar a conjetura com 0 eneagono. Este caso serviu para a

Maria se convencer. Foi um caso especial que verificou a conjetura. Depois dessa

verificacdo Maria diz a afirmagdo como uma generalizagéo.

Maria: Ah! Descobrimos que num poligono o nimero de triangulos em
que o podemos dividir € menos 2 que o numero de lados.

Maria: vamos tentar fazer uma férmula. N6s sabemos que o numero de
lados 2 menos n ... ndo. E n — 2. Sabemos por exemplo que o nimero de
lados menos 2 é o nimero de triangulos.

Rosa: é n — 2: nimero de tridngulos.

Sofia: Entdo n é o nimero de lados

Rosa: sim n é o numero de lados. E t é o nUmero de triangulos.

Maria: 4-2=2= t; 2 triangulos significa 2x180=360. Sabemos que a soma
da amplitude dos angulos internos... Chegamos a uma conclusdaaao!!!!
Rosa: mas espera se for aqui 6
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Maria: menos 2 vezes 180. Porque 180 é...
Rosa: sim eu sei
Maria: é ndo é? E! Stora podia chegar aqui, se faz favor.

A aula de discusséo, aula a seguir a esta, seria para discutirem as conclusdes de
cada grupo e chegarem a uma prova.

Os alunos conjeturaram sobre como determinar a soma da amplitude dos angulos
internos de poligonos convexos com base na percecdo do padrdo que emergiu atraves da
particularizagdo. As conjeturas foram formuladas com base na estrutura dos dados
levando a compreensdo dessa mesma estrutura. Assim, neste caso, a conjetura trouxe
consigo a compreensdo. Quanto a convic¢do, todos os alunos se convenceram com
poucos casos, podendo afirmar-se que se encontram no nivel de prova de empirismo
naif: No grupo da Liliana testaram 3 casos e fizeram duas previsdes; no grupo da Rita
particularizaram para 3 casos e usaram o0 caso do quadrado para confirmar; e no grupo
da Maria particularizaram para 3 casos. Contudo, no grupo da Maria particularizaram
para 9 lados considerando este caso especial como no nivel de prova da experiéncia
crucial. Claro que nesta tarefa desenhar poligonos com muitos lados comeca a ser cada
vez mais complicado. O que levanta o problema de como provar que a conjetura é

valida para qualquer poligono convexo e exclui o uso de um esquema.

Da justificacdo a prova

A discussdo em grupo turma pretendia levar os alunos a sentir a necessidade de
provar encontrando uma forma de o fazer. Para isso convinha rever todo o processo
garantindo que todos tinham oportunidade de refletir sobre os raciocinios realizados.

A professora explicou a turma que iam discutir as conjeturas a que tinham
chegado. Escreveu o enunciado da tarefa no quadro e explicou ter ouvido as gravagoes,
ter lido os registos e ter-se apercebido de que alguns grupos tiveram mais dificuldade
em por em préatica a sugestdo de usar a decomposi¢do em tridngulos do que outros.
Mesmo nos grupos em que conseguiram avangar a professora percecionou que alguns

alunos ndo chegaram a problematizar esta questdo de como decompor a figura.

Prof: Quem quer explicar de que forma € que a sugestdo ajudou?
Liliana: Se nos dividirmos a figura em tridngulos sabemos que cada
tridngulo que nds medimos a soma dos seus angulos é 180°.

Prof: Mas ndo depende da forma como eu divido? Ha muitas maneiras
de dividir a figura em triangulos, e entdo quem quer explicar como
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dividir? Eu numa figura... VVocés ndo experimentaram formas de dividir
em triangulos? E sé havia uma forma?
Daniela: Nao.
Liliana: Mas sabiamos que quando dividissemos em triangulos o angulo
fa dar sempre 180°.
Miguel: Se for um tridngulo isdsceles € facil.
Maria: O stora dividimos em tridngulos de forma...se soubéssemos os
angulos desse triangulos, a soma deles, iamos saber os angulos da figura
e tinhamos de unir os vértices
O Miguel sugeriu comegar por um triangulo surgindo a oportunidade de ajudar o
Miguel a perceber que muitas vezes se utiliza um desenho como uma representacédo de
uma classe de objetos. Atraves de representacdo de triangulos como esquemas, a
professora mostra ao Miguel que ndo pode assumir que o triangulo tem propriedades
especiais, por que ele ndo estd representado a escala e apenas representa um triangulo
qualquer.
A Maria vai ao quadro explicar como raciocinou o seu grupo. Desenhou um

pentagono e alguém se riu por achar que devia ser regular.

Figura 58 — Pentdgono da Maria

A professora decidiu fazer o papel de cética para obrigar a que a Maria explique o

que faz em vez de assumir as inferéncias como certas.

Maria: Nao é suposto ser uma coisa regular.
Prof: Esta dividido em triangulos?

Varios: Sim.

Prof: Assim também esta.

A professora desenhou um segmento de reta a intersectar as linhas que a Maria
tinha desenhado dividindo a figura em mais tridngulos. Os alunos reagiram, mas
tiveram dificuldades em justificar porque ndo concordaram com a decomposicdo feita

pela da professora.
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Prof: Nao esta? 1 triangulo, 2, 3,4,5...

Rita: No minimo.

Maria: Queremos saber este angulo, este, este , este e este e ao dividir
essa parte aqui ndo ia dar jeito nenhum.

A Rita disse que tinha de ser o nUmero minimo de triangulos e a Maria afirmou
que aquela decomposicéo da professora ndo dava jeito. A professora questionou-a sobre
“para que é que tinha de dar jeito” e finalmente ouviu-se uma razdo proferida pelo

Antonio para o facto.

Prof: N&o ia dar jeito nenhum para qué?

Miguel: Esta a complicar.

Antonio: Aqueles angulos interiores ndo pertencem a figura. ..

Prof: Ah!

Antonio: A Maria dividiu em trés e a stora dividiu a meio. Aqueles
angulos que a stora dividiu agora nao pertencem aos angulos interiores
do poligono.

Depois de terem expressado qual era o problema da decomposicdo feita, ja
podiam definir a condigé@o a que os angulos do tridngulo devem obedecer para se poder

usar a sugestao.

Prof: Entdo como € que eu devo dividir a figura?

Daniela: Como ela dividiu.

Prof: E como se tem de fazer?

Antonio: De forma a que os angulos interiores dos triangulos também
sejam os angulos interiores....

Prof: Os angulos internos.

Anténio: Internos do poligono

O Anténio ficou contente por ter conseguido fazer-se entender e a professora

aproveitou para dar um refor¢o positivo a toda a turma.
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Antoénio: Ei stora eu cheguei la!!

Prof: Eu ando a ouvir as gravagOes e estdo cada vez melhores. VVocés ja
repararam que me chamam para me dizer o que estdo a fazer e é ao dizer-
me que descobrem...o que é que se passa? Eu acho que vocés no grupo
ndo tentam explicar uns aos outros e quando veem a necessidade de me
explicar a mim vao fazer o esforco e faz-se luz. Porqué? Porque estdo a
verbalizar o raciocinio!

Se vocés no grupo explicassem uns aos outros descobriam. Fiquei a
pensar sobre isso...

Miguel: a professora pensa muito na nossa turma!

Ja ndo era a primeira vez que eles se espantavam pelo interesse que a professora
manifestava pela forma como eles pensavam.

Era altura de discutirem as conjeturas revendo-as e fazendo a conexdo com a
estrutura matematica da situacao.

A exploracdo realizada para saberem como aproveitar a sugestdo dada pela
professora ndo era a exploracdo principal da tarefa. No entanto, constituiu um obstaculo
aos alunos que ainda ndo tinham aceitado essa propriedade como valida. A professora

ndo sabia, porque era professora deles pela primeira vez.

Prof: Isto ainda ndo é a conjetura isto é apenas a forma de aproveitarem
a pista que vos dei. Quem ndo chegou aqui ndo conseguiu avancar,
porque ndo percebeu de que forma € que esta pista ajudava.

Depois de discutirem essa pista tentando convencer todos os alunos da validade e
da importancia que ela tem nesta tarefa passou-se para a revisdo dos raciocinios

relativos a soma dos angulos internos de qualguer poligono convexo.

Prof: agora vamos devagar. Maria marca ai os angulos todos dos
triangulos que estdo a dividir a figura. E agora o que é que esses angulos
tém a ver com o que nos queremos? Miguel ja percebeste?

Miguel: ja.

Prof: Agora juntando estes angulos todos temos a soma dos angulos
internos do poligono. Depois de perceberem a pista tinham de relacionar
a amplitude da soma dos angulos internos do triangulo com a amplitude
dos angulos de qualquer poligono convexo. De um heptédgono, de um
octogono...eu digo assim tem 12 lados e temos de saber qual ¢ o valor da
soma dos seus angulos internos. Quem quer falar?

Liliana: 180° a multiplicar pelo nimero de lados.
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A professora particularizou com a intengdo de fazer com que os alunos deem
significado a uma férmula ou teorema. Contudo essa estratégia pode ser interpretada

como uma verificagcdo empirica da conjetura apesar de nao ser essa a intencéo.

Prof: 180° a multiplicar pelo numero de lados. Entdo aqui € 180 vezes
1,2,3,4, 5. Vou escrever S de soma da amplitude dos angulos internos
daquele pentagono. S é 180 vezes 5. E verdade? E 180x5?

Varios: ndo.

Daniela: vezes 3.

Prof: vezes 3 Daniela? Porqué?

Daniela: porque sdo 3 tridngulos, pelo nimero de triangulos que
dividimos a figura...

A professora dirigiu-se a Liliana questionando-a sobre a sua afirmacdo aplicada

aquele caso ser a multiplicar por 5.

Prof: porque dizes vezes 5? 180° é: este &ngulo, mais este e mais este.

Miguel aproveitou para tentar perceber melhor o significado do valor da soma dos

angulos internos de um triangulo ser 180°.

Miguel: Como é que é stora?

Prof: Num tridngulo este bocadinho, mais este mais este d4 180 e agora
sei que este bocadinho mais este mais este da 180 e este mais este mais
este também da 180.Entdo como é que calculo a soma?

Mariana: E 180 a multiplicar pelo n° de triangulos.

Prof: Liliana achas que sim? ...

Depois de terem revisto, de novo, o significado do procedimento adotado, a

professora voltou a revisdo dos raciocinios.

Prof: A investigacdo esta concluida?

Miguel: N&o.

Prof: Porqué? O que queriamos?

Beatriz: Falta relacionar os lados.

Prof: Falta relacionar com o nimero de lados. Eu digo assim: um
poligono tem 12 lados e vocés tinham de dizer quanto era a soma de
todos os angulos.

A Mariana disse que se dividia o poligono e a professora refez a questdo de modo

a que pensassem em como saber sem desenhar.
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Mariana: Temos de dividir o poligono.

Prof: E se o poligono tiver 18 lados? Vais desenhar um poligono de 18
lados? Queremos saber para qualquer um, ndo queremos andar a
desenhar. Queremos saber genericamente como € que se faz.

Rita e Maria estavam com o dedo no ar.

Prof: Rita?

Rita: E 180 vezes o nimero de lados menos 2. Menos 2 porque tem que
se multiplicar pelo ndmero de tridngulos inscritos na figura, mas o
nimero minimo que se pode inscrever na figura.

Esta conjetura devia ser explicada a toda a turma de forma a que se percebesse o

processo que seguiram para la chegaram.

Prof: Como é que chegaram ai? Quadro! Como é que chegaram a essa
conclusao?

Beatriz: O stora nds pelas figuras reparamos que o nimero de triangulos
era sempre menos 2 do que o numero de lados. Como ali tem 5 lados e s
tem 3 triangulos...

A professora queria que elas apresentassem todos os casos que elas usaram e ndo

s6 um exemplo. Convinha que todos vissem o padréo.

Prof: Esse é um caso. Posso me basear s6 nesse? Este chega para saber
que é assim?... Miguel, se eu fizer sO para este j4 posso concluir que é
menos 2?

Varios: Ndo.

A Rita desenhou no quadro outro poligono.

Prof: Esse quantos lados tem?

Rita: tem 6 lados e aqui tem 4 triangulos. E nds fizemos sempre e
fizemos mais...

Prof: Escreve ai se ndo te importas? 6 lados 4 tridangulos.... Ja temos dois
casos em que a conjetura bate certo. Chegam dois para acreditar que é
assim?

Varios: ndo

Depois a Rita desenhou um hexagono e um quadrilatero no quadro para continuar

a explicar.
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Rita: nds primeiro desenhamos varios poligonos e vimos que o nimero
de tridngulos inscritos na figura eram menos 2 do que o numero de lados:
aqui tem 6 lados e sdo 4 triangulos, aqui tem 4 lados e sdo 2 triangulos. E
depois entdo vimos que 180 a multiplicar pelo nimero de lados menos 2
em que isto (lados-2) vai dar o nimero de tridngulos inscritos da figura e
ia dar a amplitude dos angulos da figura.

Prof: Isso é uma conjetura ou ja estd provado?

A Rita sentiu-se confrontada com a insisténcia e defendeu a convicgdo na sua

conjetura dizendo que fizeram outros casos. No entanto muitos alunos afirmaram que a

conjetura ndo estava provada.

Casos.

Rita: e depois nés tentamos mais poligonos mas ndo fizemos aqui (na
folha) e dava certo, pelo menos.

Prof: mas entdo é uma conjetura ou ja esta provado?

Nuno: esta provado.

Outros: conjetura.

A professora confirma que ainda € uma conjetura apesar da verificacdo em alguns

Prof: é uma conjetura eles so fizeram alguns casos. E impossivel fazé-los
todos. Eu posso ter n lados num poligono. Entdo 180(n — 2) que vos
parece? Faz sentido? Sim ou ndo? Toda a gente concorda? Entdo se um
poligono tivesse 10 lados em quantos triangulos o dividia?

Vaérios: 8.

Prof: quanto era entdo a soma da amplitude dos angulos internos do
poligono?

Muitos: 180x8.

Miguel: 180x8? Néo da para acreditar.

Prof: Para provar que € assim temos de justificar que esta conjetura é
verdade para todos os poligonos: que temos sempre n — 2triangulos. O
resto é facil de justificar porque 180 é a amplitude dos angulos de cada
triangulo. Mas como vamos provar que € sempre n — 2?

O Antédnio ficou com a ideia de que provar tem de ser feita algebricamente.

Antoénio: temos que fazer com letras.

Na tarefa anterior havia uma maior facilidade em provar com letras porque era

possivel traduzir as areas por uma relacdo de igualdade. Nesta situagdo parecia mais

complicado para os alunos chegarem a uma expressdao em que 0 namero de triangulos
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mais dois era igual ao nimero de lados do poligono. Todavia era possivel pela logica de

construcdo do poligono compreender porque € que tal acontecia.

Prof: Eu consigo com letras provar que é sempre 1-2? Mas ela ja fez com
letras. Pode ser com...

Varios: palavras

Prof: como é que podemos provar que é sempre o0 ndmero de lados
menos dois? Olhem para a figura e pensem. Como é que podemos provar
iss0? Temos que encontrar um argumento que mostre que da sempre.
Pensem e digam coisas.

O Antoénio perante estas questdes mantinha-se sempre mais interessado na aula,
gostando de argumentar e descobrir. Mas mostrava que as vezes ficava baralhado com o

facto de andarmos a descobrir 0 que ja estava descoberto.

Antonio: stora nos estamos a descobrir coisas?
Esta pergunta do Antonio é muito curiosa.

Liliana: porqué menos dois. ..

A Rita fez varios poligonos no quadro e mostrou que nesses casos ha sempre
menos dois triangulos do que lados. A Francisca confessou continuar sem perceber
como se chegou a expressao, 0 que se pode dever ao facto de ela ndo ter participado na

formulagdo desta conjetura. A professora mostrou de novo o processo.

Francisca: ndo percebo 0 180 x (n — 2). Nao percebo. A Maria pode
explicar-me?

Prof: Pode.

Maria: eles fizeram varias figuras e viram que consoante 0 nimero de
lados os triangulos iam ser menos 2, certo? Toda a gente chegou até ai.

A professora dando conta que havia alunos que ndo tinham percebido voltou a
rever 0 processo.

Prof: eu vou fazer aqui outra vez (desenho um poligono). Vejam o
processo: divido de forma a que os angulos internos pertencam a estes
angulos (do poligono): 1 triangulo, 2 tridngulos, 3 tridngulos e 4
triangulos. Quantos lados tinha o poligono?

Vérios: 6

Prof: Quantos triangulos?

Vaérios: 4

Prof: Deu dois a menos; 6-2=4; ao experimentarem em varias figuras :4
lados 2 tridngulos, 6 lados 4 triangulos, ...

Francisca: ahhhhhh.
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Mais uma vez surge a dificuldade dos alunos repararem num padrédo, por isso, a
professora refere que é preciso organizar os dados de forma a vé-los todos para assim
procurar um padrao.

A Daniela, aluna dos mesmo grupo da Francisca e do Miguel, questionou porque

é que a Rita afirmava ser o nimero minimo de triangulos e a Rita explicou.

Rita: Isto pode-se dividir em mais triangulos.

Prof: Posso arranjar aqui outros triangulos, mas esses ndo me interessam
porque vao ter angulos que ndo pertencem aos angulos internos da figura.
Daniela: Mas podiamos fazer menos triangulos. Podia nao dividir em 4,
podia dividir...

A Daniela achou que ainda era possivel decompor o poligono num nimero menor
de tridngulos e a professora mostrou-lhe, apagando uma das linhas, que se o fizer ndo
fica s6 com triangulos. Este grupo ndo explorou e agora precisa de tempo para refletir
sobre as questOes. Essa necessidade reflete um progresso, porque a Daniela ndo
costumava saber questionar-se. Dizia apenas ndo percebo nada ou tenho dificuldades em
tudo. A forma como se questionou sobre o que é ser niUmero minimo nesta situacéo
revela estar a raciocinar € a organizar o seu pensamento em torno do que é dito na

situacao.

Prof: N&o porque se eu nao dividir aqui este ndo € um triangulo. Tem
1,2,3,4 lados esta aqui um quadrilatero.

Daniela: Mas se tirar uma outra do meio.

Beatriz: N&o da Daniela.

Prof: Podes arranjar outra maneira de dividir, mas se eu ndo puser uma
destas linhas ndo fico s6 com tridngulos.

O Antonio sugeriu outra forma de decompor que consistia e comegar por outro

vértice e a professora aproveitou para Ihes mostrar que ficavam com o mesmo nimero

de triangulos

Antonio: Em vez de ser desse lado, de outro angulo.

Prof: Ah, sim eu podia ter partido deste vértice, por exemplo. Mas isso
tanto faz, vamos ver se ndo da igual. Se eu comecar deste continuo a ter 4
triangulos. 6 lados 4 triangulos. Posso escolher o vértice que quiser.
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Apos estes esclarecimentos importantes, que ndo ocorreram no seio dos grupos,
voltou-se a questdo da prova. Saliente-se que esta discussdo pormenorizada com revisdo

dos processos e com os alunos interessados neles ndo foi possivel nas outras tarefas.

Prof: E agora? Como provamos que para qualquer poligono temos n — 2
triangulos, sendo n o numero de lados. O que é que neste processo faz
com que ao desenhar s6 haja n-2 tridangulos?

Antoénio: mmmmmmmmm

Mariana: Porque ndo deve haver nenhum poligono que sé tenha um
triangulo.

Prof: ha o triangulo.

Beatriz: Porque estamos a unir quatro. Aqui no triangulo 4 tem dois
lados da figura

Prof: Podes vir c4, se faz favor? Senta-te Rita.

Entretanto o Miguel insistia poder decompor um triangulo em dois triangulos. A

professora respondeu ao Miguel e exemplificou com um desenho no quadro.

Miguel: O stora um triangulo da para dividir em dois.

Prof: N&o consegues dividir em 2 sem arranjar mais angulos 1a dentro, tu
queres que os angulos pertencam ao poligono.

Miguel: Sim sim, pois.

O Antonio deu um pulo e disse ja ter percebido porqué. Estava ansioso por falar.

A professora pediu-lhe que esperasse que a Beatriz acabasse.

Antonio: Ja percebi.
Prof: entdo espera ai deixa a Beatriz falar.
Beatriz: por exemplo aqui.

A Beatriz apontou para o hexagono desenhado no quadro e decomposto em quatro

triangulos.

Prof: Sim. Diz la.

Beatriz: Temos 2 lados da figura e apenas um triangulo e aqui também
temos 2 lados da figura e aqui estamos a unir 2 lados ao vértice que sobra
dai os 4 triangulos.

Antonio: Eu ia dizer outra coisa...

Prof: Como é que explicas isso para um qualquer, Beatriz?

A Beatriz aproveitou o quadrilatero desenhado no quadro.

145



Beatriz: neste por exemplo, estamos a unir 2 lados: 2 lados 1: 2 lados:
outro triangulo, 2 triangulos. Aqui [no mesmo] 2 lados da figura 1
triangulo, aqui 2 lados 1 tridngulo. Agora este: nds queremos dividir em
triangulos e estdo 2 triangulos...A Maria esta a dizer que ndo justifica.
No meu entender como usamos 2 lados da figura para fazer 1 tridngulo
estamos a diminuir o nimero de lados no nimero de triangulos.

Prof: consegues escrever isso de alguma maneira? Estas a partir de uma
figura genérica, tens n lados e agora estas a dizer que...

Beatriz: Juntamos 2 lados e s6 d& 1 triangulo.

Prof: consegues ir mais longe com isso?

Beatriz: ...

Prof: vai pensar um bocadinho

A Beatriz ndo conseguiu explicar de forma clara o que ela conseguiu visualizar:
num poligono com n lados ha 2 tridngulos que usam dois lados da figura cada um e
todos os outros tridngulos so partilham 1 lado com o poligono pelo que o nimero de
triangulos € n-2. A figura 60 pretende mostrar que os dois triangulos sombreados sdo 0s

anicos que partilham 2 lados com o poligono enguanto os outros triangulos so partilham

1 lado com o poligono.

Figura 60 — Poligono exemplo para a generalizacdo da Beatriz

O Antonio deu outra explicacdo que parece a mais simples para que todos os

alunos acompanhem o raciocinio.

Anténio: Eu vi, reparei, que escolhe-se um vértice e faz-se triangulos
com todos os vertices menos com 2 e aqueles 2 angulos ao lado néo se
ligam ao fazer um tridngulo e talvez seja por isso que vao ser menos 2
triangulos.

O Antdnio estd a descrever um processo que ndo se refere a um caso particular.
Todas as relagbGes sdo descritas de forma genérica. A professora incentiva a que o

Antonio registe o que disse, explicando ser importante que todos sigam o raciocinio. O
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Antonio hesita em escrever e a professora tira apontamentos do que ele diz para depois
reverem em conjunto com toda a turma. Quando o Antonio repete o raciocinio explica
desenhando ao mesmo tempo.

A Liliana ndo notou qualquer diferenca entre a explicacdo da Rita e a do Antdnio.
Isso quer dizer que para ela a explicacdo dos casos especificos é a mesma que a

explicacdo do caso geral.

Liliana: O stora e ndo é o mesmo que a Rita esteve a fazer?

Prof: a Rita, o grupo dela, fez uma conjetura que parece estar correta,
mas sé esta provado quando eu conseguir mostrar que é verdade para
qualquer poligono. Imagina que um poligono tem 101 lados. Como
mostras que desta forma o decompdes em 99 triangulos? Tens que partir
para uma justificacdo que durante o processo de construcdo te garanta
que em qualquer poligono vais ter sempre menos 2 triangulos. Tinhamos
uma conjetura e isto ja é uma prova.

Antdnio: em qualquer poligono € impossivel fazer um triangulo com os
2 angulos ao lado, ndo se consegue.

Prof: estdo convencidos?

Varios: sim.

Miguel: n&o.

Antonio: a Unica linha que liga um angulo ao outro é esta. Eu ndo posso
fazer, chegar aqui e fazer isto.

O Miguel é natural que nédo esteja convencido, pois 0 Miguel tem dificuldades em
interpretar uma figura como um caso genérico. Logo a prova nao esta ainda ao alcance
do Miguel.

Esta prova ndo foi compreendida por todos mas proporcionou uma experiéncia de
prova apos a exploragdo por indugdo através de um argumento geral.

A formulacdo de uma prova foi possivel através de um argumento, neste caso
verbal, que explicou porque se teria sempre um decréscimo de 2 triangulos
relativamente ao ndmero de lados. E certo que apenas dois alunos foram capazes de
tentar formular um tal argumento, mas todos foram expostos a este processo. Esse
argumento € genérico pois € representativo do que ocorre quando se divide um qualquer
poligono convexo em tridngulos cujos angulos internos pertencem aos angulos dos
poligonos.

Os processos de raciocinio da turma serdo sintetizados de seguida e de acordo

com as categorias de analise do raciocinio matematico, mas de uma forma mais global.
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5.3 Sintese global e subcasos

O raciocinio matemético na descoberta envolveu todo o processo desde a
identificacdo de uma situagdo matematica a trabalhar até a prova dessas mesmas
descobertas. Neste estudo o objetivo foi o de perceber como os alunos raciocinaram ao
longo desse processo. E claro que trés tarefas sdo insuficientes para que os alunos
aprendam a raciocinar, mas ao experimentarem descobrir matemética estdo a
desenvolver o raciocinio.

Na preparacdo da investigacdo, como ja foi referido na seccdo de metodologia,
foram considerados fundamentais para o desenvolvimento desta experiéncia trés
aspetos: estabelecer normas de trabalho individual e coletivo; otimizar a capacidade de
trabalho de cada aluno através da gestdo da constituicdo dos grupos de trabalho; e
proporcionar na aula de matematica atividades abertas de forma a promover a discussao
dos raciocinios.

As normas de trabalho estabelecidas ao nivel do trabalho do pequeno grupo foram
compreendidas pelos alunos. Os grupos de trabalho, na generalidade, funcionaram bem.
Houve uma maior dificuldade em cumprir as normas de trabalho com o grupo turma.
Inicialmente os alunos sentiam a necessidade de se dirigirem ao professor em vez de
falarem para todos e ndo havia uma verdadeira interacdo entre todos os presentes. Estes
aspetos foram melhorando, mas no final do estudo ainda persistiam algumas
dificuldades a esse nivel.

A recolha de dados sobre o raciocinio dos alunos quando trabalhavam em grupo
permitiu que a investigadora se apercebesse da forma como os alunos interagiam uns
com os outros. De acordo com esses dados a investigadora geriu os grupos de trabalho
por forma a criar as melhores condi¢bes para que cada aluno desenvolvesse 0 seu
raciocinio matematico. Os grupos de trabalho nas trés tarefas sdo os listados na tabela
10.

A investigadora percebeu que cada aluno s6 exprimia 0s seus raciocinios se ndo
estivesse com um colega reconhecido por si como uma “autoridade”, pelo que passou a
juntar, alunos com um nivel semelhante de conhecimento matematico.

Para alguns alunos esta estratégia foi fundamental pois passaram a desempenhar
um papel mais ativo durante a atividade matematica. Os alunos nessa situacao foram os
seguintes: Manuel, Miguel, Joana, Isabel, Isa e Gabriela. Apenas na segunda tarefa em

que a Joana faltou € que a Isabel, a Isa e a Gabriela ndo ficaram juntas e voltaram a
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silenciar por estarem com elementos com melhor desempenho do que elas a
matematica.

O Manuel ndo era levado a sério pelas raparigas do seu grupo, dado que
habitualmente mantinha 0 mesmo registo de fala quando brincava ou falava. Ao mudar
0 Manuel para um grupo com 0s Seus amigos este teve mais espaco para partilhar os
seus raciocinios.

O Miguel participou muito pouco na primeira tarefa tendo a investigadora
inicialmente ficado convencida que a causa do siléncio do Miguel se devia a presenca
do gravador. Mais tarde, a investigadora percebeu que era um problema de interacéo
com os elementos do grupo e quando o juntou com outros elementos o Miguel passou a
participar ativamente e a esclarecer as suas davidas.

Ao longo das atividades sobressairam pela passividade alguns alunos, pelo facto
de participarem pouco em qualquer grupo em que estivessem. Os alunos que se
enquadraram nesse perfil foram a Sofia e a Mariana. A participacdo destas alunas era
apenas de circunstancia. As duas alunas eram inseguras, tinham receio da exposi¢édo e
mantinham-se numa posicéo de defesa sem conseguirem lidar com o erro.

A entrevista do Miguel revelou a importincia que teve para ele o
acompanhamento a nivel psicoldgico realizado ao longo do ano. O Miguel referiu como
foi importante para ele estar num grupo em que se sentisse bem, pois caso contrario ndo
participava. O Miguel acrescentou que quando trabalhava com os alunos melhores,
como a Rita, ndo sentia necessidade de pensar.

Miguel: No grupo da Rita foi diferente. Tem uma maneira de pensar
mais avancada. E aquilo e aquilo e esta tudo certo e entdo nem me dou ao
trabalho de pensar.

O Miguel referiu, também, na entrevista como os elogios da professora as suas
capacidades o motivaram para a disciplina.

O caso das alunas Isa, Gabriela, Joana e Isabel também é revelador da importancia
da gestdo dos grupos de trabalho. Estas alunas tinham um desempenho fraco na
disciplina e conseguiram raciocinar quando ficaram juntas no mesmo grupo. Na
entrevista realizada a Isa quando a professora/investigadora a questionou sobre qual foi
0 grupo em que se sentiu melhor ela respondeu ter sido no grupo constituido pelas
alunas Isabel, a Gabriela e a Joana. A professora pediu-lhe para esclarecer essa

afirmacdo e a Isa respondeu: “Porque acho que temos todas a mesma forma de pensar.
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Somos assim um bocado fechadas e entdo ajudou-nos a falar.” A conversa sobre o
assunto continuou e a Isa explicou como ndo conseguia acompanhar a atividade
matematica realizada no grupo quando estava com alunos melhores. A Isa achava que a
maioria dos seus colegas sabiam mais matematica do que ela, pelo que a professora a
colocou em grupos com elementos com um nivel semelhante ao nivel dos seus

conhecimentos matematicos.

Tabela 10 — Variacdo da formacédo dos grupos de trabalho nas trés tarefas

Elementos constituintes dos grupos

Tarefa 1

“A procura de dizimas finitas”

Tarefa 2

“A area de um retdngulo

especial”

Tarefa 3
“Angulos internos de um

poligono Convexo”

Isa, Isabel, Gabriela, Joana

Isa, Isabel, Rosa, Antonia

Isa, Joana, Gabriela, Isabel

Antoénio, Daniela Sofia Rosa

Antoénio, Daniela, Francisca, (Mariana-
faltou)

Anténio, Maria, Rosa, Sofia

Paulo, Maria, Beatriz

Rita, Maria, Beatriz, Paula

Miguel, Francisca, Daniela, Mariana

Liliana,Manuel, Paula, Francisca

(faltou na 22 aula)

Liliana, Sofia, Gabriela, (Joana—faltou)

Liliana, Paula, Anténia, Manuel

Antodnia, Rita, Miguel, Mariana

Manuel, Miguel, Paulo

Rita, Beatriz, Paulo

*0s nomes a negrito sdo aqueles que deram a designacao ao grupo na respetiva tarefa

O trabalho que foi desenvolvido em termos de monitorizacdo do trabalho de
grupo, ao longo de todo o ano, permitiu a progressdo dos alunos relativamente ao
desenvolvimento das capacidades para trabalhar em grupo.

A metodologia de investigacdo proporcionou aos alunos a oportunidade de
explorar em pequeno grupo e partilharem/ discutirem em turma os seus raciocinios. A
envolvéncia dos alunos na aula de matematica, durante a realizacdo de tarefas de
investigagdo, em nada se comparou a forma passiva, como muitos dos alunos,
anteriormente estavam numa aula. Infelizmente, ndo é possivel afirmar que todos
estiveram tdo envolvidos como se gostaria, mas € indiscutivel que todos estiveram mais
envolvidos. O Anténio tinha sido o Unico aluno a afirmar no inicio do ano que nao
gostava de matematica como ja foi referido na subseccdo 5.1 Caraterizacdo do caso
turma). Ao longo desta experiéncia mudou de ideias e afirmou varias vezes que assim
gostava das aulas, referindo-se & dindmica da metodologia de investigacdo na aula de

matematica.
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No decorrer da realizacdo das investigacfes matematicas aconteceu de, por vezes,
as lacunas de conhecimento dos alunos impossibilitarem que raciocinassem. Como o
tema matematico da tarefa variou ndo é possivel seguir, ao longo do estudo, o
desenvolvimento do conhecimento mateméatico dos alunos em paralelo com o
desenvolvimento do raciocinio. Contudo, as dificuldades dos alunos, diagnosticadas ao
longo do estudo, foram alvo de atencdo da professora durante as aulas de matematica no
decorrer da lecionacéo das respetivas unidades tematicas.

De modo a que o leitor figue com uma visao global do estudo sera realizada uma
sintese da atividade matematica dos alunos segundo as categorias de analise do

raciocinio matematico.

Da conjetura a generalizagao

A segunda e a terceira tarefas davam algum apoio ao aluno para explorar. Esse
apoio da segunda tarefa consistia na representacdo geométrica do objeto matematico
permitindo visualizar relacdes. Na primeira tarefa o Gnico apoio foi 0 uso da maquina de

calcular.

Processo de conjeturar

Na primeira tarefa, “A procura de dizimas finitas”, a exploragdo em pequeno
grupo foi dominante no tempo global da tarefa. Depois da longa e ardua experiéncia de
investigacdo, na primeira tarefa, nas outras tarefas os alunos aceitaram facilmente
investigar.

Relativamente ao nuimero de particularizages registadas verificou-se que 0s
alunos registaram poucos casos. Pensaram em mais casos, mas ndo os registaram. Por
exemplo, na primeira tarefa, experimentaram muitos denominadores na maquina de
calcular que nao foram registados. Verificou-se também que os alunos ndo organizaram
0s casos. SO através da orientagdo da professora, na segunda aula, é que
particularizaram de forma mais sistematica e organizada. Na terceira tarefa o facto de
terem de desenhar poligonos cada vez com um maior numero de lados constituiu um
obstéculo a particularizacéo.

A falta de registo prejudicou a formulagédo de conjeturas, pois para percecionar o
padrdo € necessario observar e desenvolver a capacidade reparar. Sobressai ao longo da
atividade matematica descrita que os alunos tiveram mais facilidade em encontrar o

padrdo dos dados na segunda aula da primeira tarefa “A procura de dizimas finitas” e na
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segunda tarefa “Um retdngulo especial”. Analisando a forma como os alunos
procuraram o padrdo da situacdo em todas as tarefas verifica-se que, nas duas tarefas
mencionadas, os alunos registaram os dados ficando com uma base de observacdo dos
mesmos. Conclui-se, assim, que o problema da procura de padrdes esta relacionado com
a falta de registo organizado dos dados. Salienta-se que, na segunda aula, da primeira
tarefa, foi a professora que introduziu uma organizacdo em forma de tabela e, na
segunda tarefa, o esquema de apoio do enunciado permitia que desenhassem por copia
do modelo para cada uma das concretizagdes realizadas. Nas outras tarefas, os alunos
encontraram o padrdo dos dados quando a professora foi aos grupos e 0s gquestionou
sobre quais eram os dados. Os alunos para responderem a professora reviram os dados e
encontraram o padréo. Estes factos apontam para a hipo6tese de os alunos ndo possuirem
no seu “stock” formas variadas de representagdo que possam ser mobilizadas de forma
autdbnoma em cada situacao.

Depois de encontrarem o padrdo, os alunos tinham de estabelecer uma relacéo
geral (uma conjetura) e é possivel ver, ao longo da atividade, o esforco por eles
dispendido e, como geralmente a verbalizacdo da relacdo através de casos concretos
precedeu a chegada a relacdo geral.

A generalizagdo na segunda aula da primeira tarefa foi realizada de forma mais
cuidadosa a partir da observacdo de muitos dados, organizados em tabelas, e alguns
alunos escreveram expressoes algeébricas para traduzir as relacdes gerais. Essas relacfes
foram traduzidas com facilidade a partir da observacdo do numero decomposto em
fatores primos. Nesse caso, a traducdo da lei geral é diretamente observavel. O grupo da
Liliana na segunda aula da primeira tarefa escreve uma expressao algébrica diferente
para a mesma sequéncia em que 0s em termos estdo representados pelo seu valor ou
pela relagdo de um termo com o seguinte (ver figura 33). Escreveram de forma errada a
expressdao geral da sequéncia 10, 20, 40, 80, ... como 2n, em que n representava o
termo anterior ndo conseguindo expressar uma relacdo geral apenas dependente do
processo de formacdo. Os alunos ndo compararam as duas expressdes. uma das
expressdes € recursiva e a outra é a traducdo do padréo realcado pela decomposi¢ao em
fatores primos. Este facto revela, para além de dificuldades algébricas, dificuldades em
relacionar os diferentes termos de uma sequéncia pela sua lei de formacao.

Verificou-se que os alunos ndo tiveram dificuldades em formular conjeturas nem
em refuté-las cada vez que surgiu um contraexemplo. A consequéncia da facilidade com

que este processo ocorreu, comegou a tornar-se evidente quando foram refutadas
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conjeturas que enunciavam propriedades que pertenciam aos denominadores daquelas
fracdes que originavam DF. Por exemplo, a conjetura formulada “as fragcdes DF tém o
denominador par” foi refutada com o contraexemplo denominador 6 que nao ¢ do
dominio dos denominadores DF.

Quanto & formulacdo logica do enunciado da conjetura, os alunos usaram
equivaléncias o que traduz pensarem que a regra que encontrassem serviria para todos
0s casos. A Rita formula a conjetura de poténcias de 2 como uma implicacdo, denotando
perceber que pode haver outras regras. Quando confrontados com as diferengas entre as
duas formulag@es os alunos ndo reagem. Ha no entanto, evidéncias de modificacdo das
formulacdes subsequentes.

Na formulacdo das conjeturas o dominio de aplicacdo das mesmas foi na maioria
das vezes respeitado, mas por vezes o dominio ndo foi referido na conjetura.
Curiosamente foi o grupo da Maria, na primeira tarefa, ignorou o dominio de aplicacdo
da conjetura. A hipotese de que apenas o tivessem ignorado na forma escrita, mas que
soubessem qual é o dominio de aplicacdo, é refutada quando foram buscar um caso
(denominador 15) fora do dominio dos denominadores que originam DF para verificar.
Na segunda aula esse aspeto melhorou, pois os alunos ao fazer uma particularizagédo
mais sistematica ja so registaram denominadores que originavam DF.

Foi preciso que os alunos reformulassem as conjeturas e para isso tiveram de
deixar de as formular como equivaléncias. Os enunciados escritos das conjeturas
traduziram de forma coerente o pensamento dos alunos através do uso adequado de
quantificadores nas frases e das operagdes logicas de implicagdo e de equivaléncia.
Quando, na primeira tarefa, a professora colocou duas conjeturas em confronto, em que
uma estd formulada como uma equivaléncia e a outra como uma implicacdo, pretendia
tornar evidente as diferencas entre as duas operacGes insistindo na ldgica da frase.
Depois deste episddio ndo voltaram a surgir conjeturas escritas como equivaléncias.
Conclui-se que as formulagcbes de equivaléncias ndo eram um problema de ndo saber
I6gica matematica, pois traduziram corretamente a ideia, dos alunos, de que haveria
uma unica lei a descobrir.

Para além do aspeto da formulacdo da conjetura tinham de aprender a restringir o
dominio da conjetura barrando as excec¢des que surgiam. Por exemplo, a propriedade de
os denominadores serem poténcia de 2 mantinha a propriedade de ser par e barrava
outros nimeros pares tal como o referido contraexemplo 6. No entanto este processo

requeria conhecer as regularidades das poténcias, neste caso, de base 2 ou conseguir
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percecionar o0 processo de gerar cada termo e traduzi-lo por uma expressdo geral. Os
alunos ndo conheciam as regularidades das poténcias de base 2 e a professora ajudou-0s
a generalizar através da observagédo do processo de formacao dos termos da sequéncia.
A funcdo dos contraexemplos reveste-se de grande importancia no processo de
conjeturar e os alunos ndo estavam despertos para essas funcdes o que é natural, uma
vez que € a primeira vez gque investigam. Nos testes realizados as conjeturas através de
contraexemplos a funcéo destes foi o de refutar e de restringir o ambito de aplicacdo da

conjetura atraves de reformulacéo.

Nivel de prova

Verificou-se que, de uma forma geral, na primeira tarefa os alunos generalizavam
com demasiada facilidade sem explorarem o suficiente e também que cada vez que
surgia um contraexemplo abandonavam a conjetura. Apenas as alunas do grupo da Isa
revelaram um nivel de prova mais avancado do que o nivel de empirismo naif testando
mais casos e mostrando duvidas quanto a veracidade da conjetura. O erro cometido no
processo de conjeturar criou a necessidade de comprovar muitos casos.

Na segunda tarefa o nivel de prova de todos os grupos continuou a ser de
empirismo naif exceto o do grupo da Liliana e do grupo da Maria. No grupo da Liliana
o nivel de prova foi o exemplo genérico e experiéncia crucial. Os dois niveis de prova
coexistiram, pois as alunas sentem necessidade de verificar a generalizagdo com mais
um caso. O grupo da Maria nesta tarefa, manteve-se no nivel da experiéncia conceptual.

Na terceira tarefa o nivel de prova de muitos alunos ainda se mantém no nivel de
empirismo naif, mas o grupo da Maria esta no nivel de experiéncia crucial, porque

verificaram um caso especial.

Natureza dos raciocinios e padrées de raciocinio
Na primeira tarefa, os raciocinios envolvidos na fase de exploracdo foram,
sobretudo indutivos. SO0 houve raciocinio dedutivo na acdo de os alunos
particularizarem a partir de uma relacdo geral. Houve também analogias relativamente a
formulacdo da conjetura de poténcias de 5 como anéloga a conjetura de poténcias de 2.
Os raciocinios da maioria dos alunos, na primeira tarefa, enquadraram-se
inicialmente no padrdo de verificacdo cientifica de rendicdo, de barramento de excecdes

e de monster barring. Ainda na primeira tarefa ocorre o raciocinio de analise da prova
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quando os alunos se enganam e depois reanalisam todo o raciocinio para encontrar o
erro e descobrem uma lei geral.

Na segunda tarefa, os raciocinios dos grupos foram, maioritariamente, de
verificagdo cientifica. No entanto, no grupo da Liliana e no grupo da Maria 0s
raciocinios realizados enquadraram-se no padrdo de raciocinio: dedugdo — conjetura -
teste ciclico. No grupo da Maria as alunas conjeturaram com base nas relagcdes gerais
entre as areas chegando a uma generalizacao provada matematicamente por elas.

Na terceira tarefa os raciocinios foram indutivos e enquadraram-se no padrao de

verificagdo cientifica.

Da justificacdo a prova
O nivel de prova dos alunos no inicio do estudo era de empirismo naif
Ao longo das trés investigacOes a prova foi-se tornando mais explicita e foi sendo

promovida a ideia de que ndo se prova através de argumentos empiricos.

Questionamento
No processo de conjeturar da primeira tarefa, a justificacdo ndo acompanhou o
processo, pelas razdes ja referidas de a investigagdo se ter afastado da estrutura

matematica da fracdo. Na primeira tarefa na discussdo com toda a turma chegou-se a
. . ~ 1 -
descoberta de quais os denominadores das fra(;oes; a que correspondiam DF sem

qualquer justificacdo para o facto. A professora tinha incentivado alguns grupos a
pensar sobre a justificacdo recorrendo ao algoritmo da divisdo, mas foi no final da
segunda aula e ndo ficaram a compreender. A justificacdo de ser DF ndo tinha emergido
nos seus raciocinios por a exploracao se ter afastado da estrutura matematica da fragéo.
Em vez disso os alunos tinham procurado as carateristicas apenas dos denominadores da
fracdo. Este aspeto provocou uma rutura entre 0 processo de conjeturar e o processo de
provar, o que prejudicou o desenvolvimento da noc¢éo de prova dos alunos.

Durante a discussdo a professora explicitou, mais do que uma vez, a necessidade
de provar por exaustdo todos os casos e referiu que para provar que uma afirmagéo é
falsa basta um contraexemplo.

Na segunda tarefa “A area de um retangulo especial” houve a preocupacao de que
fosse possivel os alunos provarem, o que dependia da tarefa propiciar unidade cognitiva
entre 0 processo de conjetura e processo de prova. Para isso a justificacdo tinha de
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emergir no processo de conjetura. Assim, a segunda tarefa fez parte de uma sequéncia
de tarefas em que a manipulacdo algébrica de expressdes com variaveis foi trabalhada
por forma a melhorar as lacunas existentes de manipulacdo de expressdes algébricas
assim como melhorar as capacidades de generalizagdo. A maioria dos alunos, nesta
segunda tarefa, formulou uma primeira conjetura com base na observagdo da figura do
enunciado e depois iniciou a exploracdo particularizando. A partir da analise dessas
particularizacdes reformularam a conjetura. A forma como aceitaram a sua conjetura
como valida confirmou que os alunos achavam que se provava com base em
argumentos empiricos e que provar dependia do nimero de casos verificados.

As alunas Maria, Rita, Beatriz, Paula e Liliana, Sofia e Gabriela provaram sem
recorrer a particularizacdo. Em vez disso trabalharam com as medidas genéricas
atribuidas no esquema do enunciado da tarefa. Estas alunas durante o trabalho em grupo
chegaram a prova. Assim, quando se chegou a fase de construgdo da prova com a turma

elas puderam auxiliar no processo.

Construgéo da prova
Na primeira tarefa ndo foi possivel construir a prova coletivamente pelo facto, ja
referido, de ndo haver unidade cognitiva entre os argumentos produzidos na fase de
exploracdo e a subsequente fase de justificacdo e prova. A professora percebeu que

psicologicamente os alunos ndo reuniam condicOes para rever todo o processo e fazer a
. o . . ~ 1
ligacdo da conjetura com a estrutura matematica das fracdes -

As questdes emergentes que resultaram da implementacdo da primeira tarefa
diziam respeito a tentar perceber o que tinha provocado a rutura entre um processo e
outro e de que forma é que os alunos podiam provar uma generalizagdo que provinha de
uma exploragao indutiva.

Na segunda tarefa o grupo da Maria prova a generalizacdo, pelo facto de no
processo de conjetura emergirem todas as justificages necessarias para a prova.

Na fase de discusséo, a professora quis deixar bem claro o que se entendia por
provar dizendo que € preciso provar para todos os casos. Mas quando coloca a questdo a
turma sobre como € que podem provar os alunos respondem “com letras” e a professora,
referindo-se aquela tarefa, justifica esse facto dizendo “porque as letras podem tomar
qualquer valor”. A professora fez, sem querer, passar a ideia de que foi possivel provar

por se ter usado expressGes com variaveis. Nesta tarefa a prova para todos os casos foi
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elaborada com base num esquema dinamico em que as medidas sdo genéricas e ndo ha
qualquer aluséo a casos particulares.

Refletindo sobre o desenvolvimento da prova a investigadora apercebe-se da
necessidade de mostrar aos alunos que é possivel provar quando se explora um
problema por processos indutivos. A investigadora planificou, entdo, uma terceira tarefa
que remeta para uma exploracdo indutiva que permitisse construir coletivamente a
prova. Aconteceu, porém, que varios fatores prejudicaram as intencbes da
investigadora: o facto de os alunos terem uma visita de estudo no unico dia possivel
para realizar a investigacdo e a sugestdo dada pela professora para tornar mais breve o
processo de conjetura ndo ser do conhecimento de alguns alunos. No entanto, foi
possivel gerir estes constrangimentos através de atribuir menos tempo para 0s grupos
explorarem e fazer uma discussdo mais aprofundada revendo todo o processo de
conjetura. Nesta tarefa, por ser geométrica, a justificacdo facilmente emergiu do
processo de conjetura. Na discussdo em turma pretendia-se, entdo, chegar a prova.

Contudo, verificou-se que na terceira tarefa houve muitos alunos que néo
chegaram a compreender porque é que o nimero de lados excede em duas unidades o
nimero de tridngulos que decompunham a figura. Este facto deveu-se aos atrasos
provocados pelas lacunas de conhecimento de alguns grupos prejudicando a exploragao
e também devido a limitacdo de representacdo, no papel, de poligonos com um elevado
nimero de lados. Na fase de discussdo a professora provocou os alunos para
explicitarem os seus raciocinios e os justificarem. Deste modo foi possivel rever todo o
processo de conjetura fazendo a ligagdo com a estrutura matematica da situagéo.

Para isso a professora teve de se esforgar bastante para conseguir provocar a
discussdo. Os alunos estavam convencidos da veracidade da generalizacdo feita e foi-
Ihes explicado que s estava provado se a acompanhar a generalizacdo houvesse um
argumento genérico que explicasse que aquela conjetura era verdade para todos os
casos. Para conseguir que os alunos avangassem no sentido de provar, a professora
optou por fazer o papel de cética argumentando contra as hipoteses colocadas. Ao fazer
isto os alunos comecaram a defender-se e a explicitar raciocinios que ainda ndo tinham
sido verbalizados, como por exemplo, em que condi¢fes é que decompor 0s poligonos
em tridngulos era proficuo na situagdo. A prova foi apresentada na forma de um
argumento narrativo genérico.

A construcdo coletiva da prova foi dificil, pois s6 a Beatriz e o Antonio

conseguiram distanciar-se dos casos concretos e falar de um poligono convexo genérico
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e das razbes de veracidade do padrdo reconhecido. No entanto, todos os alunos
contactaram com 0 processo de prova.

Com vista a aprofundar a visdo do leitor serdo apresentados os resultados do
estudo relativamente a quatro alunos complementando os resultados do caso com uma
perspetiva individual e psicolégica do aluno.

As evidéncias do raciocinio dos alunos encontram-se na secdo anterior de

apresentacdo e discussdo dos resultados da turma.

Os subcasos
Os quatro alunos que aqui vao ser referidos sdo: O Antonio, a Rita, a Liliana e a

Maria.

O Antonio

Este aluno passou a gostar da disciplina de matematica devido a possibilidade de
desenvolver argumentacGes. A sua baixa autoestima relativamente em relacdo a
disciplina de matematica explica porque é que o Antdnio se mostrou espantado por ter
conseguido raciocinar. As suas expressfes de espanto documentadas na seccdo de
resultados do estudo sdo evidéncias desse facto.

O Antonio esteve bastante envolvido na realizacdo da primeira tarefa, mas a
investigadora percebeu que ele dependia da professora para se manter a raciocinar. No
final da primeira aula a professora tinha sintetizado 0s aspetos que 0S grupos
precisavam de melhorar. A professora foi explicita nas criticas ao trabalho do grupo do
Antonio no que respeita a falta de registos e capacidade de tomar em consideracdo o
trabalho anterior organizando os raciocinios.

O Antoénio foi o aluno que revelou uma maior ligeireza a generalizar como se
mostra na sec¢@o anterior em que o aluno generalizou sem se apoiar em registos e com
base em poucos dados. A capacidade do Antonio de percecionar aspetos comuns aliada
a sua capacidade de comunicacdo oral fazia com que ele ndo sentisse necessidade de
registar e generalizasse com ligeireza.

Propositadamente, na segunda tarefa a professora deu-lhe menos atencdo para
verificar se o aluno tinha melhorado esses aspetos. Verificou-se que o aluno se
desconcentrou com muita facilidade conversando sobre outras coisas. Concluiu-se que o
Antonio ndo melhorou as suas capacidades de registo e que a sua concentragdo era

conseguida mantendo um didlogo constante sobre os raciocinios realizados. Isto, porque
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as capacidades de comunicagdo oral e 0 encadeamento de raciocinios do Anténio eram
bastante bons. O aluno sintetizava as ideias com alguma facilidade e mantinha um
discurso logico. Estas carateristicas faziam com que o aluno desse menos importancia
aos registos escritos e estivesse sempre ansioso por discutir, sobretudo com a
professora. A investigadora teve, entdo, a ideia de o juntar com a Maria, na terceira
tarefa, com o objetivo de o manter mais concentrado. Na verdade, durante a terceira
tarefa e apesar de os alunos terem acabado de chegar de uma visita de estudo, o Antonio
manteve-se mais concentrado. Analisando a forma como o Antoénio trabalhou no grupo,
tornou-se claro que ele cooperou no trabalho de grupo raciocinando em conjunto.

A fase de discussdo com toda a turma era a fase em que o Antdénio sobressaia.
Mesmo que ndo tivesse estado muito concentrado na fase de conjeturar conseguia
contextualizar-se rapidamente e raciocinar com base nos argumentos apresentados por
quem estivesse a apresentar. A sua facilidade em comunicar de forma sucinta as
relacdes a que chegava permitiam-lhe rapidamente estruturar uma justificacdo genérica.

Na fase de discussdo ele refere-se aos poucos exemplos que o grupo trabalhou
como sendo muitos. Ou seja, ele achava que chegavam.

Na discussdo da terceira tarefa € o Antdnio que traduz oralmente a condicdo
necessaria para que se possa aproveitar a decomposicdo de um qualquer poligono
convexo em triangulos: “[deve-se decompor o poligono] de forma a que os angulos
interiores dos tridngulos também sejam os angulos interiores do poligono.”

Na construcdo da prova com toda a turma o Antonio na primeira tarefa ri-se por a
professora lhes perguntar qual a explicagdo para a conjetura formulada. Na segunda
tarefa esteve desconcentrado e na terceira tarefa ele consegue provar. Analisando a
prova que o Anténio fez percebe-se que a sua facilidade em ver relagbes gerais lhe
permitem verbalizar raciocinios rapidamente. Estdo aqui envolvidas duas capacidades:
notar relagdes e comunicar essas relagdes. Segundo Balacheff (1987) a passagem da
prova pragmatica para a conceptual faz-se através da linguagem. Quando o Anténio
verbaliza o seu raciocinio fa-lo de forma geral. Ndo ha qualquer indicacao de se estar a
referir a exemplos particulares. Ele explica que se escolhe um vértice da figura e que se
formam tridngulos ao unir cada dois vértices, mas que ndo é possivel formar tridngulos
com os dois lados adjacentes ao vértice escolhido. Em contraste, a Beatriz ndo foi capaz
de explicar distanciando-se dos casos particulares.

Concluiu-se que o Antonio raciocina melhor em discurso interativo com os outros,

Ou seja, promove 0 seu raciocinio através de argumentacdo. O Antonio ambicionava ser

159



advogado e quando falava sobre essa profissdo relacionava-a com argumentacao.

Concluiu-se que Antonio raciocina melhor quando tem de defender um ponto de vista.

A Rita

Na primeira aula da primeira tarefa os alunos do seu grupo ndo eram alunos em
gue a Rita confiasse do ponto de vista da matematica. Por consequéncia, enquanto
procuravam sem conseguir encontrar regularidades, a Rita foi bastante intolerante com
0s seus colegas de grupo. Trabalhava bem em conjunto desde que confiasse nos
conhecimentos matematicos dos colegas com quem trabalhava. A professora nas outras
tarefas colocou a Rita em grupos em que ela pudesse progredir e deixar 0S outros
progredir. Na segunda e na terceira tarefa esteve sempre acompanhada pelo menos com
mais uma das suas amigas com quem trabalhava bem.

Na primeira tarefa a Rita teve dificuldade em aceitar o ter de particularizar, mas
acaba por aceitar e acaba por fazer uma particularizacdo, em conjunto com 0 Seu grupo,
bastante sistematica e organizada.

Na segunda tarefa a Rita, em sintonia com a Maria, questionou-se sobre se para
provar seria preciso particularizar e ficou bastante satisfeita por saber que a
particularizagédo ndo faz necessariamente parte do processo de prova. Ao longo do
estudo a investigadora foi percebendo que a exploracdo indutiva era para a Rita uma
grande macada e que ela tentava sempre pensar de forma algébrica. E curioso que na
terceira tarefa a Rita sintetizou a informagdo em duas condicdes e tentou resolver a
situacdo através de um sistema de equagdes. A Rita disse assim: “O nimero de lados ¢
igual ao nimero de triangulos e sabemos que a amplitude do angulo interno mais a
amplitude do angulo externo da 180°... Um sistema!”. Mesmo quando a Rita percebeu
que precisava de fazer concretizacbes propds fazer das duas formas: algebricamente
resolvendo o sistema e usando casos de poligonos concretos. A professora nao
incentivou a Rita a explorar o sistema, apesar de poder ter interesse ver como a aluna
prosseguiria, porque o objetivo, naguele momento, era dar-lhe oportunidade para ficar a
saber como provar nas situacdes em que a resolucdo fosse uma exploracao indutiva. A
professora conversou com a Rita sobre estas questdes explicando-lhe que, quando néo
se sabe por onde comecar a investigar a concretizacdo é valiosa, pois ajuda a perceber o
que esta em causa fornecendo pistas para continuar.

Na segunda tarefa a Rita mostrou preocupagdo com a forma como iria explicar a

turma de forma que os outros compreendessem. Essa preocupacdo, segundo Yackel e
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Cobb (1998), envolve assumir a explicagdo como objeto de reflexdo o que revela uma
compreensdo mais profunda do que € uma explicacdo. Parece haver sinais de que apos a
primeira tarefa a Rita tenha comecado a preocupar-se um pouco mais com o0s colegas.

Na terceira tarefa a aluna mostrou-se irritada na fase de discusséo por a professora
pdr em causa a sua generalizacdo chamando-lhe ainda conjetura. Em sua defesa, a Rita
disse que ja tinham experimentado outros casos. Neste momento ficou claro que a Rita
nédo sabia como provar ap6s uma exploracdo indutiva.

A Rita era impaciente e muitas vezes precipitava-se na resolucdo de situagoes
matematicas pela vontade de atacar logo a situacdo sem ponderar o suficiente. A
professora aconselhou a Rita a ter mais calma e a analisar melhor a situacdo, pois o
caminho pelo qual se decide iniciar a investigacdo pode ser determinante para conseguir
obter sucesso. Para colmatar este problema a Rita contava com a ponderacdo da Maria e
da Beatriz. Estas trés alunas formaram uma verdadeira equipa de trabalho pois as trés

juntas completaram-se.

A Liliana
A Liliana foi afirmando ao longo do tempo do estudo ndo gostar de fazer
investigacOes. No entanto, a Liliana esforcou-se sempre muito na exploragédo das
tarefas. A investigadora entrevistou-a para compreender melhor o caso da Liliana. A
investigadora comeca por lhe pedir para identificar as diferencas entre as aulas de
matematica naquele ano e as dos outros anos e a resposta da Liliana foi a seguinte:

Percebemos como € que se relacionavam as coisas, ndo foi s6 dar
formulas e nds tinhamos que escrever... Sim, este ano percebi as
férmulas e de onde é que aquilo vinha.

Depois, curiosamente, quando a investigadora lhe pergunta se gostou de fazer as
investigacOes a Liliana diz ndo saber responder e depois acrescenta que ndo tem um
raciocinio rapido. A investigadora mostra-se surpreendida com o “rapido”, porque de
facto a Liliana aproveitou sempre bem o tempo para raciocinar sem ser preciso andar a
espicaca-la para esse efeito. A Liliana afirma que os outros tém um raciocinio mais
répido. Esta entrevista veio corroborar a interpretacdo da investigadora de que a aluna
tem uma autoestima baixa relativamente a matematica. A Liliana acaba por dizer que o
problema das investigacbes € o comecarem do nada. Ao distinguir exercicio de
atividade de investigacdo a Liliana refere o seguinte:

Temos o enunciado e resolvé-lo de acordo.
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As investigacOes partimos do nada, ou seja, Somos nds proprios a criar o
exercicio e a fazer as perguntas “ porqué? Porqué isto, porqué aquilo?” e
temos que chegar as respostas, ou seja, nGs somos uma espécie de
professores... Fazemos os enunciados e temos de responder.

A Liliana explica que a vantagem de realizar as investigacGes em grupo reside em
dar ideias e discuti-las em pequeno grupo. Considera também ter melhorado muito o seu
raciocinio devido a realizacdo de atividades de investigacéo.

O trabalho da Liliana foi sempre um trabalho muito sério e desenvolvido com
cuidado. Pensava muito bem nas afirmacGes que fazia e fazia um trabalho reflexivo.
Verificou-se, porém, que a maior preocupacéo dela era em conseguir resolver a situacao
problematica que tinha em maos, pois ndo conseguiu descentrar a sua atencdo desse
aspeto. A Liliana trabalhou muito com a Paula, pois entendiam-se e cooperavam muito
bem.

A Liliana respeita o seu proprio processo de aprender, pois ela ndo vai atras de
uma pista que ndo compreenda. Na primeira aula da primeira tarefa o grupo dela foi o
anico grupo que trabalhou de acordo com 0s seus proprios raciocinios, sem seguir
desvios vindos do exterior do grupo. Quando descobriram a particularidade dos
denominadores no dominio das DF serem pares ou impares, estavam a observar 0s
dados com atencdo e iniciaram autonomamente uma exploracdo. Este facto é indicador
de desenvolvimento de autonomia e questionamento.

A Liliana aprendeu a explorar as situa¢fes, a formular conjeturas e a testé-las.
Melhorou também a percecdo de padrdes, mas geralmente estabelecia relacGes
recursivas. O seu nivel de prova esta no nivel de empirismo naif pois ela considera que
por particularizacdo se prova. Alias, na entrevista ela considera que uma conjetura esta
provada.

Conclui-se que provar ndo é importante para a Liliana, ela ndo sente necessidade
de provar. Esta voltada para o desenvolvimento dos raciocinios para chegar as solucoes

e essas, para ela, ndo precisam de prova.

A Maria
A Maria tem uma boa capacidade de aprendizagem e também compreende as
intencbes educativas. A professora costumava dizer que ela refletia aquilo que os

professores ensinassem.
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Nesta experiéncia as capacidades da Maria permitiram-lhe simultaneamente
perceber como se investiga e captar a intencionalidade didatica da prova. A
investigadora confirmou essa percecao na entrevista feita.

Quanto a exploracdo da primeira tarefa, Maria revela algumas capacidades de
. . ~ . . . 1
investigadora. Fez algumas observacdes relativamente ao enunciado se referir a -

afirmando que a razdo de o numerador estar fixo em 1 € para facilitar a investigacao do
que acontece quando o denominador n varia. Revela consciéncia de ser mais facil
observar a variacdo de um parametro se 0s outros estiverem fixos. Refere também outro
aspeto importante: a organizacdo dos dados por ordem para facilitar a investigacéao.
Durante a investigacdo, Maria decidiu explorar fragdes cujo numerador ndo é 1,
experimentando os mesmos denominadores para numerador 2. Este passo parece ser
uma tentativa de confirmacdo de que os resultados da investigacdo ndo dependiam dos
numeradores. Ao fazé-lo, verificou que com excecdo dos casos em que 0 numerador é
igual ao denominador as fracdes representavam também dizimas finitas. Testou o caso
de o numerador ser 2 e verificou que vai dar com 0s mesmos ndmeros exceto com o
préprio. Quando a aluna Maria faz esta mudanga de numerador ela esta a tentar
generalizar para o caso das fracdes m/n e a particularizar para o caso 2/n ou a fazer

analogia entre 1/n e 2/n como representado na figura 61.

‘aiz gzrz

P

-
| ta

Cazoespecia Analkogo

Figura 61 — Generalizacdo, particularizacdo e analogia com base em Polya (1968,
p.15)

Considerando o processo de generalizagdo de mudanca do caso concreto do

. 1 2 - ~

numerador 1 para 2 rumo a um qualquer numerador seria: ;9;9% Mas Maria nédo
conseguiu extrair daqui qualquer conclusdo porque ainda ndo descobrira que

P A ~ 1 - .
caracteristicas tem as fra(;oes o Assim, este passo acaba por servir, apenas, para a

. ;- 1 .
convencer que quando descobrisse as caracteristicas de n que fazem com que —seja DF,
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. . 2 - ~ ;-
tera descoberto também para ~ Continuou a fazer outras exploragdes dentro do dominio
generico % conjeturando sobre aquelas cujo denominador € multiplo do numerador. Esta

exploracdo para as fracdes mais gerais% denotou preocupacdo em perceber o contexto

global em que se insere a tarefa.
Quando entrevistada, Maria confessa a sua desconfianca inicial face as tarefas do

tipo investigativo.

Maria: Muitas, principalmente nas atividades e assim que nos fizemos,
nos outros anos ndo faziamos nada e até ficamos um bocado no inicio: ei,
“ 0 que nds vamos fazer? “, mas agora ja ¢, percebi que ¢ melhor assim,
fazer as atividades mas...

A investigadora questiona-a sobre quais sdo as razdes que a levam a afirmar ser

melhor assim.

Prof: E porqué? Porque € que é melhor assim?

Maria: Porque assim nds percebemos como € que chegamos as coisas,
nos outros anos estdvamos habituados a formulas e outras coisas e nos
nem sequer nos perguntavamos porque € que aquilo era assim. Era assim
e ponto final... Agora j4, j4 olhamos para aquilo e perguntdmos:* Porque
¢ que assim?”’; “ Porque € que isto é isto e porque € que isto da isto?”.
Quando nos outros anos nos praticamente as aulas passavamos a fazer
exercicios. E era disso que faziamos mas agora acho que melhorou e vé-
se pelas notas dos outros alunos.

A Maria esta a falar sobre o questionamento, capacidade fundamental para
compreender e aprender. E através do tipo de questionamento que ela descreve que a
pessoa vai conseguir observar para encontrar pistas que a levem a definir uma estratégia
de resolucdo. Relembre-se que a aluna devido ao respeito e carinho que tinha pelos seus
professores anteriores, custou-lhe a aceitar que pudesse haver outro método de
aprendizagem mais eficaz. Ainda no primeiro periodo a Maria tinha sido confrontada
com a prova das Olimpiadas Portuguesas de Matematica e tinha ficado surpreendida
com o nivel de desafio dos problemas propostos. Aqueles problemas tinham-lhe dado
uma primeira ideia de que saber matematica era muito mais do que fazer exercicios. A
Maria continuou a explicar as limitacdes da resolucdo de exercicios, contrapondo que
depois de investigar sabe quais sdo as raz0es de resolver os exercicios através deste ou

daquele procedimento.
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A investigadora perguntou a Maria qual a sua opinido relativamente aos grupos de
trabalho. Ela explicou que geralmente trabalhava sozinha e quando trabalhava em grupo
era com as amigas: Rita, Beatriz, Rafaela e Liliana. A investigadora perguntou-lhe a

opinido sobre a variagéo da constituicdo dos grupos.

Prof: E vés alguma vantagem em se diversificar os grupos? Em ir
mudando de elementos?

Maria: Sim, porque também, por exemplo termos elementos mais fortes
e elementos mais fracos da para ajudar e depende também das
personalidades das pessoas, como € que trabalham em grupo...

Relativamente a ter tido grupos diferentes na realizacédo das tarefas a Maria revela

estar mais habituada a trabalhar sozinha.

Maria: Bom, trabalhei com toda a gente e pode-se dizer que vi como é
que as pessoas trabalham em grupo. E que eu normalmente trabalho
sozinha...

Na entrevista percebe-se que a Maria gostava mais de trabalhar individualmente,
porque ndo gosta que a interrompam no seu raciocinio. Isto porque, para raciocinar
Maria ndo precisava de explicitar o seu raciocinio oralmente. Ao contrario, por
exemplo, do Antonio ela ndo precisava de argumentar com alguém para manter o seu
raciocinio légico. Fa-lo interiormente. Na entrevista, Maria refere que quando trabalha

com outras pessoas que ndo as amigas se irrita por ter de trabalhar mais devagar.

Maria: Quando € com outros alunos talvez facamos mais devagar e as
vezes estou com pressa de fazer as coisas e irrito-me, mas... e quando eu
‘tou a escrever alguma coisa ¢ ‘tou a meio do raciocinio e as pessoas
interrompem-me e dizem: “ Que é que ‘tas a fazer? Que ¢é que ‘tas a
fazer? “. Eu perco-me mas depois la paro e ndo gosto, isso é a qualquer
disciplina, eu estar a meio do exercicio e dizem “ Maria! “ e
interrompem-me, ndo gosto que, O stora, que me interrompam, porque
depois tenho que recomecar, tenho que ler tudo o que fiz para continuar.

Mais uma vez se percebe que a Maria segue um processo de raciocinio interior e
individual, quando diz que quando a interrompem necessita de rever todo o raciocinio

realizado para recomecar.

Quanto ao que pensa ser uma conjetura a Maria explica:
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Maria: E uma teoria, é por exemplo nés termos um problema, uma
atividade e termos que chegar a uma... uma hipdtese... uma hipdtese
para o que nos perguntam... E mais ou menos isso.

A professora perguntou a Maria o que é preciso para que uma conjetura seja uma
lei geral e ela responde: “ E provar para todos os casos...”.

Quando na segunda tarefa e ap0s 0 seu grupo se questionar sobre o que é provar a
Maria prova por deducdo. Na primeira e na terceira tarefa a exploracdo da situacao foi
indutiva. Na primeira tarefa a justificagcdo foi um pouco trabalhada no seio do seu grupo
e na terceira tarefa a Maria ndo se juntou a discussdo. Mais tarde, quando a professora
Ihe perguntou porque ndo discutiu, Maria explicou que s6 sentia necessidade de falar se
fosse acrescentar algo de importante e como o0s colegas conseguiram provar. De facto
Maria nunca se precipitava, contribuindo para a discusséo se houvesse necessidade.

Quando a professora perguntou se a Maria se lembrava de alguma conjetura,
durante as atividades realizadas, que tivessem sido provadas, a aluna respondeu que
todas as atividades que fizeram ja estavam provadas. Também o Antonio referiu durante
a discussdo de uma das atividades: “Estamos a descobrir alguma coisa, nds? “ Ambos os
alunos estavam a pbér em causa a necessidade de provar algo que ja esta provado. A
professora ndo chegou a responder a esta questdo e a investigadora também ndo, na
certeza de que o fara, na sessdo combinada com os alunos, para lhes apresentar este
estudo. Nessa altura, a professora ira explicitar quais sdo as razfes pedagogicas e

didaticas da importancia de aprenderem a descobrir e a provar as suas descobertas.
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6. Conclusoes

Neste capitulo foram enquadrados os resultados empiricos do estudo na
fundamentacdo tedrica apresentada. Como ja foi referido, o principal objetivo deste
estudo consistiu em saber como raciocinam o0s alunos de uma turma de 9.° ano na
atividade matematica realizada.

Ao longo do estudo os alunos foram apoiados pela professora e investigadora
relativamente aos fatores psicoldgicos, referidos por Mason et al. (1985), envolvidos
nos processos de mudanca na aula de matematica. As mudancas necessarias na aula de
matematica foram conseguidas através da explicitacdo aos alunos das razdes didaticas
que presidiam a experiéncia em curso.

O trabalho de grupo foi uma forma de trabalno muito importante nesta
metodologia por permitir que os alunos desenvolvessem raciocinios mais complexos em
conjunto. Verificou-se, no entanto, que a constituicdo dos grupos afeta a prestacdo dos
alunos. A professora esteve atenta aos indicadores de os alunos ndo estarem a
desenvolver o raciocinio e tentou otimizar a constituicdo dos grupos em colaboracédo
com os alunos.

Relativamente ao raciocinio matematico dos alunos, verificou-se uma maior
facilidade em raciocinar durante o processo de conjetura do que no processo de prova.
Isso deve-se ao facto de os alunos ndo conhecerem uma matematica que se compreende
e cuja justificacdo se relaciona com a sua estrutura. Para além disso, a prova era algo
que nada lhes dizia.

A valorizagdo da justificacdo é algo que depende do desenvolvimento de
capacidades de questionamento, do espirito critico e da reflexdo, como refere Mason et
al. (1985). Assim sendo, torna-se claro que um estudo de tdo curta duragdo dificilmente
pode provocar mudancas profundas em processos tdo complexos.

Para responder a questdo principal de como raciocinaram os alunos deste estudo,
serdo apresentadas as conclus@es relativamente as duas etapas principais: da conjetura a
generalizagdo e da justificacéo a prova.

Os alunos ndo estavam habituados a investigar e esta experiéncia colocou-0s no
papel de investigadores. Para investigarem tiveram de ultrapassar o obstaculo de
descodificacdo do enunciado da tarefa proposta e de experimentar estratégias
desenvolvidas em grupo. O seu papel de alunos foi alterado e o papel do professor
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deixou de ser aquele que lhes da as respostas. Os alunos, neste novo papel, tiveram a
oportunidade de desenvolver a sua experiéncia matematica e a sua autonomia (Ponte &
Matos, 1998; Ponte, 2005).

Em todas as tarefas, os alunos iniciaram o trabalho de grupo pela discussdo do
enunciado e trocaram ideias sobre o que se pretendia, esclarecendo 0s conceitos
necessarios a compreensao da tarefa. Esta etapa € muito importante e corresponde a
entrada na designacao de Mason et al. (1985), fase em que os alunos se apropriam da
situacdo com a qual sdo confrontados.

Constatou-se que, quando os alunos em grupo ndo fazem esta primeira abordagem
de esclarecimento das ideias subjacentes, o trabalho fica comprometido. Esta situacédo €
analoga aos casos em que o professor explica 0 que se vai fazer e o aluno nao
compreende ou ndo presta atencdo. Um exemplo deste facto aconteceu no grupo da
Maria quando a decomposi¢do do poligono em tridngulos, de forma a que todos 0s
angulos internos do triangulo pertencam aos angulos do poligono, foi assumida sem
explorarem devidamente a questdo, 0 que provocou que ninguém no grupo soubesse
explicitar o porqué daquela decomposicéo.

A exploracdo da situagdo € iniciada quando o enunciado remeteu os alunos para
investigar algo, iniciando-se, entdo, o ataque, fase que depende dos processos de
conjeturar e de justificar, como referem Mason et al. (1985).

O processo de conjetura dos alunos revelou a importancia de, no processo de
conjeturar, particularizar ao acaso e de ir refinando essa particularizagdo, procurando
0S Ccasos especiais por forma a testar a conjetura e a ndo fazer generalizages baseadas
em percecdes pouco fundamentadas (Mason et al.,, 1985; Mason, 1998). A
particularizacdo dos alunos foi realizada ao acaso, mas verificou-se que foi possivel
oreinta-los no sentido de fazerem uma particularizacdo mais sistematica. No entanto, o
registo e organizacdo dos dados é fundamental nesse processo, sendo evidente que 0s
alunos tiveram dificuldades em realizar essas a¢des. Conclui-se que o facto de os
alunos, na primeira aula da primeira tarefa, ndo terem conseguido prosseguir com a
investigacdo criou a necessidade de fazerem uma particularizacdo mais sistematica e
organizada. Contudo, este processo necessita ser incentivado a longo prazo, pois, como
refere Goldenberg (1999), para ser um bom investigador é preciso ver para além das
aparéncias a procura de conexdes logicas. Assim, sdo fundamentais neste processo a

experiéncia matematica e a capacidade de questionamento.
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Reid e Knipping (2010) chamam a atencdo para o facto da particularizagdo
quando realizada como um teste a conjetura constituir um raciocinio dedutivo, uma vez
que a conjetura ¢ formulada por generalizacdo e se estd a particularizar para gerar
exemplos.

A formulagdo da conjetura foi feita com base em raciocinios de natureza
diferente: indutivos, por analogia e dedutivos. Nos casos em gue ao investigar os alunos
particularizaram e procuraram o padrdo dos dados a conjetura foi formulada por inducéo
ou por analogia. A conjetura foi formulada por deducgéo, apenas no grupo da Maria, pela
andlise das relagdes entre as areas dos quadriléteros.

A generalizacdo reveste-se de extrema importancia no processo de conjeturar.
Verificou-se que os alunos tiveram muitas dificuldades em percecionar relagbes gerais.
Revelaram uma maior facilidade em reparar nas relacdes entre termos consecutivos de
uma sequéncia, o que implica uma visdo restrita do padrdo vendo, apenas, 0 que
acontece de um termo para o outro. Aliada a esta dificuldade, esta a falta de registos
organizados prejudicando ainda mais as hipoteses de reparar no padrao.

O desenvolvimento do processo de generalizagdo dos alunos foi favorecido pelo
contacto com os padrdes inerentes a estrutura da matematica e pelo desenvolvimento de
experiéncia matematica (Mason et al., 1999). A capacidade de reparar esta relacionada,
segundo o autor citado, pela capacidade de questionar. Constatou-se, durante toda a
atividade matematica, como é importante a capacidade de questionamento em todo o
processo de pensar matematicamente. Para progredir na investigacdo das propriedades
matematicas dos objetos que interessam na situacdo é preciso observar atentamente e
questionar para além das evidéncias. Conclui-se, assim, que a exposi¢do a atividades de
investigacdo, em grupo, permitiu aos alunos aprender a discutir a situacdo e depois a
explora-la, aspeto tdo importante para desenvolver o raciocinio em vez de se renderem
ao0 insucesso da matematica.

O processo de conjeturar dos alunos engquadrou-se nos padrées descritos por Reid
e Knipping (2010). O raciocinio espontaneo da maioria dos alunos engquadrou-se no
padrdo de raciocinio de verificagdo cientifica de rendicdo em que as primeiras
conjeturas formuladas tinham sido abandonadas face ao primeiro contraexemplo
surgido. Conclui-se que este processo de rendi¢do se deveu, para além da inexperiéncia
em investigar e a falta de questionamento, ao facto de os alunos esperarem que a
generalizacdo seja a mesma para todos os casos. A rendicdo resulta de ndo haver

averiguacdo da causa da existéncia do contraexemplo, impossibilitando assim a
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descoberta das propriedades matematicas envolvidas. Os outros padrbes de verificacdo
cientifica surgiram na tentativa de reformulacédo de conjeturas.

A reformulacdo de conjeturas é uma especificidade complexa do processo de
conjeturar, pois é necessario questionar profundamente os resultados obtidos e ao
mesmo tempo analisar de forma cuidada as implicacOes desses resultados. A funcdo dos
contraexemplos é fundamental neste processo e existem diferentes implicagbes no
processo de conjeturar (Watson & Mason, 2008). Os alunos ao encontrarem
contraexemplos deviam ter analisado as implicacbes desses casos no processo de
conjeturar sendo para isso necessario confrontar todo o processo ja desenvolvido. Na
atividade descrita a funcdo do contraexemplo foi a de restringir o dominio de aplicacédo
da conjetura. Rever toda a atividade que haviam desenvolvido era muito importante,
como descrevem Mason et al. (1985) quando se referem a etapa de revisdo. Verificou-se
que os alunos sentiram necessidade de fazer essa revisdo, apenas na situacdo de
identificar um erro ou um raciocinio que ndo era compativel com o processo seguido.
Este procedimento de revisao levou os alunos a descobrir algo mais.

No final do processo de conjetura averiguou-se de que forma os alunos se tinham
convencido da sua conjetura através dos niveis de prova de Balacheff (1987). Os alunos
revelaram aceitar argumentos empiricos como prova das suas conjeturas tal como
referem Stylianides e Stylianides (2009). No entanto houve situacdes em que a prova
surgiu sem recurso aos argumentos empiricos. A analise do nivel de prova dos alunos
revelou ndo haver consisténcia entre os niveis diagnosticados de uma tarefa para a outra.
Quando a investigadora se questionou sobre esse facto, relacionou o nivel de prova com
0 tipo de raciocinio usado na exploracdo e elencou outra questdo: “De que modo a
natureza do raciocinio usado na descoberta interfere na producao da prova?”

Refletindo sobre o assunto e revendo todos os aspetos do estudo, verificou-se a
existéncia dos seguintes niveis de prova, sem orientacdo da professora: o nivel de
empirismo naif esteve sempre presente em todas as tarefas em que os alunos seguiram o
método indutivo e ocasionalmente surgiu o nivel da experiéncia crucial. Surgiram
niveis de exemplos genéricos e de experiéncia conceptual quando os alunos néo
raciocinaram por indugdo. A investigadora reparou neste padrdo e conjetura o seguinte
com base nas ideias de Stylianides: em certos casos, 0s alunos convencem-se através de
argumentos empiricos na situacdo de explorarem indutivamente por ndo conhecerem
métodos seguros de validacdo. Parece, contudo, contraditorio a esta conjetura, o facto de

0 grupo da Isa ter revelado um nivel de prova de experiéncia crucial. Mas a Isa revelou
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gue isso aconteceu por se terem enganado e que a necessidade de se certificarem fez
com que verificassem mais casos.

Na fase de construcdo coletiva da prova foi possivel, na terceira tarefa, provar
apo6s um processo de exploracdo indutivo fornecendo, assim, aos alunos um método
seguro de validagdo: justificar a conjetura, através das relagdes existentes na estrutura
matematica de um exemplo genérico.

Os padrbes de raciocinio dos diferentes grupos enguadram-se no padrdo de
verificacdo cientifica com todas as suas variantes: rendicdo, exception barring, e
monster barring. Houve também casos de raciocinios que se enquadram no padrao de
Analise da prova, como aconteceu com o raciocinio de verificacdo do grupo da Isa, que
encontrou um lema falso no processo e foi rever e reformular os raciocinios.

No inicio do estudo constatou-se que os alunos ndo tinham qualquer nogdo de
prova, mas que ao longo desta experiéncia a prova se tornou uma necessidade nio para
validar, mas para convencer os outros. Ndo sendo suposto ser a professora a dar as
respostas, a prova era o Unico caminho coerente.

A ocorréncia de, na primeira tarefa, ndo se chegar a provar conduziu a constatacao
da importancia de a justificacdo emergir durante o processo de conjetura. Para que iSSo
aconteca € necessario que o processo de conjeturar ndo se afaste da estrutura
matematica em questdo. No caso de haver esse afastamento serd necessario para provar
rever todo o processo de conjeturar e fazer a ligacdo entre 0 que se sabe e o que se quer
saber (Mason et. al., 1985). De acordo com Goldenberg (1999) este voltar atrds requer
uma atitude de questionamento e reflexdo, o que explica a dificuldade que houve em
fazé-lo. Concluiu-se assim que na atividade matematica realizada na primeira tarefa ndo
houve unidade cognitiva pelo facto de a justificacdo ndo emergir. Esta falha deveu-se, a
ndo existir uma ligacdo funcional entre os argumentos produzidos no processo de
conjeturar e 0s argumentos necessarios a prova (Garuti, Boero, & Lemut, 1998). Apesar
desse facto, a professora tentou promover a necessidade de prova, provocando os alunos
no sentido de procurarem uma justificacdo para a descoberta que haviam feito. Através
desta provocacdo a professora pretendia enfatizar o aspeto da comprenséao e das razbes
que explicam a matematica.

Nas outras duas tarefas essa unidade cognitiva existiu, o que permitiu promover a
prova. O processo de construgdo da prova com a turma tentou promover a compreensdo
de que para provar por métodos indutivos, tal como refere Pedemonte (2001), os

argumentos tém de ser baseados no exemplo genérico. No entanto, este processo de ser
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capaz de passar dos casos concretos para o exemplo genérico requer a capacidade,
segundo Balacheff (1987), de se distanciar do objeto matematico através da descricdo
da acdo para depois ser capaz de se restringir apenas as carateristicas do objeto. Na
ltima tarefa a prova foi apresentada pelo exemplo genérico acompanhada de uma
justificacdo que explicou a ligacdo entre a conjetura e a estrutura matematica da
situacao.

A prova produzida pelo grupo da Maria, na segunda tarefa, foi formulada por
deducdo: analisaram as relagdes entre as areas e testaram a conjetura, sem
particularizacdo, revendo as relagdes inferidas. Este processo permitiu-lhes
compreender a relacdo entre as areas pois no processo de explorar a justificacdo
emergiu de forma clara, tornando possivel generalizar para qualquer retangulo naguelas
condicBes. A generalizacdo obtida foi provada matematicamente através do proprio
processo de descoberta. Este exemplo enquadra-se na explicacdo de De Villiers (1999)
sobre a funcdo de descoberta da prova.

Concluiu-se que esta experiéncia provocou nas alunas Maria e Rita um conflito
cognitivo entre ter de particularizar ou poder usar o exemplo genérico para continuar a
descoberta. A atividade matematica de investigacdo promoveu nas alunas a necessidade
de provar e o desenvolvimento do raciocinio dedutivo.

Em resposta a questdo formulada “De que modo a natureza do raciocinio usado na
descoberta interfere na producdo da prova?”’ concluiu-se que o tipo de raciocinio usado
interfere na prova. Se o processo de conjeturar for indutivo para provar é necessario
fazer o distanciamento dos casos particulares explicando o porqué da verificagdo do
padrdo para todos os casos atraves da ligagdo entre a estrutura matemaética e a afirmacao
proferida. Por outro lado, a preocupacdo de provar para todos 0s casos promoveu 0
raciocinio dedutivo.

A outra questdo de investiga¢do era a seguinte: “De que modo proporcionar aos
alunos a descoberta da matematica pode promover o desenvolvimento da nocdo de
prova matematica?”

Em resposta a esta questdo conclui-se que proporcionar a descoberta foi
importante para promover a nogdo de prova sobretudo nos casos em que as tarefas
permitiam a existéncia de unidade cognitiva entre a fase de conjeturar e a fase de prova.
Como referem Garuti, Boero, e Lemut (1998), a descoberta da oportunidade a que se
reorganizem os argumentos formulados na fase de conjeturar com encadeamento l6gico

produzindo a prova. Um outro aspeto importante diz respeito a que na metodologia da
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descoberta se promove a discussdao das conjeturas incentivando os alunos a sentir a
necessidade de convencer os outros dos seus raciocinios (Mason et al., 1985). Neste
processo é fundamental a orientacdo do professor no sentido de promover a
argumentagdo matematica.

A nocdo de prova, no entanto, ndo chegou a ser explicita para todos os alunos. A
Rita e Maria terdo compreendido quais os métodos de prova que estdo ao seu alcance de
acordo com o tipo de raciocinio que usam na exploracdo. O Antdnio ficou a conhecer
uma forma de trabalhar matemética em que pode fazer usos das suas capacidades
argumentativas. Ao longo do estudo emergiu, para a professora, a necessidade de o0s
alunos provarem e tentou passar essa preocupacao aos alunos. Contudo este estudo foi
demasiado breve e quando foi planificado ndo teve em conta todas estas variaveis.

Uma questdo didatica que pode contribuir para que os alunos pensem que
argumentos empiricos provam € o facto de os professores insistirem para que os alunos
procurem muitos exemplos, para que tenham uma base de observagdo para encontrar
padrdes e generalizarem. Uma outra atitude do professor que também pode contribuir
para 0 mesmo problema é a acdo de clarificar um teorema perante os alunos
particularizando, como refere Polya (1968).

A investigadora considera ser importante continuar a promover o0
desenvolvimento da nocdo de prova em futuras investigacdes, nhomeadamente com a
preocupacao explicita de desenvolver métodos seguros de validagdo. Seria interessante
investigar sobre a eficacia no desenvolvimento da prova de uma sequéncia de tarefas
planificadas como as descritas em Stylianides e Stylianides (2009).

Como professora esta experiéncia proporcionou uma aprendizagem e uma
reflexdo profunda sobre as proprias aulas. A preocupacdo do desenvolvimento do
raciocinio matematico na aula de matematica fez emergir a estrutura da matematica e
consequentemente a compreensdo da mesma. A professora constatou ter sido um grande
desafio compreender e orientar os raciocinios dos alunos, assim como gerir e promover
as discussdes na aula e matematica.

Pessoalmente este estudo proporcionou conhecer os alunos da turma de uma
forma especial e reconhecer o quéo gratificante foi trabalhar com eles.

Como investigadora esta experiéncia permitiu-lhe desenvolver o gosto pela
investigacao e tornar possivel prolongar a investigacao sobre a propria pratica e sobre a

problematica do ensino da matematica.
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Anexo 1 — Pedido de autorizacédo para realizar o estudo

Ex.mo Sr. Director

Claudia Maria Azevedo Domingues, professora do quadro de nomeacgdo definitiva do
grupo 500 desta escola e aluna do 2° ano do mestrado em Ciéncias da Educacio — Area
de Especializagdo em Supervisdo Pedagdgica na Educacdo Matematica — vem por este
meio solicitar, com vista a elaboracdo da dissertacdo de mestrado seguindo uma
metodologia de estudo de caso, autorizacdo para desenvolver o estudo sobre raciocinio
matematico com os alunos da turma A do 9°ano, recolhendo para o efeito registos
escritos e orais dos alunos atraves de gravacdo em audio e video de algumas tarefas
aplicadas em sala de aula na disciplina de Matemética e/ou na area curricular ndo
disciplinar de Estudo Acompanhado ao longo do ano lectivo 2009/2010. A professora
garante, sob compromisso de honra, o anonimato dos alunos em todo o processo de

investigacdo e de publicagéo.

Grata pela vossa atencao
17 de Novembro de 2009

A professora,

(Claudia Domingues)
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Anexo 2 — Pedido Consentimento Encarregados de Educacéo

16 de Novembro de 2009
Exm°(®).Sro(?).
Encarregado(a) de Educacéo,

A professora da disciplina de Matematica e de Estudo Acompanhado do seu
educando(a), Claudia Domingues, pretende realizar uma investigacdo, na turma A do 9°
ano, no &mbito da elaboracdo da dissertacdo de Mestrado em Ciéncias da Educacéo -
Area de Especializacdo em Supervisio Pedagdgica na Educacio Matematica - da
Universidade do Minho. Para isso necessita registar em suporte de video e/ou &udio as
actividades matematicas aplicadas na sala de aula para poder estudar como os alunos as
realizam.

Com a convicgao de que os alunos beneficiardo com esta experiéncia e,
assumindo o compromisso de preservar 0 seu anonimato, solicita-se autorizacéo para
gravar em 4audio e/ou video algumas sessdes de trabalho com a turma, realizadas nas
aulas de Matematica e/ou de Estudo Acompanhado, ao longo do ano lectivo.

Com os melhores cumprimentos,

A professora,

(Claudia Domingues)

D e et (recortar e entregar a Professora)--
___________________________________________________ < -
Eu, Encarregado(a) de Educacéo
do(a) aluno(a) ,N° _ daturma A do 9°ano

tomei conhecimento do assunto referido no documento entregue ao meu educando
pelo(a) Director(a) de Turma ou pela Professora de Matematica (coloque x no [
respectivo):

1 - Autorizo a gravacdo em video e/ou dudio de aulas da turma
1 - N&o autorizo a gravacdo em video e/ou audio de aulas da turma

Assinatura do Encarregado(a) de Educacéo:
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Anexo 3 — Questionario

! e

INQUERITO DA DISCIPLINA DE MATEMATICA 20092010 Universidade do Minbo

Imamae de | duacho ¢ Pucoega

Este questiondrio ¢ anénimo ¢ tem como objectivo saber a tua opinido sobre alguns aspectos da aula de
Matemdtica neste primeiro periodo, N3o hé respostas certas nem erradas.

Lé com ¢lio todas as questdes e responde com clareza e sinceridade.

Assinala a tua resposta preenchendo a bolinha @,

Se te enganares, risca essa bolinha Xe marca a que queres assinalar @.

Léas afi ue se com ate: e ra cada uma d a tua o : ‘
Concordo Discordo
totalmente Concordo  Discordo totalmente
Coecordo Concordo Dscoedo Discordo

1. E muito importante para a minha aprendizagem: toalmente totalminis

(0] (o] (@) (o}
1.1Realizar actividades em grupo
Justifica a tua opcho:
Comcordo Concordo Discordo Discordo
1.2Resolver exercicios totalmente tocalmcnte
() o) (o} (0]
Justifica a tux opgho:
Comxoedo Concordo Discoedo Discordo
1.3 Discutir das actividades da aula com toda a turma S g
O (@) O (e)
Justifica a tea opgho:
Concordy Cuoncordo Dascordo Decordo
1.4 Ouvir atentamente a explicagho do professor '*o - o o - Om
Justifica a tus opglo:
Conconda Concordo Discordo Dscondo
15 latérios do trabalho d Ivido wealmenic tkalmente
Rtk o) O (o) o)
Justifica a tua opglo:

2.No trabalho de grupo tenho maior necessidade de raciocinar Concordo Comcondo Discordo Discarda
quando: wialmente sotalnsente

O (@) (e] o
2.1 Estou com colegas com maior facilidade em compreender
matemdtica do que ey

Concordo Concordo Discordo Discordo

2.2 Estou com colegas com a mesma facilidade cm 1otalmente wtalncnte
compreender matemdtica do que cu (o) (o) (o) (o)

Concordo Concordo Discordo Discordo

2.3 Estou com colegas com menor facilidade em compreender  sotalmente sotalnsnte
matemdtica do que eu O (o] (o) (o}
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Concordo Concordo Discordo Discordo
3. Participo sempre nas discussdes com toda a turma no decorrer  fotalmente totalmente
da actividade da aula O (@) (@] O
Justifica a tua opg¢do:

: Concordo Concordo Discordo Discordo
4.Este ano, nas aulas de Matematica, h4 uma maior exigéncia no totalmente totalmente
que diz respeito a justificar as minhas ideias matemdticas (@) (@) @) O
5.0s relatbrios’ escritos. que. claboro,  ap6s. a realizagdo de . Concordo - Concordo - Discordo 7 Discordo
actividades matematicas, ajudam-me a compreender melhor como [maol'“enw AR
pensei O O O
Justifica a tua opgiio:

Concordo Concordo Discordo Discordo
2 5 3 : totalmente e
6.Sinto dificuldade em elaborar relatérios escritos alments Qalmente
(@] (@) ©) ©)
Justifica a tua opgdo:
Concordo Concordo Discordo Discordo
7.Ndo realizei relatérios de melhor qualidade por: totalmente totalmente
o O 0
Concordo Concordo Discordo Discordo
Falta de totalmente totalmente
alta de tem
L o o o (]
Concordo Concordo Discordo Discordo
Niio tirar apontamentos durante a realizagdo da actividad total totalmente
©) (©) o [®)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Dificuldades em totalmente totalmente
®) ©) ©) (@)
“ - Concordo Concordo Discordo Discordo
l:lo cs‘clarec:ir ?(is :mhls dividas com os colegas de grupo {otalmente totalmente
urante a actividade
[®) o [©) (®)
Outra raziio:
Concordo Concordo Discordo Discordo
8.Nas aulas de matemitica, raciocino mais quando fago: totalmente totalmente
o (@) (@)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Relatérios escritos totalmente totalmente
o ) ®)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Resolugiio de problemas totalmente totalmente
[®) @) (©) (®)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Discussio na turma totalmente totalmente
©) o ®) ®)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Resolugio de exercicios totalmente totalmente
®) ®) (@)
Concordo Concordo Discordo Discordo
Investigacdes totalmente totalmente
(©) ®) O O

Muito Obrigada pela tua colaboragdo.
A professora,
Cldudia Domingues
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Anexo 4 — Métodos de trabalho na aula

METODOS DE TRABALHO NA ATULA:
» TRABALHO INDIVIDUAL
- t2ntg intsrprstar o que t= & pedido s=m sjuds;
- 53E0g 0% t2us raciocinios s=m t2 preocuparss 52 5td carto;
- pAp apagues quando um teu colzzs dizgus sstamal:
-rzEistatude o gus fazss na forma gus sntandsras (contas, ssguamas, palsvras, dzzanhog,.. -
-guande puydarss ds sstratsziz ndo spaguss 2 anteriorn;
-r2va a3 varias astratagias para percsberss o quats levou 2 mudar dz sstratagia;
-guande partilharss com outros colsgas sxplica porgus fizests assim;
-tanta parcsbar onds 25td 0 2rro 2 toma nots.

» TRABALHO DE PARES OU GRUPO
- g2pgis de ler discutam o que cada nm pareshen;
-discutam as sstratégias para comsgar sxplicande o raciocinio d= cada um;
-pio sigam ums sstratépia quando parcsbam 56 porgus acham qus deve sarassim;
-registem tudo o que fazem nos vossos cadamos;
-organizsm = apresantagio turmas;
-caso saja padido, facam ralatorio individual explicando todo o procasso derasolugdo. Ests dave sar radigido por

palavras proprias sndo 4 pars fazer sm conjunte.

» FASEDE DISCUSSA0 COMTODA A TURMA
(sarveparatodes sprendsrsm uns com o35 cutros difsrentss sstratésias dzrezclugio = sprendsra questionarsm-s =2
dzsemvolvando o santido eritico);
- dgvam ouvir tods s sxplicagio dos outros colsgas;
-davam quastiond-los caso nio parcsbam;
-davam fazer sugsstdss indicando o qus 25td mal sxplicado 2 padinde para mslhorar;
-navessavardsvemtsr o cuidado ds explicar como chegaram sos resultades gz fopma s qus todos possam compreandsr

corno fizaram.
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Anexo 5 —Folha de apoio tarefa 1

INVESTIGACAO “A PROCURA DE DIiZIMAS FINITAS”

Primeiro procuraram ver quais as frac¢des 1/n a que correspondiam dizimas finitas...

1 1
13 14

1
7

v =
=
N =
Q| =
|
al=
eI
sl
al-
&=
-

sl
3|~
S|=

W=
N

1
2

ey

Depois relacionaram as frac¢des a vermelho umas com as outras e procuraram uma regra

para essas
i 1 111 1 +1 4 42 1 1 4 1 1 4 1 4 1
2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ORGANIZANDO A INFORMAGAO EM TABELA PARA MELHOR OBSERVAR:

Denominador Poténcia (factores | Dizima
primos)- sl |

1 2! 0,5

3 2? 0,25

7 2° 0.125

5 2 0,0625

& 2° 0,03125

= 2° 0.015625
2k keN

Conjectura:

“Qualquer fracc¢io de numerador 1 em que o denominador seja uma poténcia de dois, o

seu resultado é uma dizima finita.”

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA: “Todo o niimero natural niio primo e diferente

de 1 pode ser escrito, de uma forma tinica, como produto de primos.”

E AGORA continuem a INVESTIGAR as outras frac¢des da forma 1/n a que correspondem a dizimas

finitas.
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Anexo 6 — Tarefa quadrado do binémio

Tarefa 1: Sequéncias de lados e de dreas

1. Considaram astrés primeiros tarmos d=2 ums sequénciz:

Respondzm &= seguintes questdes sprasentzndo coma penssrem por pelavrss, esquemss, cilculos ou simbaolas.

25, £

a)  Quszl 2 = forms seomatrica d2 czds tzrma? Justifiqguzm.

b}y Dzszznham o guzrto termo dz sequénciz zprasentzds. Expliguam como pansarzm.

¢} Ouzl & 2 madids dos lzdos do tercziro tarmo? E do dacimo tarma?

d} Escravem o tzrmao gerzl (termo de ardem nou n-2simo terma) d= medids do l=do.

e} Escrzvem o tzrmao gerzl dz 2res csloulzds 2 pertir d2 meadids do lzdo.

fl Escrevem = exprassEo d= Zre=s dz c=ds umz das diferentas figurss gzomatriczs que constituzm c=dz um daos
trés primairos tarmas?

g} Escrawvsm =z axprassZo da Sres totzl d= czds um dos trés primeiros tarmos = partir dzs Sress percizis qua
ascravaram na zlinas sntarior.

h) Escrevsm o termao zersl dz Sres totzl d2 quslquer termo dests s2quénciz ussndo =5 Zress paroizis.

i)  Asexpressies gue escraverzm 2m &) 2 2m h) que ralzc3o t2m?
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Tarefa 2: Sequéncias de lados e de areas

1. Considerzm os trés primeiros tzrmos d2 ums saquénciz:

2

—
——
1 = =
e -
El 2
1 3

- = -
el a

Respondzm &z szsuintas quastfizs zpresantzndo coma penszarem par pelavrss, 2squemss, cilculos ou simbalas.
a) Dzl 2 =formsz geomatrica de czd= t2rma? Justifiguem.
b} Des=nhzm o querto tzrmo d= s2quénciz spreszntzds. Expliguam como penszram.
¢} Quszl 2 = medidz dos lzdos d= partz sombrezds do tarcairo tarmao? E do dacima terma?
d} Escrawvzm o tzrmao zzrzl (tzrmo d2 ordem nou n-2simo terma) d= medidz do lzdo.
e) Qwsl 2 = Zrzz d= parte sombre=ds d= c=d= um dos trés primairos termas cslculzdz = partir do lzda?
f) Escrevem o tzrmo serzl d= Srez sombrezds czleulzds 2 partir d2 medids do lzda.
£} Escrewsm = expressZo d= Zres dz perte nio sombrezds em czds um dos trés primairos termaos
h) Detzrminam = Zrz=ztotzl d2 czd= um dos trés primairos tarmas.
i) Escravzm z exprzssZo dzires sombresds de czds um dostrés primeairos termas partindo d= Zrz= totsl que
czlculzram n= =lines =nteriar.
i} Escrewvsm o tzrmo z=rzl dz 2res sombrazds de quzlquer terma destz sequiénciz pertindo d= Zras totzl

n-

k) Estzbzlzcz=m umsz rzlzcZa, parz czd= tarma, entre o lzdo dz parte sombrezds 2 2 suz Zre
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Anexo 7 — Guido entrevista semiestruturada

Responde honestamente e ndo te preocupes com 0 que eu possa pensar.
Estou aqui como entrevistadora e ndo como tua professora.

Que diferencas houve, este ano na aula de matematica, relativamente aos outros
anos?

Gostaste de fazer investigacdes matematicas? Como te sentiste?

Es capaz de descrever como se desenvolve uma atividade de investigacdo?
Consegues explicar o que é conjetura?

O que é necessario para que uma conjetura se torne uma lei geral?

Pensas ser vantajoso para a tua aprendizagem fazer atividades de investigacdo?
Os alunos chamam exercicios a todas as atividades matematicas. Es capaz de
distinguir entre exercicio, problema e atividade de investigacdo?

Este ano trabalhou-se muito em grupo. O que tens a dizer sobre iss0?

Quais os aspetos em que consideras ter melhorado ao longo deste ano letivo?

10. Como te sentiste ao fazer parte do estudo da tua professora sobre o raciocinio?

11. Queres fazer algum comentario?
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