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1 Introducao

Os grafos sao uma forma conveniente de representar um fluxo de um certo bem. Imagine
uma empresa transportadora que tem a seu cargo o fornecimento de um certo bem a varias
localidades (ou filiais, deixo a sua imaginagao). Obviamente que a empresa tem como alvo
efectuar o servigo de forma competente, reduzindo os custos. Intuitivamente, associa-se cada
filial a um vértice, desenhando uma aresta entre dois vértices (aka filiais) se estes estiverem
ligados de alguma forma conveniente — por auto-estrada, por exemplo. Claro que a cada aresta
podemos associar um peso, relativo ao custo de tomar essa estrada (combustivel, portagens,
horas a serem pagas ao motorista, por exemplo). Podemos também pressupor que existem

estradas de “sentido tnico”, obtendo assim um digrafo ou grafo dirigido, ou que existem
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varios caminhos possiveis, e neste caso temos um multigrafo. Os grafos tornam-se entao
numa representacao grafica de possiveis fluxos de bens, o que nao significa que constituam
um mapa. De facto, nao existe obrigatoriedade qualquer em relacao a orientacao, posicao

nem distancia relativa.

2 Conceitos iniciais

Recorde que um digrafo D é um par ordenado (V,.A), onde V é um conjunto nao vazio finito
de vértices e A conjunto de arestas é um subconjunto de {(U, V) : U,V € V}.

No caso dos digrafos pesados, as arestas tém a si associadas um peso, e portanto sao
elementos de V x V x P, onde P é o conjunto dos pesos.

A classe dos multigrafos pode ser definida indexando cada aresta a um conjunto de indices.
Ou seja, para I # () conjunto de indices, o conjunto das arestas é um subconjunto do produto
cartesiano V x V x I.

Iremos autorizar a existéncia de lacetes, ou loops, isto é, (U,U) € A, mas ndo iremos
considerar multigrafos.

Dada uma aresta (U,V) € A, o vértice U diz-se extremidade inicial e o vértice V extre-
midade final.

Dizemos que os vértices U e V sao adjacentes, U < V,se (U, V)€ Aou (V,U) € A. Em
qualquer um destes casos, diz-se que o vértice U é vizinho do vértice V. Esta aresta diz-se
incidente em cada um desses vértices. O conjunto dos vizinhos de U denota-se por I'(U).
Duas arestas ¢1, {5 sao adjacentes se existir X € V tal que £1, {5 incidem em X.

Os antecessores [resp. sucessores] de um vértice V' sao os elementos do conjunto I'" (V') =
{UeV:(UV)e A} [resp. TT(V)={U €V :(V,U) € A}].

O grau (ou wvaléncia) de um vértice V', denotado por deg(V') ou por 9(V'), é o ntimero
de arestas préprias (ou seja, que nao sejam lacetes) incidentes em V' adicionado ao dobro do
ntimero! de lagos em V . O grau interior de V, 9=(V), é o niimero de arestas da forma
(x,V), e o grau exterior de V, 9t(V), é o ntimero de arestas da forma (V,x*). Ou seja,
O~ (V) =#I'"(V) e 07(V) = #I(V).

A titulo de exemplo, considere a representagao grafica do digrafo seguinte

U ""“\Q W
—
—
Temos, entdao, V = {U,V, W}, A= {(U,V),(V,U),(V,V),(V,W)}. Neste digrafo, 9~ (U) =
oTU)=0"(W)=1,0r(W)=0,0"(V)=2,0"(V) = 3.

Exercicio 2.1. Para os grafos representados nas figuras, encontre os graus interior e exterior

de cada vértice:

Lque no nosso caso pode ser 0 ou 1.



3 Representacao com matrizes

A um (p, q)-grafo G, isto é, um grafo com p vértices e ¢ arestas, podemos associar, de forma

Unica, uma matriz p X p, Ag = A(G), denominada matriz de adjacéncia de G, cujas linhas e



colunas estao indexadas da mesma forma a uma ordenagao dos elementos de V, definida por

A nimero de arestas incidentes com u e v se u # v
[u] =

numero de lacetes em u seu="v

onde u,v € V.
Claro que ao apenas considerarmos grafos ao invés de multigrafos, entao as entradas da
matriz de adjacéncia podem apenas tomar os valores 0 e 1.

Considere os grafos

IS
S
Q

8
g
o

d

Ordenando os vértices do primeiro grafo da forma (u,v,w,x), a matriz de adjacéncia é

11 11
1

A 010
1101
1010

Como exercicio, calcule a matriz de adjacéncia do segundo grafo, ordenando os vértices como
(a,b,c,d).

Como é ébvio, a matriz de adjacéncia de um grafo (ndo dirigido) é simétrica.

Vejamos agora o caso dos digrafos.
Nas mesmas condigoes da definicdo para grafos, a matriz de adjacéncia de um digrafo

D = (V, A), que nao é multidigrafo, é a matriz Ap definida por

Aplu,v] = { 1 sevelt(u)

0 caso contrario

onde u,v € V.
11 11
101 0], . L .
Como exemplo, 00 1 0 ¢ a matriz de adjacéncia do digrafo
0010

O
Iy



considerando a ordenacao dos vértices como (u, v, w, ).
Repare que a linha correspondente ao vértice u diz-nos que de u é antecessor de todos
os vertices, e que a coluna correspondente ao vértice w diz-nos que w é sucessor de todos os

vértices do digrafo. Voltaremos mais tarde a esta nocao de alcance.

Exercicio 3.1. 1. As matrizes

o O O O O O
oS O O O O
S O O O = =
o O O O o O
O O R O O =
O = = O O O
o O O O o O
o O O O O =
SO O O O = =
o O O O o O
S O = O O O
S = = O O O

sao de adjacéncia de cada um dos digrafos. Faca a correspondéncia.

71N

2. Encontre a matriz de adjacéncia de cada um dos grafos sequintes, firando uma ordem

para 08 vértices.



3. Determine as matrizes de adjacéncia dos digrafos sequintes, fixando previamente uma

ordem para os vértices.



& v

A um grafo G podemos associar uma matriz, a matriz de incidéncia, para uma certa
ordenacao dos vértices (a que se farao corresponder as linhas) e das arestas (a que se farao

corresponder as colunas) fixa previamente, da seguinte forma:

0 se e nao incide em v
Ig[v,e] = ¢ 1 se e incide em v e e nao é lacete em v

2 se e é lacete em v

ondeveVeecA
Calculemos a matriz de incidéncia do grafo ja visto anteriormente, ordenando os vértices

como (u,v,w,z) e as arestas como (a, b, c,d, e, f):

a 210101
Qb 011000
u v Ig =
X 001110
f c
000011
T w




Como é facil de verificar, uma outra ordenagao dos vértices leva a troca de linhas da matriz

de incidéncia, e uma outra ordenacao das arestas a troca de colunas da matriz de incidéncia.

Proposicao 3.2. A soma das entradas de uma qualquer linha da matriz de incidéncia de um

grafo € igual ao grau do vértice respectivo.

Demonstragao. Considere um vértice v do grafo de forma arbitraria, bem como as arestas das
quais v é extremidade, mas que nao sao lacete em v. Estas sdo em ndmero igual 0(v) — 20,
onde § = 1 se existe um lacete v e § = 0 caso contrario. Ora d(v) — 2§ iguala o nimero de
1’s na linha correspondente ao vértice v na matrix de incidéncia. Um lacete f (caso exista)
contribui com 2 unidades no célculo de O(v), e 2 é a entrada na linha correspondente ao

vértice v e na coluna correspondente a aresta f. O

Proposicao 3.3. A soma das entradas de uma qualquer coluna da matriz de incidéncia de

um grafo € igual a 2.

Demonstracao. Se a aresta e incide em dois vértices distintos, digamos u e v, entao as entradas
correspondentes a u, e e v, e sao iguais a 1. Uma aresta incide no méximo em dois vértices,
pelo que as outras entradas dessa coluna valem 0. Se e é lacete, entdo incide num s6 vértice

e a entrada correspondente é 2, sendo as restantes nulas. O

A matriz de incidéncia de um digrafo é definida de forma andloga. Dado o digrafo D =
(V,A), e para uma ordenagao dos elementos de V e dos elementos de A fixa previamente, a

matriz de incidéncia Ip de D é dada por

0 se e nao incide em v
—1 se v é extremidade inicial de e e e ndo é lacete em v
Iplv,e] = ) . _
se v é extremidade final de e e e nao é lacete em v

2 se e élacete em v

ondeveVeec A
Por exemplo, no digrafo seguinte, ordenando os vértices como (u, v, w, ) e as arestas como

(CL, bu ¢, dveufvg) h))

k"‘l?\
\JU
\ld

f

g wje

Proposicao 3.4. Num digrafo sem lacetes, a soma das entradas de uma coluna da matriz de

Q@

h

~
V)
I
S O O N
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—_
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(e
o
(e

8<—2g

incidéncia € zero.

Demonstracdo. Exercicio. ]



Exercicio 3.5. 1. Encontre uma ordenacao das arestas e dos vértices por forma a que

1 -1 -1 0 0 0 0]
1 0 0 -1 -1 0 0
O 1 0 0 0 0 0
o 0 1 1 0 -1 -1
O 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1]

seja a matriz de incidéncia do digrafo

2. Indique uma matriz de incidéncia dos digrafos



4 Conexidade

Um caminho dirigido num digrafo G do vértice v para o vértice w é uma sucessao (finita) de
vértices e arestas

V=70,21,V1y...Un—-1,Tp,Up = W,

com v; € Vg, tais que z; = (v;—1,v;) € Ag. Ou seja, v;—1 € ' (v;). As arestas sao tais que a
extremidade inicial de x; é v;_1 e a final é v;. Dizemos, neste caso, que existe uma conexdo
de v para w e escrevemos v — w.

No digrafo representado por

temos, por exemplo, 0 - 4 e 0 — 6, mas 4 /4 ¢, parai=0,...,6.
Um par de vértices diz-se fortemente conectado se existir uma conexao de cada um deles

para o outro. Se existir conexdao de apenas um deles para o outro, entao teremos um par
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unilateralmente conectado. Um digrafo diz-se fortemente conexo se cada par de vértices for
fortemente conectado, e unilateralmente conexo se cada par de vértices for unilateralmente

conectado. Um digrafo diz-se fracamente conero se o grafo suporte? for conexo.
Exercicio 4.1. Indique que par de vértices do digrafo anterior sdo fortemente conectados.

A um caminho dirigido de um vértice para ele mesmo déa-se o nome de caminho fechado
dirigido. Um caminho fechado dirigido diz-se um circuito dirigido se os arcos que o compoem
forem distintos, e um ciclo dirigido se todos os vértices que o compdem forem distintos.

A relagao definida por xRw se {v,w} forem fortemente conectados (ou seja, v — w
ou w — v) é uma relacdo de equivaléncia, e corresponde & particdo de V em classes de
equivaléncia, designadas por componentes fortemente conexras do digrafo.

O digrafo seguinte, embora o grafo suporte seja conexo, nao é fortemente conexo. Por
isso se diz que é fracamente conexo. Este digrafo tem como matriz de adjacéncia, tomando a

ordem natural da enumeracao dos vértices,

O O O B O O O ©
O O O O o o o =
o O O O O O~ O
o O O O o = O O
O O O O = O O O
= = O O O = O O
oS O B O O O O O
o R O O O O O O

Quantas componentes fortemente conexas existem?

20u seja, o grafo obtido do digrafo onde as arestas perdem a orientacéo.
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Teorema 4.2. Seja A a matriz de adjacéncia do digrafo G, para uma ordenacdo fixa previ-

T

amente dos vértices. A entrada A[uv

] indica o numero de caminhos dirigidos de u para v de

comprimento r.

Demonstracdo. A prova é feita por inducao sobre r. Para r = 1, o resultado é é6bvio. Suponha

que é valido para r —1. Ora A’["u o = Z A’[:;]A[pw] pela forma como o produto matricial esta
peY
definido. Mas
-1
Al [p,v] = Af%p} se (u,p) € A
[P 1P 0 caso contrério

Como Afu_;] é um numero de r — 1-caminhos entre u e p, que iguala o nimero de r caminhos
J.

entre u e v que passam por p € I'"(v), temos que Z A?J;]A[p,v] é o numero de r-caminhos
peY
entre u e v. O
No digrafo representado atras, e sabendo que
(0010000 0]
0001 0100
00001010
A2 10 00 0 0O0O
0100 0O0O0O0
0000 O0OT1TO0OT1
000 0O0OT1TT1O0
000 0O0OO0OT1OP0

nao existem, por exemplo, caminhos dirigidos de comprimento 2 de 7 para qualquer outro

vértice que nao o 6. Sabendo ainda que

0100011 0]
00100111
00010311
o000 1010
10000101
00000221
000003 2 2
00000211

nao existem caminhos dirigidos de comprimento 6 de qualquer vértice que nao o 0 e que

termine em 1. E que existem 3 caminhos dirigidos de comprimento 6 de 2 para 5.

Corolério 4.3. Se A € a matriz de adjacéncia de G entdo a entrada (i,j) de
By =A+ A2+ A3 4+... 4 A"

12



indica o nimero de caminhos, de comprimento nao superior a r, entre v; e vj.

Proposicao 4.4. Sejam A a matriz de adjacéncia de G, com m vértices, e
Bpn=A+ A2+ A3 +... 4 A™

Entao G ¢ fortemente conexo se e so se By, ndo tier entradas nulas.

Para o digrafo considerado acima,

122 21 7 4 3
112 22 9 7 4
2112213 9 7
By = 22112 3 2 1
22211 4 3 2
0 00 0 0 14 11 8
0 00 00 19 14 11
0 00 0O T11 8 6

Logo, o digrafo nao é fortemente conexo.

Exercicio 4.5. Considere o digrafo

Indique uma matriz de adjacéncia. Ele € fortemente conexo? E o grafo suporte é conexo?

A matriz de alcanc¢abilidade de um digrafo com n vértices é uma matriz R = [r;;] em que
ri; = 1 se existir um caminho dirigido de i para j e 0 caso contrdrio. Como ¢ evidente, um
digrafo é fortemente conexo se e sé se os elementos da sua matriz de alcancabilidade forem

todos iguais a 1.
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Uma forma alternativa de se definir matriz de alcancabilidade (equivalente, como é ébvio,
com a apresentada) de um digrafo com n vértices é a de considerar a matriz de adjacéncia A
como matriz boleana, e tomar R = A + A% 4+ --- 4+ A™. Recorde que as operacoes na algebra

de Boole estdao definidas como

0(0]|1 0100 -
1

No calculo proposicional, a operagao + corresponde ao OR ou V, e a * ao AND ou A.

Seja R uma relagao bindria num conjunto finito V' com m elementos. Ou seja, R C V x V.
O fecho transitivo R* de R é o invélucro transitivo de R. Ou seja, é o menor conjunto (para
a relacdo de ordem C) que contém R e é uma relacdo transitiva.

A relagao R pode ser identificada da forma natural com o digrafo G = (V, R). A relagao
binaria R?> = R o R esta definida por

Ro R ={(u,v) € VxV|3Jyer (u,w), (w,v) € R}.

Ou seja, R? pode ser encarado como um digrafo com m vértices e arestas (u,v) se existir um

caminho dirigido de comprimento 2 de u para v. De forma analoga,
R* = {(u,v) € V x V | existe um caminho de comprimento k de u para v} .

O fecho transitivo R* de R pode agora ser visto como o conjunto dos elementos (u,v),

com u,v € V, para os quais u — v, ou seja, existe um caminho dirigido de u para v.

Teorema 4.6. Seja R uma relacdo bindria num conjunto V. com m elementos e considere o
digrafo G = (V, R). Entdo

1. R* = RUR?>U---R™ ¢ o fecho transitivo de R.

2. A matriz de alcangabilidade de G iguala a matriz de adjacéncia de G* = (V, R).

010
Na figura acima, a matriz de adjacéncia de G é amatriz | 0 0 1 | ea de G* é a matriz
0 00
011
0 0 1
000

Exercicio 4.7. Encontre o fecho transitivo e a matriz de alcancabilidade dos digrafos sequin-

tes:

3Recorde que a relacio bindria o é transitiva se a o< b e b o ¢ forca necessariamante que a o c.
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Figura 1: Um digrafo G e o seu fecho transitivo G*

uls
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5 Grafos orientaveis

Se G é um grafo, entdao o digrafo que se obtém substituindo cada aresta de G por um arco é
denominado de orientacdo de G. Uma orientagao de um grafo diz-se uma orientagdo forte se
a orientacgao for fortemente conexa.

Um grafo diz-se fortemente orientdvel se possuir uma orientagao forte. O resultado se-

guinte caracteriza os grafos fortemente orientaveis.

Teorema 5.1 (Teorema de Robbins). Um grafo € fortemente orientdvel se e sé se € conexo

e nao tem pontes.

Exercicio 5.2. Dos grafos sequintes, indique 0s que sao fortemente orientdveis.
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Anexo

5.1 Maxima

O Mazima é uma sistema algébrico computacional de codigo aberto distribuido de acordo

com a licenga GPL. Pode ser obtido no enderego
http://maxima.sourceforge.net/
A documentacéo referente ao estudo dos grafos pode ser consultada em
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/en/maxima_52.html
Uma versao mais intuitiva no uso do Mazima, o wrMaxima, pode ser obtido em
http://wxmaxima.sourceforge.net/

). { xmaxima =
File Edit Options Maxima Help

{%il) load {graphs)%

{%i2) g : create graph{[1,2,3]1, [[1.2], [2,3], [1,3]10}7
{¥i3) print_graphi{m$

Graph on 3 vertices with 3 edges.

IRdjacencies:
i1 oz
z: 0301
1: 3 2
(3i4) d : create_graphi
[1.,2,3,41,
[
[L1e310 [Le2],
12,31, [2,4]

1.
'directed = true)d
{¥15) print_graph{d)$
Digraph on 4 vertices with 4 arca.

IRdjacencies:
4t
3 :
z: 4 3
1: ¢ 3

{%i6) draw_graph{g)$
{%i7) draw_graph{d)$
(@)

|
Fi|e| Back ‘ Forward ‘Edit|0ption5| Url: “ﬂ\e:,',.'usr;‘\o(al,’sharefmaximafS.lA.

& Maxima Primer

Maxima s a computer program for doing mathematics calculations, symbolic manipu
complex tasks. Much of the syntax for other languages such as Maple was copied fro

Project and documentation links

The Help menu in Xmaxima gives you access to the following documents:

1. Maxima reference manual

2. Xmaxima reference manual

3. Maxima home page, hitpx/maxima.sourceforge.net

4. Maxima project page, hitpzisourceforge.netprojectsimaxima

- .. -1.00468, 0,573529
Started Maxima 1

Em [6, pp 37-42] pode consultar como construir e realizar operagoes simples com grafos e

digrafos. Deixamo-lo com algumas implementagoes muito simples.
(%11) load (graphs)$

(%i2) g : create_graph([1,2,3], [[1,2], [2,3], [1,3]11)%
(%13) print_graph(g)$



Graph on 3 vertices with 3 edges.

Adjacencies:
3: 1 2
2: 3 1
1: 3 2
(%14) d : create_graph(
[1,2,3,4],
[

(1,31, [1,4],
(2,31, [2,4]
1,
’directed = true)$
(%1i5) print_graph(d)$

Digraph on 4 vertices with 4 arcs.

Adjacencies:
4 :
3 :
2: 4 3
1: 4 3

(%16) draw_graph(g)$
(%17) draw_graph(d)$

5.2 SAGE

As representacoes graficas de grafos e digrafos apresentadas neste documento foram, na sua
maioria, construidas com um outro sistema computacional, também ele distribuido sob a

licenga GPL, denominado SAGE. Pode ser obtido no enderego
http://www.sagemath.org
Em [8] pode consultar um manual de utilizagao, ou visitar
http://www.sagemath.org/doc/html/ref/node40.html

Apresentamos uma forma de integrar o SAGE na resolucao de alguns dos exercicios pro-

postos nestas notas.

1. Exercicio 2.1

sage: D=DiGraph({ 0:[1,2,0], 1:[0]},loops=True)

sage: D.show()

sage: d = {0: [1,4,5], 1: [2,6], 2: [3,7], 3: [4,8], 4: [9], \
....: b: [7, 8], 6: [8,9], 7: [9]}
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sage: D=DiGraph (d,loops=True)

sage: D.show()

sage: g = DiGraph({0:[1,2,3], 2:[5]1})

sage: G=DiGraph(g)

sage: G.show()

sage: g=DiGraph([[1..12],lambda i,j: i!=j and i.divides(j)]1)
sage: G=DiGraph(g)

sage: G.plot().show()

sage: D = DiGraph( { 0: [1,2,3], 1: [0,2], 2: [3], 3: [4], 4: [0,5], 5: [1] } )
sage: D.in_degree(vertices = [0,1,2], labels=True)

{0: 2, 1: 2, 2: 2}

sage: D.in_degree()

[2, 2, 2, 2, 1, 1]

sage: G = graphs.PetersenGraph().to_directed()

sage: G.in_degree(0)

3

. Exercicio 3.1(1)

sage: G = DiGraph( { 0 : [1, 21, 1 : [2], 3 : [4, 5], 4 : [5] })
sage: G.plot().show()

sage: G.add_edge([0,4])

sage: G.plot().show()

sage: G.adjacency_matrix ()

[011010]
(00100 0]
(00000 0]
(00001 1]
[000O0O0 1]
(00000 0]

. Exercicio 3.1(3)

sage: g={0:[1,2], 1:[0,2,4], 2:[ 4,01, 3:[1,4]1}
sage: G=DiGraph (g)
sage: G.show()

sage: G.adjacency_matrix()

21



[01100]
[1 010 1]
[1 000 1]
(0100 1]
[0 000 0]

. Exercicio 4.5

sage: N=matrix([[1,0,1,1,1,0,1],[1,0,0,1,1,0,0],[0,0,0,1,0,1,0],\

....: [0,0,0,0,0,0,0],(1,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,1,0,0],[0,0,1,1,1,0,0]11)
sage: G=DiGraph (N,loops=True)

sage: G.show(layout=’circular’)

sage: G.show3d()

sage: G.adjacency_matrix ()

[101110 1]
[1001100]
[0001010]
[0000O0O0O0]
(110000 0]
[000010 0]
(001110 0]

sage: G.adjacency_matrix ()==
True

sage: G.vertices ()

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6]

sage: sum(N~(i+1) for i in range(7))

[259 102 162 276 236 70 113]
[199 78 123 211 181 53 86]
[ 37 15 23 40 34 11 16]
[ O 0 0 0 o0 o0 o]
[199 79 123 210 180 53 86]
[ 86 34 53 91 79 23 37]
[102 40 64 110 94 28 44]
sage: N+N"2+N"3+N"4+N"5+N"6+N"7

[259 102 162 276 236 70 113]
[199 78 123 211 181 53 86]
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[ 37 156 23 40 34 11 16]
[ o o 0 0o 0 o0 0]
[199 79 123 210 180 53 86]
[ 86 34 53 91 79 23 37]
[102 40 64 110 94 28 44]

. Exercicio 4.7

sage: gl=DiGraph( {0:[1],1:[2],2:[3],3:[01})
sage: gltrans=gl.transitive_closure ()
sage: gltrans.show()

sage: gltrans.adjacency_matrix ()

011 1]
[1 01 1]
[1 10 1]
[1110]
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