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DINAMICA
I- FORCA, MASSA E ACELERACAO
1. Dindmica do ponto

1.1- Introducao

Na Dinamica estudam-se as leis que regem o movimento, estabelecendo-se a relagao
entre este e as forgas que o provocam. Quando sobre um corpo, actua um sistema de
for¢as nao equilibrado, produz-se sempre uma alteragao no estado do movimento desse
corpo. A experiéncia mostra que, na altera¢ao sofrida, influem ndo s6 as caracteristicas do
sistema de forgas, como também a natureza do préprio corpo. Assim, diferentes sistemas
de forgas, actuando independentemente sobre o mesmo corpo, produzirdo diferentes
alteragdes no movimento deste; € o mesmo sistema de for¢as actuando sobre diferentes
corpos, também produzira alteragdes de movimento diferentes.

As leis que exprimem as relagdes entre o sistema de forcas que actua num ponto
material, as suas propriedades e a alteragdo de movimento que este sofre, foram

formuladas por Isaac Newton e designam-se por Leis de movimento de Newton.

As leis de Newton s6 se aplicam directamente ao movimento de um ponto material
sob a ac¢do de uma forca. Nas aplicagcoes prdticas de Engenharia, o que temos
habitualmente de estudar ¢ o movimento de um sistema de pontos materiais (rigidamente
ligados ou ndo), sob a ac¢do de um sistema de forgas qualquer, produzindo qualquer tipo
de movimento.

1.2 Inércia e Massa

A propriedade que confere a um corpo a capacidade de resistir a qualquer alteragcdo do
seu movimento, denomina-se inércia. Todos os corpos fisicos sdo inertes, mas a inércia
¢ diferente de corpo para corpo. A medida quantitativa de inércia de um corpo,
denomina-se massa. A experiéncia mostra que forgas diferentes, actuando sobre um
mesmo corpo, produzem aceleracdes diferentes, mas proporcionais as forcas que as
provocam.

Esta constante de proporcionalidade (constante no dominio da mecanica classica) ¢ a
massa do corpo.

Joaquim Carneiro 1



Fisica 1 (2008) Universidade do Minho

(Dindmica da particula e do sélido) Departamento de Fisica

1.3 - Principios fundamentais da Dinamica

» Primeiro principio de Newton (ou principio da inércia)

““ . ~ .
u ualqu , u u u
Se sobre um ponto material ndo actua qualquer forca, o ponto continua em repouso 0
em movimento rectilineo e uniforme”;

» Segundo principio de Newton

“Se sobre um ponto material actua uma forga, o ponto adquire aceleragdo. A direcgdo e
sentido sdo os da propria forca. A grandeza ¢ directamente proporcional a esta e

inversamente proporcional & massa do ponto”;

F=ma
¥ Terceiro principio de Newton (ou da acgdo e reacgio)

“Entre dois quaisquer pontos materiais existem ac¢des mutuas tais que a acgdo de um
sobre o outro é igual, colinear e oposta a deste sobre aquele”;

» Quarto principio (principio de Galileu)

“O efeito de duas ou mais for¢as que actuam simultaneamente sobre 0o mesmo ponto
material é igual ao efeito que produziria a sua resultante”.

1.4 - Equac¢oes do movimento de um ponto material

As equagdes que regem o movimento de um ponto material sdo afinal as que
resultam da aplicacdo do segundo principio de Newton:

E F=ma ) EQUACAO FUNDAMENTAL DA DINAMICA

EF" ma,

E F t=1ma ' nmmsy Projecciio em 3 direccoes de um sistema de referéncia

EFZ ma,
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1.5 - Forc¢a de Inércia

Passemos na equagdo anterior, o vector “quantidade de aceleragdo” para o primeiro
membro. Ficara

EF—m§=O

Se supuzermos que sobre o ponto material, além das forgas reais cuja resultante ¢ Y F,
actua uma outra for¢a virtual

entdo a equacdo fundamental da dindmica pode ser reescrita de modo a traduzir o equilibro
de um sistema de forgas, no sentido estatico do termo.

SE+F -0

A forga virtual ou ficticia ¢ designada por forca de inércia e a sua considera¢do permite,
como se vé€, a abordagem dos problemas de Dindmica do mesmo modo dos de Estatica.
Supde-se o ponto material em equilibrio sob a ac¢do de um sistema global de forgas, em que
se consideram as reais e¢ as forcas de inércia. Este modo de estudar os problemas de
Dinamica corresponde a aplicagdo do chamado Principio D’ Alembert.

1.6 - Sistema de referéncia inercial

A equacdo fundamental da Dindmica, na realidade sé sera integralmente valida quando
observada em sistemas de referéncia ndo acelerados. Com efeito, a nossa experiéncia leva-
nos a concluir que, num referéncial em movimento acelerado, mesmo que nenhuma forga
“real”actue sobre um corpo, este sofre, em rela¢do a esse referéncial movel, alteragdo do seu
estado de movimento. Veja-se por exemplo, o caso de um automobilista que ¢ projectado
para a esquerda quando efectua uma curva para a direita. Sofre a accdo das “forgas de
inércia” correspondentes a aceleragdes de transporte, pelo menos, pelo que apresentard

movimento relativo acelerado.

— —

F=0=0=ma"+ma” +ma°“

ma" =-ma" -ma°®
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1.7 - Momento cinético de um ponto material; sua variacao

Definiu-se momento cinético de um ponto material P em relagao a um polo O, como
sendo 0 momento em relacdo a esse polo, do vector quantidade de movimento de P,

—

h, =OPa rn\7p

Derivando este vector em ordem ao tempo, obtemos o vector “momento dindmico”
em O (ponto fixo)

k0=OPAma+w Utilizando a equacdo fundamental da Dindmica, e

=0 multiplicando ambos os membros pelo vector OP, ficara:
OPA (EF) =0OPAma

Dado que estamos a lidar apenas com um unico ponto P,
poderemos escrever

21\7[0 =O—)PA ma ©EM0 =k,

Esta equacdo ¢ consequéncia imediata da equagdo fundamental da Dindmica. De facto,
no estudo da Dinamica de um ponto material nada acrescenta de novo. Apenas surge um
método alternativo de estudar o equilibrio dinamico de um dado ponto P: - Em vez de

lidarmos com forcas e quantidades de aceleracdo, podemos lidar, caso nos convenha, com
momentos dessas forgas e momentos dindmicos.

O caso dos movimentos devidos a ac¢do de forcas centrais ¢ um exemplo em que ha
vantagem em utilizar este outro formalismo, j4 que o momento dessas for¢as no “polo” do
movimento sera constantemente nulo.

1.8 - Aplicacoes

1.8.1 - Movimento rectilineo

Consideremos um pequeno corpo, que materializa um ponto P, de massa m, movendo-se sem
atrito sobre uma rampa inclinada de um angulo a, relativamente a direc¢ao horizontal.
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Diagrama de corpo livre

A equagdo do movimento d4 origem as seguintes duas equacdes de projec¢ao:

{—k(x—x0)+mgsinoc =mXx

N-mgcosa =0

Obtemos assim o valor da for¢a N e a equagdo diferencial que traduz a variagao de x
com o tempo:

mX + kx =mgsino +kx,
N =mgcosa

A resolugdo desta tltima equagdo diferencial conduz a seguinte lei do movimento:

x =Acos(ot +) + X,

Ik g . .
Sendo w=,/— ;X;=—sino+X, ;Ae duasoutras constantes a determinar em fungio
m @ das condicoes iniciais do movimento.

1.8.2 - Movimento circular

Consideremos agora uma pequena corredi¢a que se move, sem atrito, sobre uma guia circular
de raio R, contida num plano vertical. Essa corredica parte do repouso, de uma posi¢ao

definida por 0, .
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Pretendemos calcular a for¢a de contacto ¢ a lei de

0 R variacdo do parametro 6 com o tempo. Fagcamos

um diagrama de corpo livre da corrediga,

P inventariando as forgas em presenca, bem como a
/ quantidade de aceleragdo. Projectando a equacdo
\ do movimento nas direc¢des tangencial e radial

X
y
Movimento circular
de um ponto material

(respectivamente y e X) obteremos:

Com efeito,
m6”*R
EFX ma, ma,
zﬁ=ma® EFY ={ma,t=.ma, P )
EFZ ma, 0 mOR
N R Diagrama de corpo livre
a=0aAOP+wA(0AOP)
(0 R 0 0 R
a=J0LAJOL+JOLA[IOLALO
6] |0] |6 ol |o
(0) (O 0 0] [-6°R] [-6°R
a=l0RL+J0LAJORl=da=JO6R!+] 0 l=] BR
K 0 0 0 0 0
Ficara:

~ N+ mgsin§ = —-m6°R
mgcos® =mOHR

Dagqui retiramos a equagao diferencial do movimento, bem como a forga N:

.o g
0 ==cos0 1
R Q)

N =mgsinf+mbh’R  (2)
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A resolugdo da equacao diferencial (1) pode ser levada a cabo atendendo a que:

0 = a — aceleragdo angular

6 = w — velocidade angular

dd-wdo Logo, [ add=["wd
oO0=—=— —=0d0=wdw adv={ waw
&t a8 dt oe0. [, *40= |

Wy

Supondo que a corrediga parte do repouso ( w,= 0 ) e da posi¢do horizontal ( 6, = 0), entdo:

F PN
Rfocosﬂ—zo)

EsinE)=lm2 =’ =0 =§sin6
R 2

Substituindo este resultado na equagdo (2) obtemos a for¢ga N que corresponde a forca de
contacto entre a corredica e a guia.

N=3mgsin0

1.8.3 - Movimento sobre um referencial movel

Considere-se um ponto material P materializado por uma corrediga que se move em

translacdo (parametro S) sobre uma guia horizontal, a qual se move por sua vez em torno de
um eixo vertical (parametro 0).

Corte A A

Movimento de um ponto material sobre um referencial movel
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Admitindo que hé atrito no contacto lateral da corrediga com a guia (coeficiente w),
pretende-se determinar as forgas de ligagdo instaladas e qual a lei S(t) sabendo 6(t).

Aceleragdo do ponto P:

arel + atr + aco

a

1

a=a""+GAOP+®A(DAOP)+2HA V™

Onde,

0 0 0] (s -s6?
olalolsJolallolalol|=] s6
6 &) :

0 0 0
S
arel =J0
0

Somando as trés componentes obtém-se para o vector quantidade de aceleracdo as
seguintes projecgoes:

. ) .. )
S—s0 , ms—-ms0

a=1s0+2s0l=Q=ma=JmsO+2ms0O
0 0

A resultante das forcas que actuam na corredica terd a seguinte projeccdo de acordo
com os diagramas de corpo livre apresentados de seguida:

~uH

EF= H

mg-N
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V4 V4
N
N2 .
- - msh o mE
f,=uH
mg
y
y .
l H ms6
- >
X o >
f, =uH A . x
2mso
Diagrama de corpo livre para forcas Diagrama de corpo livre para

quantidades de aceleracio

Igualando o vector da resultante das for¢as ao vector quantidade de aceleragdo, ficara:

, -uH m§ — ms6?
EF=Q=mﬁ© H ~Jms6+2ms6
mg-N 0
Entao:
N =mg

H=msH’+2ms0
—uH =ms-ms 6°
Obteremos entdo a seguinte equacao diferencial:

§+2u08+(ub-6%)s=0

Que admite a solucao geral:

(—uéhléz (1+M2)—ué)t
§=8§,¢€ A partir desta solugdo, obtem-se facilmente a

for¢a H e a forga de atrito f,= uH
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2 - DINAMICA DO SOLIDO

2.1 -Introducio - Método de Analise

Consideremos cada sélido como um sistema formado por pontos materiais discretos, cujas
distancias entre si permanegam constantes. A cada ponto P; de um tal sistema material podemos
associar dois vectores que, de acordo com a 2% lei de Newton, sdo iguais:

—

F; = Resul tan te das forgas que actuam em P

m:a = Quantidade de aceleracao de p i

—

F_] =mjaj

—

Fj ¢ a resultante de todas as forgas que actuam no ponto P, . Inclui, assim, for¢as exteriores
e interiores ao sistema material. De acordo com a 2? lei de Newton, teremos

ext - pint -
F_] + F_] = mJaJ

Se esta igualdade se verifica para todos os pontos P; , poderemos dizer que o sistema de
forcas exteriores mais o sistema de forcas interiores iguala o sistema de vectores a que
chamamos quantidades de aceleracao.

Sabemos que ¢ condicdo necessdria e suficiente para que dois sistemas de vectores sejam
equivalentes, que tenham elementos de redugdo no mesmo ponto iguais.

Daqui resulta que, necessariamente,
Fext + Fint _ m.a.
E j E ] _E 9]

J J J

—
1 J ext \fjint _ . .
EMO +2M0 —E.OPJ/\mJaJ
k J k

Como as forgas interiores, de acordo com a 3? lei de Newton, sdo iguais e opostas 2 a 2, 0
sistema de forgas interiores é equivalente a zero. Como consequéncia, obteremos as seguintes
equagdes vectoriais, validas para um sistema de pontos materiais;

- ext -
]

J

=

V[ JexXt AM:A-
EMO —EOPJ/\mJaJ
j k
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As equagdes anteriores sdo as chamadas equagdes do movimento. Nelas, ndo esta,
por ora, contida qualquer restri¢do referente ao sistema material. De facto, sdo validas quer
esta seja ou ndo um sistema rigido, um sistema formado por varios subsistemas rigidos
considerados no seu conjunto, ou pura ¢ simplesmente um sistema de pontos materiais
discretos cujas distancias entre si variam no tempo.

Os segundos membros de tais equacdes representam, respectivamente, o vector
principal e o vector momento em O do sistema de vectores quantidades de aceleragao.

Vimos ja, em capitulos anteriores, que, ao primeiro se chamou quantidade de
aceleracgdo do sistema material e que sempre se verificava, fosse o sistema rigido ou nao
que

sendo ﬁG a aceleracdo do centro de gravidade do sistema material e M a sua massa total.

Chamamos ao 2° membro da 2* equacao das denominadas equacdes do movimento, o
Momento Dindmico em O do sistema material e aprendemos a calculd-lo em diversas
situacdes particulares, quase sempre referentes a sistemas s6lidos ou formados por conjuntos
de solidos.

Relembra-se, como relagdo particularmente util, que 0 momento dindmico em O pode
sempre obter-se a partir do momento em G, pelo 2° Teorema de Konig:

D OPam;d;=Ks+0GnMag
J

2.2 - Teorema do movimento do centro de massa
de um sistema material

Num qualquer sistema de pontos materiais, rigidamente ligados ou ndo, verifica-se que

E Fjext — MEG

1
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Esta seria também a equagdo do movimento do centro de massa, se nele estivesse
concentrada toda a massa do sistema material e sobre ele actuasse uma forga igual a soma de
todas as forgas exteriores aplicadas ao referido sistema.

Esta constatacdo ¢ conhecida por teorema do movimento do centro de massa, o qual pode
ser ¢ ¢ habitualmente citado do seguinte modo:

“Em qualquer sistema material, rigido ou ndo, o centro de massa move-se como um
ponto isolado, de massa igual a massa total do sistema e actuado por uma for¢a igual a soma
vectorial de todas as forcas exteriores aplicadas”.

Verificamos assim, que, se um sistema de forcas que actue num sistema material tem
vector principal ndo nulo (hé desequilibrio de forcas), o centro de massa adquire movimento
acelerado.

2.3 - Movimento em torno do centro de massa

Tentemos agora encontrar um significado fisico para o momento da quantidade de acelera¢do
quando o polo (ponto O) utilizado no calculo dos momentos ¢ o centro de massa:

M -

J

Se o movimento real do sistema for uma translagdo, constata-se (a partir do 2° teorema
de Koenig) que o momento dinamico em G ¢ nulo. Neste caso a equagdo anterior
traduziria um equilibrio de momento em relagdo a G, das diversas forgas aplicadas. Noutro
qualquer ponto, porém, tal situagdo ndo ocorreria (a partir do 2° teorema de Koenig).

Se o movimento real do sistema material for uma rotagdo em torno de um eixo que
contém G, o momento dindmico em G ndo sera nulo, mas sé-lo-a a quantidade de
aceleragéo(ﬁ G = 0)-

< Num caso mais geral, pode-se interpretar o0 movimento do sistema material comq
endo a soma de dois movimentos:uma translacdo com o centro de massa, provocada peld
esequilibrio das forgas exteriores aplicadas, mais uma rotacdo em torno do centro dé
assa, provocada pelo desequilibrio de momentos das forcas exteriores, em relacdo a essg
onto.
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2.4 - Movimento plano de corpos rigidos simétricos

Introduzimos aqui duas limitagdes aos sistemas materiais considerados:

a) Deslocam-se em movimento plano, isto é, cada ponto material permanece a distancia
constante de um dado plano de referéncia fixo;

b) Os sistemas materiais sdo constituidos por corpos solidos simétricos em relagdo ao
plano de referéncia, (o que implicard que possuam um eixo principal de inércia
baricéntrico perpendicular a esse plano).

Trata-se afinal, de particularizar as equagdes gerais ja apresentadas. Assim, sendo
(x,y) o plano do movimento, teremos:

Y F =Mi,
EFy =My,
EMGZ =[zzé

Nestas equagdes, 1,, ¢ o momento de inércia relativamente ao eixo dos zz que passa no
centro de massa do corpo rigido. A equagdo referente aos momentos resultou da
particularizacdo, para este caso, da equagdo matricial j& estudada no capitulo da cinemadtica de
massas

Ry =iy =[1{6 }+{@}a ([1,){@})

onde

0

=0

7

e no caso geral de solidos (como por exemplo uma cantoneira de abas desiguais) em movimento
plano a matriz de inércia contém elementos nulos referentes ao plano de simetria.

Ly -ly O
[IG ] =\~ Ixy Iyy 0
0 0 I

7z
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Plano de simetria rY
¥4
- ’z /
—  ar
G ) -7

= X
I,,=0
Y
& G .
® ©
I,,=0

Xy

2.4.1 - Analise de sistemas de corpos rigidos em movimento plano

Esta analise pode ser feita por dois processos:

a) Considerando o sistema como um todo, tragando portanto um unico diagrama de corpo
livre e ndo considerando as forgas de ligagdo entre os diversos corpos;

b) Dividindo o sistema em varios subsistemas, de modo analogo ao que foi feito na estatica,
considerando as equagdes de movimento de cada um deles e resolvendo em conjunto os
sistemas de equagdes assim obtidas. Estdo obviamente consideradas, neste caso, as forcas de
ligacdo entre os corpos.

Este 2° caminho ¢ o mais utilizado, até porque € o unico possivel quando o numero de
incognitas ¢ superior a 3 (tal ¢ o numero de equacdes de que dispomos numa andlise de
equilibrio plano).

A maioria das aplicagdes praticas em engenharia trata de corpos rigidos que se movem
sob determinados vinculos (rotacdo em torno de eixos fixos, rolamentos sem
escorregamento, guiamentos,...).
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Em todos estes casos, existem relagdes definidas entre as componentes da
aceleracdo do centro de massa G e a aceleragdao angular. A solugdo destes problemas
exige uma analise cinematica prévia, a qual ndo introduz problemas particulares na sua
solucao.

2.4.2 - Aplicacoes

a) Solido em translacao

“Pretende-se determinar as forcas de ligacdo que ocorrem nos pontos A e B, em que o
corpo de massa M indicado na figura, se articula com duas barras de massa desprezavel,
as quais o obrigam a deslocar-se em translacdo curvilinea sobre um plano vertical” .

Diagrama de corpo livre

Solido em movimento de
translacao curvilinea

Andlise cinemadtica prévia:

Calculo da aceleragdo do centro de gravidade

ag =0 A0G+wA (0 OQG)

[0 -1 0 0 -L
ag=40iAd 0 L+20LA[20LALO
-0 0 -6 -0 0
(0 L6?] (L6?
ﬁG=<Lé + 0 L= Le
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Calculo do momento dindamico em G

O momento dindmico em G ¢ nulo j& que o corpo s6 tem movimento de translagao.

Logo,

Calculo do momento das forcas de ligacdo em G

1\7[G =GAARA+GBARB

—gcosﬁ R gcosﬂ R
. d. Sold ’
MG=<—Es1n6>A 0 +<Esm6>/\ 0
0 0 0 0
0 0 0
Mg=] 0 + 0 = 0
d . d . d .
‘RAEsmG _RBESIHG (RB—RA)EsmG

Resultante das forcas e momentos exteriores:

R, +Rz-Mgcos6 ML6?
EF@’% ~Mgsin@ =Mi,={ ML0
0 0
0 0
M = 0 =10
(RB—RA)gsine 0

Obtemos entdo o seguinte sistema de equagdes

R, +Ry-Mgcos@=MLO* (1)
~Mgsin@=ML8 (2)
R,=Rg ()
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Admitindo que o corpo parte do repouso w, = 0 e 6, = 0 a 2* equacdo (Eq.
Diferencial do movimento) permite escrever:

0= —gsin6=> 6? =§cose
L L

Logo,

3
R, =Ry = EMgcosB
b) Solido em movimento plano mais complexo

“Pretende-se determinar as forcas de ligagdo que actuam sobre uma placa de massa M e
vinculada em B por uma barra e em A por uma corredica que se move sobre uma guia
horizontal. Desprezam-se as for¢as de atrito (i.¢, admite-se que as ligacoes sdo perfeitas) e
as massas dos corpos, que com a placa, estdo em movimento” .

So6lido em movimento complexo Diagrama de corpo livre
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Rotacio do ponto B em torno de O Rotacdo do ponto G em torno de B

Analise geométrica:
Da figura vemos que Ssin 0+ Lsinf3 = H- Desta expressdo e das suas primeiras e segunda derivadas
em ordem ao tempo, obtemos os pardmetros cinematicos B, {3 ¢ 4 em fungdo de 9,6 ¢ § que é 0
parametro cinematico que escolhemos ( e suas derivadas).
(Ssinf +Lsin f=H

1SOcos@+L Bcosff=0
S(Hcos@-0*sin@)+L(Lcosf-F*sinf)=0

ﬁ=arcsin(@)
< =_Scost9 P
Lcosp
fe—Lt (Lpsinfi-S Gcos0+S6°sin0)
Lcosp
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Calculo da aceleragao do ponto G (centro de gravidade da placa),

dg =ag +tag/p

Usaremos a seguinte notagao:

ag =3ayg
ag/B =4y
Logo,

ag =a9+ay

Ficara
(0] (ScosB] (0 0
a;p=40tAlSsinB!+J0LA(JOLA{Ssin®
0 0 0 0
(-S Osin@] (0] (-S6sin®
=14 SOcosO L+]0L Al SOCosO
0 0 0
(-S Bsin 0 -S6” cos
=1 SOcos0-SO*sin0
0

— —

— —

Scos0

"]
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L L
—-—cos - —cos
0 L2 Pl o 0 Lz p
a21=< 0 AJ 5811’1[3 L+ 0 /\( 0 AP, Esmf) >)
-B 0 -p -p 0
L . ] L .,
—sin —sin
p=sinf o p5sinf
azl=<f§%cosﬁ>+< 0 A<B%COSB>
0 - 0
L . .1 (4L 1 (5L . 2 L
—sin —cos —sinf3 +p~ —cos
Bsin| | B —cosp | |B=sinf+pT = cosp
- = L 2L . = L 2 L.
ay =4Pf—cosPBl+]-p°=sinPl=IB—cosf—-P°—sin
2= B CosP i+ =BT —sinBr = pScosp -7 —sinf
0 0 0
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Ficara:

-S 0sin0-S6%cos (ag)y
- s 2L . .. .

ag =1Pp—cosp-P Esmﬁ>+ SBcosH-S6sinB | =)(ag),
0 0 0

Determinagdo dos Momentos Cinético e Dindmico (respectivamente ﬁG e KG)

H G|. T [TIO ]H G
S0 51

Ks;| =Hg| +d| aHg
SO SO 0 SO

Onde

cos® -smO 0
[T10]= sin® cos® 0 II‘ Matriz de transformac¢do do ref'' -mével no ref? “fixo

0 0 1

o [IG ] {@Hsl

Como o referencial local (“moével”), eixos x,, y,, z; s30 eixos centrais principais de
inércia, entao:

Hq

0
Hy| =1 0
51 .
_lel/))
0 0
ﬁG —[Tlo]' 0 = 0
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Entédo
0 0 0
ol A Hgl =40 tad 0 =10
=B |-1L.F) |0
0
K, = Hy =1 o

2Fvext=MC-i = _RBCOSQ=M.(aG)x
¢ TRy - Rysin€+ Mg =M -(ag),

EM(‘;"’=IZG=GAAI§A+GBA1§B

—-L/2cos B 0 L/2cos B —Rycos 8
21\?13% L/2sin 8 LAdR, L+]1-L/2sin Bl A= Rysinf
0 0 0 0
0 0
Mg = 0 =10
—(L/2cos B)R,, - (L/2cos B)Rysinb| |-1,_p

A 3* equagdo de momentos juntamente com as de projec¢do das forgas, permitem obter R, e Ry
admitindo que sdo conhecidas as leis de variagdo de 0(t)ep(t)-
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2.5 — Dinamica tridimensional de solidos

2.5.1 - Introducao

Apesar de uma grande percentagem dos problemas de dindmica em engenharia ter
solugdes por meio dos principios do movimento plano, desenvolvimentos mais modernos
concentram atencao cada vez mais em problemas que necessitam de analise do movimento em
trés dimensdes. A inclusdo da 3* dimensdo adiciona uma complexidade consideravel as
relacdes dinadmicas e cinamaticas. A dimensdo adicional ndo introduz apenas uma terceira
componente aos vectores que representam forca, velocidade, aceleracdo e momento cinético.
Além disso, cria a possibilidade de duas componentes adicionais para os vectores que
representam quantidades angulares, tais como momentos de forgas e velocidades angulares.

Uma boa base em dinamica do movimento plano ¢ extremamente util no estudo da
dindmica tridimensional, visto que a abordagem aos problemas e muitos dos termos sdo o0s

mesmos ou analogos aos da dinamica plana. 7
. . - A
2.5.2 — Movimento giroscopico ,

Um giroscopio consiste essencialmente num rotor que
pode girar livremente em torno dos seus eixos geométricos.
Quando montado num cardan (ver figura), um giroscopio
pode assumir qualquer orientacdo, mas o seu centro de B

gravidade deve permanecer fixo no espago. A fim de definir a
posi¢do do giroscopio num dado instante, iremos escolher um
sistema de eixos de referéncia fixo OXYZ, com origem O
localizada no centro de gravidade do giroscopio, € o eixo Z, C
dirigido na direccdo vertical. Consideraremos como posi¢ao

de referéncia do giroscopio aquela na qual os dois aneis e 0 X
didmetro DD’ do rotor estdo localizados no plano fixo YZ . O
sistema pode ser levado desta posicao de referéncia para
qualquer posicao arbitraria por meio dos seguintes passos: (1)
uma rotacao do anel externo de um angulo 6 em torno do eixo
AA’, (2) uma rotagdo do anel interno de um angulo B em
torno de BB’, (3) uma rotagdo do rotor de um angulo y em
torno de CC’ . Os angulos 6, B, e y sdo os chamados dngulos

de Euler,; caracterizam a posicdo do giroscopio em qualquer
instante. As suas derivadas, @, 8 ey definem, respectivamente

a precessdo, a nutagdo € a rotagdo propria do giroscOpio no
instante considerado.
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Para calcular as componentes da velocidade angular e do momento cinético do giroscopio,
utilizar-se-4 o sistema de eixos rotativos Oxyz fixo no anel interno, com o eixo y ao longo de BB’ ¢
o0 eixo z ao longo de CC’. Estes sdo os eixos centrais principais de inércia do giroscopio mas,
embora 0 acompanhem na sua precessao € nutacao ndo participam de rotagcdo propria. Por esta
razdo, sdo mais convenientes de usar que os eixos fixos no giroscopio.

Sendo assim, a velocidade angular do giroscopio deverd ser expressa no sistema de eixos
movel (Oxyz) como a soma de trés velocidades angulares parciais correspondentes,
respectivamente, a precessao, a nutagao e a rotagao propria do giroscopio.

Entio:
@=§+B+7

Notar que os vectores velocidade angular correspondentes a nutagdo e rotagdo propria do

giroscopio, respectivamente [ € ¥ estdo direccionados segundo os eixos moveis, restando

entdo a necessidade de projectar o vector velocidade angular correspondente a precessao

neste sistema de eixos.

z| V), =119,

cosf 0 —sinp
[T, 1=] 0

[

0 =

sinff 0 cosp

cosfp 0 —-smp](0 —Osin B
bj = o o [Jol=] o
sinf 0 cosf | |6 Ocos B

[E—

Entdo: _ ésin /3
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Momento Dindmico do giroscopio relativamente
ao seu centro de gravidade (ponto O)

Como os eixos coordenados Oxyz sdo eixos centrais principais de inércia, e lembrando que os
eixos rotativos estdo presos ao anel interno e, portanto, ndo tendo rotagdo propria, vira:

R <fi| +Onil,

51

~Osin
onde Q = /3’ , coresponde a velocidade angular dos eixos rotativos.
Ocos
Entao:
—Bsin B I, 0 0 —Bsin B
K,=H, +! g la(0 1, 0 B )
5 fcos 8 0 0 [, y +6cos B
Seja:
le = I)’l =1
I =1
1
entao :
j[a"(y +0cosB)-16 Bcosf
120 = ﬁo + jé(}) +8cos B)sin S —160* cos Bsin S

51

0
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Ficara
—I(fsin B +6 Bcos )
H,| = 1B

7(7+5cos/3—9/3"sin/3)
Logo.

j/i’(y+900s/3’)—l(9sin/5+29/3c0s/3’)
K =116(y+6cosB)sinf+1(f-6>cosBsinf) =21\7[§”

7(7+9cosﬁ—9ﬁsin/3’)

Este ultimo sistema de equagdes define o movimento do giroscopio sujeito a um dado sistema
de for¢as quando a massa dos aneis ¢ desprezada. Como se trata de equagdes nao-lineares, em
geral ndo ¢ possivel exprimir os angulos de Euler 0, e y como fungdes analiticas do tempo t,
devendo-se utilizar métodos numéricos na solucdo. Entretanto, como se vera de seguida, existem
muitos casos particulares de interesse que podem ser analisados facilmente.

2.5.3 — Precessao estacionaria de um giroscopico

Neste caso particular do movimento do giroscopio, o
angulo B, a precessdo @ e a rotagio propria Y permanecem
constantes. Assim, deveremos determinar as forgas
necessarias que devem ser aplicadas ao giroscopio para
manter este movimento, conhecido como precessdo
estaciondria de um giroscopio.
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Momento Dindmico em O

R -] +Ond,

51

Como neste caso particular £, 6 ey sdo constantes, o vector 5 , € constante em modulo e direcgdo

em relagdo ao sistema de eixos de referéncia rotativo, € a sua derivada H_ em relagdo a este sistema

¢ nula. Assim a equagdo anterior reduz-se a

R,-Qnfl, =T A1

(- @sin B I 07 [ -@sin B
EM;’M< 0 AClO T 0 0 )
Ocos 00 I y +8cosf8
0
2]\25’”=<[j(7+9cosﬂ)—19cosﬂ]ésmﬁ
0

Cmo o centro de gravidade do giroscopio esta fixo no espaco, entao:
E F* =ma, =0

Assim, as forcas exteriores que devem ser aplicadas ao giroscopio, para manter a sua
precessao estaciondria, reduzem-se a um bindrio de momento igual ao valor do 2° elemento do
vector correspondente a Ultima equagdo de momentos escrita acima. Notamos que este bindrio
devera ser aplicado segundo um eixo (eixo y) perpendicular ao eixo de precessdo e ao eixo de
rotagdo propria do giroscopio.

No caso particular em que o eixo de precessdo e o eixo de rotagdo propria formam um
angulo reto entre si, temos f = 90°, pelo que
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2.5.4 - Aplicagoes

e
6;6
1

;
&=
~~

¢

O mecanismo representado na figura ¢ constituido por:

Departamento de Fisica

0G =/
Od=>1
2
G, =L
2
Zy

Corpo 1 - Um braco de massa m,, que roda em torno do eixo vertical Z,

com velocidade angular constante 6;

Corpo 2 - Um garfo de massa desprezavel, que estd rididamente ligado ao corpo 1;

Corpo 3 - Um brago em forma de T, de massa m; que roda sob a ac¢do do momento motor M, , em
torno do eixo Y, com velocidade e aceleracdo angular, respectivamente iguais a ﬁ e [3

Suponha conhecidas as matrizes de inércia dos corpos 1 e 3, relativamente a eixos centrais
principais de inércia. Considere todas as ligagdes perfeitas. Aplicando as equagdes fundamentais

da Dinamica, determine em S, :

a) O torsor das Quantidades de Aceleragdo do corpo 3 no ponto A;

b) O torsor das for¢cas e momentos de ligacao entre os corpos 2 e 3 no ponto A;

¢) O torsor das Quantidades de Aceleragdo do mecanismo no ponto O;

d) O torsor das for¢as e momentos de ligagdo do sistema ao exterior, no ponto O.

2, .
I, =1, =112kg-m*; I =0

Dados: I, =1 =67/50kg-m";1_=8/625kg-m*;m =4kg;m;=1kg

(=1.0m;0=15 rpm;/3’=60°;/5’=3Orpm;/}=cte=%ﬂrad/s2
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a) Determinacdo do torsor das quantidades de
aceleracgdo do corpo 3

0.
5¢ ! -— fsin
0] |7 [0 ECOS/J’ Zﬁ p
Vg, =V, + W3 AAG; =101A1 0 L+ Bl 0 a%@#%écosﬁh
ol o] 6] |-Lsing 0
2 —— Pcospf
. 2
(L . . ) ‘., .
-— fBsinff-— B”cos —-— Bsin
S Bsnf-= Freosp| 5 Asinf
. I 5. 0 .
g, =V, _ +0 AV = _Eﬁﬁsmﬂ L+10 A<?0+56’cos/3>
0 . 0 ., 7 /.
-— fcosfB+— B sin -— fcos
\2ﬂ P+ P ﬁ‘ 5 feosp

aG3 =

[ 5¢

2

éz—g Bsin/y’—é cosﬁ(/ﬁ’2+t9'2)\
— (3 8sin
L Bcos/a’+£ B*sin 8
2 2

-, ~ ) N
= O} =m, dg, —> Quantidade de aceleragdo
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1203 . =HG31 + iy, A Hy .
53

HG3 5 —[731]1?@3 5

cosf 0 sing

[7d=) o 1 o0

-sinff 0 cospf

HG3 55 = [IG3]{6030}L3 = [IG3]({6()10}L3 + {w31HS3)
)si )i 'l 'ésinZ/a’\
) s 00 —6’s-1n/a’ —Ix3t95'1n/a’ ) SN
HG3 53 =10 IJ’a 0 ﬂ = Iy3ﬁ = HG3 5 = Iy3ﬂ [
. . T
0 I, ||0fcosp I,0cos I, 0cos”
(1 .. )
5123 (260 Bcos2p)
He, | = 1, p >
" —1_60 fsin2p)
-1,0p
_ ~ 1 o
K, o HG% + 5123 -6*sin28 !
83 0
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Nota:1, =1,
Ficara:

Iy39/$’(cos2ﬁ—l)
- 1y3(/§+%-9’2sin2ﬁ)
~1,6fsin2p

K

G S

b) Determinagdo das for¢as e momentos de ligagcdo entre os corpos 2 e 3 no ponto A

M, |
\E' R,, Y2=Y;

=X2
S0,
MG =K; +A4GA 0, X3
R, my (aG3)x1
EF”"= R, =imy(ag,),,
R,-myg ms (aG3)zl
/
Ecos/f 0 M,
S M =AG AR+ M, <YM =1 0 Al 0 L+iM,

z

—gsinﬁ my g M

M

EMZ"’ =IM, +m3g§cos/3
MZ
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Ficara:
. éCOS/” V—m3%€6}2—m3§/')5$in/)’—m3§cosﬁ(6.’2+/32)‘
AGAQ, =1 0 LAl —m, (0 Bsin [
-5 fom L peoslem L psing

.. 5
—m3?¢9,6’sm p

P 2o, 507 ., . I 0
AG3AQ3=<m3X/3’cos /))—m3§/3) sm2/3’+m3Tl9 smﬂ+m3x/9’s1n /3+m3§(6? +f37)sin2p
2

—m3%9ﬁsm2ﬁ

Substituindo pelos valores numéricos obtém-se:

(50, 4o 4 22 | 2y ]
-—6@°——pfsin f—— cos +6
. 5 2/3 /.3’.‘2 BB ) (=118 R,,
my-dg =0y =my-d - [ 0Osinf =1-4271L=1 R,
L Beospal prsin 3.1 R,, -9.8
2 2
Iy39/3’(10052/3’—1) 0619
K| = 1y3(/§+5-9'2sm2ﬁ) =1 0.481
~1_0psin2p —0.355
~ [-0.619) (-1.855] [-2.474 ng
K,=K; +AG,n0; =) 0481 1+) 4114 L =] 4595 |= M2+m3g5cos/3
-0.355| [-1.064| |-1.4194 M.
Logo,
R, =-1128N M_=-2474N-m
R, =-427IN e M,=2145N"m
R, =129N M,=-142N-m
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¢) Determinacdo das quantidades de aceleragdo no ponto O

0] (/1 (O
Vg, ={0talol=1v6
6| o] |o

dg =Va + @, AV

0] (0 0 - 16? . -m6*
o = (011001 16 L= Gimmig =t 0 | e DN
o |6 0 0 0
Entao:
_mlga'z_mS%éz_m3§ﬁSinﬂ_m3§(éz+,82)C0S/)) -21.14
0=0+0,~=] —m, (0 fsin _|_4071
—m3ﬁcos/3’+m3§/3’zsin/3 3.1

Momento dinamico do sistema em O

Corpo -1 ~ - -
K =HGy + @y NH
le O 0 0 O O 0
1 0 ]Zl 3 IZIH' ils, 1210 0
0 0 0
Dy A F]c;1 =J0iAd 0 L=10
| (1.6| |0
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Logo,
0 0
IEGl = 0l= K, =0Ga Q +]_<’G1 =10
0 0
Corpo -3

50 ¢

—+—cos
OG3A Qy =(04+ AG3) A Q5 = 0 AQ;
l

——sin
5 p

2o,
—m3?l9/3’sm S

0—)G3A Q = m3§(5 +cosf)- i(ﬁcos/a’ -5 sin/a’)] + m3§sin/3’- [2(592 + Bsin B+ (B% +60%)cos )

—m3£29/3’sinﬂ-(5+cos/3’)

~1.855
0G3A Q=1 -3.64
~11.75

Logo,

~1.855] (-0.619] (-2.474
Ki=1-3.641+]0481=])-316
~11.75| |-0.355| |-12.11
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Quantidade de aceleragdo do sistema em O;

~21.14
0=0+0,=1-4271LN
3.1

Momento dinamico do sistema em O;

0] (-2474) (-2.474
K,=Ky+K;=Jol+) =316 L=) -3.16 L N-m
o |-1211] |-12.11

d) Forgas e momentos de ligacdodo sistema ao exterior (no ponto O)

0, o [-2114
»F = Ry, ; 0=0+0,=1-4271
Ry, —(my +m3)-g 3.1
| Ry, -21.14
N FY 0= Ry, =1-4271LN
Ry = (my +m3)- g 3.1
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M,
EA;IEX: =0G aAmg+0Giamg+IM, | =K,
MOZ
) l %+§cosﬁ 0 M,
EM;”=0A 0 L+ 0 Al 0 L+IM,
0 -mg —gsin/a’ -my g M,.
M,, —-2.474
S = | My, ~lm g £+, g (S+cos P ={ ~3.16
M,. -12.11
Logo,
R, =-21.14N M, =-2474N-m
Ry, =-4271N M, =63.0N -m
R, =52.1N M, =-12.1N-m
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O sistema mecanico representado na figura é constituido por:

Corpo 1 - um brago de massa m,; que roda em torno do eixo horizontal Z, = Z, com
velocidade angularg e aceleracdo angularf , por acgdo da gravidade quando se retira o apoio A.

Corpo 2 - uma casca cilindrica de massa m, , que roda em torno do eixo X, com velocidade angular f
e aceleragdo angular f§ accionada pelo momento motor M (constante) provocado por um
motor eléctrico ligado ao corpo (1).

Suponha conhecidas as matrizes de inércia de ambos os corpos, em relacdo a eixos centrais
principais de inércia. Considere ainda que os momentos de inércia Lo, =1,y =L, =0"

a) Na posicdo inicial o corpo (1) estad na posicdo horizontal, apoiado em A,e ao corpo 2 ndo ¢
aplicado qualquer momento motor. Aplicando as equacdes fundamentais da Dinamica,
determine em relacdo a S; a acelera¢do angular do corpo 1 no instante imediatamente apos
retirar o apoio A.

b) Passado um determinado intervalo de tempo, e j4 com o momento motor aplicado ao corpo 2,
determine em S, , aplicando as equagdes fundamentais da Dinamica, a quantidade de aceleragio
do sistema e o momento dinamico do sistema, no ponto O.

¢) As forgas de ligagdo e os momentos de encastramento, do sistema ao exterior, sabendo que ao
fim de um intervalo de tempo (t =2 s) se tem: 9 = 30° ; [5 =15r-p'm

Dados

m, =1kg;m, =5kg
f=Im;r=10cm;H=30cm

m 1
I, =—(20)° =-kg-m’
2 12( ) 3 ke

Corpo 1

Corpo 2 BB

X EX,
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