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Resumo

Neste texto apresentam-se alguns resultados de um estudo centrado nas ideias intuitivas
de probabilidade condicionada de alunos do 9.° ano de escolaridade.

Participaram no estudo 229 alunos do 9.° ano de escolaridade, a quem foi aplicado um
questionario com varias tarefas sobre probabilidade condicionada, sendo aqui apenas
exploradas as duas em que as frequéncias dos acontecimentos eram apresentadas sob a
forma de tabela.

Em termos de resultados, salienta-se que as resolu¢des dos alunos revelam que estes
possuem ideias intuitivas sobre o conceito de probabilidade condicionada, enfatizando-
se a importancia da leitura prévia dos dados fornecidos atraves de tabelas de
frequéncias.

Palavras-chave: Probabilidade condicionada; Frequéncias dadas em tabelas; Alunos do
9.2 ano.

1. Introducéo

As Probabilidades ¢ um tema Gtil na vida do dia-a-dia das pessoas, constitui um saber
instrumental em outras disciplinas, € um conhecimento necessario em muitas profissdes
e intervém na tomada de decisbes (Gal, 2005). Ora, essas variadas aplicacdes do tema
tém-se reflectido na necessidade de aprofundar o seu ensino, tendo sido recentemente

incluido nos programas escolares de muitos paises.

Em Portugal, tal como em outros paises, com a introdu¢do do novo Programa de
Matematica do Ensino Basico (Ministério da Educagdo, 2007) verifica-se o
aprofundamento do tema Organizacdo e Tratamento de Dados, que inclui o estudo das
Probabilidades e Estatistica. Contudo, tal aprofundamento acontece mais em relacdo a
Estatistica do que as Probabilidades. Efectivamente, neste Gltimo caso, mantém-se

essencialmente o que estava contemplado no programa anterior.
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Neste contexto, tendo por propoésito avaliar as possibilidades de ampliar o estudo do
tema de Probabilidades no ensino béasico, na presente investigacdo estudam-se as ideias
intuitivas de alunos do 9.° ano sobre probabilidade condicionada, quando os dados sdo
apresentados na forma de tabelas de frequéncias. Para tal, partimos dos estudos prévios
de Estrada e Diaz (2006) e Contreras, Batanero, Diaz e Fernandes (2011), realizados
com futuros professores, e introduzimos o caso de uma tabela simples e a leitura de uma

tabela de contingéncia.

Neste estudo considera-se a definicdo de probabilidade condicionada decorrente da
restricdo do espago amostral. Nesta perspectiva, a probabilidade condicionada de um

acontecimento A dado que ocorreu o acontecimento B, P(A|B), é a probabilidade de

A considerando apenas os resultados possiveis da experiéncia aleatoria que séo
elementos de B. Isto &, a probabilidade do acontecimento A é avaliada nas condicGes
de um novo espaco amostral que resulta do condicionamento da ocorréncia do

acontecimento B (Hogg & Tanis, 1993, citado em Tarr & Lannin, 2005).

Neste estudo entendemos como ideias intuitivas aquelas que sdo desenvolvidas em
contextos informais, ndo na escola (Fischbein, 1987), como era o caso dos alunos do 9.°
ano que participaram no estudo, os quais ndo tinham ainda estudado o conceito de

probabilidade condicionada na disciplina de Matematica.

2. Investigacao prévia

Nas tarefas de calculo de Probabilidades as frequéncias relativas aos acontecimentos
podem apresentar-se em tabelas de frequéncias simples e em tabelas de contingéncia, tal
como aconteceu no presente estudo. No caso das tabelas de frequéncias simples, no
estudo de Fernandes (1999) foi incluida uma tarefa deste tipo, tendo-se obtido, em
100%, um nivel de realizacao de cerca de 87% num item de probabilidade simples, 75%

num item de soma de probabilidades e 53% num item de probabilidade condicionada.

No caso das tabelas de contingéncia, elas tém sido usadas para estudar o
desenvolvimento do conceito de associacdo entre duas variaveis (e.g., Inhelder &
Piaget, 1976) e as estratégias intuitivas e preconcepcOes acerca da associacdo
(Batanero, Estepa, Godino & Green, 1996). Mais recentemente tém sido também usadas
no estudo do conceito de probabilidade, incluindo a nocdo de probabilidade

condicionada, por parte de Estrada e Diaz (2006) que apresentaram a futuros
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professores do ensino primario uma tarefa, contra-intuitiva, envolvendo frequéncias de
dois acontecimentos numa tabela de contingéncia e interrogaram-nos sobre a
determinacdo de uma probabilidade simples, uma probabilidade conjunta e uma
probabilidade condicionada e a sua transposta, tendo-se obtido, respectivamente, as
percentagens de respostas correctas: 75%, 52%, 56% e 52%.

Contreras et al. (2011) noutra investigacdo com futuros professores do ensino primario
envolvendo a determinacdo de uma probabilidade simples, uma probabilidade conjunta
e uma probabilidade condicionada, dadas as frequéncias dos respectivos acontecimentos
numa tabela de contingéncia, obtiveram, respectivamente, percentagens de respostas
correctas ligeiramente inferiores as obtidas no estudo de Estrada e Diaz (2006),
especificamente 66%, 41% e 44%. Em ambos os estudos, os futuros professores, antes
de realizarem a tarefa, tinham estudado o conceito de probabilidade condicionada no
ambito de pelo menos uma disciplina do curso.

A exploracdo da mesma tarefa por alunos do 12.° ano (Fernandes & Fernandes, 2010),
com ensino de Probabilidades, conduziu a resultados ligeiramente superiores. Neste
estudo verificou-se ainda um impacto muito limitado do ensino de Probabilidades sobre
as respostas dos alunos, diminuindo mesmo, do pré-ensino para 0 po0s-ensino, a
percentagem das respostas correctas, no caso das probabilidades condicionadas.

Por outro lado, em termos de raciocinios, outras investigacdes centradas no estudo da
probabilidade condicionada referem-se a obstaculos, erros e dificuldades na aquisicéo
do conceito. De entre esses estudos, salienta-se o estudo de Falk (1986), em que se
verificou que muitos alunos ndo discriminam entre uma probabilidade condicionada e a

sua transposta, isto €, entre as duas probabilidades P(A|B) e P(B| A). Falk designou

este tipo de erro por falacia da condicional transposta.

Pollatsek, Well, Konold e Hardiman (1987) verificaram que os alunos confundem
P(A|B) com P(ANB), isto é ndo distinguem claramente os significados da
condicional “se” e da conjuncdo “e”, 0 que se torna particularmente aparente aquando
da passagem de um enunciado em linguagem corrente para linguagem simbdlica das
probabilidades.

A percepcao de causalidade na avaliacdo de probabilidades estd também na origem de
raciocinios errados no calculo de probabilidades condicionadas. Segundo Tversky e
Kahneman (1982), a influéncia da causalidade manifesta-se através de assimetrias
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inferenciais, em que as pessoas inferem com maior confianga efeitos das causas do que
causas dos efeitos, e da significagdo causal e diagnostica da evidéncia, em que as
pessoas tendem a realcar o impacto causal dos dados para o futuro e a negligenciar as
suas implicacGes diagnosticas acerca do passado. Neste ultimo caso, no estudo de Falk
(1986), também confirmado num estudo por Fernandes, Nascimento, Cunha e Contreras
(2011), os estudantes afirmaram, numa elevada percentagem, que a questdo era
desprovida de sentido ou que a probabilidade de um acontecimento que ocorre depois
ndo pode afectar a probabilidade de um acontecimento que ocorreu antes.

No estudo de Estrada e Diaz (2006), a que nos temos vindo a referir, os conflitos
semidticos (Godino, 2003) mais frequentemente experienciados pelos futuros
professores referem-se a confusdo entre a probabilidade condicionada e a sua transposta
(14%), entre a probabilidade condicionada e a probabilidade conjunta (13%) e entre a
probabilidade de um acontecimento e do seu contrario (7%). Ja no estudo de Contreras
et al. (2011), no conjunto das trés questdes do estudo, destaca-se o erro resultante de
confundir probabilidades, sendo mais frequente a confusdo entre a probabilidade
condicionada e a probabilidade conjunta (14%), seguindo-se, numa percentagem muito
inferior, os erros de confundir outros objectos, férmulas e acontecimentos,
designadamente entre um acontecimento e 0 seu contrario. Considerando agora cada
uma das trés questdes, a prevaléncia do erro confundir probabilidades foi superior no
caso da probabilidade conjunta (25%), seguindo-se o caso da probabilidade
condicionada (16%) e, por fim, com uma percentagem muito inferior (4%), surge o0 caso
da probabilidade simples.

2. Método

No presente estudo pretendeu-se, fundamentalmente, avaliar as ideias intuitivas de
alunos do 9.° ano de escolaridade acerca da probabilidade condicionada, quando as
frequéncias dos acontecimentos sdo apresentadas em tabelas. Mais especificamente
estudou-se o calculo de probabilidades numa tabela simples e a leitura de dados e o

calculo de probabilidades numa tabela de contingéncia.

Participaram no estudo 229 alunos do 9.° ano de escolaridade, pertencentes a quatro
escolas do distrito de Braga. Relativamente a estes alunos, as suas idades variavam
entre 0s 14 e 0s 18 anos, com 14,5 anos de média de idades (que é a idade normal de

frequéncia do 9.° ano); 50,7% dos alunos eram do sexo feminino e 49,3% do sexo
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masculino; as suas classificagdes na disciplina de Matemaética, no final do 1° periodo do
9.° ano e numa escala de 1 a 5, variavam entre 2 e 5, com uma média de 3,0; e,
finalmente, 11,8% dos alunos tinham tido uma repeténcia e 3,9% tinham tido duas ou

trés repeténcias no seu percurso escolar.

Foi aplicado aos alunos um questionario que, para além de algumas questdes centradas
na aquisicdo de informacdo pessoal, incluia vérias tarefas sobre probabilidades, das
quais trataremos neste texto apenas as duas em que informacéo era apresentada numa
tabela. Estas tarefas tém formato similar a outras duas tarefas, uma usada por Fernandes
(1999) e a outra usada por Estrada e Diaz (2006) e Contreras et al. (2011).

O questionario foi aplicado em aulas dos alunos, de 90 minutos, no final do 2.° periodo
escolar de 2010/2011, tendo-se revelado um tempo suficiente. Entretanto, os alunos
tinham estudado os contetidos de Probabilidades, previstos no programa da disciplina de
Matematica do 9.° ano, no inicio do ano lectivo, nos quais ndo se inclui qualquer
referéncia a probabilidade condicionada.

Por fim, a analise de dados foi efectuada com recurso ao programa de analise estatistica
SPAW Statistics 18, tendo-se determinado frequéncias de respostas correctas e
incorrectas e de tipos de erros nas duas tarefas estudadas, organizadas e sintetizadas em

tabelas.
3. Leitura de dados em tabelas e calculo de probabilidades
Apresenta-se de seguida a andlise das respostas dos alunos nas tarefas 1 e 2 do

questionario quanto a percentagem de respostas correctas, respostas incorrectas e ndo

respostas, bem como quanto aos erros identificados nas suas producdes escritas.
3.1. Célculo de probabilidades numa tabela de frequéncias simples
Na tarefa 1, partindo de uma tabela simples, pedia-se aos alunos para calcularem trés

probabilidades: uma probabilidade simples na questdo a), uma soma de probabilidades

na questao b) e uma probabilidade condicionada na questéo c).

Tarefa 1. Escolheram-se, ao acaso, 60 estudantes de uma escola e perguntou-se a cada
um deles o seu nimero de irmados. A partir das respostas dadas, obtiveram-se os dados
do quadro seguinte:
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N° de irméos N° de estudantes
0 irmédos 8
1 irméo 25
2 irmaos 15
3 ou mais irmaos 12

Escolhe-se, novamente ao acaso, um estudante do grupo dos 60 estudantes.
a) Qual a probabilidade de o estudante escolhido ter exactamente 1 irmao?
b) Qual a probabilidade de o estudante escolhido ter mais que 1 irméo?

c) Sabe-se que o estudante escolhido tem irm&os. Qual a probabilidade de ter
exactamente 1 irméo?

Na Tabela 1 apresentam-se as percentagens de respostas correctas, erradas e néo

respostas em cada questdo da tarefa 1, envolvendo o célculo das probabilidades P(A),
P(B)e P(A|C), sendo os acontecimentos A: ter exactamente um irmdo, B: ter mais

que 1 irméo e C: ter irmaos.

Tabela 1. Distribuicdo (em %) dos alunos segundo o tipo de resposta as questdes da

Tarefa 1
Respostas
Conteudos Na&o respostas
Correctas Erradas
P(A) 88,6 10,5 0,9
P(B) 83,4 13,6 3,0
P(A|C) 54,6 35,8 9,6

Da Tabela 1 destaca-se a elevada percentagem de respostas correctas no calculo da
probabilidade simples e da soma de probabilidades, e uma reducdo significativa da
percentagem de respostas correctas na determinacdo da probabilidade condicionada,
embora mais de metade dos alunos (54,6%) tenham respondido correctamente. E
também na questdo de probabilidade condicionada onde se observa uma maior

percentagem de alunos a ndo responderem a questéo (9,6%).

Consequentemente, como se observa na Tabela 2, a percentagem de erros é maior no

caso da probabilidade condicionada do que no caso das outras duas probabilidades.

Tabela 2. Distribui¢do (em %) dos alunos segundo o tipo de erro nas questfes da
Tarefa 1

Erros Contetdo das questBes
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P(A) P(B) P(A|C)

P(A) 0,4 193
P(B) - 0,4
P(A|C) 1,3 -

P(C) - 1,3 35
1/P(A) 1,3 - 0,9

1/ P(B) - 0,9 _
1/P(A|C) - - 0,9
CFouCP 1,7 4,5 3,1
probag;[{%sades 0.9 0.4 13
Outros valores 53 6,1 6,4
Total 10,5 13,6 35,8

Nota: CF = casos favoraveis; CP = casos possiveis.

O erro predominante ocorreu no célculo da probabilidade condicionada, com 19,3% dos
alunos a considerarem apenas 0 acontecimento condicionado A e a ignorarem 0
acontecimento condicionante C e, consequentemente, a apresentarem a mesma resposta

para as questdes a) e ¢), como é o caso do aluno Aso.

F,
V2 oG ) < e

o Ge 1 ¢
Figura 1. Resposta do aluno Asg as questdes a) e ¢).
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Contrariamente ao caso anterior, 3,5% dos alunos ignoraram 0 acontecimento

condicionado, calculando assim P(C), como é o caso do aluno A;g na questéo c).

-( X cosxn %A\(r)('”-:mﬁ 52
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Figura 2. Resposta do aluno Ay & questdo c).

Na categoria CF ou CP a razdo de probabilidade apresentada contém apenas um erro
relativo ou aos casos favoraveis ou aos casos possiveis, como € exemplo disso a

resposta do aluno Az que apresenta P(B)=30/60 na questdo b), resultado de uma

identificacdo incorrecta do nimero de casos favoraveis ao acontecimento B.

Na categoria Outras probabilidades foram incluidas as respostas dos alunos que
consideram uma probabilidade, diferente das explicitadas na Tabela 2, mas com
significado no contexto do problema, como é o caso do aluno Ais7 que, na questdo c),

apresentou o valor de P(C).
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Por oposicdo as categorias antes referidas, considerou-se a categoria Outros valores,
onde foram incluidas respostas como a do aluno A3 que na questdo a) apresenta para
P(A) a resposta 1/25, entendida como a razdo entre o valor da varidvel nimero de
irmaos (1) e o nimero de estudantes com 1 irmao (25). Trata-se, portanto, de respostas
sem sentido na situacdo apresentada. Nesta categoria 1,3% dos alunos apresentaram a
mesma resposta (errada) para P(A) e P(A|C), aspecto que poderd indiciar que estes

alunos também ignoraram o acontecimento condicionante C na obtencéo de P(A|C).

3.2. Leitura de dados numa tabela de contingéncia

Com a questdo a) da tarefa 2 pretendia-se averiguar sobre o significado atribuido pelos
alunos aos nimeros 14, 10 e 6 da tabela de contingéncia apresentada. O apelo a leitura
destes valores relaciona-se com a sua importancia no calculo das probabilidades da
questdo b).

Tarefa 2

Escolheram-se, ao acaso, 25 estudantes de uma escola e perguntou-se a cada um deles
se praticava ou ndo desporto. Os dados obtidos foram registados, segundo 0 sexo dos
estudantes, no quadro seguinte.

Rapariga Rapaz Total
Pratica desporto 8 6 14
Né&o pratica desporto 7 4 11
Total 15 10 25

a) No quadro anterior, o que representa: O nimero 14? O nimero 10? O ndmero 6?

Na leitura da tabela de contingéncia, quase todos os alunos interpretaram correctamente
o significado dos numeros 14, 10 e 6, tendo sido obtidas as percentagens de respostas

correctas 96,9%, 94,8% e 97,8%, respectivamente.

3.3. Calculo de probabilidades numa tabela de contingéncia

Na segunda parte da tarefa 2, partindo de uma tabela de contingéncia, pedia-se aos
alunos para calcularem quatro probabilidades: uma probabilidade simples na 1.2
pergunta; uma probabilidade conjunta na 2.2 pergunta; e uma probabilidade
condicionada e a sua transposta, respectivamente, na 3.2 e 4.2 perguntas. A tarefa tem
um formato similar a que foi usada nos estudos de Estrada e Diaz (2006) e Contreras et

al. (2011), variando o contexto e a grandeza dos valores das frequéncias.

| Tarefa 2
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b) Escolhe-se, ao acaso, um estudante do grupo dos 25 estudantes.

Qual a probabilidade de que esse estudante seja rapaz?

Qual a probabilidade de que esse estudante seja rapaz e pratique desporto?
Sabe-se que o estudante pratica desporto. Qual a probabilidade de ser rapaz?
Sabe-se que o estudante é rapaz. Qual a probabilidade de praticar desporto?

Na Tabela 3 apresentam-se as percentagens de respostas correctas, erradas e nédo
respostas em cada pergunta da questdo b), envolvendo o célculo das probabilidades
P(R), P(RND), P(R|D) e P(D|R), sendo os acontecimentos R: ser rapaz e D:

praticar desporto.

Tabela 3. Distribuicdo (em %) dos alunos segundo o tipo de resposta a questédo b)

da Tarefa 2
. Respostas
Conteudos Na&o respostas
Correctas Erradas

P(R) 90,8 7,9 1,3
P(RND) 74,7 22,3 3,0
P(R|D) 71,2 27,1 1,7
P(D|R) 65,5 31,9 2,6

Da observacdo da Tabela 3 conclui-se ter havido uma elevada percentagem de acertos
em todas as perguntas da questdo b), embora se verifique uma diminui¢do progressiva

da percentagem de respostas correctas ao longo das quatro perguntas.

Comparativamente com as questdes da tarefa 1, registou-se uma melhoria dos
resultados, com especial destaque para o célculo da probabilidade condicionada, cuja
percentagem de respostas correctas passa de 54,6% para 68,4% (considerando a média
das percentagens de respostas correctas obtidas no calculo da probabilidade

condicionada P(R|D) e da sua transposta P(D|R)). Também merece destaque a
reducdo da percentagem de nao respostas.

Comparativamente com a tarefa 1, por observacdo da Tabela 4 conclui-se que o
aumento das percentagens de respostas correctas nas perguntas de probabilidade

condicionada deve-se simultaneamente a diminui¢do da percentagem de ndo respostas e

a diminuigdo das percentagens de erros.
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Tabela 4. Distribuicdo (em %) dos alunos segundo o tipo de erro na questdo b) da
Tarefa 2

Contetdo das questBes

Erros PR) P(RAD) P(R|D)  P(D|R)
P(R) 0,4 2,7 2,7
P(RN D) 0,4 5,8 8,3
P(R| D) - 5,2 7.4
P(DIR) - 8,0 2,2
P(D) 0,4 0,4 5,2 -
1/P(R) 1,8 = = =
1/P(RND) - 0,9 - 0,4
1/P(R| D) - 0,4 1,8 -
1/P(D|R) - 0,4 0,9 2,2
prob?lg;[lr%sades 13 0.9 13 0.3
CFouCP 1,8 2,2 0,4 4,4
Outros valores 2,2 3,5 6,8 5,6
Total 7,9 22,3 27,1 31,9

Nota: CF = casos favoraveis; CP = casos possiveis.

Da leitura da Tabela 4 destaca-se a dificuldade dos alunos em distinguir a probabilidade
conjunta da probabilidade condicionada e em distinguir a probabilidade condicionada

P(R|D) da sua transposta P(D|R). Dado que na categoria Outros valores 2,2% dos
alunos apresentam a mesma resposta (errada) para P(RnD)e P(R|D), 1,3%
apresentam a mesma resposta (errada) para P(RND) e P(D|R) e 2,2% apresentam a
mesma resposta (errada) para P(R|D) e P(D|R), este aspecto também podera ser um

indicador das dificuldades dos alunos na distin¢do entre estas probabilidades.

Comparativamente com a questdo c¢) da tarefa 1, relativa ao célculo da probabilidade
condicionada P(A|C), verifica-se uma reducdo na percentagem dos erros que resultam
de ignorar ou o acontecimento condicionado ou o acontecimento condicionante no

calculo das probabilidades P(R|D) e P(D|R), embora 5,2% dos alunos ainda tenham

ignorado o acontecimento condicionado R no célculo de P(R|D).

Quanto ao erro que resulta de considerar o inverso da resposta numérica correcta

(embora pouco expressivo nas tarefas 1 e 2), ele ocorre em percentagens muito
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préximas nas duas tarefas. O mesmo se passa em relacdo aos erros incluidos na
categoria Outros valores (com maior expressividade nas duas tarefas do que o erro
anterior), em que se incluem respostas descontextualizadas ou respostas numericas
absurdas no contexto de probabilidades. Sdo disso exemplo, a resposta
P(R|D)=#D/#R, apresentada pelo aluno Agy, € a resposta P(RND)=#(RnD),

apresentada pelo aluno Ajpg.

4. Conclusao

De uma maneira geral, os alunos revelaram possuir ideias intuitivas correctas sobre o
conceito de probabilidade condicionada, quando os dados séo apresentados na forma de

tabela, pois a maioria dos alunos respondeu correctamente as questdes colocadas.

Entre as duas formas de apresentacdo dos dados, através de uma tabela de frequéncias
simples e de uma tabela de contingéncia, observaram-se diferencas ao nivel da
percentagem de respostas correctas, com especial destaqgue na probabilidade
condicionada. No caso da tabela de frequéncias simples, a dificuldade mais sentida

pelos alunos foi a de considerar o condicionamento de C no célculo de P(A|C),
calculando simplesmente P(A). No estudo de Fernandes (1999), numa tarefa andloga a

tarefa 1, foi obtida uma percentagem de respostas correctas semelhante a obtida neste

estudo.

Também em relacdo a tabela de contingéncia, a dificuldade que mais se destacou foi no
calculo das probabilidades condicionadas, embora neste caso a percentagem de
respostas correctas tenha sido superior a obtida no caso da tabela de frequéncias
simples. Talvez esta melhoria nas respostas dos alunos se deva ao facto de,
previamente, os alunos terem sido questionados sobre os significados dos dados
implicados nas probabilidades. Ainda neste caso, destacaram-se dificuldades em
distinguir a probabilidade conjunta da probabilidade condicionada e o erro da falacia da

condicional transposta (Falk, 1986).

Por outro lado, ainda no caso da tabela de contingéncia, neste estudo obtiveram-se
melhores resultados do que nos estudos de Contreras et al. (2011) e Estrada e Diaz
(2006), envolvendo futuros professores do ensino primario. E de salientar que nestes

estudos a grandeza dos dados da tabela de contingéncia era consideravelmente superior.
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Além disso, no estudo de Estrada e Diaz foi explorada uma situagdo contra-intutiva, o

que podera também explicar as menores percentagens de sucesso.

O elevado desempenho dos alunos nas questfes em que se pedia para calcular uma
probabilidade simples, uma soma de probabilidades e uma probabilidade conjunta
mostra que elas tém potencial para serem usadas na sala de aula aquando da leccionacgéo

do tema Probabilidades.

Finalmente, os resultados obtidos nas duas tarefas encorajam a possibilidade de
introduzir o estudo do conceito de probabilidade condicionada no 9.° ano de
escolaridade, pelo menos na forma como foi explorado neste trabalho. Acrescenta-se
ainda que as tarefas aqui utilizadas parecem reunir potencial para serem usadas na
introducdo deste conceito, enfatizando a leitura dos dados das tabelas antes de calcular
probabilidades.
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