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Resumo

Quando os professores de Matematica sao confron-
tados com as ciclicas mudancas/ajustamentos dos
programas curriculares tém inevitavelmente que ul-
trapassar muitas dificuldades: técnicas, pedagdgicas
e cientificas.

Ora, as questoes de natureza cientifica, embora
intrinsecamente subjacentes a qualquer reforma dos
programas escolares, revestem-se ainda de uma im-
portancia inquestionavel enquanto componentes es-
senciais do conhecimento do professor, mas nem sem-
pre tém merecido uma reflexao especifica e contex-
tualizada nos diversos aspectos das directivas pro-
gramaticas oficiais.

Num estudo de natureza mais alargada, partimos
de um tema chave do programa de Matematica do
Ensino Secundario em Portugal: o conceito de limite.
Neste artigo reflectimos sobre a defini¢ao do nimero
e como limite da sucessao de termo geral (1 + %)n
e exploramos as dificuldades cientificas que se colo-
cam a um professor de Matematica quando confron-
tado com a preparacao deste tépico com recurso as
calculadoras gréaficas. Preocupamo-nos com a com-
preensao dos factos, com o “porqué?” dos casos; ex-
ploramos as razoes dos acontecimentos; questionamos
as acgoes; aprofundamos as andlises dos fenémenos e
comparamos o conhecimento desta forma adquirido
com aquele que temos ao nosso dispor em manuais
escolares ou em manuais de utilizacao das calculado-
ras graficas tradicionalmente utilizadas nas escolas.

Percebemos finalmente que a manipulagao cega das
calculadoras bem como uma énfase prioritaria em di-
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ficuldades de natureza pedagogica podem, porventu-
ra inconscientemente, fazer com que os professores
relevem para um segundo plano da sua formacao as
questoes de natureza cientifica que afinal, hoje co-
mo sempre, sao o requisito central do ensino da Ma-
tematica.

1 Introducao

O programa actual do Ensino Secundério preveé a uti-
lizacao obrigatéria de calculadoras graficas néo sé co-
mo instrumentos de calculo mas também como um
meio incentivador do espirito de pesquisa dos alunos.

Porém, como é sabido, apenas uma quantidade
finita de numeros é exactamente representavel na
maquina (ou computador); os erros de arredonda-
mento cometidos na representacao de numeros e a
forma como estes erros se propagam, dependendo dos
calculos efectuados, nao raramente fazem com que os
resultados produzidos estejam bem longe dos valores
esperados.

Um caso que tem merecido particular atengao é a
sucessao de termo geral

1 n
un:<1+> .
n

No 11° ano, o nimero e é definido como o limi-
te desta sucessao. Embora o estudo da convergéncia
desta sucessao ultrapasse o ambito do actual progra-
ma, os conceitos de sucessao mondtona e de sucessao
limitada, que fazem parte do programa, podem ser
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usados, como é sugerido em [2], p. 48, para se intuir
o teorema das sucessoes monotonas.

E sabido que existe N (que depende das especifi-
cidades do sistema de representagao da maquina uti-
lizada) tal que para todo n > N, a representacao da
base 1+% sera 1 e, por esta razao, os correspondentes
valores de u,, dados por (1) serdo iguais a 1.

Em [2], p. 52, apresentam-se os valores de w,, obti-
dos na calculadora TI-83 com n = 10* para diferen-
tes valores de k; com n = 102 e n = 10'¢ obtém-se
os valores 2,760577856 e 1, respectivamente. Como
se explicam estes resultados “estranhos”? De acordo
com [2], p. 52, “Quando n € muito grande, o va-
lor de 1 +% deiza de ser rigorosamente representado
pelos 14 digitos que a TI-83 usa para representar os
nimeros. Se n for maior do que 10™ a mdquina pas-
sa mesmo a obter um valor numérico de 1+ % como
sendo 17.

Claramente, esta afirmagao esta a pressupor que os
valores de n sdo todos da forma 10*. Como o sistema
de representagao da TI-83, bem como o da maioria
das calculadoras, é decimal (de base 10), até um certo
limite os valores de 1+1/10* sdo de facto representa-
dos sem erro. Mas hé que ter-se consciéncia de que
resultados “estranhos” podem ser obtidos para valo-
res de n muito menores, que nao sio da forma 10%;
por exemplo, na mesma TI-83 obtém-se

1010
1
Ugro = (1 + 1010) = 2718281828  (2)

235

1
Ugss = <1 + 235> = 2,717924089 (3)

11
1 10
Uy = <1 + > —2,718281828.  (4)

1011

Os valores de ujgio € ujg1n concordam com o va-
lor do nimero e nos 10 algarismos que aparecem no
visor da méquina' mas para n = 23° apenas os trés

1Na verdade, o valor calculado para m = 10! tem 11
algarismos correctos que nao é possivel visualizar imediata-
mente uma vez que os resultados sdo apresentados no visor
da TI-83 com 10 algarismos, embora, como ja se disse, es-
ta calculadora use 14 digitos para representar internamen-
te os numeros; se a representagdo do valor calculado para

11
(1+1/10') 19 subtrairmos 2 (o primeiro algarismo correcto)

primeiros algarismos estao correctos. Ora, tendo em
conta que
10" < 2% < 10"

seria de esperar que o valor calculado de w935 nao
fosse pior do que o valor de ujgio. Tal ndo acontece
porque 1+ 1/23% ndo é representado exactamente na
calculadora, ao contrdrio do que acontece com 1 +
1/10'9 e 1+ 1/10!. Em suma, o problema nao é, de
facto, 23° ser “grande demais”.

Antes de analisar com mais detalhe os erros en-
volvidos no célculo dos termos da sucessao (1), o que
levaremos a cabo nas secgoes seguintes, fazemos notar
que, no ambito das actividades propostas aos alunos
nos manuais escolares?, tem o professor de estar pre-
parado para a eventualidade de os alunos, fazendo
uso da liberdade de experimentar com a calculadora,
usarem valores de n que nao sao poténcias da base
10 e assim obterem resultados numéricos que contra-
dizem a teoria.

2 Calculo dos termos da su-
cessao (1+1/n)" no Matlab

Na chamada notagao de virgula flutuante, um
ntimero real é representado na forma x = £+m x b¥
em que m é um nuimero real nao negativo, desig-
nado por mantissa, b > 2 é um inteiro positivo (a
base do sistema de representagio) e o expoente F é
um inteiro. Esta notacao permite a representagao de
numeros de ordens de grandeza muito diferentes. Por
exemplo, x = 0,0000000314 e y = 314000, que tém
0s mesmos algarismos significativos, podem ser repre-
sentados exactamente, no sistema decimal (b = 10) de
virgula flutuante, com apenas 3 digitos na mantissa,
na forma z = 3,14x107% e y = 3,14x10°. Observe-se
que numa representacao sem expoente a virgula esta-
ria entao fixa (ndo seria flutuante) e seria necessario
dispor de mantissas com 6 digitos para a parte intei-
ra e 8 digitos para a parte fracciondria, isto é, um
total de 14 digitos, que podem nao estar disponiveis,
dependendo da capacidade do sistema implementado

obtemos 0,7182818284 conseguindo mais um algarismo correc-

to na representacao do “e”.
2Ver, por exemplo, [5], p. 271 e [7], p. 55.



no computador ou na méquina de calcular. A nor-
ma IEEE 754 3 é o padrio para a aritmética bindria
(b = 2) de virgula flutuante (embora existam alguns
processadores que nao a implementam). No formato
duplo da norma IEEE 754, um nimero z normalizado
é representado na forma

r==4 (l,blbg s b52)2 X 2E

(5)

onde b = 0ou b, = 1, paracada¢ = 1,---,52, e
0 expoente inteiro F varia entre os limites Fn, =
—1022 e Eax = 1023. O maior ntimero que se pode
representar neste sistema é

realmaz = (1,11---1), x 2102

(6)
A parte nao inteira da mantissa ocupa 52 bits e é des-
te numero que depende essencialmente a precisao da
aritmética. O numero 1 é obviamente representavel
neste sistema com b; = 0 para cada ¢ = 1,---,52,
isto é,
1=+(1,0---0)y x 2°
e o niimero que lhe sucede é (difere apenas no tltimo
bit)
+(1,0---0 1), x 2°
isto é, trata-se do niimero
142752,
Se x é um numero tal que

l<z<1+4+2752

entao tera de ser arredondado, isto é, a sua repre-
sentacdo serd © = 1 ou T = 1 4 27°2; se 0 modo
de arredondamento for “para o mais préximo” entao
tem-se

lv —z| <2753,

No caso particular de ser z = 1 + 275 (estd tdo
préximo de 1 quanto de 1+ 27°2) a “regra de desem-
pate” determina que se escolha a representagao que
tem o 1ltimo bit da mantissa igual a zero ([3], p. 27)
e portanto T = 1. Por esta razao, no Matlab [8], que
implementa a norma IEEE 754, tem-se

253

1

3Para uma excelente introdugio veja-se [3].

Sen > 253 ovalor de z = 1+1/n teré a representacao
Z = 1 (continuamos a admitir que estamos a usar o
arredondamento “para o mais préximo”) e obtém-se
U, = 1. Com n = 2%2, o resultado é

252

1
Ugs2 = <1 + 252) = 2,718281828459045

que coincide com o nuimero e nos 16 algarismos re-
presentados. Para efeitos de comparagao com o valor
obtido antes na TI-83, observe-se que para n = 23°
tem-se, no Matlab,

235

1
Ugss = (1 + 235> = 2,718281828419489

com 11 algarismos correctos.

Neste sistema bindrio, ao contrario do que sucede
com as calculadoras, os termos u, com n = 10* nao
conseguem aproximar-se muito do ntimero e. Na ta-
bela seguinte registam-se os valores calculados e os
erros respectivos para os termos uqgr, com k inteiro
desde 1 até 16.

k Uqgk € — Ujgk

1 | 2593742460100002 | 125 x10~T
2 | 2[704813829421529 | 135 x10~2
3 | 2,716923932235594 | 136 x10~3
4 | 27718145926824926 | 136 x10~*
5 | 2,718268237192298 | 136 x10~°
6 | 2,718280469095753 | 1,36 x10~°
7 | 27718281694132082 | 134 x10~ "
8 | 2718281798347358 | 301 x10~8
9 | 2,718282052011560 | -224 x10~7
10 | 2,718282053234788 | -225 x10~7
11 | 2,718282053357110 | -225 x10~7
12 | 2,718523496037238 | -242 x10~*
13 | 2,716110034086901 | 217 x10~3
14 | 2,716110034087023 | 217 x10~3
15 | 3035035206549262 | -317 x10~ T
16 | 1000000000000000 | 172 x10°

Como se pode apreciar, com niimeros da forma 10*
nao é possivel obter a precisao que se consegue com
nimeros da forma 2¥. A isto acresce o facto de o



erro e — uqgr variar de sinal, quer dizer, a sucessao
dos valores u;gr calculados nao se comporta de facto
como uma sucessao monaotona.

3 Analise dos erros

A caracteristica essencial da aritmética de ponto flu-

tuante é permitir representar qualquer nimero x com

o mesmo numero de algarismos significativos correc-

tos, independentemente da grandeza de z. De facto,

se x é o valor exacto e T é a correspondente apro-

ximagao dada por (5), para o erro relativo, definido
por

T—zx

Ex = ’

x

(7)
tem-se (ver, por exemplo, [3], p. 29)

lea| < 2772

(8)
seja qual for o modo de arredondamento utilizado.
No caso do arredondamento para o mais préximo, o
limite anterior pode ser dividido por 2, isto é, tem-se

(9)

Comz=1+ %, tem-se u, = 2" e u, = T"; escreven-
do (7) na forma ¥ = z (1 + &,), para o erro relativo
no valor calculado de u,, obtemos

leo| <2753

= (14e)" 1. (10)

Usando a férmula do binémio de Newton, temos

m=1)-(n—k+1) ,
k! I

(1+e)" = 1+n€z+2222n €
(11
logo

(n=1)---(n—k+1) ,

n
n
Eu, =NEx + Y jps o e

(12)

Se |ne,| for bastante menor do que a unidade, pode-
mos em (12) desprezar as parcelas que envolvem as
poténcias €2,e3 .-+ | e" e escrever

(13)

Eu, N NEx

0 que mostra que, ainda que seja

leo| <2753 ~ 10716, (14)

o erro relativo em u, pode ser grande; com efeito,
como a sucessdo (1) converge muito lentamente, é
necessario usar valores de n muito grandes para ob-
ter boas aproximagoes do nimero de Neper e e, a
menos que 1+ 1/n se represente exactamente, o va-
lor de (1 + 1/n)" serd calculado com um elevado erro
relativo. Isto explica os erros apresentados na tabela
anterior, para n = 10%: as aproximagoes melhoram
a medida que k cresce desde 1 até 8 e o ntimero de
algarismos correctos é aproximadamente igual a k; a
partir de £ = 9, o ntimero de algarismos correctos di-
minui porque os erros de arredondamento dominam
a aproximacao produzida. De facto, pode apreciar-se
que os erros de arredondamento afectam aproximada-
mente os ultimos k algarismos decimais apresentados
e assim, por exemplo, uig12 exibe apenas 4 algarismos
correctos de um total de 16 representados.

4 Influéncia do modo de arre-
dondamento

Cumprindo a norma IEEE, o Matlab prevé a possibi-
lidade de se usarem quatro modos distintos de arre-
dondamento, em alternativa, a escolha do utilizador;
o sistema implementa o modo de arredondamento pa-
ra o mais préximo, mas pode ser instruido no sentido
de usar algum dos outros modos de arredondamento
previstos, um dos quais é o arredondamento “para a
direita”, isto é, no sentido de +oc.

E interessante observar o efeito que tal arredon-
damento produz no caso do calculo dos termos
(1+1/n)" tendo em conta que, de acordo com (8)
e (9), os majorantes dos erros néo séo muito diferen-
tes. Na tabela seguinte registam-se os valores obtidos
e 0s erros respectivos.



k Uyok e — Ujgk

1 | 2593742460100002 | 125 x10~ T
2 | 2,704813829421529 | 135x10~2
3 | 2716923932236196 | 136x10~3
4 | 2718145926830961 | 136x10~1
5 | 2,718268237192298 | 136x10~°
6 | 2718280469699332 | 136x10~°
7 | 2718281694132082 | 134x10~7
8 | 2718281858705339 | -302x10~8
9 | 2,718282052011560 | -224x10~"
10 | 2,718282053234788 | -225x10~ "
11 | 2,718282053357110 | -225x10~"
12 | 2,718523496037238 | -242x10~%
13 | 2,722147710568192 | -387x1073
14 | 2,777094348318434 | -589x10~2
15 | 3035035206549262 | -317x10~T
16 | 9211438704993531 | -649x10°

Observe-se, por comparacgao dos valores aqui apresen-
tados com os da tabela dada anteriormente, que as
aproximagoes obtidas nos dois modos de arredonda-
mento nao diferem muito para os valores menores de
k mas afastam-se dramaticamente quando k cresce.
Com efeito, como se explica a seguir, o comporta-
mento das sucessoes dos termos calculados depende
do modo de arredondamento que é usado.

No caso do arredondamento para o mais proximo,
tem-se, como ja se fez notar, %, = 1 para n > 2°3.
Isto acontece porque, para n > 253

1—(1+4) 1
o = n/ = . 1
S S (15)

De (10) resulta
1 n
aun:<1—n+1) —-1 (16)
1

- 1 17
(i) "

e o erro relativo ¢,, tende para é — 1, quando n
cresce. No caso do modo de arredondamento “para a
direita”, # = 1+ serd representado por T = 142752,

para n > 2°2; entdo, tem-se
2752 _ 1

n (18)

Ep = —mm—

Neste caso, €, nao tende para zero mas tende para
2752 quando n cresce e €,, tende para +oco como se
pode concluir de

eu, = (1+e,)" =1

Por exemplo, com n = 25! obtemos, no Matlab,
uger = 2,284413586539627 x 10222

e para n = 22 d4 Inf?* por ser o valor calculado
maior do que realmaz dado em (6).

5 Condicionamento de
z/n)" e x”

(1 +

O problema da propagagao dos erros no calculo dos
termos (1 4+ 1/n)" esta na férmula de célculo e nao na
funcdo propriamente dita. Para esclarecer cabalmen-
te este aspecto, vamos usar o importante conceito de
nimero de condicao relativo de uma fungao (de va-
ridvel real) num ponto.

Se f é uma funcao que admite derivadas continuas
de 1% e 2% ordem, entao a férmula de Taylor com
resto de 2% ordem escreve-se, com &, um ponto entre
rew,

£ )= f(a)+ (F o) )+ - L)

Assumindo que podemos desprezar o termo de 2% or-
dem (o que serd licito se o erro |z — Z| for suficiente-
mente pequeno), temos

f@) = f(z)+ (@ —x) f'(2)

4Esta é uma das chamadas ” excepcdes” da aritmética IEEE.
O sistema usa uma representacao especial Inf para qualquer
nimero maior do que realmax (ver [3], p. 22).

. (19)

(20)




e daqui resulta

f@-fl) z-z flz)
f(x) x f(x)

(21)

ou seja
Ef(x) N € - Rf(2) (22)
onde ¢, é o erro relativo na varidvel independente,

[ (@) — fz)
f(x)

é o correspondente erro relativo na variavel depen-

dente, e

Sf(I) = (23)

(24)

é o chamado nimero de condicao relativo da fungao
f no ponto z. Se |ks(x)] = 1 entdo o nimero de
algarismos significativos em f(Z) serd o mesmo que
em T mas se |k f(z)| 2 103, por exemplo, entdo f(7)
terd menos 3 algarismos correctos do que .

Sendo, para cada n inteiro positivo, a funcao defi-
nida por

falw) = (14 %)n (25)
tem-se
h () = Tz (26)

0 que mostra que para n suficiente grande comparado
com |z| é kf(x) = x e, portanto, a fungao serd bem
condicionada para valores de |z| pequenos. Para cada
n, fn(1) é o valor do termo wu, e, como acabamos de
explicar, a funcao f,, é bem condicionada no ponto
=1

Como explicar os erros no célculo de u, a luz do
condicionamento de fung¢oes? Para a fungao

flz) =a” (27)
tem-se, para todo o x,
kf(x) =n (28)
e tem-se, de acordo com (22),
" —z"
E‘f(w) = s ~ NEL (29)

0 que mostra que um pequeno erro relativo €, causa
um elevado erro relativo em z™. Isto é afinal o que ja
tinha sido observado antes, com x = 1 + %, e forma-
lizado em (13).

6 Uma férmula estavel para
calcular (1+1/n)"

Consideremos a fungao definida por

9(x) = exp(nlog (z)) (30)
onde log representa o logaritmo natural. Tem-se, pa-
raz >0,

kg(2) = Ky¢(z) = n. (31)

Portanto, se n for grande, um pequeno erro relativo

em x causard um elevado erro relativo em g(z). O
numero de condigao da funcao exponencial é

Kexp(Z) =

e para valores x = 1 + %, préximos de 1, a fungao
é bem condicionada; quer dizer, o valor de g(1 + %)
sera calculado com tantos algarismos correctos quan-
tos os algarismos correctos que se encontrarem para
log (1 + %) Para valores préximos de 1, log(z) é
mal-condicionada como resulta de

big(a) = a2 = s (32)

O conhecido desenvolvimento em série de poténcias
de 0

92 93 94

2 3 4 (33)

pode ser usado para produzir boas aproximacoes.
Com 0 = % da

1 1 1 1 1
ot + 0 =ew [ (5 gz s~ g )|
o (1 kg ).
2n  3n?  4n?

Por exemplo, tem-se

1\ 10-14
1 + W ~ exp 1-— B)




com um erro de truncatura que é (por se tratar de
uma série alternada convergente) inferior ao valor ab-
soluto do primeiro termo que se despreza, que neste
caso vale ? =10"12/3.

No Matlab obtém-se desta maneira a aproximacao
2,718281828459032 que tem 14 algarismos correc-
tos enquanto que, como vimos antes, o valor calcula-
do directamente tem apenas 3 algarismos correctos.

Porque é que isto acontece? Observe-se que o
ntimero de condicao do polinémio

To(0) =6 — g (34)
kr,(0) = Q'TzT(QIG(f) =1- %0 + 0 (6°) (35)

logo, para |f] pequeno, kr,(6) ~ 1 e pequenos er-
ros relativos no valor de 6 produzirao erros relativos
igualmente pequenos no valor calculado de T5(6).

Uma condicao indispensével ao sucesso deste pro-
cedimento é ter-se o valor do argumento x na forma
146, com 6 exacto ou com pequeno erro relativo. Pa-
ra ilustrar isto, observemos que, no Matlab, o valor
calculado de

0=(1+10"1" 1

[eN

6 = 9,992007221626409 x 1015

com erro relativo
g0 ~ —7,99 x 1074
Com aquele valor de 0 obtem-se

exp (Tz(é)) — 2,718281828459032

que tem apenas 3 algarismos correctos.

7 Calculo de juros compostos

Muito acertadamente, no nosso entendimento, alguns
manuais escolares introduzem a sucessao de termo
geral (1 + 1/n)™ num contexto de modela¢do ma-
tematica: a capitalizagdo continua dos juros. Em

[7], pp. 53-56, é obtida uma aproximacao de e com
5 algarismos correctos para n = 525600, que corres-
ponde a juros capitalizados minuto a minuto. Em [5],
pp. 270-271 e [6], pp. 99-100, sdo obtidas as apro-
ximagoes que correspondem a capitalizagao em cada
segundo (n = 31536000). Neste contexto, entende-se
que em [6] o nimero e seja designado por “constante
bancéria”.

Se um capital Cy for investido a uma taxa anual
de 2% e a capitalizacdo de juros for feita n vezes
por ano, entao ao cabo de um ano o valor do capital
acumulado é °

Cp(z) =Cp x (1 +

n

x/ 100) . (36)
n
Esta é a conhecida férmula dos juros compostos. Pa-
ra um valor de z fixo, o valor de C,(z) tende para
Cy x €®. Assim sendo, frequéncias muito altas para
a composi¢ao dos juros nao alteram muito o valor de
Cp(x). Porém, devido a erros de arredondamento, os
valores de C,,(z) calculados podem afastar-se drama-
ticamente dos valores correctos. Para uma ilustracao
detalhada deste problema veja-se [3], pp. 82-85. O
que se disse anteriormente sobre o calculo de aproxi-
magoes do nimero e aplica-se imediatamente no caso
em que a taxa de juro anual é de 100%. Se um cliente
fizer um depédsito a prazo num banco e o computa-
dor do banco usar aritmética com arredondamentos
“para a direita”, entdo Cp,(1) tenderd, como vimos
na secgao 4, para +o0o e o banco ira a faléncia se per-
mitir, no contrato com o cliente, que n seja muito
grande!

8 Aproximacgoes obtidas nas

calculadoras

Na seccao 3 apresentamos uma andlise detalhada
dos erros cometidos no célculo de (1 + 1/n)"™ usan-
do aritmética bindria IEEE. Nao estamos em con-
di¢oes de fazer uma andlise tao detalhada dos erros
de arredondamento cometidos nas calculadoras Ti-83
e CASIO-CFX-9850 por falta de informagao comple-
ta relativamente a aritmética implementada.

5Para uma explicacio mais detalhada, ver http://www.cut-
the-knot.org/arithmetic/interest.shtml



Como ja se fez notar antes, por ser decimal o siste-
ma de representacao nas calculadoras, obtém-se me-
lhores aproximagoes para (1 4+ 1/n)™ usando valores
de n que sao poténcias de 10. O exemplo apresentado
na seccao 1 ilustra claramente este facto. Isto acon-
tece porque 1 +1/n =1+ 10~* tem a representacao

(1,dydy -+~ dp—1) x 10° (37)

onde p denota o ntimero de algarismos decimais dis-
poniveis no sistema de representacao da calculadora.
Se k < p entdo o nimero 14 10~ ters representacio

k
exacta e o valor calculado de (1 + 10"“) " terd um
erro desprezavel. Porém, se k for tal que a represen-
tacdo de 1 4+ 107% ndo é exacta, entdo este pequeno
erro propagaf—se—é de forma “violenta” no calculo de
(1+ 10"“)10 . Na tabela seguinte apresentam-se as
aproximagdes obtidas nas calculadoras CASIO-CFX-
9850 e Ti-83 para os valores ujgr com k =1,--- 16.

k | CASIO-CFX-9850 Ti-83
1 2593742460 =
2 2704813829 =

3 27716923932 =

1 2718145927 =

5 27718268237 =

6 2718280469 =

7 2718281693 =

8 2718281815 =

9 2718281827 =
10 | 2718281828 =
11 | 2718281828 =
12| 2718281828 =
13 | 2718281828 | 2;760577856
14 1 1
15 1 1
16 1 1

Com 10 algarismos, os valores obtidos nas duas
méquinas coincidem excepto no caso de ser n = 10'3.
A partir de k = 14, em ambas as médquinas, a repre-
sentacdo da base 1 4 107 serd 1 e, por esta razdio,
os correspondentes valores de u,, dados sao iguais a
1.

Apresentam-se a seguir as aproximacoes obtidas
nas mesmas calculadoras para n = 2*F com k =

10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 e 45.

n | CASIO-CFX-9850 Ti-83

210 27716955729 2716955729
215 2718240351 2718240350
220 2718280514 2.718280486
2% 2718281570 2,718279746
230 2718274313 2718215939
235 2,717924089 2717924089
210 2690051841 2695061956
215 1 1

Como se pode apreciar, com n = 2F néo se conse-
guem obter aproximagoes com mais de 7 algarismos
correctos. Estes resultados nao sao surpreendentes
ja que nenhuma das calculadoras representa exacta-
mente a base 14+1/n, sendo n uma poténcia de 2. Por
outro lado, as calculadoras produzem em muitos ca-
sos resultados distintos porque as representagoes de
1+ 1/n sao diferentes (um digito mais no caso da
CASIO). Admitindo que numa mesma sala de aula
ambas as calculadoras poderao estar a ser usadas pe-
los alunos, o professor terd de estar preparado para,
de uma forma simples, explicar estas diferencas que
seguramente nao deixarao de intrigar os alunos.

Observe-se ainda que, ao contrario do que sucede
com n = 10*, os valores produzidos com n = 2* néo
estao ordenados de forma crescente; esta situagao é
especialmente infeliz tendo em conta que se quer fazer
passar a mensagem de que a sucessao de termo geral
(1) é mondtona crescente. Por esta razao, os manuais
escolares usam valores n = 10%; se a aritmética das
calculadoras fosse bindria, os nimeros da forma 2%
seriam preferiveis.

9 Conclusoes

E surpreendente que a maioria dos relatérios /estudos
sobre a formacao continua dos professores de Ma-
tematica em Portugal que consultamos nao tenha ain-
da abordado as exigéncias cientificas que se colocam
nessa formacao. Surpreende-nos também, na litera-
tura consultada e que serve de apoio generalizado
aos professores de Matematica em Portugal, a pou-
ca relevancia dada a reflexGes na drea das questoes



numéricas (nomeadamente da teoria de erros) e que
se impoem sempre que se aposta no recurso as no-
vas tecnologias como ferramenta de ensino da Ma-
temdatica. Surpreende-nos ainda o grau de populari-
dade que, na classe dos professores dos Ensino Béasico
e Secundario, tem vindo a atingir a formagao em cur-
sos de “Iniciacao ao Excel”, “sobre PowerPoint”, ou
ainda “Como usar as calculadoras na sala de aula”.

Juntamos a estas “surpresas” a impressao que reco-
lhemos da consulta da documentagéo ilustrativa (da
responsabilidade dos representantes dos fabricantes
dos modelos adoptados nas nossas escolas) das “ma-
ravilhas” pedagdgicas atingiveis com o uso das calcu-
ladoras na sala de aula; anotamos também a auséncia
de quaisquer esclarecimentos especificos que, também
no decurso desta investigacao, julgdmos pertinentes
e que procuramos obter junto de um desses represen-
tantes. Acrescentemos o facto, ji referido no inicio
deste artigo, de que as calculadoras sao instrumento
de uso obrigatério nas aulas de Matematica do Ensi-
no Secundéario em Portugal.

Nestas circunstancias nao ¢é dificil perceber que, es-
tando porventura reunidas as condigoes necessarias
a difusao das calculadoras entre os professores de
Matemaética, nao estao igualmente satisfeitas as con-
digoes de suficiéncia na informacao e ainda menos na
formagao cientifica dadas a estes professores.

As calculadoras gréficas sao, no nosso entendimen-
to, uma ferramenta que pode ser extraordinariamen-
te util no ensino de diferentes tépicos dos programas
de Matematica do Ensino Secundério. Porém, para
garantir uma boa utilizacao das maquinas, importa
compreender as limitagoes tecnolégicas.

A incapacidade de representar exactamente todos
os nimeros na miquina faz com que nao raramente os
resultados produzidos se afastem significativamente
dos valores correctos. Neste trabalho exploramos com
detalhe os erros que ocorrem no célculo dos termos
da sucessao que tende para o numero e.

A atitude que o professor deve cultivar nos seus
alunos é a de nao aceitar cegamente os resultados da-
dos pela calculadora e discutir sempre tais resultados
a luz do que se sabe sobre o problema em estudo.
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