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Resumo

Como estruturas formais, tanto as dlgebras iniciais como as coalgebras finais
fornecem descri¢des abstractas de uma variedade de fenémenos em programacao,
em particular, das estruturas de dados e dos comportamentos, respectivamente. As
propriedades universais que as definem oferecem métodos de defini¢do e princi-
pios de prova, i.e., uma base para o desenvolvimento de cdlculos de programas di-
rectamente baseados em (em rigor, orientados por) especificacdes de tipos. Mais
ainda, tais propriedades universais podem ser codificadas em combinadores e us-
adas, ndo apenas para calcular programas, mas também para programar. Na pro-
gramacgdo funcional o papel destes combinadores tornou-se fundamental como
base de toda uma disciplina de derivagdo e de transformacgdo de algoritmos. Do
lado coalgébrico, modelar coalgebricamente sistemas dindmicos e raciocinar por
coinducdo tem emergido recentemente como uma area de pesquisa activa.

Neste contexto, a actual dissertagdo tem como principal objectivo o estudo de
estruturas coalgébricas e a sua aplicagc@o a constru¢do de programas. A €nfase é
colocada nos principios que permitem raciocinar sobre tais estruturas, conduzindo
a uma aproximagao por cdlculo a coinducdo que evita a construc¢io explicita das
bissimulagdes. A aproximacao € discutida no contexto de dois casos de estudo:
um em torno do calculo de sequéncias infinitas e outro da especifica¢do coindutiva
da élgebras de processos classicas. Todas as construcdes e exemplos apresentados
sdo prototipados na linguagem funcional HASKELL.






Abstract

As formal structures, both initial algebras and final coalgebras provide abstract
descriptions of a variety of phenomena in programming, in particular of data and
behavioural structures, respectively. Being defined by universal properties, both
entail definitional and proof principles, i.e., a basis for the development of pro-
gram calculi directly based on (actually driven by) type specifications. Moreover,
such properties can be turned into programming combinators and used, not only
to calculate programs, but also to program with. In functional programming the
role of such universals has been fundamental to a whole discipline of algorithm
derivation and transformation. On the coalgebraic side, coalgebraic modelling of
dynamical systems and reasoning by coinduction has recently emerged as an ac-
tive area of research.

Such is the context of the present dissertation: the study of coalgebraic struc-
tures and their application to systems’ construction. Its main focus, however, is
placed on reasoning principles for such structures, introducing an entirely calcula-
tional approach to coinduction which avoids the explicit construction of bisimula-
tions, and, therefore, promotes a reasoning style closer to the actual program con-
struction practice. The approach is discussed in the context of two case-studies:
a calculus of infinite sequences and a coinductive formulation of classical process
algebras. All constructions and examples presented are prototyped in the func-
tional language HASKELL.
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Capitulo 1

Introducao

Resumo

Neste capitulo apresenta-se o caminho que foi seguido na construcdo da dissertagdo,
identificando-se o seu contexto e objectivos.

"E surpreendente. E simplesmente surpreendente que a matemdtica seja tdo
poderosa para formular as leis fisicas. Terd que ser assim? Ndo sei. Mas até
hoje parece que tem de ser a matemadtica a descrever o mundo... Ndo temos outro
instrumento que o consiga fazer."

Brian Greene

1.1 Contexto

Na sociedade em que vivemos, no quotidiano, seja por trabalho ou por lazer, cada
vez mais somos dependentes do computador e consequentemente, do correcto
funcionamento dos programas. Os computadores ndo s6 asseguram o funciona-
mento de diversos sistemas vitais na ordem econdmica e social, como expandiram
a fronteiras nao imaginadas a capacidade de resolucao de problemas e tomada de
decisdo das sociedades. E, no entanto, a computagdo € talvez a unica drea de saber
em que uma tecnologia popular e efectiva emergiu antes que uma metodologia
cientifica e fundamentos matematicos adequados tivessem sido desenvolvidos.
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E bem sabido, por outro lado, que as disciplinas de Ciéncias Aplicadas e Enge-
nharia evoluem precisamente na medida em que se baseiam em solidos resultados
cientificos, que, por sua vez, recorrem a Matemadtica para poderem ser rigorosa-
mente expressos € susceptivies de raciocinio. O mesmo se passa, evidentemente,
nas Ciéncias da Computacdo. Nao lidam estas com a explicacdo de fenémonos
naturais nem com a construcdo de artefactos (pontes, automodveis ou cidades),
mas com sistemas complexos que gerem, estruturam e transformam um dos mais
importantes recursos da Humanidade — a informacao e o conhecimento. Os pro-
gramas que realizam estes sistemas complexos e interactuantes podem ser vis-
tos como textos matemadticos com significado formal preciso, ’codificando’ pro-
priedades sobre o sistema que implementam. Programar nao é mais do que re-
solver um problema e um algoritmo' constitui um modelo no sentido exacto que
a palavra tem, por exemplo, em Fisica ou Engenharia.

Assim, as Ciéncias da Computagdo, nas quais este trabalho se insere, sdo essen-
cialmente um campo privilegiado para a modelagdo matematica e a resolugdo de
problemas. Recorde-se que a estratégia para a resolu¢do de problemas tem uma
receita antiga que, com origem na Fisica, se corporizou no método cientifico que
€ hoje parte da literacia cientifica dos nossos contemporaneos. O método de re-
solugdo de problemas, na formulagdo dada por Polya [Pol45], em 1945, baseia-se
nas etapas seguintes:

e [nterpretar o enunciado, explicitando os dados e o objectivo do problema.
Usar condi¢des matematicas para traduzir os dados quando tal for adequado.

o Estabelecer e executar um plano de resoluc¢do do problema, usando tabelas,
esquemas, decidindo sobre o uso do célculo mental, de algoritmo de papel
e lapis, criando versdes mais simples do problema dado, na procura de leis
de formagao, conforme o tipo de situagao.

e Verificar se o plano se adequa ao problema, tomando as decisdes adequadas
ao resultado da verificacdo, nomeadamente interpretando em contexto as
solucdes e decidindo sobre a sua razoabilidade.

Subjacente a esta estratégia estdo dois conceitos fundamentais, que informam toda
esta dissertacao:

e Modelagdo, entendida como a capacidade de escolher as abstracgdes ade-
quadas a cada problema.

! Algoritmo vem do mesmo radical que algarismo e este vem da repeticio do nome do
matemadtico persa Al-Khwarismi, que escreveu um livro sobre dlgebra.
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e Cdlculo, no sentido que tais abstraccdes s6 sdo tteis se forem expressas
num contexto matematico suficientemente rico para permitir estabelecer as
propriedades dos modelos e transformé-los.

Assim, a investigacdo em Ciéncias da Computagdo estrutura-se tipicamente em
torno de duas questdes:

e Quais as abstrac¢des (estruturas, modelos) mais adequadas para representar
um determinado sistema, problema ou dominio de aplica¢do?

e De que forma tais abstra¢des tornam possivel o raciocinio efectivo sobre a
construcao dos algoritmos e o desenvolvimento dos programas?

Nesta dissertacdo iremos centrar-nos num tipo particular de modelos e num de-
terminado estilo de raciocinio. Os modelos serdo coalgébricos. O estilo de
raciocinio serd uma versao calculacional da coindugcdo. As duas secgdes que se
seguem procuram motivar o leitor para estes dois topicos a que dedicamos 0 nosso
estudo e sdo centrais neste trabalho.

1.2 Coalgebras e Modelos Coindutivos

Um dos modelos mais elementares de um processo computacional € o de uma
fungdo f : I — O que especifica uma regra de transformacdo entre duas estru-
turas I e O. O seu comportamento € totalmente captado pelos resultados que pro-
duz que, por sua vez, sdo univocamente determinados pelos argumentos. Com ela
podemos tanto construir estruturas como observd-las. Formalmente, a dimensao
construtiva € essencialmente algébrica; a segunda €, de forma dual, coalgébrica.
No primeiro caso a fun¢do desempenha o papel de uma caixa de ferramentas

n
uma caixa de ferramentas: [T]

m
d
um processo de constru¢do: [T] artefacto — artefacto

No segundo, o papel de uma lente

uma lente: O—~O

- ) P .
um estrutura de observagao: universo — (O~ universo
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Como veremos com mais detalhe no capitulo 2, a interpretacdo matematica do
processo de construcdo e da estrutura de observacdo acima referidas, € a de, res-
pectivamente, dlgebra e coalgebra. Do mesmo modo, a caixa de ferramentas e
a lente representam a assinatura de operagdes disponiveis de construg¢do e obser-
vagdo, respectivamente. Tecnicamente, na linguagem da teoria das categorias que
também revisitaremos no capitulo 2, sdo functores.

E bem conhecido o facto de as algebras (iniciais) fornecerem modelos abstractos
para as estruturas de dados usadas no desenvolvimento de sistemas computacio-
nais. Enquanto propriedade universal, a inicialidade comporta quer um método
de defini¢do quer um principio de prova que, em conjunto, constitui a base para o
desenvolvimento de célculos de programas directamente baseados (em rigor, ori-
entados) por especificagdes de tipos.

Mais ainda, propriedades universais podem ser codificadas em combinadores de
programas e utilizadas, ndo apenas para calcular programas, mas também como
estruturas de programacdo. Na programacdo funcional [Bir98], em particular, o
papel destes combinadores, em conjuncdo com o raciocinio tipico em teoria das
categorias, tornou-se fundamental como base de toda uma disciplina de derivacao
e transformacgdo de algoritmos. Tal disciplina tem origem no chamado forma-
lismo de Bird-Meertens [Bir87, BM87] e no trabalho fundacional de T. Hagino
[Hag87]. Desde entdo esta drea das Ciéncias da Computacio conheceu um notdvel
progresso, testemunhado pela vasta bibliografia publicada quer ao nivel da teoria
quer das aplicagdes — ver [Mal90, MFP91, BM97], entre muitas outras referén-
cias.

De forma similar, mas formalmente dual, as coalgebras (finais) conduzem a ca-
racterizagOes abstractas de fendmonos comportamentais, i.e., de estruturas que
ndo sdo caracterizadas por conjuntos de construtores (especificando o processo de
"constru¢cdo’ de um ’objecto’), mas antes por um conjunto de observadores que,
em conjunto, especificam aquilo que pode ser observado do estado de um sistema
ao longo da sua evolucdo temporal. Tais estruturas, que podem ser observadas
nos seus efeitos mas ndo construidas nem controladas arbitrariamente, sdo ditas
coindutivas. Exemplos destas estruturas abundam nas Ciéncias da Computacao:
autématos, sistemas de transi¢do etiquetados (tipicamente usados em semantica
operacional), processos comunicantes, estruturas de dados infinitas, etc.

Um exemplo tipico para ilustrar a dualidade entre o ponto de vista da dlgebra ini-
cial e o da colagebra final € dado por uma das estruturas mais utilizadas em com-
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putacdo: a nogdo de sequéncia de valores. Sequéncias finitas sdo construidas por
duas operagdes bdsicas: a constante que representa a sequéncia vazia e a operacao
que acrescenta um novo elemento a cabeca de uma sequéncia dada. A élgebra ini-
cial, i.e., dos termos gerada por estas duas operacdes representa, como facilmente
se verifica, todas as possiveis sequéncias finitas sobre um dado dominio de valo-
res. As sequéncias infinitas, no entanto, ndo podem ser construidas por recurso a
qualquer procedimento algoritmico razodvel, i.e., finitdrio. Em rigor, podem ape-
nas ser observadas através de duas funcdes que retornam, respectivamente, a sua
cabeca e cauda, esta dltima ainda uma sequéncia infinita.

A investigacdo em teoria das coalgebras e coindu¢do tem vindo a conquistar um
lugar relevante ao longo dos tltimos 10 anos, em particular nas suas aplicagdes as
Ciéncias da Computagdo. Isso mesmo pode ser conferido analisando as actas da
série de workshops internacionais em Coalgebraic Methods in Computer Science,
iniciadas em 1998. As referéncias [JR97, Rut00, Gum99] assim como algumas
teses recentes (por exemplo, [Len98, Ven00, KurO1]) oferecem uma visao deta-
lhada da 4rea e suas aplicagdes.

1.3 Raciocinio por Calculo

O estilo de raciocinio mais popular em Matemadtica, que se pode sumariar no
slogan teorema-seguido-de-prova, revela-se em muitas situacdes pouco adequado
para a modelacao de algoritmos e programas. A razdo € que tal estilo supde uma
aproximacao a resolugdo de problemas em que o sistema € primeiro construido e,
de seguida, verificada a sua correc¢do e/ou adequacdo ao fim em vista.

A atitude alternativa € a que, em vez de construir o sistema para posteriormente o
validar face ao modelo, favorece o seu cdlculo através da derivagdo formal de toda
uma cadeia de modelos progressivamente mais concretos. Diversos autores t€ém
discutido esta dicotomia entre estilos de raciocinio orientados a verificacdo ou
dirigidos por cdlculo (veja-se, por exemplo, [GS93, Zei99, Bac03], entre outros).

A preocupacgdo por raciocinar sobre os programas coindutivos de uma forma cal-
culacional, explorando directamente as propriedades universais das construgoes
utilizadas, € uma trave-mestra desta dissertacao. Antes de prosseguirmos, porém,
tentemos clarificar a dicotomia referida através de alguns exemplos da Matemati-
ca corrente.

Suponhamos, como primeiro exemplo, que pretendemos indagar se [n(2) + In(7) é
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maior ou menor que /n(3)+ [n(5). O estilo associado a verificacdo procede por su-
posicdo e prova. Com alguma clarividéncia assumimos que a primeira expressao
¢ menor que a segunda e induzimos argumentos que sustentem essa hipotese. As-
sim,

(1) se a > 1 entdo log, € estritamente crescente

2) se a < b entdo In(a) < In(b) pore>1le(l)
(3)  loga(xy) = log.(x) + loga(y)

4) 14 <15

5) 14=2%x7el15=3%5

(6) In(14) < In(15) por (2) e (4)
(7 In(2) + In(7) < In(3) + In(5) por (3), (5) e (6)

A prova lida com factos simples e a sua coeréncia légica é indiscutivel. No en-
tanto, € dificil de reproduzir ou reutilizar (e, por isso mesmo, de ensinar), na
medida em que pouco contribui para o efectivo entendimento do problema.

A sua resolugdo por cdlculo é totalmente diversa. Nao parte de uma hipdtese
totalmente construida, mas da identificacdo de uma incégnita. Essa identificacdo
vai guiar o desenvolvimento do célculo através da aplicacdo de leis adequadas que
conduzem a instanciacdo da incégnita. Neste exemplo a incdgnita € a relagdo de
ordem entre as duas expressoes. Assim,

In(2) + In(7) O In(3) + In(5)
{ pelo logaritmo do produto }

In2x7) O In(3x5)

{ aritmélica}
In(14) O In(15)

{ como 14 <15ein xé crcsccnlc}

0 € <

Esta é uma prova por constru¢do que, como tal, envolve manipulacdo sintictica e
por leis gerais. O objectivo € claro e guia todo o desenvolvimento: determinar a
relacdo de ordem entre In(2) + n(7) e In(3) + In(5).

Vejamos, agora, um outro exemplo, tirado da trigonometria. Primeiro a prova por
verificacao:
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(1) sinx =cosxparax =75 +kr,ke€Z
2) sin(—x) = —sinx,Yx € R
3) sinx=sina=x=a+2knVvVx=@m-a)+2knkeZ

4 -in=Zi-n

(5)  cos(~3x) = sin(-37) por (1) e (4)
(6) —%7‘( =r- (—g

(7)  sin(-3x) = sin(-%) por (3) e (6)
®)  sin(-%) = —sin(%)

9) sin (%) + cos (—%ﬂ) =siny —sinf =0 por (7), (8) e aritmética

De novo esta prova € facil de verificar, mas pobre na producdo de intui¢do mate-
matica e ndo tdo facil de voltar a repetir. Vejamos, agora, a prova por cdlculo:

T

b8 3

in — - O
sm4 + CcoS 471) 0
sinZ+sin - 0o

{ por (1) }
d

W

{por@ew )

sin;—r + sin (—g) 0o
= {por}
sin;—r - sing 0o

{ aritmética }

o é =

Estes exemplos ilustram o tipo de raciocinio que em Ciéncias da Computagao
se supde mais adequado para o desenvolvimento e transformacao de programas.
Estes sdo calculados por um processo em que a correc¢do € garantida por cons-
trugdo. O leitor € referido a [Gib02, BM97] para uma abordagem detalhada dos
processos de constru¢do formal de software.

Na prética o sucesso do estilo calculacional é condicionado pela existéncia de no-
tacoes adequadas. De facto, o cdlculo requer notagdes que sejam genéricas, con-
cisas e exactas [Bac03], ou, numa palavra, elegantes, no sentido dado por E. W.
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Dijsktra: simple and remarkably effective [DS90]. O uso excessivo de quantifica-
dores numa férmula, por exemplo, pode ser olhado como uma descricao intuitiva
de um problema, mas torna a sua manipulacdo formal muito dificil.

Em verdade, uma boa parte da Histéria da Matemadtica € a histéria do desen-
volvimento de notagdes progressivamente mais simples, concisas e adequadas ao
célculo. Por exemplo, desde os primérdios da Humanidade, o Homem procura
estabelecer "correspondéncias biunivocas" e encontrar formas de as representar.
Quando o Homem passou de actividades primitivas exclusivas de caca e de pesca
as de pastagem e de agricultura, terd sentido a necessidade de contar com maior
precisdo e, por isso, talvez se possa afirmar que ai surgiu o primeiro sistema de
matemdtica aplicada. A notagdo era rudimentar: um corte numa casca de arvore
por cada cabeca de gado. Assim surgiu, o que mais tarde os matematicos definiram
como correspondéncia biunivoca entre duas ordens: tantos cortes como tantos a-
nimais.

Depois, a Matematica, tal como qualquer outra ciéncia, foi evoluindo e simpli-
ficando a sua forma de escrita. Vejamos o seguinte problema que aparece numa
tabua do antigo periodo da Babilonia com vinte e um problemas (BM 13901):

"Adicionei a superficie, o lado e o terco do lado do meu quadrado: 0;55.
Colocards 1. Juntards um terco: 1;20. Quadrards a sua metade, 0;40: 0;26,40.
Juntards a 0;55: 1;21,40. E o quadrado de 1;10. Subtrairds 0,40, que tinhas
quadrado, de 1;10: 0;30 ¢ o lado do quadrado."

Traduzindo este enunciado para a linguagem aritmética-algébrica actual e a sua
respeciva resolu¢io vem:

P+i+ir=4
A resolucgdo seré:
1 4
I+=-==
33
4X12_22_4
372) \3) 9
4 1149 (7Y
9 12 36 \6
7 4 1
6 6 2
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A salientar que 0; 55, uma vez que se trabalhava com o sistema sexagesimal, é
55 _ 5x11 _ 11 p
2 = 25 = - Do mesmo modo se procede para os outros nimeros apresentados

no sistema sexagesimal.

Esta tendéncia para a economia notacional surge como uma espécie de implosao
da linguagem. O objectivo é sempre o mesmo: facilitar a manipulagdo das férmu-
las, facilitar o exercicio do cédlculo. Como outro exemplo, contraste-se a formula

.60.p.2.ce son yguales a .30.co

usada por Pedro Nunes no século XVI no seu Libro de Algebra (Coimbra, 1567),
que actualmente se escreve como 60 + 2x*> = 30x.

Mas afinal qual a transformacao notacional adequada ao cdlculo de programas?
A resposta que, na senda de [BM87, DS90, BM97], vamos explorar nesta disser-
tacdo € muito simples: evitar as varidveis. Em particular, a dlgebra das fungdes
(ou das relacdes), generalizada na teoria das categorias, substitui a aplicacdo de
funcdes a argumentos, pela composi¢do, a0 mesmo tempo que procura defini¢des
em termos de propriedades genéricas e ndo de representacdes ad hoc. Um pe-
queno exemplo ajudard a ilustrar este ponto.

Considere-se a seguinte funcao de emparelhamento:

frigrx = (fx,gx)

e tentemos mostrar o facto elementar de que qualquer fun¢ao que constr6éi um par
ordenado € uma funcao deste tipo, i.e., que

(my+h,my+h) = h

onde 7, e m, sdo funcdes que selecionam o primeiro e o segundo elemento de um
par ordenado, respectivamente. A definicao parece bastante 6bvia, mas ndo € facil
de manipular. A nossa tentativa de cédlculo comeca por supor que hx = (b,c).
Entao,

(my~h,m~h)x
= { defini¢dio de fungdo de emparelhamento, composicdo }
(1 (hx), ma(hx))
{ definigio de 1 }
(my(b, ), ma(b, ¢))
= { definicdo de 7| e 7 }
(b,0)
= { definigao de 1 }

hx
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Em alternativa, consideremos uma defini¢ao dita pointfree (i.e., que ndo recorre a
representacoes explicitas de valores) da mesma fung¢do de emparelhamento. Tal
definicao € implicita (mas, como veremos no capitulo 2, universal): (f,g) é a
solucdo tinica das equacoes

isto €,
k={f.g99 © m-k=fANm-k=g (L.1)

Atentemos no que ela caracteriza: se a funcdo k € o emparelhamento de f e g, en-
tao, quando composta com 7y (respectivamente, 7r;) reduz a f (respectivamente, a

8)-
Com esta definicao a prova do nosso resultado torna-se trivial:

h= <7T1 'h,ﬂ'2 °h>
= {por(l.l)comf:n]-h,g:n]~h}

Mieh=m+h ANm-h=m+h

E exactamente esta simplicidade de cdlculo que procuramos para raciocionar so-
bre programas e os seus modelos.

1.4 Objectivos e Estrutura da Dissertacao

No contexto delineado nas sec¢des anteriores, os objectivos do trabalho que con-
duziram a esta dissertacdo foram os seguintes:

1. Estudar os fundamentos matematicos do calculo de programas funcionais
na sua vertente coindutiva, identificando, a partir da literatura, os esquemas
de defini¢do e prova por coinducdo, e aplicando-os a situacdes concretas.

2. Comparar o estilo de raciocinio coindutivo por célculo e o tipo de provas
por exibicdo de bissimula¢do mais comuns na literatura.

3. Desenvolver aplicacdes desses esquemas e desse tipo de raciocinio em de-
terminadas dreas de investigacao relevantes para as Ciéncias da Computacao.

4. Construir uma biblioteca na linguagem funcional HASKELL onde tais es-
quemas fossem disponibilizados como combinadores de programas.
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O terceiro objectivo acima mencionado conduziu a escolha de duas édreas: a das
estruturas de dados infinitas e a das dlgebras de processos. Nelas foram con-
duzidos os estudos de caso que constituem o cerne da dissertacdo. O primeiro
consiste numa comparagdo entre defini¢des e provas coindutivas por cdlculo e a
abordagem cldssica por construcdo de bissimulagdes, a partir de um estudo so-
bre sequéncias infinitas (streams) de J. J. M. M. Rutten apresentado em [Rut05].
O segundo prossegue o trabalho iniciado em [BarO1b] em torno da especificacao
coindutiva de dlgebras de processos. Quer num caso, quer noutro, o estudo dos di-
versos esquemas de programacao coindutiva € acompanhado pela sua codificacao
em HASKELL.

Como seria de esperar numa dissertacdo de Mestrado, ndo contém este trabalho re-
sultados propriamente originais. No entanto, parece-nos possivel identificar como
contribui¢cdes mais relevantes, para além da experimentacdo em coindugdo por
célculo e da sua animac¢do em HASKELL, a definicdo coindutiva de operadores de
interrupg¢ao sobre processos, a transposi¢ao relacional de determinados tipos de
coalgebras e uma caracterizacao propria da bissimulagdo fraca.

Ap6s esta introdugdo, o capitulo 2 introduz os fundamentos matemadticos deste
trabalho, as definicdes e notacdo necessdria. Os dois estudos de caso referidos
ocupam, respectivamente, os capitulos 3 e 4. Por fim, o capitulo 5 conclui e
enumera alguns pontos para trabalho futuro. Em apéndice, anexa-se o codigo de
animacdo desenvolvido em HASKELL.
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Capitulo 2
Fundamentos

Resumo

Este capitulo constitui uma breve introdugdo aos fundamentos tedricos da dissertagdo,
nomeadamente os que se relacionam com a teoria das coalgebras e a coindugdo. O con-
texto categorial em que esta tiltima é formulada torna necessdria uma revisdo rdpida de
nogoes elementares de teoria das categorias. Por fim, a exploragdo da transposicdo de
fungoes em relacoes bindrias, a que se recorre no capitulo 4 para caracterizar equiv-
aléncias em dlgebra de processos, justifica uma incursdo no cdlculo relacional. Em
qualquer um destes topicos a abordagem feita é limitada aos conceitos e resultados que
serdo usados na dissertacdo. Uma atengdo particular é dada as propriedades calcula-
cionais subjacentes.

2.1 Introducao

Os termos dlgebra e coalgebra sdo usados para descrever uma enorme diver-
sidade de estruturas formais quer em Matemdtica quer em Ciéncias da Com-
putacdo. No capitulo anterior apontou-se ja a simetria bdsica que as relaciona:
enquanto as primeiras oferecem descri¢cdes abstractas de objectos definidos por
constru¢do, as segundas revelam-se adequadas para a descricio do comporta-
mento de sistemas a que se tem acesso através de diferentes formas de obser-
vacdo. No entanto, esta simetria apenas se torna efectivamente clara quando
formulada no nivel de abstrac¢io e generalidade proporcionado pela teoria das
categorias [Mac71, AHS90]. Nesse contexto a simetria intuitivamente aperce-
bida transforma-se numa dualidade matematica precisa e as nocdes associadas
de indugdo e coindugdo surgem caracterizadas por propriedades universais. Pro-
priedades universais em que, por sua vez, se baseiam as leis base do cdlculo indu-
tivo e coindutivo que nos propomos explorar nesta dissertacao.

15
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Assim, este capitulo, que tem por objectivo introduzir os conceitos e notagcdo basi-
cos da dissertagdo, inicia-se pela revisdo de nocdes elementares da teoria das ca-
tegorias. A seccdo 2.3 € dedicada a teoria das coalgebras e, por fim, na sec¢do
2.4, introduzem-se os fundamentos do célculo das relacdes bindrias a que iremos
recorrer, no capitulo 4, para estudar um universo de estruturas coalgébricas que
¢ isomorfo ao das relagdes bindrias. Em cada um dos casos o leitor € referido
para outros textos para uma exposicao detalhada e integrada sobre cada um destes
assuntos. Sugestdes possiveis sdo, entre varias outras [Mac71, AHS90, Bor%4,
BWO90] ou [McL92] para a teoria das categorias, [Rut00, JR97] ou [Gum99] para
as coalgebras, e [BH93] ou (a segunda parte de) [BM97] para o célculo das re-
lagdes.

2.2 Categorias e Propriedades Universais

De uma forma muito geral podemos dizer que a teoria das categorias lida com
transformacoes entre estruturas e sua composicdo, do mesmo modo que a teoria
dos conjuntos lida com objectos, a sua agregacdo em coleccoes e a relagdo de
pertenca. Formalmente,

Definicao 1 Uma categoria C consiste:
e numa classe obj(C) de objectos X, Y,Z, ...

e para cada par de objectos X e Y, um conjunto C[X, Y] de setas (morfismos)
de X para’Y

e para cada triplo X, Y e Z, uma lei de composicdo

-: C[X,Z] «— C[|Y,Z] x C[X, Y]

e associativa e dotada de elemento identidade

x—L-y x—L-y
AN
z—">w Yy =2
ie.,
heg-f =h-(g-f) (2.1)
idy-f =f (2.2)

g-idy =¢ (2.3)
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e As setas sdo determinadas univocamente pelos objectos que ligam, 1.e., os
conjuntos G[X, Y] sdo disjuntos dois a dois.

Conjuntos e funcdes totais, conjuntos e relacdes bindrias, grupos e seus homo-
morfismos, espacos topoldgicos e homeomorfismos, ordens e fungdes mondtonas,
termos e provas, sao alguns, entre muitos outros exemplos de categorias. Os dois
primeiros, a que recorreremos nesta dissertacdo, sdo designados por Set e Rel,
respectivamente.

Uma vez introduzida uma estrutura matematica, o proximo passo € sempre definir
uma nocao de transformacao que a preserve. Um morfismo entre categorias designa-
se por functor.

Definicao 2 Um functor T : D «— C de uma categoria C para outra categoria
D é um par de correspondéncias que a cada objecto X de C faz corresponder um
objecto T X em D e acada f € C[X,Y]uma setaT f € D[T X, T Y] tais que

T IdX = idTX (24—)
T(f-89)=Tf-Tg (2.5)

O exemplo mais elementar de functor € o functor identidade Id. Outro exemplo
familiar é o functor  : Set «— Set que mapeia um conjunto no seu conjunto
poténcia e cada funcdo f : ¥ «— X na funcdo

Pf = {fxlxeX}

Os functores podem ser vistos ndo s6 como setas entre categorias, mas também
como objectos de outras categorias, providos das definicdes convenientes de mor-
fismo. Isto é exactamente o que uma transformacdo natural é. Formalmente,

Definicao 3 Dados dois functores T,S : D «— C wuma transformagdo natural
S : T < T é uma familia de D-setas, indexadas por objectos de C, tais que, para
toda C-seta f : Y «— X o seguinte diagrama comuta:

X TX—=SX
Tk
Y TYT)SY
i.e.,
Uy'Tf :Sf'O'X (26)

Cada ox é remetido como o componente de o no objecto X.
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Em célculo de programas a ideia de transformagio natural estd associada a de
polimorfismo. Por exemplo, e retendo-nos apenas a constru¢des elementares em
conjuntos, repare-se como tanto a reunido de conjuntos (U) como a funcdo que
forma um conjunto singular (sing) sao independentes dos conjuntos ou elementos
a que se aplicam — a sua defini¢do € sempre uniforme, o que tecnicamente se
exprime por uma propriedade natural. A comutatividade dos diagramas seguintes,
que se traduz nas igualdades

U-PfxXPf) = Pf-U (2.7)
sing- f = Pf-sing (2.8)

exprime exactamente essas propriedades.

PA x PA 2> PA A9 Py
Pfxpfi J/?f fl i?’f
PB X PB—_~PB B2 pp

Um outro tipo de transformacdes naturais a que teremos necessidade de recorrer
nesta dissertacdo sdo as que provocam a internalizacdo de contexto num dado
functor, habitualmente designadas em terminologia anglo-saxénica por right (t,)
e left (1)) strength. A comutatividade dos diagramas seguintes caracterizam-nas
para um functor arbitrario T.

TXx C—>T(X xC) CxTX —=T(C xX)
foidl \LT( Fxid) idefl lT(idx £)
TY xC—=T(¥ xC) CxXTY —=T(CxY)
ou seja,
7, (Tf xid) =T(f xid) -7, (2.9)
7+ (f x Tid) = T(f xid) -7 (2.10)

Nao € dificil, porém, concretizar estas transformagdes para casos especificos. Para
o functor P , por exemplo, teremos

7, (X,c) = {(x,0)| x € X} (2.11)

O estudo destas transformacdes naturais € muito vasto e tem diversas implicagdes
na Matematica e, em particular, no cédlculo de programas, sobretudo na sua arti-
culacdo com os monads [Mog91, BW85]. Referéncias base para esse estudo sdo
[Koc72, Kel82]; [BarOla] prova um conjunto de regras de calculo envolvendo 7,,
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7; € suas combinagdes, que se revelam tteis no cdlculo de programas e que, num
€ noutro passo, utilizaremos nesta dissertacao.

Um dos tépicos centrais em teoria das categorias € o estudo das propriedades uni-
versais. Intuitivamente, classificamos uma entidade € como universal no seio de
uma familia de entidades similares se qualquer outro membro da familia a ela
puder ser conduzido. Por exemplo, um objecto 1 é dito final numa categoria se
existir um Unico morfismo para ele a partir de qualquer outro objecto. Quer isto
dizer que existe, entdo, uma forma candnica de relacionar um objecto arbitrario
da categoria com 1 — a finalidade €, pois, uma propriedade universal. A sua dual
(i.e., a existéncia de um objecto a partir do qual existe um tGnico morfismo para
qualquer outro), conhecida por inicialidade, é¢ ainda uma propriedade universal.
De facto, as constru¢des universais surgem sempre aos pares.

Um outro aspecto muito relevante para os propositos desta dissertagdo € o facto
de a universalidade, tal como, de resto, as outras propriedades bdsicas estudadas
em teoria das categorias (a saber, a functoralidade e a naturalidade), serem for-
muldveis como regras de cdlculo. Isto é, como leis, geralmente em formato equa-
cional, para manipular os objectos e setas da categoria.

Introduzimos, de seguida, algumas construcdes universais que serdo uteis nos
capitulos seguintes, formulando-as precisamente no estilo calculacional referido.

Definicao 4 O objecto final (respectivamente, inicial) numa categoria, caso exis-
ta, é caracterizado pela existéncia de um vinico morfismo 'y : 1 «— X (respecti-
vamente, 1y : X «— 0) a partir de (respectivamente, para) qualquer outro objecto
X, de forma que para qualquer morfismo f : Y «— X se verifica f : Y «— X:

!Y'f = !X (212)
f‘?X = ?Y (213)

Claramente em Set o objecto inicial é o conjunto vazio @ e o final € (a classe
de isomorfismo do) conjunto singular 1. As préximas defini¢des generalizam as
usuais nog¢des de, respectivamente, produto cartesiano e unido disjunta de conjun-
tos.

Definicao 5 O produto entre dois objectos X e Y na categoria G é um objecto
X X Y definido com base em my : X «— X XY emnm, : Y «— X XY, chamadas
projeccdes, que satisfazem a propriedade universal: para todo o Z € obj(C) e as
fungoes [ : X «— Zeg:Y «— Z, existe e é tinica a funcdo (f,g) : X XY «— Z,
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usualmente chamada split de f e g, que faz comutar o diagrama:

Z

/loN\
X X X

Yo=Y

|
A propriedade universal pode ser escrita como
k=<fg & m-k=fANm-k=g (2.14)

onde = corresponde a existéncia e < corresponde a unicidade. De (2.14) facil-
mente se derivam as seguintes regras de célculo:

mefoey=f.m-(f.8) =8¢ (2.15)
(my,my) = idxxy (2.16)
&m-f =<g-fihf) (2.17)

Igualmente, de (2.14) podemos concluir a igualdade de splits:

(fLoy=(hj)=f=hANg=] (2.18)

As leis derivadas da propriedade universal sdo, de acordo com uma convengao que
se tem popularizado na comunidade dos calculos de programas (da qual [BM97]
¢é a referéncia mais conhecida), identificadas de acordo com o seu efeito na ma-
nipulacdo de expressdes. Assim (2.15) é chamada a lei de cancelamento (porque
cancela o split), (2.16) € a lei de reflexdo e (2.17), que internaliza um composicao
num split, € dita a lei de fusdo.

A construcdo produto € igualmente definivel sobre os morfismos, transformando
X num functor, via

fxg & (f-m.g -m) (2.19)

Por dltimo, registe-se a regra de interac¢@o entre o produto de morfismos e a seta
universal, regra conhecida como lei de absorgdo:

(ix))(gmh = Ci-gj-h) (2.20)

Definicao 6 A soma, ou o coproduto, de X e Y na categoria G é a construgdo dual,
que é o mesmo que dizer que, um objecto X +Y pode ser definido por duas fung¢oes
LH:X+Y«— Xew: X+Y «Y, designadas de injeccdes, que satisfazem a
propriedade universal: para todo Z € obj(C) e para as funcoes f : Z «— X e



2.2. CATEGORIAS E PROPRIEDADES UNIVERSAIS 21

g : Z «— Y, existe um uinica funcdo [ f, gl : Z «— X + Y, usualmente denominada
de either de f e g, que comuta o diagrama:

B3 [%]

X—X+Y~—Y

N2

Z

Assim, podemos reescrever a propriedade universal
k=1f.gl © keu=fANk-nn=g (2.21)

que infere cancelamento, reflexdo e fusdo, respectivamente:

[f.,gl-u=f.1f.gl-u=¢g (2.22)
[t1, 0] = idysy (2.23)
f-lg.hl = [f-gf-h] (2.24)

Novamente a construgdo estende-se aos morfismos

f+g & [u-fin-gl (2.25)
e verifica uma lei de absor¢do
[g.h]-(i+)) =1[g-ih-]] (2.26)
Somas e produtos interagem através da seguinte lei de troca

[Kf. 8. <f". N1 = (f. f'] [8.8'D) (2.27)

que pode ser provada a partir da propriedade universal quer do produto (2.14) quer
da soma (2.21).

A generalizagdo categorial da no¢do de espago de fungdes em Set é também dada
por uma propriedade universal. Essa propriedade caracteriza o objecto X! (que
representa os morfismos de Y para X) por um isomorfismo, designado por curry,
em homenagem ao matemdtico Haskell Curry, e representado por um traco hori-
zontal, entre morfismos f : X «— Zx Y e f : X¥ «— Z de forma que

f = ev-(fxid) (2.28)

As categorias sdo classificadas de acordo com a estrutura que exibem. Por exem-
plo a existéncia de produtos e objecto final identifica as categorias ditas carte-
sianas. Repare-se que o produto tem, a menos de um isomorfismo, a estrutura de
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um monoide abeliano. Assim, as no¢des correspondentes de associatividade, co-
mutatividade e identidades a esquerda e a direita sd@o captadas por transformacgdes
naturais cujas componentes sao isomorfismos, € que podem ser definidas com os
morfismos elementares j4 introduzidos. Por exemplo,

Aa:AX(BXC)«— AXBXxXC

(1, (mmp « 711, 712))

S:BXA«—AXB & (m,m)
riAe—1xA £ (1,,idy)°
[:Ae—Ax1 £ (idy,!1,)°

A existéncia de exponenciais torna a categoria cartesiana fechada, enquanto a pos-
sibilidade de distribuicao do produto sobre somas finitas a classifica como distrib-
utiva. Um dos interesses dessa estrutura distributiva reside na defini¢io de condi-
cionais, um tipo de morfismo muito ttil em célculo de programas. Assim, nesta
dissertacdo iremos adoptar o construtor condicional de McCarthy representado
por (p — f, g),onde p : B «— A é um predicado. Intuitivamente, (p — f, g)
reduz para f se p avalia em true e para g caso contrdrio. O construtor é definido
como

(p - f’ g) = <f9g>‘P?

onde p?: A+ A «— A € determinado pelo predicado p como se segue

id, T+
p? = AL A A+ Ax1+Ax1 2 A+ A

Um conjunto amplo de leis para calcular com condicionais € provado em [Gib97].
Em particular, necessitaremos nesta dissertacao das seguintes leis de fusdo:

h-(p — f, 8
(p - f’g)'h

(p > h-f,h-g) (2.29)
(ph—> feh,g-h) (2.30)

2.3 Coalgebras e Coinducao

Como referimos no capitulo anterior, a diferenca essencial entre dlgebras e coal-
gebras reside no facto de as primeiras representarem sistemas em termos dos seus
modos (operagdes) de construgdo, enquanto as segundas recorrem a métodos de
decomposicdo e observagdo. A definicdo corrente de algebra descreve-a como
um conjunto equipado com uma coleccao de operacdes. Por exemplo, a dlgebra
das sequéncias (finitas) do tipo A, pode ser descrita por um conjunto A* e dois
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construtores
nil ;A" <1
cons (A" «— AxXA"

N

Recorrendo a no¢do de functor para captar a assinatura destes construtores, a
mesma algebra pode ser expressa por uma tnica funcdo onde o conectivo either
exprime os dois construtores como modos alternativos de produzir sequéncias. O
par

(A%, [nil,cons] : A" < 1+AXA") (2.31)

constitui uma dlgebra para o functor 1 + A X Id, em rigor a dlgebra inicial na cate-
goria de todas as dlgebras para esse functor.

Dualmente uma coalgebra define-se como

Definicao 7 Uma coalgebra para um functor T é um par (C,7y), onde C é um
conjunto (dito o portador da coalgebra ou o espago de estados) ey : TC «— C é
uma fungdo. Uma coalgebra serd dita final se for o objecto final na categoria das
coalgebras para esse functor.

Como exemplo, consideremos a definicdo do conjunto A“ de sequéncias infinitas
de um dado tipo A. Ao contrario do caso finito, ndo hd maneira de as construirmos
a partir de operacOes elementares — seria sempre necessario partir ji de uma
sequéncia infinita. No entanto, podemos observé-las, distinguindo, em particular
o elemento posicionado a cabega e o resto da sequéncia. Para isso definimos dois
observadores

hd : A « A
tl : AY « A®

que se podem agregar, multiplicativamente, numa coalgebra
(A%, (hd,tl) : A X A « A?) (2.32)

Repare-se como a agregacao feita por um split sublinha a possibilidade de obser-
vagoes diferentes serem possiveis em simultineo — o que, como € dbvio, ndo se
passa para os construtores. A coalgebra (2.32), que € final na categoria das coal-
gebras para este functor, serd objecto de estudo no préximo capitulo.

Como € evidente para falar de inicialidade ou finalidade torna-se necessdrio definir
o que se entende por morfismo entre coalgebras. Trata-se de uma fungdo entre os
conjuntos portadores que preserva a estrutura de observagdes. Formalmente,
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Definicao 8 Um morfismo entre duas T-coalgebras, (U, a) e {V, ), é um morfismo
h 1V «— U entre os respectivos portadores tal que o seguinte diagrama comuta

U—">TU

|

V—TV

Inducdo e coinducao sdo os principios de defini¢do e prova associados, respec-
tivamente, as dlgebras iniciais e as coalgebras finais. No resto desta dissertacao
iremos abordar a defini¢do e prova coindutiva numa perspectiva que explora de
forma calculacional a propriedade universal associada. Por agora limitamo-nos a
uma breve introdugao a estes principios.

A definicdo indutiva procede por especificacdo do morfismo que se pretende definir
em termos do seu efeito nos construtores da dlgebra que, por sua vez, definem as
restricdes equacionais que determinam univocamente esse morfismo. Atente-se,
por exemplo, na defini¢do indutiva da funcdo length : N «— A*

lengthnil =0
lengthcons(h,t) =1+ lengtht

Dualmente, a defini¢ao por coindugdo especifica o efeito dos observadores quando
aplicados ao morfismo que se pretende definir. Assim, a definicdo coindutiva da
funcdo merge : A¥ «— A“ X A é dada por

hd s
merge(t, il s)

hd merge(s, t)
timerge(s, t)

Enquanto principio de prova, a inducdo baseia-se no facto da élgebra inicial ser
minima, i.e., ndo exibir subalgebras diferentes de si propria. Assim, qualquer
subalgebra que se defina, por exemplo, a partir da satisfacdo de um predicado,
coincide com a prépria dlgebra inicial o que estabelece a validade do predicado
sobre todos os elementos do portador. Assim, para provar um predicado sobre
sequéncias finitas € suficiente mostrar que ele € fechado para os dois construtores:
se assim for, temos a garantia da sua validade abarcar todas as sequéncias.

Dualmente, o principio da coinducdo explora o facto de uma coalgebra final ser
simples, i.e., ndo exibir quocientes diferentes de si propria. Isto implica que toda
a bissimula¢do definida sobre o portador da coalgebra final seja um fragmento
da relacdo identidade. Assim, para mostrar que dois elementos de uma coalge-
bra coincidem, basta exibir uma bissimula¢do que os relacione. Temos, entdo, a
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garantia de mapearem no mesmo valor na coalgebra final ou, como € usual dizer
em Ciéncias da Computacdo, no mesmo comportamento.

A nogdo de bissimulacdo € central em teoria das coalgebras, onde desempenha
um papel similar ao das relagdes compativeis em dlgebra. Intuitivamente, uma
bissimulagdo relaciona dois estados dos portadores de duas coalgebras (distintas
ou ndo) se o resultado da aplicacido dos observadores a ambos for idéntico e esse
facto for mantido ao longo de todas as possiveis transi¢des das coalgebras. For-
malmente,

Definicao 9 Sejam (C,y) e (D, ) T-coalgebras. Uma relacdo R € C X D é uma
bissimulagdo, se existir § : TR «— R fazendo m; : (C,y) «— (R,f) e m, :
(D,y) «— (R,B) morfismos entre coalgebras. Dizemos que (c,d) € C X D sdo
bissimilares, se existir uma bissimulagdo R € C X D tal que (c,d) € R.

A nocao de bissimulacdo pode ser expressa através da comutatividade do seguinte
diagrama
C<~"—R—"=D
y B 5

Tc TR TD

A relagdo de bissimilaridade é também chamada equivaléncia comportamental e,
usualmente, representada por ~.

Recorde-se que a nocdo de bissimulacdo foi introduzida por [Par81] e [Mil80]
no contexto das dlgebras de processos, assunto que constituird o segundo estudo
de caso desta dissertacdo, numa forma que € um caso muito particular da defini-
cdo anterior. Em rigor, trata-se da bissimulacdo para o functor P(Act X Id), que
trabalharemos no capitulo 4. Mais tarde, em [AMS88], foi formulada a defini¢dao
categorial que acima reproduzimos e que se aplica a qualquer tipo de coalgebras.
Por exemplo, podemos concretiza-la para o caso do functor A X ld que capta a
assinatura dos observadores de sequéncias infinitas. Este functor serd objecto do
primeiro estudo de caso desta dissertacdo, no capitulo 3.

Definicao 10 Uma bissimulagdo para o functor A x1d sobre o portador A“ é uma

relacdo R € A X A tal que, para todo o e T em A®, se {0, T) € R
entdo

I. hdo = hdr

2. (tlo, tiT) e R
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2.4 Calculo de Relacgoes Binarias

O cdlculo relacional, que explora a estrutura da categoria Rel dos conjuntos e
relagdes bindrias, tem vindo a ganhar uma importancia crescente no cdlculo de
programas. Em primeiro lugar porque, ao contrario das fungdes, as relagdes sdo
essencialmente nio deterministicas e sdo, portanto, candidatas naturais a mode-
lacdo de problemas também eles ndo deterministicos associados aos fenémonos
computacionais. Depois porque o facto de cada relagdo ter uma relagdo conversa
bem definida permite especificar problemas em termos de conversos de outros
problemas. Finalmente porque o poder expressivo do cédlculo e a riqueza da sua
estrutura formal, expressa numa enorme quantidade de leis, conduz a provas mais
concisas e elegantes.

Nesta dissertagao faremos um uso limitado do célculo relacional — basicamente
apenas nas ultimas sec¢des do capitulo 4, que, contudo, ilustram bem o seu poder
expressivo. Justifica-se, por isso, uma breve resenha deste assunto. O leitor in-
teressado € remetido para [BM97] e [BH93] para um tratamento mais amplo e
aprofundado.

Representamos por R : B «— A uma relagdo bindria de A para B, e por bRa o
facto (b,a) € R. O conjunto de todas as relacdes de A para B estd ordenado pela
inclusdo C, sendo a igualdade estabelecida por anti-simetria. O facto R C § signi-
fica que a relacdo S € mais definida ou menos deterministica que R. Dito de outra
forma, que para todo a e b dos tipos apropriados, bRa = bS a.

A 4lgebra das relacdes € construida sobre trés operadores basicos: a composicao
relacional (R-S), a interseccdo (RN.S) e o converso (R°). Como se esperaria, aR°b
sse bRa, a intersec¢ao corresponde a intersec¢do nos conjuntos, e - generaliza a
composi¢do de fungdes: b(R - S )c sse existirum e a € A tal que bRa A aS c.

Toda a fungdo f pode ser vista como a relagdo dada pelo seu grafo e que, nesta
dissertacdo serd igualmente denotada por f. Assim, bfa = b = fa. Conversa-
mente, qualquer relagdo R : B «— A pode ser transposta de forma tnica para uma
funcdo AR : PB «— A, onde o operador de transposicdo A satisfaz a seguinte
propriedade universal:

f=AR = (bRa = b € (fa)) (2.33)

A ultima parte do capitulo 4 baseia-se, essencialmente, neste isomorfismo que
satisfaz, entre outras, as seguintes leis de reflexdo

A €= id (2.34)
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e fusdo

A(f-R) =Pf-AR (2.35)
AR-f) =AR-f (2.36)

A interac¢do entre funcdes e relacdes € origem de um conjunto de propriedades
muito importantes na agilizacdo das provas e, em particular, na eliminagdo de
varidveis das expressoes. Registe-se, em particular, a regra

b(f°+R-g)a = (fb)R (ga) (2.37)

O calculo relacional € constituido por um vasto conjunto de leis que exploram
a estrutura categorial (identidade e composicao), reticular (inclusdo, interseccao,
topo (T) e base (L)) e a sua interac¢io. Uma maneira econémica de classificar
e agregar essas leis € oferecida pela nocao de conexao de Galois. De uma forma
geral, uma conexao de Galois € uma equivaléncia envolvendo duas ordens, < e C,
na forma

f b<a = bC g a

adjunto inferior adjunto superior
isto é,
f< = Eeg

que se representa por f 4 g.

O par de adjuntos satisfaz as propriedades de definicio mutua, preservagdo e
monotonia expressas no diagrama seguinte

| (fb)<a=bLC (ga) |

| Descrigdo | f \ g |
Definicao fb=NabCga) ga={bl fb<a)
Cancelamento f(ga)<a bC g(fa)
Preservacdo | f(bub')=(fb)Vv (fb') | gla Vva)=(ga)n(ga)
fl=1 gT =T
Monotonia bCb =fb<fb a<d=>galgd

das quais se deriva, em cada caso, o nicleo de leis aplicdveis aos operadores
envolvidos. Por exemplo, a conexao

X°CY = XCY° (2.38)



28 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

caracteriza completamente o operador converso, fornecendo como coroldrios as
leis

Cancelamento (R°)’ =R
Monotonia RCS=R<CS®
Distribuigcdo (RNS)Y=R°NS°,(RUS) =R US"
Outras conexdes a que recorreremos nesta dissertacdo incluem as regras de shun-
ting
f*RCS =RCf°-S (2.39)
R-f°CS =RcCS-f (2.40)

que correspondem as conexdes (f+) 4 (f°:) e (+f°) 4 (-f), respectivamente, e
ainda as que caracterizam os dois operadores de divisdo relacional, (‘R) 4 (/R) e
(R) 4 (R\), L.e.,

R-XCS = XCR\S (2.41)
X-RCS = XCS/R (2.42)

Recorde-se que estes operadores sdo classicamente definidos em 16gica de 12 or-
dem por

aR\S)c << V,.(bRa)= (bSc)
cS/Ra < VY,.(aRb)= (cSbh)



Capitulo 3

Estudo de Caso: Sequéncias
Infinitas

Resumo

Este capitulo apresenta e compara, através de diversos exemplos de manipulacdo de
streams, dois estilos de defini¢cdo e prova coindutiva: a construgdo explicita de bissimu-
lagdes e o cdlculo baseado na propriedade universal. Introduz-se a no¢do de anamorfis-
mo (que corresponde a programagdo por coitera¢do), o apomorfismo (que corresponde
a correcursio) e o futumorfismo. A partir do estudo base realizado atrds, neste capitulo
desenvolveu-se, ainda, uma pequena biblioteca em HASKELL onde se codificam, na
forma de combinadores de programas funcionais, os principais esquemas de definicdo
coindutiva.

3.1 Definicao e Prova por Coinducao

A recursdo € um conceito central em computacdo. O objecto da programacgdo
coindutiva sdo os programas correcursivos, i.e., aqueles que podem ser especi-
ficados por fungdes cujo codominio € um tipo coindutivo. Os seus duais, a que
chamaremos programas propriamente recursivos, sao porventura de manipulacao
mais simples e, de longe, mais estudados e conhecidos. Definem-se, como se
esperaria, como aqueles que sdo definidos por funcdes cujo dominio é um tipo
indutivo. Assim, a dualidade recursdo/correcursdo é outra face da dualidade in-
dugdo/coindugdo que, por sua vez, como discutimos na capitulo 2, tem origem na
dualidade mais vasta que relaciona dlgebras e coalgebras.

Este primeiro estudo de caso em programacgdo coindutiva tem por objecto um tipo
particularmente simples de estrutura infinita, a stream, mas que se pode considerar

29
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omnipresente nos sistemas computacionais. Streams modelam o fluxo de dados
entre aplicagdes, com um espectro tdo largo que vai desde as componentes de um
sistema operativo, as interfaces com o utilizador ou as comunicagdes entre web-
services. Além disso sdo duais das sequéncias finitas, outra estrutura de dados
muito comum em programacdo, mas que, precisamente por serem finitas, sao de
natureza indutiva, conforme discutido no capitulo anterior.

Como vimos, programas sobre A* sdo representados por funcdes definidas pelo
seu efeito nos construtores. As provas recorrem a um principio de inducio que
explora essa mesma estrutura de construcao.

Exemplo. Recordemos a defini¢do de funcao length do capitulo 2 e consideremos,
ainda, a seguinte func¢do que corresponde a iteracdo de uma funcao sobre todos os
elementos de uma sequéncia':

map f[l =0
map f(h:t) = f(h): mapft

A prova indutiva do facto
length(map /1) = length!/
cujo caso de base (para [ = 0) € trivial, tem o seguinte o passo indutivo

length(map f(h : 1))
= { defnicao de map 7 }

length(f(h) : map f 1)
= { definicao de tength }

1 + length(map ft)
= { hipstese de indugao }

1 +lengtht

- { definigdo de length }

length(# : 1)

v

Na tradicdo da programaciio funcional [Bir98] tais funcdes, que correspondem & extensdo
functorial de um construtor de tipos sobre fungdes, sdo designadas por map.
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Como se vé neste exemplo, o raciocinio indutivo requer que, através de um processo
sistemdtico de desdobramento da definicdo, os argumentos se tornem progressi-
vamente mais pequenos, i.e., cada vez mais proximos dos construtores do tipo.
Assim, a questdo que se coloca quando pretendemos programar com streams e
provar propriedades sobres esses programas, ¢ como proceder quando o processo
de desdobramento da defini¢do ndo termina.

Existem vérias respostas a essa questdo (ver [GHOS] para uma apresentacao sis-
tematica). Nesta dissertacdo nao nos dedicaremos as respostas mais cldssicas que
exploram a denotacdo dos programas em determinados dominios semanticos (tipi-
camente estruturas ordenadas ou topoldgicas), nomeadamente a indugdo sobre
ponto fixo [dB80]. O nosso foco serd a coindugdo, uma técnica de prova que,
tal como o método indutivo referido acima, explora a semantica operacional dos
programas.

A observacgdo basica deste método € de que, se € verdade que o processo de desdo-
bramento da definicdo de uma fung¢do correcursiva nio termina, ele vai revelando
componentes cada vez maiores do resultado. Deste modo, todo o elemento do
tipo coindutivo acaba por ficar unicamente determinado ao longo desse processo.
Assim, para raciocinar em programagao coindutiva a nossa atencao transfere-se
da andlise estrutural do resultado, tipica do raciocinio indutivo, para a progressiva
constru¢do do resultado.

Este tipo de provas é, por isto mesmo, baseado na no¢do de bissimulacdo intro-
duzida no capitulo 2. Intuitivamente, a ideia bdsica é de que, para provar uma
igualdade, se comparam as observacoes imediatas e se prova que essa relacao se
mantém a medida que as defini¢des se desdobram.

Como referimos na Introducio a esta dissertacdo, existem dois estilos de definicao
coindutiva, que poderiamos caracterizar como coindugdo explicita e coindugdo
implicita, respectivamente.

e No primeiro estilo a funcdo é definida explicitamente por uma expressao
recursiva que exprime o resultado da aplicagcdo dos observadores do tipo ao
seu resultado pela observacdo dos seus efeitos (ver, como exemplo, a de-
finicdo da fung¢do merge no capitulo 2). O principio de prova associado é
a constru¢dao de uma bissimulacdo que contenha o par formado pelos dois
membros da igualdade que se pretende verificar. Como vimos, se tal par
existir, isso significa que os dois membros mapeiam no mesmo elemento da
coalgebra final e representam, portanto, 0 mesmo valor coindutivo (ou, mais
operacionalmente, exibem o mesmo comportamento). Este é o estilo mais
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usado na literatura sobre coalgebras. Por vezes, como veremos, ¢ adoptado
um estilo equacional de prova, em que a bissimulacio € codificada numa
espécie de hipotese de coindugdo, o que resulta em provas elegantes, emb-
ora menos genéricas que as que adoptam o estilo alternativo que referimos
no préximo item.

O segundo estilo explora o facto de um tipo coindutivo ser uma coalgebra
final e, portanto, exibir uma propriedade universal. Essa propriedade deter-
mina um conjunto de regras de célculo (similares, por exemplo, as que no
capitulo anterior associamos a caracterizag¢ao universal do produto cartesia-
no) que sao usadas para estabelecer a igualdade por raciocinio equacional
e pointfree, evitando a construcdo explicita de bissimulacdes. As defini-
coes, por seu lado, sdo feitas especificando o gene da fungdo — i.e., uma
coalgebra que explica um passo da sua dinamica. Este estilo tem origem
no cdlculo de programas, onde corresponde por dualidade a um estilo de
célculo de programas recursivos por vezes referido como o formalismo de
Bird-Meertens [Gib02, BM97].

No presente capitulo iremos explorar este segundo estilo na defini¢dao de diversas
funcgdes sobre streams e na prova de algumas propriedades. Como contrapartida
apresentaremos as mesmas definicdes e provas no estilo de coinducdo explicita.
Para este estilo basear-nos-emos na teoria das streams proposta por J.J.M.M. Rut-
ten em [RutO5]. Esse artigo recorre a uma notacdo que explora o facto de as
streams de A, para qualquer A, serem isomorfas ao conjunto das func¢des de N
para A, i.e.,

AY = {o] A « N}

Assim, a cabeca, hd(o), de uma qualquer stream o, € definida como o valor inicial
de o, representado por o(0). Similarmente, a cauda, tl(c), é defininda como a
derivada o’ de o. Para todo o valor n > 0 tem-se que,

Le.,

o'(n) = on+1)

tlo) = o =(c(1),0(2),0(03),...)

O acesso aos elementos de o é dado pela seguinte notagdo:

o = (0(0),0(1),0(2),...)

Por fim, a defini¢do de bissimulacdo apresentada na definicao 10 € re-escrita de
forma equivalente, como

Definicdo 11 Uma bissimulagédo em A é uma relagcdo R S A® X A® tal que, para
todo o et emA®, se{o,T) €ER
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1. o (0)=1(0)
2. {o’,T'Y€ER

Nas proximas seccdes estudaremos os principios de definicdo e prova por célculo
associados a coindugdo na sua forma mais simples, também dita estrutural, a que
corresponde a propriedade universal que caracteriza o anamorfismo [BM97]. No
entanto, este tipo de coindu¢do ndo € suficientemente genérico para abarcar todos
os tipos de coinduc@o. Assim, de seguida, apresentaremos dois outros esquemas
coindutivos igualmente caracterizados por propriedades universais: o apomor-
fismo, introduzido por [VU97], e o futumorfismo, introduzido por [UV99]. Todos
estes esquemas foram incorporados numa pequena biblioteca em HASKELL a que
recorremos para os ilustrar.

3.2 Anamorfismo

O estilo coindugdo implicita ou por cdlculo é baseado na propriedade universal
que caracteriza, para um dado functor T, a T-coalgebra final. Formalmente,

Definicao 12 Seja vt o portador da coalgebra final outy. Um anamorfismo ¢é o
inico morfismo entre T — coalgebras que faz comutar o diagrama:

outt
vi—T VT

[P+ T TT (p)ly

U—">TU
A propriedade universal é, equivalentemente, captada pela lei
k=[p) & outr-k=Tk-p 3.1

A lei (3.1) transporta
e um principio de definicdo, correspondente a implicacdo da esquerda para a
direita;
e um principio de prova, correspondente a implicagdo inversa.
No resto desta secc¢io iremos explorar esses principios comparando-os com o es-
tilo de definicao e prova por coinducao explicita. Antes, porém, registemos um

conjunto de leis tteis para o cdlculo e que correspondem, respectivamente, ao
cancelamento, reflexdo e fusdo associadas ao anamorfismo.

outr - [(p)] = Tlpl-p (3.2)
[loutr) = id,., (3.3)
(ph-h = [q)] se p+h =Th-q (3.4)
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Todas elas sdo facilmente deduzidas de (3.1). Por exemplo, a lei da fusdao que diz
que um anamorfismo composto com outro morfismo entre coalgebras € ainda uma
anamorfismo, como se ilustra no diagrama

outr
VT —— TVT

[(p) T TT[(P)]

(@) U—-TU

/| |

V—">TV
prova-se do seguinte modo

Prova.

(pl-h = [(q)

{ propriedade universal }
w-[pl-h = TApA-h)-q
{ cancelamento, T functor }
Tpl-p-h = Tpl-Th-q

= { igualdade de fungdes }

p.h = Th.q

O

Repare-se que estas definicdes e provas sdo absolutamente genéricas, i.e., validas
para qualquer functor T para o qual exista coalgebra final. Voltando ao caso das
streams, temos a seguinte defini¢do para a coalgebra final:

wr = (hd, tl) (3.5)

3.2.1 Codificacao em HASKELL

Para codificarmos este esquema em HASKELL precisamos de definir um constru-
tor, pois um functor em HASKELL é um construtor. Definimos, entdo, o functor
S = A X § que capta a assinatura de observadores das streams, usando a classe
Functor do Haskell Prelude.
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class Functor f where fmap :: (a —> b) > £ a > £ b

instance Functor (S a)
where fmap f (St c¢c x) = St ¢ (f x)

De seguida, o portador da coalgebra final para este functor, i.e., o conjunto A%, é
especificado como o maior ponto fixo. Assim,

newtype Mu £ = In (f (Mu f))

unIn :: Mu £ —> £ (Mu f)
unIn (In x) = X

newtype Nu £ = Fin (£ (Nu f))

unFin :: Nu £ -> £ (Nu f)
unFin (Fin x) = X

Para codificar o anamorfismo, usamos as leis de fusao e cancelamento, definindo-

Se:
ana :: Functor £ => (¢ -> £ ¢) -> ¢ —-> Nu £
ana phi = Fin . fmap (ana phi) . phi

3.2.2 Definicao Coindutiva

Consideremos, agora, a definicdo de algumas funcdes sobre streams nos dois es-
tilos de coindugdo. Os exemplos sd@o tomados de [Rut05].

1. [even : A «— A“]
A stream resultante da aplicagdo desta funcéo é a stream dos valores das posicoes

pares 2.

2E de notar que se aplicarmos esta funcdo a stream dos naturais, ao contrario do que se poderia
esperar, vamos obter a stream dos nimeros impares, uma vez que se considerou a cabeca como
posicdo 0 e nao 1.
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Segundo [Rut05] a funcdo define-se por:

even(o)(0) = o(0)
even(o)’ = even(o”’)

A defini¢do pode ser validada mostrando que
even([ab]) = [a]
onde a notacdo [s], para s € A", representa a stream obtida por repeti¢dao

infinita do padrdo s. Assim

even([ab]) = even([ab])(0) : even([ab])’
[ab](0) : even([ab]”)

a : even([ab])

= [da]

Vejamos agora a defini¢@o pela propriedade universal. A ideia aqui € definir
ndo a fungdo roda, mas o seu gene, i.e., a coalgebra que especifica a sua
dindmica num passo de execugdo e que, por isso, transporta a sua heranca
genética. Para este exemplo, essa coalgebra é

(hd,tl - tl) : A X AY «— A® (3.6)

Para o verificar, comecemos por representar o diagrama correspondente
com even como o seu anamorfismo:

even

A® A®

<hd,tl-tl>J{ J{(hd,tl)
idxeven

AxXAY ————AxAY
Como o diagrama comuta, vem que

(hd, tl) - even = (id x even) - (hd, il - tl)

{ x-fusdo e absorgﬁo}

(hd - even, tl - even)

(id - hd, even - tl - tl)

{ definigdo de idenlidade}

(hd - even, | - even)

(hd,even -l - tl)

{ defini¢ao de sp]it}
hd-even = hd
tl-even = even-tl-t
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o que coincide com a definicdo explicita dada acima. Provamos, portanto,
que

even = [(«Khd,tl-t))

Vejamos, por fim, como esta defini¢do implicita € directamente codificada
em HASKELL, usando o funcional ana definido acima:

even :: Stream a —> Stream a
even = ana phi
where phi a = St (headS a) ((tailS . tailS) a)

2. |odd : AY «— A“|

Esta funcdo retorna a stream das posi¢cdes impares.

Em [Rut05] define-se
odd(o)(0) = o (1)
odd(c)’ = odd(c”)

o que pode ser validado provando a seguinte igualdade:

odd([ab]) = [b].

odd([ab]) = odd([ab])(0) : odd([ab])
= [ab](1) : odd([ab]”)
= b : odd([ab])
= [p]
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Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

A© odd A©

(hd~t|,tl-tl)l l<hd,t|)
idxodd

AXAY —A XA
Como o diagrama comuta, vem que

(hd,l) -odd = (id x odd) - (hd - tl, 1l - tI)

{ x-tusio e absorgio}

(hd - odd,tl-odd) = (id-hd-tl,odd -1l -tl)
{ definigao de identidade }

(hd - odd,tl - odd) = (hd-tl,odd -tl-tl)
{ aefinigzo de spit}

hd-odd = hd-il

tl-odd = odd-tl-tl

Portanto, odd = [({hd - tl, tl - tI})].

3. |zipS : (A X B)” «— A“ X B”|

A fun¢do zipS junta dois a dois os elementos de duas streams, fazendo algo se-

melhante a concatenacdo, mas que permite sempre saber de que stream veio de-
terminado elemento, bastanto para isso, verificar se se encontra na primeira ou na
segunda posi¢do do par.

Segundo Rutten, na referéncia citada, pode-se dizer que:

zipS(o, 7)(0) = (0(0), 7(0))
zipS(o, 1)’ = zipS(o”’, 7')

O que se valida provando a seguinte igualdade:

zipS([al, [b]) = [(a, b)].

zipS([al, [b]) = ([al(0), [6](0)) : zipS([al’, [b]')
= (a,b) : zipS([al, [b])
= [(a,D)]
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Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

A“ x BY i (A x B)“

(hd-ry xhd-mp tl-my Xt|~ﬂ2)l

(AxB)x (AxB)~

i(hd,tl)

SIS (A xB) x (A x B)®

Como o diagrama comuta, vem que

(hd,tly - zipS = (id x zipS) - (hd - 7y X hd - 7, 1l - 1y X - 712)

{ x-fusiio e absorgio}
(hd - zipS, 1l - zipS)

{ definicao de identidade }
(hd - zipS, 1l - zipS)

{ definigao de split}
hd-zipS = hd-m; xhd-m,
tl-zipS = zipS- (il -7 xtl- 1)

(Id(hdﬂ'] th-nz),zipS'(tI-m th'ﬂ'z»

<hd e X hd-ﬂ'z,ZipS . (ﬂ vt X 1l -7'(2))

Portanto, zipS = [((<hd - 7y X hd - w5, 1l - 1y X ] - 715))].

4. |concatS : A «—— A“ x A“|
A fun¢do concatS é muito semelhante a fungdo zipS. Nesta, consideram-se as
duas streams, juntando-as numa s6, em que cada elemento é um par ordenado. Ou
seja, como o préprio nome indica, a fun¢do zipS funciona como um fecho que

junta duas streams, mas possibilitando-nos saber que elementos provém de uma e
de outra stream, respectivamente. Na fun¢do concatS, juntam-se as duas streams,
alternando os elementos de uma e de outra.

Segundo [Rut05] tem-se:
concatS(o, 7)(0) = 07(0)
concatS(o, 7)’ = concatS(r, o)

O que se valida provando:

concatS(o, 1) = 0(0) : concatS(r, o).
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concatS(o, 7)(0) : concatS(o, 1)’

= 07(0) : concatS(r, o)

= 07(0) : concatS(r, c”")(0) : concatS(r, o)

= 0(0) : 7(0) : concatS(c”’, )

= 0(0) : 7(0) : concatS(c”’, 7')(0) : concatS(c”’, 7’
= 0(0) : 7(0) : (1) : concatS(7’, o)

concatS(o, 1)

Deste modo observa-se que:

concatS(o, 7) = (0(0),7(0),0(1),7(1),0(2),7(2),...)

Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

concatS

A¥ x A¥ A%
(hd~m,s-(tl><id)>i l(hd,tl)
A X Aw X Aw M A X Aw

Como o diagrama comuta, vem que

(hd, tl) - concatS = (id x concatS) - (hd - 1, s - (1l x id))

{ x-fusdo e absorg:ﬁo}

(hd - concatS, tl - concatS)

(id - (hd - 1), concatS - (s - (tl x id)))

{ defini¢do de idemidnde}

(hd - concatS, tl - concatS) = <hd - m;,concatS - (s - (il x id)))

{ definigdo de split}
hd - concatS = hd-m
tl- concatS = concatS - (s - (tl x id))

Portanto, concatS = [(<hd - 7y, s - (1l X id)))].

5. |double : A“ «— A“]
A fung¢do double duplica cada um dos elementos da stream.

A definicdo explicita €:

double(o) = o (0)
double(o)’ = 07(0) : double(c”)
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o que se valida provando:
double(o) = o(0) : o7(0) : double(c”)

Parece-nos logo 6bvia esta igualdade pela duplicacdo de cada elemento. As-
sim, podemos dizer que:

double(c)(0) = o(0)
double(o)’ = o(0) : double(c”)
double(o)” = double(c”)
double(o)” = o(1) : double(c”’)

Definicao pela Propriedade Universal

Este € um caso curioso: o gene da funcdo necessita de um mecanismo de
controlo para assegurar que cada elemento € duplicado apenas uma vez.
Esse mecanismo aqui € um valor booleano inicializado a true e que con-
trola a continuagdo do processo: a cauda da continuagdo inclui e exclui
alternadamente a cabeca corrente.

Comecemos por representar o diagrama. Note-se a forma de especificar a

inicializacdo:
Aw
(id,true)
A® x Bool —— A X (A® x Bool)
dupSl lidxdups
Ao —— " A A
onde

p=<(hd-m,m, > m X em,tl-m X = -m)
Assim,

(hd,tl) - dupS = (id x dupS) - ¢
{ Xx-fusdo e absorgido e pela definigéo de ap}

<hd -dupS,tI dupS) = (hd -7r1,dupS-7r2 - (7T1 X—|°7T2),(t| - T X—|'7T2)>

{ fusdo associada ao condicional (2.29)}

(hd - dupS, tl - dupS) = <hd- 1,1 — (dupS - () X =+ 1), dupS - (tl - 71 X =+ 712))

Portanto, dUpS = [((hd S, = (M X 2o mp), (tl T X e 7T2)>)]
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6. |iterateSI[f] : A «— A|
A funcio iterateS[f] aplica a funcdo f : A «— A a um determinado elemento,
tantas vezes quanto o nimero da posi¢do em que ird ficar na stream. Ou seja, na
cabeca fica o elemento, sem aplicacdo da funcdo, na posi¢do 1, aplica-se uma vez
a func¢do f, na posicao 2, aplica-se duas vezes e assim sucessivamente.

Em [Rut05] define-se

iterateS[ f1(0)(a) = a
iterateS[f1(a)’ = iterateS[f1(f(a))

o que se valida via:

iterateS[f1(a) = (a, f(a), f(f(a)),...).

iterateS[ f1(a) = iterateS[ f](a)(0) : iterateS[ f](a)’
a : iterateS[f1(f(a))

=a: f(a) : iterateS[f1(f(f(a)))

Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

iterateS[ f]

Aa)

(id,f)l J{<hd,t|>
idxiterateS[f]
AXA—AXA®

Como o diagrama comuta, vem que

(hd, tl) - iterateS[f] = (id x iterateS[f]) - (id, f)
= { x-fusdo e absorgﬁo}

(hd - iterateS[ f1, 1l - iterateS[f]) = (id, iterateS[f]- f)

Portanto, iterateS[f] = [(id, f))].

7. ’mapS[f] : BY «— A‘“‘
A funcdo map[f] aplica a funcdo f : B «— A, apenas uma vez, a cada elemento
da stream.
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Segundo Rutten tem-se que:

mapS[f1(0)(0) = f(c(0))
mapS[f1(o)" = mapS[f1(c”’)

para cuja validagado se prova a seguinte igualdade:

mapS[f1(c) = (f(a(0)), f(o (1)), f(o(2)), ...).

mapS|[f1(c) = mapS[f1(c)(0) : mapS[f1(c)
= f(o(0)) : mapS[f1(c”)
= f(0(0)) : mapS[f1(c’)(0) : mapS[f1(c”’)
= f(o(0)) : f(o(1)) : mapS[fl(c”)

Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

po MRS,

<f-hd,tl>l l(hd,tl)
idxmapS[f]
BxAY ——BxB¢®

Como o diagrama comuta, vem que

(hd, tly - mapS[f] = (id x mapS[f]) - (f - hd, tl)
= {X—fusﬁoeabsorg:ﬁo}

(hd - mapS[f1,tl - mapS[f]) = (f-hd, mapS[f]-tl)

Portanto, mapS[f] = [({f - hd, tI))].

3.2.3 Provas por Coinducio

Nesta subsec¢do vamos explorar a verificacdo de propriedades pelos dois estilos
de raciocinio coindutivo em estudo. Para cada propriedade, apresentamos um
printout de uma pequena animagdao em HASKELL.
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1. |even(concatS(c, 7)) = o |

Animacao

Corecursion> toHList (even (concatS (natS,oneS)))
(1,2,3,4,5,¢6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, 21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Corecursion> toHList (nats)
(,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Corecursion> toHList (oneS

)
1 1 1,1,1

~

4 14 4 4

~

~

[ 4 4 ’ 4 14 4 14 4 4 14 4 14 4 14 4 ’ 4 14 4
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,+4,1,1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
i,1,1,1,1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1(T d

~

4 14 4 14
'}

nterrupte

~

Note—se que a func@o toHList tem por objectivo converter streams em
listas do HASKELL para efeitos de visualizacdo. Portanto, por observagao
destes resultados, somos levemos a conjecturar que

even(concatS(natS, oneS)) = natS

Coinducao por Bissimulacao

even(concatS(c, 7))

{ pela defini¢do de Stream}

even(concatS(o, 7))(0) : even(concatS(o, 1))’

{ pela definigdo de even}
concatS(c, 7)(0) : even(concatS(c, 7))

{ pela definigio de concatS}

o(0) : even(concatS(c’, "))
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Vamos comparar even(concatS(o, 7)) e 0.
Comparando as cabecas, vem que

even(concatS(o, 7))(0) = o(0)

que sai directamente.
Comparando as caudas, vem que

even(concatS(o, 7))’ = even(concatS(o”, 7)).
Entdo, consideremos a relagdo R € A® x A“:
R = {{even(concatS(c, 1)), o)|o, T € A¥}

que € uma bissimulacao.

Coinducao por Calculo

Lema 1 even - concatS = ;.

Prova. Para realizar a prova € necessario definir 71; como um anamorfismo
para podermos usar a lei de fusdo. Consideremos m; = [((hd - 7y, 1l X tI))].
Pela comutatividade do respectivo diagrama tem-se

!

A x B® A®

(hd-m,tlxtl)l (hd,tl)

idXﬂ]

AX (A xBY) — A x A?

(hd, tl) -y = (idxmp)-<(hd -, tl xtl)

{ X-fusdo e absorgﬁo}

<hd~7T1,’[|'7T1> = <id'hd-7T],7T1 '(ﬂ)(ﬂ))

{ por defini¢do de identidade e pela igualdade de sp]its}
hd - n 1 = hd -« 1
th-m = 7T1'(t|Xt|)
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Agora que ja definimos 7r; como um anamorfismo, podemos passar a demostragao,
usando a lei de fusdo-ana.

[({hd,tl - t)) - concatS = [(Khd - 7y, tl x t))]
(= { lei de fusﬁofana}
(hd, tl - tl) - concatS = (id x concatS) - (hd - 7y, tl x tl)

{ X-fusdo e absurgﬁn}

(hd - concatS, tl - tl - concatS) = (id - hd - &;, concatS - (il x tl))

{ pela defini¢do de identidade e pela igualdade de >plits}

hd - concatS = hd-m
tl-tl - concatS = concatS - - (il x 1)

{ pela defini¢ao de concatS}
hd - mo= hd - T
tl- concatS - s - (tl x id) = concatS - (tl x tl)

{ pela definigdo de concatS}
hd - Ty = hd - m
concatS - s (tl xid) - s - (1l x id)

concatS - (1l x tl)

{por(tlxid)«s = s-(iXml)}
hd - T = hd - T
concatS-s-s- (id x tl) - (il x id)

concatS - (1l x tl)

{ por s ser isomorﬁsmo}
hd-m; = hd-m
concatS - (id x tl) - (tl x id) = concatS - (il x tl)

{ x-funclor}
hd - T = hd - T
concatS - (il x tl) = concatS - (il x tl)

2. | concatS(even(o), odd(c) = o |

Animacao

Corecursion> toHList (concatS (even (natsS), odd (nats)))
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
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40,41,42,43,44,45,4¢6,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Portanto, por observacao do Haskell, facilmente conjecturamos que

concatS(even(natS), odd(natS)) = natS

Coinducio por Bissimulacio

concatS(even(o), odd(o))

{ pela definigdo de Slream}

concatS(even(o), odd(c))(0) : concatS(even(c), odd(o))’

{ pela definicéo de concatS}
even(o)(0) : concatS(odd(o), even(o)’)
{ pela defini¢do de even}

o(0) : concatS(odd(o), even(c”"))

Vamos comparar concatS(even(o ), odd(o)) e o
Comparando as cabecas, vem que

concatS(even(o), 0dd(0))(0) = o (0), que sai directamente.
Comparando as caudas, vem que
concatS(even(o), odd(o))’ = concatS(odd(o), even(o™”)).
Entdo, ndo é suficiente considerarmos a relagdo R € A“ x A“:
R = {{concatS(even(o), odd(0)), o)|o € A¥}.

Consideremos, assim, a relagao:

R = {{concatS(even(o), 0dd(0)), o) o € A“}
U {{concatS(odd(c), even(c”)), o’ o € A}
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Vamos provar que a segunda também é bissimulacio e assim, prova-se que
R ¢ ainda bissimulac¢io, uma vez que R € a unido de duas bissimulagdes.

concatS(odd(c), even(o”’))

{ pela definigio de Stream}

concatS(odd(c), even(c’'))(0) : concatS(odd(o), even(c’”))’

{ pela defini¢do de concatS}
odd(c)(0) : concatS(even(c”’’), odd(c)")
{ pela definicéo de odd}

o (1) : concatS(even(o”’), odd(c”""))

(i) concatS(odd(o), even(a”))(0) = o (1) = ”(0)
(i) concatS(odd(o), even(o”)) = concatS(even(c”’), odd(c”"))
€ {{concatS(even(o), 0odd(0)), oo € A} C R

Logo, fica provado que R é uma bisssimulagdo.

Coinducio por Calculo

O que se pretende mostrar € que

Lema 2 concatS - {(even, odd) = id.

Prova. Para isso, vamos ter que definir a identidade como um anamorfismo
para podermos usar a lei de fusdo.
Consideremos id = [((hd, tl))].

[((hd - 71, s - (1l X id)))] - {(even,odd) = [((hd,1))]
L] { lei de fusz‘m—ana}
(hd - 71,5 - (1l X id)) - {(even,odd) = (id x (even, odd)) - (hd, tl)
{ X-fusdo e absorg:}u}
(hd -y - {(even,odd), s - (il x id) - (even, odd)) = (id - hd, (even, odd) - tl}

{ lei de cancelamento-x, por absor¢do-x e pela definicao de idemidade}

(hd - even, s{tl - even, id - odd)) = (hd,(even - il, odd - tl))

{ pors = (rrz,rrl)}

(hd - even, (mrp, 1) - (il - even, odd)) = ¢(hd,(even - tl,odd - tl))

{ lei de cancelamento-x}

(hd - even, (odd, il - even)) = (hd,{even -tl,odd - tl))

{ pela igualdade de splits}

hd-even = hd
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(odd, tl - even) = (even-tl,odd - tl)

{ pela igualdade de splils}
hd-even = hd
odd = even-tl
tl-even = odd -l

Agora temos que provar que as igualdades anteriores sdo verdadeiras. A
primeira igualdade vem directamente da defini¢do de even.
As restantes igualdades necessitam de ser provadas.

Provemos,
odd = even -l (3.7

Para isso, consideremos a defini¢do de odd e even como anamorfismo e
usemos a lei de fusdo-ana. Vamos reescreveé-la:

[(<hd -t 1l - t))] = [Khd,tl-th))] -t

= { lei de fusio-ana }

(hd, tl -ty -t = (id xtl)-¢hd - tl, 1l - tl)
{ x-fusio e absorgio}

(hd -ttt -ty = (id - hd -1, -t - tl)
{ peta igualdade de splits e pela definigo de identidade }

hd-tl = hd-tl

th-th-tl = tl-tl-tl

Quanto a igualdade tl - even = odd - il, esta vem da defini¢cdo de even,
substituindo tl- even por even -l -il. Mas, como pela igualdade (3.7) odd =
even - 1l, basta substituir € encontramos odd - tl = odd - tl.

Provadas que estdo as trés igualdades, concluimos pela lei fusdo-ana que:

[(hd - 7y, s - (il X id)))] - (even,odd) = [(Khd,1))]

3. ]odd(concatS(a, T)) = T‘

Animacao
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Corecursion> toHList (odd(concatS (natS, oneS)))
ri1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1{Interrupted!

0 que sustenta a suspeita de que
odd(concatS(natS, oneS) = oneS.

Coinducio por Bissimulac¢iao

odd(concatS(c, 1))
= { pela definicdo de Stream )

odd(concatS(c, 7))(0) : odd(concatS(o, 1))’
= { pela definiio de odd }

concatS(c, 7)(1) : odd(concatS(c, 7))

= { pela definicdo de concatS}

7(0) : odd(concatS(c’, 7))

Vamos comparar odd(concatS(o, 7)) e 7.
Comparando as cabecas, vem que

odd(concatS(o, 7))(0) = 7(0), que sai directamente.
Comparando as caudas, vem que
odd(concatS(co, 7)) = odd(concatS(o”, 7)).

Entio, é suficiente considerarmos a relagio R & A“ X A“:

R = {{odd(concatS(c, 1)), )| € A¥}

que € uma bissimulagdo.
Coinducao por Calculo

A prova faz-se de forma similar 2 demonstracdo que even - concatS = r,
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Lema 3 odd - concatS = m,
Prova. Vamos comecar por definir 7, como um anamorfismo. Considere-
mos m, = [({hd - m,, tl X I))]. Observe-se o respectivo diagrama:
AY x B® —=— B
(hd-nz,tlxtbl (hd,tl)

id><71'2

B x (A¥xB?) —=B x B

Como este diagrama comuta, tem-se que:

(hd,tl) -y = (id X mp) - (hd - mo, 1l X tI)

{ X-fusdo e absorgﬁo}

<hd -7, 1l ) = <id -hd -, - (ﬂ X tl))

{ por defini¢do de identidade e pela igualdade de sp]its}
hd - Ty = hd -« 2
th-my = mp- (1l x 1)

Agora que ja definimos 7, como um anamorfismo, podemos passar a demostragao,
usando a lei de fusdo-ana.

[({hd - I, tl - t1))] - concatS = [({hd - s, tl X tI))]
= { lei de fuséo-ana}
(hd - tl, tl - tl)y - concatS = (id x concatS) - (hd - o, tl x tl)

{ x-fusio e absorgﬁo}

(hd - tl - concatS, tl - t| - concatS) = (id - hd - m, concatS - (il x tI))

{ pela defini¢@o de identidade e pela igualdade de splits}

hd-tl - concatS = hd-m,
tl- tl - concatS = concatS - (il x tl)

{ pela defini¢do de concatS}
hd - concatS-s- (tl xid) = hd-m
tl- concatS - s - (tl X id) = concatS - (il x tl)

{ pela definigdo de concatS}
hd-m-s-(tlxid) = hd-m
concatS-s - (tl xid)-s- (il x id) = concatS - (tl x tl)

= { por (I xid)-s = s-(id x tl) e pela defini¢do de s}
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hd'?‘l’]'(ﬂz,fl’])-(ﬂ)(id) = hd'ﬂ'g
concatS-s-s- (idxtl) - (tl xid) = concatS - (1l x t)

{ por s ser isomorfismo e por 7y - (mp.71) = 72}
hd-m, - (tIxid) = hd-m
concatS - (id x tl) - (tl x id) = concatS - (il x tl)
{ x-fuctor}
hd -, - (tIxid) = hd-m
concatS - (il x tl) = concatS - (il x tl)

{purtlxtl = (tl~7r1,id-n2>}
hd -, - (tl - 7y,id - ) = hd-mp
concatS - (il x tl) = concatS - (il x tl)

{ por defini¢do de 75 e de id}
hd - T = hd - V(%)
concatS - (il x tl) = concatS - (tl x tl)

mapS|[g] - mapS[f] = mapSI[g - f]

Animacao

Corecursion> toHList (mapS (2x)ones)
[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
1 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
12,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
1 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
1 2,2,2,2,2{Interrupted!}

Corecursion> toHList (mapS (3%)onesS)
[3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3
,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3
,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3
,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3
,3,3,3,3,3{Interrupted!}

Corecursion> toHList ( (mapS(2%*). (3*
(6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
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,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6{Interrupted!}

Corecursion> toHList (mapS((2*).(3x))ones)
([6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6
,6,6,6,6,6{Interrupted!}

Coinducio por Bissimulacao

(mapS[g] - mapS|[f])or

{ pela defini¢do de composigﬁo}

mapS[gl(mapS[fl(c))
= { pela definiio de mapsif]}

mapS[g](f(c(0)) : f(o(1)) : mapS[fl(c”"))
- { pela definigio de mapSig]}

9(f(a(0))) : g(f(o(1))) : g(mapSIfl(c™))

= { pela definicao de composicao de fum;(")es}

g-f(o(0)) : g - f(o(1)) : g - mapS[fl(c”)

= { pela defini¢ao de mapS[g - f]}

map$S|g - flo
Entdo, basta considerarmos a relagio R € A® x A“:
R = {{(mapS[g] - mapS|[f])o, mapS|[g - flo)lo- € A“}.

Agora estamos em condi¢des de concluir que, quer a cabeca, quer a cauda
sdo iguais e, portanto, esta relacdo € uma bissimulagdo.

Coinducio por Calculo

Lema 4 mapS[g] - mapS[f] = mapSIg - f]

Prova. Pela definicio de mapS, podemos reescrever mapS[g - f] como
[{g - f - hd,il))]. Estamos agora em condi¢des de usar a lei de fusdo-ana.
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Vejamos:

[((g - hd, t))] - mapS[f] = [{g- f-hd,th))
= { 1ei de fusdo-ana
(g - hd,tly - mapS[f] = (id x mapSIf]) - (g - f - hd,tl)
{ x-fusio e absorgio }
(g - hd - mapS[f], tl - mapS[f]) = (id-g- f - hd, mapS[f] - tl)
{ pela igualdade de splits e pela defini¢o de idemidade}
g-hd-mapS[fl=¢- f-hd
tl - mapS[f] = mapS[f] - tl

{ pela definigdo de mapS}
mapSIf] - t = mapSIf] - tl

5. ’mapS[f] - iterateS[f] = iterateS]f] ~f‘

Animacao

Corecursion> toHList (mapS(1+) ((iterateS(1+) (0))))
(1,2,3,4,5,¢6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, 21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Corecursion> toHList (iterateS(1+) ((1+) (0)))
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, 21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Coinducao por Bissimulac¢iao
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mapS|f] - iterateS[fla
= { pela definicio de composigio }
mapS|f](iterateS[f](a))
= { pela definigo de iterateSf]}
mapS[fl(a : f(a) : iterateS[f](f(f(a))))
= { pela definigio de mapS[f]}

f(a) : f(f(a)) : mapS|f](iterateS[f](f(f(a))))

Agora vamos comparar com o segundo membro.

iterateS|f] - fa

{ pela aplicagdo da fungdo f}
iterateS[f](f(a))
{ pela defini¢éo de iterateS}

f(a) : f(f(a)) : iterateS[f1(f(f(f(a))))

Se observarmos o desenvolvimento do primeiro e do segundo membros,
concluimos que € necessdrio recorrer a indugdo para demonstrar o resultado.
Assim sendo, basta considerarmos a relagio R & A“ X A“:

R = {{mapS]f] - iterateS[f]a, iterateS[f] - fa)|a € A}.

Por indugao conclui-se que, quer a cabeca, quer a cauda sdo iguais e, por-
tanto, esta relacdo € uma bissimulagao.
Coinducao por Calculo

Lema 5 mapS|f] - iterateS[f] = iterateS[f] - f

Prova. Para podermos aplicar as leis associadas ao anamorfismo € necessario
exprimir iterateS[f] - f como um anamorfismo para A“:
(hd.tl)
AY—= A X A?
iterateS[f] T T idxiterateS][f]

AL AxA

fT Tidxf
AL AxaA



56 CAPITULO 3. ESTUDO DE CASO: SEQUENCIAS INFINITAS

Como o diagrama inferior comuta, pois

vem que,

idx f-(f.f) = d, f)- f

= { X-absorg¢ao e fuséo}

S0 =D

iterate[f] - f = [((f, /)

Estamos agora em condi¢des de usar a lei de fusdo-ana. Vejamos:

mapS[f] - iterate[f] = [{f, )
{ pela definicdo de map[f]}

[({f - hd,t))] - iterate[f] = [(f, )

{ 1ei de fusao-ana}
(f - hd,tl) -iterateS[f] = (id x iterateS[f]) - (f, )
{ x-fusiio e absorgio
(f - hd - iterateS[f], 1l - iterateS[f]) = (id - f, iterateS][f] - f)
{ pela igualdade de splits e pela definicio de identidade |
f-hd-iterateS[f] = f
tl - iterateS[f] = iterateS[f] - f
{ pela definicio de iteratesS[] }

true
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3.2.4 Um Exercicio sobre R®

Nesta subsec¢@o vamos prosseguir o estudo da prova por coinducao por célculo.
Para isso usaremos alguns exemplos propostos em [Rut05]. Usando a notacao da
referéncia citada, vamos considerar duas streams de nimeros reais, o € 7, deno-
tadas como:

0 =(00,01,02,...), T = (T0, T1, T2, .. .)-
Em [Rut05] define-se a soma entre duas streams, somando ordenadamente ele-
mento a elemento, ou seja,

oc+17=(09+Ty,01 +T1,02+T2,...)

Note-se que o mesmo simbolo (+) é usado para a soma de duas streams, bem
como, para a soma de dois nimeros reais. Vamos agora definir a soma de streams
como um anamorfismo. Assim,

Re oo R x R
+T Tidx+
R x R FOEROD o o Ry
ie.,
+ = [(+-(hd x hd), tl x tI)) (3.8)

Consideremos a seguinte operacao sobre streams:

(hd.t1)
RY ————R xR®

[ JT Tidx[ ]
(id0-1)
R

RxR
ie.,
[1 = [Kid,0-H) (3.9)
donde
[r] =[]r ou,equivalentemente [rl=1[1-r (3.10)

A comutatividade do diagrama acima corresponde a igualdade
(hd,thy-[1 = (dx[])-(id,0-) (3.11)

donde se deduz
hd[r] = r A tl[r] = [0] (3.12)
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porque

¢hd,tly-[1 = (id x [ 1)-id,0-)
= { teis fusao-produto e absorgao-produto

¢hd-[ L4111y = Gid,[1-0-1)
= { iguatdade de spiirs }

hd-[] =id A tl-[] =1[]-0!
= { aplicando a um valor r arbitrério }

hd(r] = r A H[rl = {1:0Dr =[]0 = [0]

Esta operacdo vai-nos permitir somar ou multiplicar um ndmero real por uma
stream, transformando um nimero real numa stream que tem a cabeca esse nimero
real e toda a cauda constituida por zeros.

Lema 6
oc+[0] = o (3.13)

Prova. Em notagdo pointfree a igualdade (3.13) é re-escrita como
++(id,[0]) = id (3.14)
onde, como habitualmente, @ = [0]-!. Donde

++(id, [0]) = id

= { definicdo (3.8) e lei reﬁexﬁn—ana}
[((+ - (hd x hd), t x tI))] - €id, [0]) = [(Khd, 1))

&= { 1ei fusao-ana }

(++(hd x hd), tI x tl) - Cid, [0]) = (id x(id, [0]}) - ¢hd, 1I)
{ leis fusdo-produto e absor¢ao-produto }

(++ (hd x hd) - (id, [0]), (tl x tI) - ¢id, [0])) = (hd, id, [0]) - i
{ leis absorgao-produto e fusdo-produto }

(++¢hd, hd « [O]), ¢t 11 - [0])) = (hd, (i, [0] - t1))
{ defini¢do de ponto (f - p = [ p) e defini¢do de constante }

(++<hd,hd [0]), (I, 1 [0])) = <hd,tl, [0]-!-1l))
{ leis (3.12) e !-universal (! =!- f) }

(++<hd,0),(tl, [0])) = <(hd,l, [0]))

= { aritmética }
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(hd, (tl, [01)) = <hd, (tl, [01))

= { igualdade de splits }

true
O
Lema 7
o+T =T+0 (3.15)
Prova. Em notagao pointfree a igualdade (3.15) é re-escrita como
+.8 = + (3.16)
onde s = (m,, 1) € um isomorfismo natural. Donde
+:.8 = +
= { definicdo (3.8)}
[((+-(hd x hd),tIxth)]-s = [{+-(hd x hd),tl xt}))
= { lei fusz“m-ana}
(++(hd x hd),tl xtly-s = (idxs)-(+-(hd x hd),tl x tl)
= { leis fuséo-produtoeabsorgﬁo-produlo}
(++(hdxhd)-s,({l xt)-s) = (+-(hdx hd),s- (il x 1))
= { naturalidade des}
(++s-(hdxhd),s-({lxt)) = (+-(hdxhd),s- @l xt))
= { comutatividade da adigdo aritmética (i.e., + s = +) }
(++(hdx hd),s-({lxth)y = (+-(hd x hd),s- (l x1l))
= { igualdade de splity}
true
O

Lema 8

[r+pl = [r]+[p] (3.17)
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O interesse desta lei (no que se refere as técnicas de prova de célculo discutidas
nesta dissertacdo) vem do facto de, ao contrario dos casos ditos estruturais, o
resultado ser aqui dependente da escolha judiciosa dos argumentos. Por outro
lado a tradugdo da igualdade (3.17) em notacdo pointfree resulta em

+-([Ix[D =[]+ (3.18)

onde a lei de fusdo-ana ndo € imediatamente aplicdvel, pois o segundo membro
ndo estd definido como um anamorfismo. Assim a prova sera feita em dois mo-
mentos. Em primeiro lugar mostraremos que o termo [ ] - + no lado direito é
equivalente a um anamorfismo, conforme o diagrama seguinte. Seguidamente
aplicaremos a lei da fusdo-ana.

¢hd,tl)
R R x R
[ ]T Tidx{ ]
(id,0-!)
RxR
+T Tidx+
(+(0-1,0-1))

RxR——RX (R XxR)

Prova. Provemos primeiro que

[1-+ = [K+<0-1,0-D)) (3.19)

[1-+ = [K+€0-10-D))
{ definigdo (3.9)}
[(id, 0-D) - + = [(+.¢0-1,0-1)))]
(= { lei fusﬁo-ana}
(id, 0!y « + = (id X +) « (+,¢0-!, 0:1))
{ leis fusdo-produto e absor¢ao-produto }
(0L ) = (+,+:(0,0))
{ aritmética }
(+,0:1++) = (+,01)
{ runiversar }

(+,0:L-4) = (+,0:)
}

{ igualdade de splits

true
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Mostremos agora o resultado principal

+-(Ix[D =11+

= { definigdo (3.8) e resultado acabado de provar}
[((+ - (hd x hd), tI x )] - ([ 1 X[ D = [+, €01, 0-H))

== { lei fus?m—ana}

(++(hdxhd),tIxth-(Ix[]) = (dx({]1x[D)-{+,(0!0:1)
{ leis fusdo-produto e absorgéo-produto }

(+o(hdxhd)-([Ix[D,Axth-Ix[D) = (+ [ Ix[]-<0!,0!))
{ functores e lei fusdo-produto }

(+e(hd-[Ixhd-[D,@l-[Ixtl-[D) = (+ (10! x[]-0-D))
{ lei(3.12)}

(+-(dxid),[1-0! X []+0:1) = (+,([]-0-!x[]-01)))

{ identidades e igualdade de sipits }

true

O

Consideremos agora uma prova alternativa que se baseia no principio de coin-
ducdo cléssica usada em [Rut00, RutO1], mas recorrendo explicitamente a resul-
tados provados por cédlculo acima. A prova € claramente mais simples.

Prova. A prova baseia-se em mostrar que o resultado da aplicacdo dos dois obser-
vadores canoénicos de streams (i.e., a correspondente coalgebra final) sdo iguais.
Assim,

hd [r + 5]
= { lei(3.12)}
r+s

{ lei (3.|2)}

hd [r] + hd [s]

tl [r + 5]

{ lei (3.12) }
[0]

{ lei (3.13) do lema 6 }
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[0] + [0]
= { lei (3.12)}
tl [r] + tl [s]
([
Lema9
o+(T+p) = (C+1)+p (3.20)
Prova. Em notagao pointfree a igualdade (3.21) € re-escrita como
+e(idX+)a = ++(+Xid) (3.21)

onde a = (my » 7y, (/5 * 11, Tp)) € um isomorfismo natural. Donde

+.(dX+)ra = ++(+Xid)
= { lei absorgao-produto }

+'<id'7’l’1'7T1,+'<7T2'7T1,7T2>> = +'(+Xid)

Para poder usar a lei fusdo-ana, tem que se reescrever +-+(+Xid) como um anamor-
fismo. A prova prossegue como esperado.

(hd,tly
R® R x R®

+T Tidx+
R® % R® (++(hdxhd),tlxtl) R x (Rw % Rw)

+><idT

(R* x R*) x R®

Tidx(+xid)

(++(++(hd-rry Xhdemrp ) xXhd),(tlerry o7y temr oy ) xtl) R % ((R‘” % Rw) % R‘”)

3.3 Apomorfismo

O apomorfismo é o funcional que capta a correcursdo primitiva. A intuicao é que
funcgdes definidas desse modo sdo fungdes cujo gene pode produzir ndo apenas a
continuacdo imediata do argumento, tal como dada pela dindmica da coalgebra,
mas também um valor especifico do tipo coindutivo. Formalmente,
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Definicao 13 Seja (vr, outy) uma coalgebra final. Para qualquer fungdo ¢ : T(C+
vr) «— G, define-se a funcdo apo ¢ : vi «— C como uma composi¢do de um
anamorfismo com a injec¢do esquerda:

apo ¢ = [([¢, T(x2) - outr]) - ¢y
Dito de outro modo,
Corolario 1 Para toda a funcdo ¢ : T(C + vt) «— C, 0 apomorfismo f = apo g :
vy «— C é a uinica funcdo que faz com que o seguinte diagrama comuta:
C——T(C+vr)
f J/ lT[f id]
yr T Toutr

ou seja definida pela seguinte propriedade universal

outr- f =T[f,id]-p=f=apog (3.22)

Da propriedade universal (3.22) deduzem-se as seguintes leis, mais uma vez ditas,
respectivamente, de cancelamento, reflexdo e fusdo.

outy-apoy = T[apoe,id]-¢ (3.23)
id = apo T(¢;) - outy (3.24)
¢-f=T(f+id)-p=apoy-f = apoy (3.25)

onde g : T(C+vy) «— C,y: T(C+vy)«—Def:D«—C. E imediato concluir
que todo o anamorfismo [(¢)] € um apomorfismo:

apoT(t)-¢

Vejamos, agora, alguns exemplos de defini¢des através de coiteragc@o natural.

1. ’maphd(h) : Stream(A) «— Stream(A)‘

consiste em aplicar a funcdo & : A «— A a cabeca da lista, enquanto a cauda se

mantém inalteravel.

Na perspectiva da coinducao explicita de [Rut05] a fun¢do define-se por

maphd(/2)(c)(0) = h(c7(0))
maphd(h)’ = o’
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Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

(h-hd,p-1l)

Av —————> A X (A + A?)

maphd(h)l lidx[maphd(h),id]

hd,i

Ao A A

Como o diagrama comuta, vem que

(hd, tl) - maphd(h) = (id x [maphd(h),id]) - (k- hd,, - tl)
{ X-fusdo e absurgﬁo}

(hd - maphd(h), t| - maphd(h))

(id - k- hd, [maphd(h), id] - ¢, - 1)

{ pelo cancelamemo}

(hd - maphd(h), t| - maphd(h))

(h-hd,id - )

{ definigdo de identidade e pela igualdade de splils}
hd - maphd(h) = 4 -hd
tl - maphd(h) = tl

Portanto,

maphd(h) = apo (h - hd, ¢, - tl)

2. ’insertS(a) s Stream(A) «— S tream(A)‘
O objectivo desta funcdo consiste em inserir o elemento a : A «— 1 de forma

ordenada.

De novo, na perspectiva de [Rut05] temos

insertS(a)(c)(0)la se a < (07(0))
|o-(0) caso contrario
insertS(a)(o)'|(a : o) sea < (o(1))
linsertS(a)(c”’) caso contrario
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Definicao pela Propriedade Universal
Comecemos por representar o diagrama:

(h[tid]-p?)

A@ A X (A® + A®)
insertS(a)l J{idx[insertS(a),id]
(hd,tl)
A® A X A¥

(hd, tly - insertS(a) = (id x [insertS(a), id]) - (A, [il,id] - p?)
= { x-fusdo e absorge‘]o}

(hd - insertS(a), tl - insertS(a)) = (id - A, [insertS(a), id] - [tl,id] - p?)

Portanto,
insertS(a) = apo (A, [tl,id] - p?)
em que,
p(xs) = head(xs) < a()
h(xs) |head(xs) se p(xs)
la() caso contrario

3.3.1 Codificacao em HASKELL

Para codificarmos este esquema em HASKELL recorremos aos construtores ja
definidos na especificacao do anamorfismo (ver sec¢do anterior). Notemos, porém,
que o tipo do apomorfismo é C — T(C + vy). Como o HASKELL ndo tem definido
0 construtor para a soma, temos que o definir primeiro. Assim,

data L a x = Empty | C a x
instance Functor (L a)
where fmap f Empty = Empty
fmap £ (C c x) = C c (f x)
(=1=-) ::: (a =—> b) -> (¢ -> d) —> Either a c¢c -> Either b d

f -|- g= either (i1 . £) (12 . qg)

class BiFunctor f where
bmap :: (a —> b) > (¢ -> d) > (f a ¢ —> £ b d)
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instance BiFunctor Either where
bmap f g = £ -|- g

Depois definimos o apomorfismo:

apo :: Functor f => (¢ -> f (Either ¢ (Nu f))) -> ¢ -> Nu £

apo phi = Fin . fmap (either (apo phi) id) . phi

Exemplos de Animacao

Corecursion> toHList (nats)
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Corecursion> toHList (insertS 0 nats)
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,
21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,
39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55, 5¢,
57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,
75,7¢6,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

Corecursion> toHList (maphd (2%) nat$S)
(2,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,
22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,
40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,
58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,
76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90{Interrupted!}

3.4 Futumorfismo

Como vimos, o apomorfismo contempla situacdes em que o resultado da funcao
pode ser tanto a continua¢do imediata como um valor arbitrdrio do tipo coindu-
tivo. O futumorfismo, por seu lado, vai mais longe, disponibilizando como alter-
nativa a continuacao imediata, toda uma colec¢do de valores do tipo coindutivo.
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Essa colec¢do estd estruturada num tipo indutivo arbitrdrio. Esta flexibilidade
acrescida torna, por certo, as definicdes base mais complexas. Em particular, tem
que ser tomado em consideragdo o modo de interac¢@o entre o tipo coindutivo e
a estrutura indutiva de suporte. No entanto, é surpreendente como, no estilo de
coindugdo implicita, chegamos, também para este caso, a um conjunto de leis cal-
culacionais simples e faceis de aplicar.

A defini¢do recorre ao conceito de cv-coalgebra para captar a interaccdo referida.
Assim,

Definicao 14 Considere-se o endofunctor T : G «— C para o qual existe a coal-
gebra final (vr,outy). Define-se o bifunctor T* : C «— C x C tal que:

T*(A, X) = A + T(X).

Assume que para qualquer objecto A existe a dlgebra inicial T}, ou seja, o par
(s, ing), isto & T" induz um functor T"(X) = uTy. A T-cv-coalgebra é um par
(C, ), onde C é um objecto e ¢ : T(T*(C)) «— C é uma func¢do.

Definicao 15 Sejam (C, ¢) e (D, ) duas T-cv-coalgebras. Um homomorfismo de
(C, ) para (D, ) é uma funcdo f : D «— C na categoria C, tal que

Yo f =Tling - (f +id)).e

o0 que faz comutar o seguinte diagrama

C—=T(T*(C))
f iT([inT'(f*'id)])
D —"=T(TH(D))
Podemos, agora, definir o futumorfismo por uma propriedade universal,

Definicao 16 Seja (vr,outy) uma coalgebra final. Para qualquer T-cv-coalgebra
@ : T(TY(C)) «— C, afuncdo futup : v «— C é definida por

futug = [[¢,id] - in7") - inT - ¢
A fungdo futue é chamada de futumorfismo.

Corolario 2 Para qualquer T-cv-coalgebra ¢ : T(T*(C)) «— C, o futumorfismo
f = futup : v «— C € a iinica funcdo que faz com que o seguinte diagrama
comute:

¢ ——>T(T(C)

f T((f.0ut;' 1)

t
vr — > T(vr)
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0 que corresponde a seguinte propriedade universal:

outr - f = T(Lf,out;' 1) - ¢ = f = futug

As seguintes leis® sdo deduzidas da propriedade universal, considerando (i, inT).
Sao elas, respectivamente, as leis de cancelamento, reflexdo, fusdo e a que reduz
um anamorfismo a um futumorfismo.

outr - futup = T ([futue, out;']) - ¢ (3.26)
futuT (int+¢) - vy = idvy (3.27)
futug - h = futue se w-h = T(qinr-(h+id))-¢ (328

(@] = futuT (in-0) - (3.29)

Terminaremos esta subsec¢do com a discussao de uma fungdo expressa como um
futumorfismo e a verificacao de algumas propriedades. Trata-se da funcao

]exch s Stream(A) «— S tream(A)‘

cujo objectivo é realcar a permuta dos elementos da stream argumento dois a dois.
Em [Rut05] esta funcao é definida como
exch(o)(0) = o(1)

exch(o)’ = 0(0) : exch(o”)

0 que nos permite escrever, na notacao dessa referéncia,
exch(o) = (o(1),07(0), 0(2), 0(1), 0(3), 0°(2), . . .)

Vejamos, agora, como se define a mesma funcao pela propriedade universal iden-
tificada acima. Comecemos por representar o diagrama:

¢hd-tl,cons-(hd,sing-tly)

A% A x AA®*t
exchl J{idx([[exch,cons']])
(hd,tly
A¥ A x A¥

3Tal como nos outros casos, o leitor é referido a [Ven00] para a sua demonstracio cuidada.
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Por sua vez o catamorfismo auxiliar*

[sing,cons]
A? + A x AA“* AA“*
id+id><([[exch,cons‘1]])i i([[exch,cons‘l]])
AC + A x A¢ [exch,cons™!] A©

Como este diagrama comuta, temos que

[exch, cons™'] - (id + id x ([exch,cons™ 1)) = ([exch,cons™']) - [sing, cons]

Concentremo-nos, agora, no diagrama do futumorfismo. Pretendemos provar que
este comuta, ou seja,

(hd, tl) - exch = (id><[exch,cons“])-(hd-tI,cons-(hd,sing-tI))

{ x-fusdo e absorgﬁo}

(hd - exch, tl - exch) = (id - hd - tl, ([exch, cons~']) - cons - (hd, sing - tl))

{ definigdo de identidade e pela igualdade de sp]its}

hd-exch = hd-tl
tl-exch = ([exch,cons™']) - cons - (hd, sing - tl)

A primeira igualdade vem directamente da defini¢do da fun¢do exch. A segunda,
porém, terd que ser provada. Notemos que a expressdo ([exch, cons™']) - cons -
(hd, sing - tl) ndo se pode simplificar directamente. Facamos, entdo, uma genera-
lizagc@o e consideremos a expressdo completa, i.e., tomemos a composi¢do com a
algebra inicial [Sing, cons] e ndo apenas o construtor cons. Assim,

([exch, cons™']) - [sing, cons] - id + (hd, sing - tI)

Vamos agora aplicar as leis do catamorfismo [BM97] a essa expressao:

10 catamorfismo € o dual do anamorfismo, representando o tinico morfismo, na categoria das
dlgebras de um dado functor, com origem na algebra inicial e destino numa algebra especificada.
E, assim, a versao calculacional, ou implicita, da inducao estrutural.



70 CAPITULO 3. ESTUDO DE CASO: SEQUENCIAS INFINITAS

([exch, cons™'1) - [sing, cons] - id + (hd, sing - tI)

{ pelo cancelamento cala}

[exch, cons™] - (id + id x ([exch, cons™!1)) - (id + (hd, sing - tI))

{ pela absorgao - +}

[exch, cons™" - (id x ([exch, cons™!1)) - (hd, sing - tI)]

{ pela absorgao - ><}

[exch, cons™! - (hd, ([exch, cons™'1] - sing - t)]
Por outro lado,

([exch, cons™'1) - [sing, cons] - id + ¢hd, sing - tI)

{ pela fuséo - +}

[([exch, cons‘l]]) - sing, ([exch, cons™ ') - cons] - (id + (hd, sing - tl))

{ pela absorgao - +}

[([exch, cons‘l]]) - sing, ([exch, cons™ ') - cons - (hd, sing - tI)]
Igualando as expressoes obtidas, vem, pela igualdade do either,

exch = ([exch, cons™']) - sing
cons™! - (hd, ([exch, cons™']) - sing - tl) = ([exch, cons™']) - cons - (hd, sing - tI)

Substituindo ([exch, cons™!])) - sing na segunda expressdo concluimos que

cons™! - (hd, exch - tly = ([exch, cons™']) - cons - (hd, sing - tI)

Da mesma forma podemos concluir que

tl - exch = cons™" - (hd, exch - tl)

ou seja,

hd - tl - exch = hd
tl - tl - exch = exch -

Assim se conclui que a fungiio exch pode ser vista como um futumorfismo?, i.e.

>Chama-se a aten¢iio para uma gralha detectada em [Ven00], pdgina 58, onde aparece, na
definicdo de uma funcgio semelhante, uma aplicagdo extra do observador tl que é indevida.
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exch = futu¢hd - tl, cons - (hd, sing - tl))

Por observacdo do exemplo apresentado, concluimos que as posi¢des pares da
aplicagdo da funcdo exch a uma stream correspondem a sua cauda e as impares a
prépria stream. Assim, formulamos a seguinte propriedade:

even - exch =l
odd - exch = id

Prova. Como a fun¢do even e a funcdo odd podem ser escritas como anamor-
fismos, convém-nos escrever as fungdes tl e id também como anamorfismos, para
podermos recorrer a lei de fusdo-ana. De forma trivial, podemos escrever

tl = [((hd - tl, t1))]
id = [(<hd, tl))]

Observemos os respectivos diagramas.

A® A®
(hd-tl,tly i(hd,tl)
idxtl
Ax A® 25 A x A9

(hd, tl) - tl = (id x tl) - ¢(hd - tl, tI)
= {por fusﬁoeabsorgﬁo}

(hd - tl,tl - tl) = (hd - 1, 1l - tI)

A® A®
(hd.,tl) (hd,tly
AxAC LA A

(hd,tly-id = (id x id) - (hd, Iy
{ por fusdo e absorgz"m}

(hd,tl) = <¢hd,tl)

Passemos agora as provas pretendidas.
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e even-exch =1l
Ie.

[(hd,tl- )] - exch = [Khd -tl, 1))
= { pela lei de fuséo-ana}

(hd,tl - tly - exch = (id x exch) - (hd - 1l, 1l

{ pela fusdo-x e absorgdo - ><}

(hd - exch,tl - tl - exch) = (hd-tl,exch -il)

{ pela igualdade de splils}

hd-exch = hd-tl
tl - tl - exch = exch -l

e 0dd-exch =id
ie.

[(Khd - tl, - t1))] - exch = [((hd, tl))]
(= { pela lei de fusﬁn—ana}

¢hd -t tl - tl) - exch = (id x exch) - (hd, tl)

{ pela fusdo-x e absor¢do - ><}

{(hd - tl - exch,tl - tl - exch) = (hd, exch - l)

{ pela igualdade de splils}

hd-tl-exch = hd
tl-tl - exch = exch -l

34.1 Codificacao em HASKELL

Para definirmos o futumorfismo, que trabalha com C — T(T#(C)), temos que
definir o functor de base do tipo de dados T#(C).

newtype EitherF f a x = EitherF (Either a (f x))

instance Functor f => Functor (EitherF f a) where

fmap £ (EitherF (Left a)) = FEitherF (Left a)
fmap £ (EitherF (Right x)) = EitherF (Right (fmap f x))
lastF :: ¢ —> Mu (EitherF f c)

lastF x = In (EitherF (il x))
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consF :: £ (Mu (EitherF f c¢)) —-> Mu (EitherF f c)
consF x = In (EitherF (i2 x))

joinF :: (a -> ¢c) -> (f b -> ¢) -> EitherF f a b -> c
joinF f g (EitherF x) = join f g x

Agora estamos em condic¢des para definir o futumorfismo:

futu :: Functor £ => (¢ -> £ (Mu (EitherF f c¢))) -> ¢ —> Nu f
futu phi = ana (JjoinF phi id . unIn) . lastF

Para efeitos de ilustragdo, vejamos o seguinte exemplo:

Corecursion> toHList (exch nats)
(2,1,3,2,4,3,5,4,6,5,7,6,8,7,9,8,10,9,11,10,12,11,13,12,
14,13,15,14,16,15,17,16,18,17,19,18,20,19,21,20,22,21,23,
22,24,23,25,24,26,25,27,26,28,27,29,28,30,29,31,30,32,31,
33,32,34,33,35,34,36,35,37,36,38,37,39,38,40,39,41,40,42,
41,43,42,44,43,45,44,46{Interrupted!}
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Capitulo 4

Estudo de Caso: Algebra de
Processos

Resumo

Em [Bar01b] e [BOO02] foi estudada de forma sistemdtica a especificacdo coindutiva e
pointfree de uma familia de dlgebras de processos cldssicas. Este capitulo reporta a
continuagdo desse trabalho, com énfase particular na defini¢do de combinadores atra-
vés de apomorfismos, no estudo do tipo de provas associadas e na construgdo de um
animador de dlgebras de processos em HASKELL, enquanto linguagem funcional nao
estrita. Numa segunda parte do capitulo é explorado o recurso ao cdlculo relacional
como ferramenta alternativa de raciocinio. Os dois niveis, coalgébrico e relacional, sdo
relacionados por uma transposicdo canonica. Esta incursdo revela-se muito util para
abordar a formulacdo coalgébrica da bissimulagdo fraca, topico que constitui outra das
contribuicédes do capitulo.

4.1 Introducao

Em Ciéncias da Computagdo designa-se por dlgebra de processos um conjunto de
formalismos desenvolvidos a partir do trabalho pioneiro de Robin Milner, em CCS
[Mil80, Mil89], e C. A. R. Hoare, em CSP [Hoa85], para especificar e raciocinar
sobre sistemas computacionais exibindo comportamentos complexos e interacti-
vos, com elevado grau de concorréncia e distribui¢do. Sumariamente, diremos
que um sistema exibe, ou realiza, comportamento concorrente sempre que lida
simultaneamente com diferentes estimulos, agregando componentes autonomas
que interagem ao longo (e, ndo apenas, no inicio e no fim) da sua execucdo. Adi-
cionalmente o comportamento serd distribuido se a informacao e a capacidade de

75
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processamento (i.e., as entidades e os processos, ou, ainda, os dados e as opera-
coes) estiverem disseminados pelas componentes do sistema.

Nesta drea incluem-se sistemas tdo diversos como gestores de redes de servigcos
(bancdrios, administrativos, etc.), sistemas operativos distribuidos, controladores
de transportes, telefones ou instrumentac¢ado industrial, componentes de interac¢ao
homem-maquina, gestores distribuidos da producdo, entre muitos outros. Em to-
dos os casos a descri¢do deste tipo de sistemas enfatiza os aspectos comporta-
mentais, 1.€, os padrdes de ocorréncia dos acontecimentos e a sua evolu¢ido no
tempo e as suas interac¢des. De facto, enquanto os sistemas de informacao tradi-
cionais focam-se na estrutura da informac¢ao manipulada e suas transformagdes,
estes sistemas preocupam-se, sobretudo, com o elemento dual, i.e.a observacao
dos comportamentos das suas componentes € suas interac¢des. Dai serem facil-
mente descritos em termos de sistemas de transi¢do e, portanto, formalizdveis
coindutivamente.

Sistemas de transi¢do de estados, de resto, podem ser encontrados em diversos
locais do quotidiano, tendo aplica¢des simples tais como em reldgios desperta-
dores, nas caixas multibanco, em mdaquinas de selec¢do de produtos (tais como
madquinas de bebidas em que se introduz uma moeda, selecciona-se o produto e
a maquina devolve o produto). Por exemplo, nas caixas multibanco introduz-se
o cartdo, digita-se o codigo e passa-se a seleccdo da operagdo pretendida. H4
uns tempos atrds, depois de executar a operacdo a méquina devolvia o cartdo,
hoje, hé a possibilidade de voltar a digitar o c6digo e seleccionar outra operagao.
Todos estes sistemas funcionam como ’caixas negras’: os seus estados internos
podem ou nao ser distinguidos apenas pelo comportamento observado. Quando o
comportamento observado € semelhante, dizemos que os processos sao compor-
tamentalmente equivalentes. Tal equivaléncia corresponde exactamente a que é
captada pela existéncia de uma bissimulagdo que os relacione.

Os conceitos base sdo aqui os de ac¢do e processo. O primeiro diz respeito a um
evento que ocorre autonomamente de forma atémica (i.e., indivisivel no tempo),
funcionando como um estimulo, ponto (porta) de comunicagdo capaz de ser obser-
vado (por outras componentes do sistema ou pelo seu ambiente). O segundo de-
signa um padrdo de evolugdo das capacidades de interaccdo de um sistema ao
longo do tempo, i.e., 0 seu comportamento. Assim, uma algebra de processos
fornece uma linguagem (uma teoria e um calculo) capaz de exprimir interagdes
complexas, os eventos em que, num dado instante, um processo se pode compro-
meter e 0s comportamentos que resultam da sua eventual efectivagao.

Exemplo. [lustremos brevemente estas ideias com um exemplo descrito numa das
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primeiras, € mais populares, algebras de processos: o Calculus of Communicating
Systems (CCS), introduzido por Robin Milner. Neste formalismo a expressao

B £ in.out.B

representa o processo que gere uma célula de memoria, por exemplo num com-
putador, acessivel por duas ac¢des designadas por in (que sinaliza a entrada de
informacdo) e out (que sinaliza a saida correspondente). O comportamento da
célula resume-se a oferta alternada destas duas possibilidades de interagao.

O Ccs assume uma disciplina de interac¢do segunda a qual dois processos com-
postos concorrencialmente (através do operador |) interagem quando realizam
simultaneamente um par de ac¢des complementares. Acc¢des complementares
representam-se por simbolos idénticos a menos de uma barra horizontal escrita
por cima, por exemplo a e a. O resultado de qualquer sincronizagdo € a ac¢ao
ndo observével representada pela letra 7. Assim, podemos compor duas copias do
processo B para construir uma memoria de duas posigdes, ligando a porta out do
primeiro a porta in do segundo. Definimos primeiro cdpias de B, renomeando as
portas de forma adequada, por recurso ao mecanismo usual de substituicdo de va-
ridveis num termo. O seu objectivo é assegurar que a ac¢do out do primeiro buffer
se torne complementar da accio in do segundo, estabelecendo uma possibilidade
de comunicacdo. As duas componentes sdo, entdo, compostas concorrencialmente
e a interaccao, através da porta m, € tornada interna, por restriccdo (operador \¢).
Esta internalizagdo significa que as interac¢des m e m deixam de estar disponiveis
para o exterior. Assim,

By £ B[m(x)/out(x)] = in.m(x).B,
B, = B[m(x)/in(x)] = m.out(x).B,
S = (B1 | Bo)\im)

(>

(>

v

Como facilmente se compreende, as dlgebras de processos tém vindo a ser uma
area de aplicacdo tipica da teoria das coalgebras e do raciocinio coindutivo — cf.,
por exemplo, [Sch98, Wol99, Bal00, BarO1b]. Neste capitulo iremos prosseguir,
como segundo estudo de caso em programacao coindutiva, o trabalho reportado
nesta ultima referéncia (e também em [BOO02]), onde € proposta uma reconstru¢ao
coindutiva das dlgebras de processos classicas, i.e., sem mobilidade. Esse trabalho
¢ sumariamente revisto na sec¢ao seguinte. As contribuicdes especificas deste
capitulo sdo as seguintes:
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e Construcdo de um animador e visualizador para dlgebras de processos em
HASKELL (sec¢do 4.3).

e Investigacdo da aplicacao dos principios de defini¢ao e prova por coindugao
ao desenvolvimento de dlgebras de processos. Em particular, na sec¢do 4.4
sdo introduzidos operadores nio standard como apomorfismos e investi-
gada a prova de algumas das suas propriedades. A seccdo introduz ainda
uma generalizagdo ao caso dos apomorfismos da lei de fusdo condicional
proposta em [BarO1b].

e Exploracio, na sec¢do 4.5, do calculo relacional [BH93, BM97] no raciocinio
por calculo em algebras de processos, a partir da transposicao de coalgebras
para o functor P(Act X Id) para relacdes bindrias. Este estudo permite, de
seguida, efectuar, na seccdo 4.6, a

e caracterizacdo coalgébrica de uma nogao de bissimulacdo fraca em que se
baseiam as equivaléncias observacionais tipicas em dlgebra de processos
mas cujo tratamento coalgébrico € ainda insuficiente.

4.2 Especificacio Coindutiva de Algebras de Proces-
SOS

A aproximacdo coindutiva as dlgebras de processos proposta em [BarO1b, BO02]
visa aplicar técnicas coalgébricas e o estilo de raciocinio equacional e pointfree
subjacente ao formalismo de Bird-Meertens [BM97] a esta area das Ciéncias da
Computagdo. Nesta abordagem processos sao definidos como habitantes do por-
tador da coalgebra final para o funtor P(Act X 1d), onde Act designa um conjunto
de identificadores de ac¢des'. Por seu lado, os combinadores de processos sdo
definidos coindutivamente como anamorfismos para essa coalgebra final.

Esta aproximagdo apresenta as seguintes vantagens quando comparada com as
abordagens tradicionais:

e Fornece um tratamento uniforme dos processos e outras estruturas computa-
cionais, em particular as estruturas de dados, ambas representadas como
algebras ou coalgebras para functors que captam, respectivamente, assina-
turas de observadores ou construtores. Como se verd na sec¢do seguinte,

'Em rigor, a abordagem em [Bar01b] é paramétrica numa componente do functor, permitindo,
nomeadamente, substituir o functor powerset por outro monad [Mog91] com determindas carac-
teristicas. Nao elaboraremos nessa direc¢@o na presente tese.
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este facto pode ser aproveitado para animar processos em linguagens de
programacdo funcionais.

e Estabelece as provas de propriedades sobre processos numa base puramente
calculacional, e essencialmente equacional e pointfree, deste modo evi-
tando a construcao explicita de bissimulag¢des usada na literatura.

e Torna mais simples generalizar defini¢des e resultados, instanciando a abor-
dagem para diferentes disciplinas de interac¢do € mesmo modelos de com-
portamento.

Seja, entdo
W PlAct Xv) «— v

a coalgebra final que constitui, nesta abordagem, o universo semantico dos proces-
sos. O seu portador, v, contém classes de equivaléncia para equivaléncia compor-
tamental ~ de 4rvores de ramificacdo finita etiquetadas por ac¢des em Act.

Sobre ela definem-se dois conjuntos de combinadores: os combinadores dindmi-
cos, i.e., que sao consumidos na ocorréncia de accodes, € 0s estdticos que sao
persistentes através das transi¢cdes de estado. No primeiro grupo inclui-se, tipica-
mente, a inag¢do, o prefixo € a escolha. No segundo, as diferentes formas de com-
posi¢do paralela, a restri¢do e a renomeagdo de portas. Recordemos, de [BarO1b]
as definicdes destes combinadores. O leitor é remetido a essa referéncia para o
estudo das suas propriedades.

Combinadores Dinamicos

Os combinadores neste grupo, sendo ndo recursivos, sdo definidos coindutiva-
mente de forma directa. Isto significa que € suficiente especificar, para cada um
deles, as observagdes que origina sob a dindmica da colagebra final w. Assim,

e Inaccao
O processo inactivo € representado pela constante nil : v «— 1 e constitui
um processo incapaz de qualquer tipo de interaccao. E definido coindutiva-
mente como?
w-nil=0

e Prefixacao
A prefixagdo diz respeito ao modo mais usual de se introduzir uma extensao

2Note-se que para um valor qualquer v € V, a notagdo v representa a fungdio constante v :
Ve—1.
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no cdlculo. Trata-se de uma familia de operadores a. : v «— v, indexados
por accdes a € Act. O significado intuitivo de um termo a.P € o de um
processo que realiza a e depois se comporta como P. Formalmente,

w - a. = sing - label,

onde label, = (a,id) e sing é a fun¢do que constroi um conjunto singular
com o seu argumento, i.e., Singv = {v}.

Escolha

A escolha, + : v «— v, como o préprio nome indica, representa um processo
que se comporta como um ou outro dos seus argumentos, escolha essa que
¢ feita de forma ndo deterministica.

w+=U+(wXw)

Portanto, o processo P + Q comporta-se como P ou como Q.

Combinadores Estaticos

A persisténcia através da ocorréncia de accdes forca a definicdo destes combi-
nadores de modo recursivo, i.e., através de um anamorfismo.

¢ Entrelacamento

Este operador coloca os processos argumentos em paralelo mas ndo per-
mitindo qualquer interac¢do entre eles. As observacdes do processo com-
posto sdo exactamente os entrelacamentos (ou intercalacdes) das obser-
vagdes de cada um dos processos argumentos. Formalmente,

= [y
onde

) = VXV —2 (VX V)X (VX V)

(wxid)x(idxw)
—_—

(P(Act X v) X v) X (v X P(Act X v))

T, XT|

L P(Act X (v X v)) X P(Act X (v X v)) —== P(Act X (v X v))

Recorde-se que

T,  P(Act X (v X v)) «— P(Act X V) X v
T P(Act X (v X v)) «— v X P(Act X v)



4.2. ESPECIFICACAO COINDUTIVA DE ALGEBRAS DE PROCESSOS 81

sdo as transformacdes naturais referidas no capitulo 2 que permitem inter-
nalizar no functor P(Act x Id) informacdo de contexto®.

e Restricao
Dado um subconjunto K € L, o combinador restricdo \x impossibilita a
ocorréncia de quaisquer ac¢des em K. Formalmente,

\k = a0l

onde
w filtrok
a\, =v — P(Act Xv) — P(Act X V)
onde filtrox = As.{t € s | 7t ¢ K}.

Os combinadores seguintes lidam nio apenas com a estrutura das observagdes,
captada pela definicdo do functor P(Act X Id), mas também com a disciplina de
interaccdo entre as ac¢des. Referimos j4, no exemplo da seccao anterior, que em
Ccs essa disciplina se resume a possibilidade de sincronizacao de accdes comple-
mentares. No entanto essa ndo € a tnica possibilidade. De modo a proceder com
alguma generalidade, considera-se que a especificacdo de uma algebra de proces-
sos inclui sempre a definicdo de uma dlgebra de interac¢do sobre Act. Trata-se
de um mondide positivo e abeliano (Act; 8, 1) com elemento zero 0. A intuicao
¢ de que a operacdo 6 determina a disciplina de interac@o, enquanto O representa
a auséncia de interac¢do: i.e., para todo o a € Act, a 8§ 0 = 0. Por outro lado, o
facto de o mondide ser positivo significa que a8a’ = 1 ssea = a’ = 1*. Na
seccdo seguinte ilustramos a codificacio em HASKELL de diversas dlgebras de
interaccdo. Retomemos, por agora, a especificagdo dos combinadores estaticos.

¢ Renomeacao
Uma vez fixada uma estrutura de intera¢do, qualquer homomorfismo f :
Act «— Act pode ser estendido a um operador de renomeacao [f] entre
processos:

[f1= ey

onde

P(fxid)

a) = V——>P(Act X v) P(Act X v)

3Tecnicamente, tratam-se das right e left strength associadas ao monad respectivo.

“Em alguns casos é conveniente tomar 1 como representando uma ac¢do sem capacidade para
alterar o estado. No entanto a motivagdo para a sua consideracdo é essencialmente técnica, de
forma a dotar o functor com a estrutura de um monad, o que ndo seria o caso se tomassemos
apenas um semigrupo abeliano (ver [BarO1b] para detalhes).
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e Produto

O produto sincrono corresponde a execugdo simultanea de dois processos.
Em cada passo, a accdo resultante é determinada pela dlgebra de interac¢io
do calculo. Formalmente,

® = [(a)
onde
e = vx v ZLP(Act x v) x P(Act X v) —~
P(Act X (v X v)) —2> P(Act X (v X v))
onde

sel = filter{o}

filtra todas as falhas de sincronizacao, representados por 0. Note-se que a
funcéo 9, é definida como

- (c1,e2) = {d' @a,{p,p'N{a,p)€ci Ad,p’) € cr}
onde intervém a dlgebra de interacgao 6.

Paralelo

A composicdo paralela, intuitivamente, combina num unico operador os
efeitos de ||| e ®: o processo resultante exibe quer o comportamento de
cada um dos argumentos independentes quer o que resulta da efectivacao
de sincronizagdes. Note-se que essa combinagdo é feita ao nivel dos genes
do anamorfismo. Portanto, o seu "gene" recorrerd aos genes de || e de ®.
Formalmente,

| = Koyl
onde

(a) Xag)
Q = yXV - (X V)X (VX V) L

P(Act X (v X v)) X P(Act X (v X v)) —= P(Act X (v X v))
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4.3 Animacao Funcional

A defini¢do coindutiva dos combinadores tipicos de uma algebra de processos, re-
vista na sec¢do anterior, permite uma codificagcdo de um animador em HASKELL
de forma quase directa. Nesta seccao apresentamos os elementos essenciais desse
animador para uma dlgebra de processos particular — o CCS. Em apéndice,
porém, sdo discutidas duas variantes a dlgebra de interac¢@o subjacente. Assim,
tratam-se os casos em que

e adisciplina de interacgdo segue a convengdo adoptada em CSP [Hoa85], em
que apenas as acgdes com 0 mesmo nome sincronizam, i.e., 6 € ai definida
como afa = a, para toda a ac¢do a.

e adisciplina adoptada capta a ideia de co-ocorréncia: duas ac¢des sincronizam
pela realizacdo independente mas simultinea de cada uma delas. Formal-
mente abb = (a, b), para toda a accao a.

Note-se que, com excepcao do que concerne a dlgebra de interaccdo, a estrutura
basica do cdlculo mantém-se a mesma em todos os trés casos.

Comecemos por apresentar a declaracdo do tipo de dados coindutivo que modela
as denotacdes dos processos. A declaragdo coindutiva € similar a usada no capi-
tulo anterior, instanciando o tipo Nu. O functor capta a forma como os processos
poderao ser observados: como listas (e ndo conjuntos, dada a impossibilidade de
implementacgdo efectiva de colec¢des ndo ordenadas) de pares ordenados, em que
o primeiro elemento € uma acg¢do e o segundo, o processo resultante dessa ac¢ao.

data Pr a x = C [(a, x)] deriving Show
obsProc :: Pr a x —> [(a, x)]
obsProc p = £

where (C f) =p

instance Functor (Pr a)
where fmap £ (C s) = C (map (id >< f) s)

type Proc a = Nu (Pr a)

Segue-se a especificagdo da dlgebra de interacgcdo correspondente a disciplina
de sincronizacgdo especifica do CCS. A estrutura das ac¢des € definida como um
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tipo indutivo a partir de um conjunto arbitrario de identificadores, sobre a qual se
define a operacdo 6, aqui designada por prodAct. Para efectuar comparagdes
torna-se necessdrio definir explicitamente uma nogao de igualdade entre ac¢des
egAct e a correspondente relacdo de ordem legAct.

data Act 1 = A 1 | AC1 | Nop | Tau | Id deriving Show

instance (Eq a) => Eq (Act a) where X ==y = egAct x vy
instance (Ord a) => Ord (Act a) where x <=y = legAct x y
prodAct :: (Eg a) => Act a —> Act a —> Act a

prodAct Nop _ = Nop

prodAct _ Nop = Nop

prodAct Id x = x prodAct x Id = x

prodAct (A x) (AC y) = 1f (x == y) then Tau else Nop
prodAct (AC x) (A y) = 1if (x == y) then Tau

else Nop prodAct al a2 = Nop

eqAct :: (Eg a) => Act a —-> Act a —-> Bool
egAct (A al) (A a2) = (al == a2)

egAct (AC al) (AC a2) = (al == a2)

egAct Nop Nop = True

eqgAct Tau Tau = True

egAct Id Id = True

legAct :: (Ord a) => Act a -> Act a —-> Bool
legAct (A al) (A a2) = (al <= a2)
legAct (AC al) (AC az2) = (al <= a2)
legAct Nop _ = True

legAct Tau _ = True

legAct Id _ = True

Vejamos, agora, as defini¢des dos combinadores dinamicos.

nilP :: Proc (Act a)
nilP = Fin (C [])
preP :: Act a —-> Proc (Act a) —-> Proc (Act a)

preP act p = Fin (C [(act,p)])
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sumP :: Proc (Act a) —> Proc (Act a) —> Proc (Act a)
sumP p g = Fin (C (pp ++ gqq)) where

(C pp) = (unFin p)

(C gq) = (unFin q)

E, por fim, as dos combinadores estiticos.

rename :: ((Act a) -> (Act a)) —-> Proc (Act a) —-> Proc (Act a)
rename f p = ana phi p
where phi p = C (map (f >< 1id) (obsP p))

restriction :: (Egq a) => (Proc (Act a), [Act al)
-> Proc (Act a)
restriction (p,la) = ana phi p

where phi p = C (filter (obsP p) 1la)

interleaving :: (Proc (Act a), Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
interleaving (p,q) = ana alphai (p,q)
syn :: (Eg a) => (Proc (Act a),Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
syn (p, 9g) = ana alphap (p, 9)
par :: (Egq a) => (Proc (Act a), Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
par (p, 9) = ana alpha (p, 9)

where alpha (p, q) =

C ((obsProc (alphai (p,q))) ++ (obsProc (alphap (p,q))))

Ilustremos, agora, o processo de animagdo propriamente dito. Para o facilitar foi
desenvolvido um visualizador da evolugdo dos processos que inclui a funcdo vP
sobre um tipo paramétrico ShowProc.

data ShowProc a = V [(a, ShowProc a)] deriving Show
vP :: Proc a —> ShowProc a

vP (Fin (C 1)) = V (vPaux 1)

vPaux :: [(a, Proc a)] -> [(a, ShowProc a)]

vPaux [] = []

vPaux ((a,p):t) = [(a, (VP p))] ++ (vPaux t)
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[lustram-se, de seguida, exemplificando o uso do animador, algumas leis tipicas
do Ccs.

1. P+Q)+R=P+(Q+R

zl = preP (A 2) nilP
z5 = preP (AC 5) nilP
z6 preP (AC 6) nilP
z10 = sumP zl z6
z31 = sumP z6 z5

ProcType> vP (z1)
vV (A 2,vI[]1)]

ProcType> VP (z5)
vV [(AC 5,V []1)]

ProcType> VP (z6)
V [(AC 6,V []1)]

ProcType> vP (z10)
v [(A 2,V[]), (AC 6,V [])]

ProcType> VP (z31)
V[(AC 6,V []), (AC 5,V [])]

ProcType> VP (sumP z10 z5)
v (& 2,V[]), (AC 6,V []), (AC 5,V [])]

ProcType> vP (sumP zl z31)

vV [(A 2,V[]), (AC 6,V []),(AC 5,V [])]
2. P+nil=P
z1l = preP (A 2) nilP

228 = sumP zl1 nilP
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ProcType> VP (z1l)
vV [(a 2,V [])]

ProcType> VP (z28)
v [(A 2,V [1)]
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3. P+ P=P

zl = preP (A 2) nilP

ProcType> VP (zl)
v [(A 2,V [1)]

ProcType> VP (sumP zl1 z1)

v [(a 2,V []),& 2,V

[1)]

4. P+Q0=0+P

z10 = sumP zl z6
z12 = sumP z6 zl1

ProcType> vP (z10)
vV [(A2,VI[]), (AC 6,V

ProcType> VvP (z12)

[1)]

Vv [(aC6,V []), (A 2,V])]

5. Pl = QlIP

z25 = par (zl, z5)
z26 = par (z5, zl)

ProcType> VP (z25)
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vV [(a 2,V [(AC 5,V [1)]),(AC 5,V [(A 2,V [])])]

ProcType> VP (z26)

v [(AC 5,V [(A 2,V [1)]), (A 2,V [(AC 5,V [])])]

. nilllP =P

zl = preP (A 2) nilP
z27 = par (nilP, =z1)

ProcType> vP (zl)
vV [(Aa 2,V []1)]

ProcType> VP (z27)
v [(A 2,V [])]

- (P+ QIR # PR + QIR

zl = preP (A 2) nilP
z5 = preP (AC 5) nilP
z6 = preP (AC 6) nilP

z10 = sumP zl z6
z29 = par (z10,z5)

z30 = sumP (par zl z5) (par z6 z5)

ProcType> VP (z29)
vV [(A 2,V [(AC 5,V

[]
(11, &ac 5,v [(A

) 1), (AC 6
2,V 1), (

ProcType> vP (z30)

v [(a 2,V [(AC 5,V [])]), (AC 5,V [(A 2,V

[1)]
(1 1), (aC 6,V [(AC 5,V [])]), (AC 5,V [(AC 6

,V

(1)1)]
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[lustremos, agora, uma funcao que funciona como interface com o utilizador, uma
vez que lhe permite escolher a accdo a realizar. Vejamos a funcio construida
execProc.

execProc :: (Show a) => Proc (Act a) —-> IO () execProc (Fin (C 1))

case (length 1) of
0 —-> putStrLn "Processo terminado"

1 -> do putStrLn ("Accao " ++ show (fst . head $ 1) ++ " executada.")

execProc (snd . head $ 1)
-> do putStrLn . ((++) "Escolha a posicao da accao a executar")
show $ (map fst 1)
i <- getline
let p = posi (toInteiro i) 1
putStrLn ("Accao " ++ show (fst p) ++ " executada.")
execProc (snd p)

Precisamos de saber determinar a posi¢do em que se encontra a ac¢ao. Assim,

desenvolvemos uma fungao que 1€ o nimero que indica essa posi¢ao e outra que
procura a ac¢do correspondente a essa posi¢ao.

toInteiro :: String -> Int
toInteiro = read
posi 1 = last . take i

Vejamos alguns exemplos.

ProcType> execProc zl
Accao A 2 executada
Processo terminado

ProcType> execProc z10

Escolha a posicao da accao a executar [A 2,AC 6]
1

Accao A 2 executada

Processo terminado
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ProcType> execProc z10

Escolha a posicao da accao a executar [A 2,AC 6]
2

Accao AC 6 executada

Processo terminado

4.4 Novos Combinadores de Processsos

Nesta seccao sdo introduzidos trés novos combinadores ao nicleo base da familia
de élgebras de processos estudada em [BarO1b]. O primeiro é um operador de
internalizacdo de acgdes. O seu efeito é tornar ndo observaveis determinadas
accoes, o que o aproxima do combinador de hiding proposto em CSP [Hoa85]. Os
dois ultimos sdo operadores de interrupcdo que lidam com situagdes de excepgao
verificadas no decurso da execugdo dos processos. A dependéncia de informacao
contextual forca a definicdo destes dois combinadores como apomorfismos. As-
sim, um dos objectivos deste estudo reside precisamente na andlise de provas por
célculo envolvendo apomorfismos.

4.4.1 Internalizacao

O operador \; tem como objectivo internalizar todas as ocorréncias da accao k,
mapeando-as na accao 7, que, em muitas dlgebras de interaccdo, e em particular
na do Ccs, € tomada como a representacdo canonica de actividade interna, logo
ndo observavel.

Note-se, porém, que aquilo que o operador especifica ¢ um mecanismo de mapea-
mento de uma ac¢ao noutra, pelo que a escolha de 7 € irrelevante para a definicao
do seu comportamento. Formalmente,

\e = [(ax)l

onde

P(suby xid)
_—

@ = v—">P(Act X V) P(Act X v)

em que suby £ (=) - 7,id.
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O combinador € facilmente generalizdvel a um conjunto K de accdes: basta re-
escrever a fungdo sub como

SubK = Ex— T, id

Vamos, agora, estudar a interac¢do deste combinador com a composi¢do por en-
trelacamento |||. Pretendemos provar o seguinte resultado de distribui¢go:

Lema 10

Ve [l =1l \ 4.1

Prova. A igualdade (4.1) ndo estd apresentada de forma a que seja possivel
aplicar-lhe directamente a lei de fusdo associada aos anamorfismos, documentada
no capitulo 3 desta dissertagdo. No entanto, sendo w um isomorfismo podemos
re-escrevé-la na forma

W \e+ [l =@\ (4.2)

que é simplificidvel em termos dos genes dos operadores atendendo ao facto de
tanto ||| como \; terem sido definidos por coindug@o. Assim, comecemos por
desenvolver o lado esquerdo da igualdade (4.2).

W\ -l
= { por definigao de w -\, }
P(d X \p) - a - |
= { por definigao de oy §
P(id x \r) « P(suby x id) - w - |||
= { 1l € morfismo }
P(id x \r) « P(suby x id) - P(id X [||) + ax
= { fucntoriticade  defnsgo de ay }
P(id x \r) « P(id x |||) - P(suby x (id x id)) - U« (1, X 17) + (w X id) X (id X w) - A
= { U natura}
P(id x \p) « P(d X |||) + U« P(suby x (id x id)) X P(suby; x (id x id)) « (7, X 1)
(wXxid) X ((dX w) - A
= { £ c vy maturais ety - (Bf x £) = BU/ x 90+ ¢ 7+ (f X By) = B x )+ 7/ para B = Plder x I}
Pld X \p) U+ (1, X1,)+ (P(suby xid) - w x id) X (id X P(sub; x id) - w) + A
= { peta definigao de ay }

P(idX\k)°U'(TlXTr)'((a’kXid)X(idXQ’k))'A
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Vamos, agora, desenvolver o lado direito.

w- ]« O+ \o)
{ 11 ¢ mortismo }
Pd x |1}« @y (e % \&)
S
P(id x |H) U (1, X1 ((wxid) X (iId X w)) « A« (\x X \p)
= { A natural}
PAdx [N U« (. X 1)+ (w X id) X (id X w)) + (& X \©) X (& X \) + A
= { functoriatidade }
Pdx [N U-(r, X1 (@ \k X \) Xk Xw=\p)+ A
= { \\ ¢ morfismo }
Pd x [[[) « U« (1, X 17) « (P X \) » @ X \g) X (\e X Pd X \p) = ) + A
= { functoriatidade }
PaAd X ||}« U« (1, X 7)) « (P X \) X \p) X (\x X P(id X \1)))
«((a x id) X (id X ay)) « A

—_ { TreT naturais}

P(id x [} + U - PId X (\x X \)) X P({id X (\x X \)) * (7, X 7))
(g Xid) X (i[d X ap)) - A
{ U natura}

Pad X (| + (e X \D)) + U = (7, X 77) = (@ X id) X (id X @) - A

Nao chegamos, de facto, a expressoes iguais apds este processo de simplificagdao
de ambos os lados da igualdade (4.2). No entanto, concluimos que

w - [l - (e X \o) = PG X ([[| - e X\ -y

-\ ||| =P x (- |-y
para a coalgebra
y=U- (1, X1 ((a X id) X (id X ay)) - A

Isto significa que tanto ||| - (\x X \x) como \, - ||| sdo morfismos entre a coalgebra y
e a coalgebra final w. De facto, o que as igualdades acima exprimem € a comuta-
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tividade do diagrama

% @ P(Act X v)

|

v Xy —=>P(Act X (v XV))

Como s6 pode haver um tnico morfismo nestas condi¢des, eles coincidem.

Repare-se no tipo de prova por cdlculo feita neste exemplo: ndo sendo possivel
uma aplicacdo directa da lei de fusdo para anamorfismos, procurou-se mostrar que
as duas formas de composi¢do dos dois operadores podia ser definida como um
anamorfismo para uma coalgebra comum 7, e logo, por unicidade, concluir que
coincidiam. Note-se, ainda, que a coalgebra y nao foi postulada a partida, mas
inferida por calculo.

4.4.2 Interrupcao

O combinador proposto nesta seccdo ¢ uma forma de composi¢do paralela que,
ao contrdrio de |||, ® ou |, prevé a possibilidade de se interromper e terminar, caso
se verifiquem certas condi¢des andmalas na sua interac¢do interna. A maneira
de se modelarem tais condi¢des andmalas, de forma suficientemente abstracta e
genérica, consiste em associar a sua ocorréncia a uma interaccao particular que
se arbitra designar por *. Assim, o combinador f, interrompe se o resultado da
interac¢ao entre os dois processos argumentos for .

O combinador € definido a partir do seguinte diagrama:

VXV 2= P(Act X (v X V) + V)
I iP(idX[f*,id])
% = P(Act X V)

ou seja, € definido por uma apomorfismo:

f. = apoe. 4.3)
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sendo’
@ = VX V—22 = P(Act X v) X P(Act X V)
T~ P((Act X v) X P(Act X v))
P PP((Act x v) X (Act X ¥))
= P((Act X v) X (Act X v))
M P((Act X Act) X (v X v))
POD__ plAct x (v X v))
Pt P(Act x (v X V) + V)
onde

test = (my,=.-m; — Lz'nil,Ll'ﬂ'2>

em:(AXC)x(BxD)«— (AxB)x(Cx D) é&oisomorfismo natural que troca
as posicoes relativas dos factores num produto.

Vamos, agora, estudar o célculo com apomorfismos tentanto investigar a comuta-
tividade deste operador, i.e., a validade da seguinte equagao

fies=f 4.4)

O primeiro passo nessa investigacao € a derivagao

firs=f.
{ por definicao de 1. }
apo . +S = apo g,
= { 1ei fusdio-apo
¢.+S = P>d X (s +id)) - ¢.

Comecemos por desenvolver o primeiro membro desta dltima igualdade.

Q.S
- { por defini¢do de ¢« }

Pmy, =+ = 1Nl +m)) - POXIA)+PM-U-Pr;eT,cwWXW-*S

Note-se que nesta defini¢iio os morfismos naturais 7; e 7, sdo tomados relativamente ao functor
%P, e ndo ao functor P(Act X Id) como nas restantes defini¢des de combinadores de processos feitas
nesta dissertacao.
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= { s natwrar }
PUmy, =+ = Nl e m))  POXIA)« PM-U-PT;+T,+ S wXW
= {rs=ps.r }
PUry,=semy > pe Nl )« POXIA)«PM-U-Pr+PST)+ WX W
= { 7/-s = s, functorialidade
Pri, =7 = Nl -m)) - POXI) - PmM-U-PPS-Pr, T+ w X w
= { U natwrat }
PUri, =+ > Nl ) POXIA)« PM-PS-UPT, T/ X W
= { mnatural: m-s = s x5 m }
Pri, =+ = Nl 1)) PO XIA) - P(SXS)+ PM-U-PT,+Tj X W
= { Prr 71 = Pri 7. porque P & um monad comutativo [Koc72; functorialidade }
Pry, =1y = Nl 1) - PUO-S)XS)-PM-U-Pr;T,»wX W
= { xcrusao }
P+ ((B+8)XS), (=, = tr+Nilt; ) ((B+8) XS))) - Pm-U-Pr;
TrewWX W
= { x-cancelamento, tei de fuséo do condicional }
PO-sm, (=m+((B-S)XS) > 1p+Nil-((B+S) XS),11 -7+ ((B+8) X8))))
Pm-U-P1; T, wXwW
= { xcancetamento, fungdo constante }

PUO-S-m1, (=051 > 1r-nilt;+S M) PM-U-PrjT,-wXwW
Desenvolvendo o segundo membro, vem

P(id X (s +id)) - .
= { por definicio de . }
Pd x (s +id)) « Py, =, * 1 = 1o+ Nil, 1y« 12)) - PO X id) - Pm - U - Pr;
T WX W
= { functorialidade, x-absorgdo }
PUm,(s+id) s (= = renil,ty + 1)) POXID) - PM-U-Pr;o T, e X W
= {1 de fusio do condicional }
PUmi, =+ > (S+id)c - nil, (s +id) * 1 + 1)) - PO X id) - Pm - U - Pr
T WX W
= { +cancetamento }
Pri, =y = aeNiltg+Sm)) POXIA)PM-U-Prj+T, X W

- { lei de fusdo do condicional, functorialidade, X-fusdo }
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POy, =0y > Nilt;+Sm)) e PM-U-P1)+T, s X W

Repare-se que os dois membros da equagdo nao simplificaram na mesma ex-
pressdo, pelo que ndo € possivel a validade universal de (4.4). No entanto as
expressdes a que chegamos diferem apenas no facto de a operacdo 6 sobre as
accoes ser aplicada por ordem diversa em cada uma delas. Torna-se, entdo, legi-
timo supdr que uma lei menos geral que (4.4), mas ainda assim, relevante e qtil
possa emergir deste calculo. A questdo merece ser discutida numa sec¢ao prépria.
E o que faremos de seguida.

4.4.3 Leis de Fusao Condicional

Vamos, nesta subsecc¢do, reflectir sobre a situacdo com que deparamos na dltima
prova. Recorde-se que o objectivo era a verificacdo da equagao

fies=f (4.5)

por aplicacdo da lei de fusdo dos apomorfismos, que simplificou na verificacao da
equagdo
¢.+s = Pdx (s +id)) - . (4.6)

Como sempre, a vantagem de utilizar fusdo nestas provas consiste em deixar de ser
necessdrio lidar directamente com as defini¢des recursivas. Ao invés, passamos
a manipular apenas os genes respectivos. O cdlculo feito na subseccdo anterior
reduziu (4.6) a

PUOS i, (=08 > 1r-Nil,1; +S-m))) Yy

PUO-m, (=01 > 1p-nil,1+8-m))) Y
onde
vy = Pm'U'PT['Tr'CL)X(U

Notemos agora que (4.6) é apenas vélida se se verificar uma condi¢do adicional
que expresse a comutatividade de 0, i.e.,

-s =6 4.7)

A questdo que €, entdo, legitimo colocar € a seguinte: qual a implicacdo desta
validade condicional detectada ao nivel dos genes na validade da equacdo inicial
(4.5)? Antes de respondermos, tentemos formular a questdo da forma mais geral
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possivel. Suponhamos que na prova de uma igualdade envolvendo apomorfismos
concluimos a validade do antecedente da lei de fusdo

a-f=T(f+id):f = apoa-f = apopf (4.8)
depende de uma condi¢do adicional @, i.e.,
O = a-f = T(f+id)-p 4.9)

O que acontece € que ® é formulada como uma condi¢do local sobre os genes
dos apomorfismos envolvidos, i.e., sobre as continuac¢des imediatas dos proces-
sos que se candidatem a satisfazer a equacdo que surge no lado direito da lei de
fusdo (4.8). Esta condicdo tem, por isso, de ser refor¢ada no sentido de se tornar
recursivamente exigivel a fodas as continuacdes desses processos. Tecnicamente
diremos que @ deve ser transformado num predicado invariante: i.e., um predica-
do que € mantido ao longo da dindmica da coalgebra de interesse que, neste caso,
¢ obviamente w. Para podermos formular este resultado, necessitamos de recorrer
a algumas nog¢des de 16gica modal interpretada sobre coalgebras. Necessitamos,
em particular, da defini¢do de invariante.

Um predicado ¢ : B «— U sobre o portador de uma T-coalgebra (U,y : T U «—
U) é dito um y-invariante se é fechado para a dindmica da coalgebra. Para forma-
lisar esta ideia define-se um combinador de predicados O, °:

(Oy ¢) u = vu’e-ryu . ¢ M,

cujo significado € O, ¢ se verifica em todos os estados cujos sucessores imediatos,
caso existam, sob a coalgebra y satisfazem ¢. Entdo ¢ € um invariante sse

¢ = O, ¢

ou, identificando predicados com os respectivos conjuntos caracteristicos

¢cO,

O combinador O, pode ser pode ser visto como o operador next da l6gica modal
[HC84]. A observacdo essencial € de que neste caso a estrutura sobre a qual o
operador é interpretado é o sistema de transicdo correspondente a coalgebra .

%A notagio et designa a extensdo da relacio de pertenca a functores regulares [MB04].

"Trata-se de um tépico importante na investigacio sobre coalgebras. O leitor interessado é
referido para [Mos99] e [Jac99], onde, em particular, se mostra como a légica modal associada a
uma colagebra € determinada pela sua forma registada no functor em relacdo ao qual se define.
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A extensdo infinitdria de O, define o operador modal sempre no futuro. Assim,
[Jac99] introduz [, ¢ como o maior ponto fixo da funcdo A,. ¢ N O, x. Intuiti-
vamente, L1, ¢ significa ‘¢ verifica-se no estado presente e em todos os estados
sucessores deste’. Um argumento simples [Jac99] mostra que L1, ¢ € o maior
invariante contido em ¢. Neste conceito reside a chave para responder a questao
que nos ocupa, conforme se mostra no seguinte lema.

Lema 11 Sejam ¢ e B duas T-coalgebras e ® um predicado sobre o portador de
B. Nestas condi¢oes verificam-se as seguintes leis de fusdao condicional:

(@ = (@-h=Th-p) = (0= (a-h=[Bl) (4.10)

(@=(a-h=Th+id)-B) = (@ = (apo, -h = apoT)) (4.11)

Prova. A lei (4.10) foi provada em [BarO1b]. Vejamos, aqui, o caso dos apomor-
fismos demonstrando (4.11). Seja X o conjunto portador de S e igp a inclusdo em
X do seu subconjunto classificado pelo predicado @, i.e., @ -igp = true-!. Recorde-
se que qualquer S-invariante induz uma subcoalgebra £, o que torna irj, ¢ um
morfismo entre coalgebras de 5 para 5. Entdo,

O=>a-h=Th+id)-B

{ defini¢do da inclusiao i(])}
a-h-ip :T(h+id)'ﬁ'iq)
= {opoca}
(l"h'i[jﬁ@ = T(l’l+ id)’ﬁ‘igﬁqy
{ igﬁm & um morfismo de 5’ paraﬁ}
a-h- igﬁq) = T(h + |d) . T(igﬁqy) 'ﬂ/
{ functoriulidade}
@-h-inge =T((h+id)-ine) e
{ fusdo para apomorfismos }

apoa-h-in, =apof’

{ iDﬁQ) & morfismo entre coalgebras }
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apoa - h+ine =apops-ine
= { defini¢ao da inclusdo iDﬁ d,}

Og® = (apo a - h = apo )

Voltando, agora, ao exemplo em maos, note-se que, neste caso, o predicado uti-
lizado, equacdo (4.7), ndo envolve os estados, mas apenas as ac¢des. Assim, temos
que

L, (@-5s=0) = (8-5=06)

o que significa ser este o predicado a usar como antecedente da equagdo (4.6). O
resultado final, que acabamos de estabelecer para este exemplo ao longo das duas
ultimas subsecg¢des, €, pois, o seguinte:

@-s=60) = f.-s=Ff (4.12)

4.4.4 Recuperaciao

O operador f, visa modelar situagdes de recuperacao de falhas na execucao de um
sistema®. Intuitivamente, o combinador permite a execugio do primeiro processo
argumento até que um erro seja detectado. Por convencdo a ocorréncia de um
erro ¢ modelada pela execucdo de uma accdo especial x. Nessas circunstancias,
o processo corrente € terminado passando o controlo para o segundo argumento.
Este processo, fornecido em segundo argumento, constitui a abstraccdo do cédigo
de recuperacdo do sistema. O combinador € definido a partir do seguinte dia-
grama:

VXVLP(ACIX (v xv)+v))
fx i'P(idX[fx,id])
% = P(Act X V)

Formalmente,
fx = apo g,

8 Apesar de aqui o abordarmos a um nivel muito elevado de abstracdo, cumpre sublinhar que a
tolerdncia a falhas é um problema muito importante em engenharia dos sistemas informéticos.
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onde

¢r = vXv-2L DAt xv) Xy

temi e

PAct X V) XV +Vv

Tr+w

P(Act X (v X v)) + P(Act X v)

P(idxe;).Pidx
[P Pdxe)] PAct X (v XV +7))

onde t, : B «— P(Act X v) € definido por

te = ¢« 'Pﬂ'l

Continuemos a investigar o raciocinio coindutivo provando uma nova propriedade
condicional. Intuitivamente, caso ndo seja detectado erro no primeiro processo,
i.e., uma falha na sua computacgdo, € apenas este que € executado. Dito de outro
modo, um processo que executa num ambiente tolerante a falhas, na auséncia
de erros detectados, comporta-se exactamente como se fosse executado de forma
auténoma. Formalmente,

Lema 12
Dw(¢x 'Pﬂ'l) = fx = M

Prova. Repare-se que o predicado ¢, -Pmr; apenas estabelece a ndo ocorréncia
da ac¢do x nos sucessores imediatos de cada estado. E, assim, suficiente para
verificar o antecedente da lei de fusdo para apomorfismos, como se mostra no
célculo seguinte.

P(id X (7 +id)) - ¢,
= { por definicio de t, e assumindo a hipétese ¢, Pr; }

P(id x (r; +id)) - [P(d X ¢1), P(id X 12)] - (7, + w) - 11 - w X id
= (0= 1r0-0l}

P(id X (r; +id)) - [P(d X 1), P(d X t2)] - [t Tro b2 - W] - 41 - w X id
= { +-cancelamento }

P(id X (mr; +id)) - [P(id X ¢1),P([d X )] - t1 - 7, - w X id

- { +-cancelamento }

P(id X (m; +id)) - P({d X 1) - 7, - w X id
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= { # functor}

Pid X (my +id) < ¢1) 7, - w X id
= { +~cancelamento, functorialidade }

Pd X))« Pidxm) 7, -wxid
= {P(id xm1)-7r = m [BarOla] }

P@d X t1) - w Xid

{ fxg={(f,g), x-cancelamento }

Pd X 11)+w - m
Em rigor estariamos a espera de ter provado
Pld X (m; +id)) - ¢, = w-m
Mas mostramos, de facto, que
Pd X (m; +id)) -, = Pd X 1) *w - 7

O resultado ndo surpreende: em verdade o factor adicional #(id X ¢;) no segundo
membro estd apenas a garantir a compatibilidade de tipos entre os dois membros.
O que € importante € reter que a verificacdo foi feita assumindo, logo no primeiro
passo, a hipétese ¢, «Pry. Logo, pela lei da fusdo condicional do lema 11, con-
cluimos conforme esperado.

4.5 Transposicao Relacional

4.5.1 Coalgebras e Sistemas de Transicao

E objectivo desta sec¢io explorar uma aproximagio alternativa ao raciocinio em
algebras de processos baseada no célculo relacional [BH93, BM97]. O ponto de
partida, que simultaneamente estabelece a relacdo com as subsecc¢des anteriores,
¢ a transposi¢do de coalgebras para o functor P(Act X Id) para relagdes bindrias.
Sendo essa transposi¢do um isomorfismo, torna-se possivel raciocinar em am-
bos os mundos, sem qualquer perda de detalhe e tirando partido das respectivas
estruturas algébricas. Comecemos, portanto, por clarificar essa transposi¢ao rela-
cionando formalmente sistemas de transicdo e coalgebras para o functor acima
indicado’.

°Por uma questio de economia notacional, abreviaremos, no que se segue, Act para A.
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Definicao 17 Um sistema de transigdo etiquetado é uma seta
ee—  AXU «— U

na categoria Rel das relacoes bindrias, i.e., uma relacdo ,<«—C (A X U)X U,
onde U é o conjunto portador do espago de estados e A é o conjunto das etiquetas
que testemunham as transicoes de estado, usualmente designado por alfabeto.

Por transposicdo um sistema de transi¢do , «— pode ser convertido numa coal-
gebra

a:PAXU)«—U
em Set para o funtor TX = P(A X X). Na verdade o operador de transposi¢cdo em
causa (A) introduz, pela sua caracterizagdo universal, ndo apenas uma equivalén-

cia entre estas duas representacdes, mas também o mecanismo de conversao entre
elas:

a=A,— = ,—=€c- (4.13)

Esta equivaléncia estende-se ao nivel dos morfismos. Recordemos que um mor-
fismo h : B «— « entre coalgebras a e 8 € uma funcao entre os respectivos espagos
de estados que preserva a dinamica da coalgebra de partida, i.e., que verifica

Pidxh)-a = B+h (4.14)

Qual a contrapartida relacional desta equacdo? A resposta é confirmada por um
simples célculo.

Lema 13 Uma fungdo h : V «— U é um morfismo entre duas P(A X Id)-coalgebras
a e B definidas sobre U e V, respectivamente, sse satisfizer a igualdade

(dXh)+ ge— = ge— +h (4.15)

cuja formulagdo envolve os sistemas de transi¢cdo ,«— e g<— correspondentes.
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Prova.

(idxh): ye— = pge— -h

{ tansposigao ¢ isomorfismo }
A((dXh): ye—) = A(ge— +h)

{ AG-R=PF-AR ¢ AR-H=AR-f}
Plidx h) - Age—) = A(ge—)-h
{ definigao de » — }
Pd x h)+ A(€ @)
{ A®-p=nr-r}
P(id x h) - A(€) -

{ re=ia}

Pidxh)-a = B-h

A€-B)- h

A€)-B+h

Uma forma muito comum de representar um sistema de transicao , «— sobre um
alfabeto A € através de uma familia A-indexada de relagdes bindrias

WU — U (4.16)

para todo o a € A. Para simplificar a escrita, o converso desta relacdo sera repre-
sentado por

(ae—) =5, (4.17)

Nesta representag@o a equagdo (4.15) corresponde também ela a uma familia A-
indexada de equagdes:

hege— = g h (4.18)

Como qualquer igualdade entre relacdes, para cada a € A, (4.18) pode ser decom-
posta na conjuncao das inclusdes:

pe— +h (4.19)

a a

pe— h C h- (4.20)

y
R
I
N
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que, uma vez introduzidas varidveis e convertidas em predicados, adquirem a
forma mais familiar:

a a
Vuwey - W o— U = hu' ge— hu (4.21)
a a
Vievpev. V ge— hu = ypey. W ge— u NV =hu 4.22)
porque:
Prova.
a a
heoge— C pge—+h
= { lei de shunting (2.39) }
a a
a— C h° - B «— +h
= { introdugdo de varidveis }
’ a ’ ho a h
vu,u’eU-ua‘ u = I/t( B ) )M
= { lei (2437)}
’ a ’ a
vu,u’EU-ua’(_u = hu ﬁ( hu
€

pe— h C hege—

{ introducdo de varidveis }

Yuctev - V,(ﬁ(i hu = V(h- a(i)u

{ lei (2.37) e definicao de composicdo de relag(')es}

a a
Vuevyev . V pe— hu = yey. ' ye— u NV =hu')

Tomadas conjuntamente estas equacdes afirmam que, ndo apenas a dinamica de
a, representada pelo sistema de transicdo , «— correspondente, é preservada
por h (4.19), mas adicionalmente a dinamica de 8 € reflectida para tras através
do mesmo £ (4.20). O que nos conduz directamente as nocoes de simulagdo e
bissimulagdo que revisitaremos na proxima sec¢ao. Antes, porém, registemos um
resultado técnico relacionado com a extensdo da relacao de transi¢do a sequéncias
de ac¢des, que serd util mais tarde. Comecemos por definir
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. ~ ~ a A . ~ ’ .
Definicao 18 A extensdo de , «— uma sequéncia s € Act* de acgoes é definida

por recursdo como

woe— =0 (4.23)
s = e (4.24)

Entao,

Lema 14 Sejam a : P(Act X U) «— U e B : P(Act X V) «— V coalgebras para
P(Act x Id) e h : B «— a um morfismo entre elas. Entdo,

h.(l;: ﬁ; 'h

para qualquer sequéncia s € Act”.

Prova. A prova prossegue por indu¢do sobre o comprimento de s. Por 4.23 o

caso s = [] € trivial. Tomemos, agora, como hipétese de inducdo a igualdade
tls tls
h- (,<—s = B<—A - h. Entao,

1l
——
=
[N
=
Nt

{ hipétese de inducdo }

t
ﬂ<_ ‘}l‘a(i

{ h é morfismo }

t
B(— °ﬁ<i 'h

{ (4.24) }

ﬂ(a— 'h

4.5.2 Simulacao e Bissimulacao

Definicido 19 Dados dois sistemas de transicdo ,<«—: U XA «— Ue z—:
V X A «— V definidos sobre um mesmo conjunto de etiquetas A, uma simulagdo
de o em g— éumarelagdo S : V «— U tal que

VaerVuctwey - VU = Vyey. W oe— u= Qpey. vV ge— v AVSW)) (4.25)
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A defini¢do pode ser formulada no célculo relacional, onde a férmula de primeira
ordem € convertida numa expressao puramente algébrica. Assim,

Lema 15 Uma relagdo S : V «— U é uma simulagio de , «— em pg<«— sse,
paratodooa € A

a a

Se—yC—p S (4.26)
Prova.

a a
vaGAvueU,VEV vSu = (vu’eU o aS— U= (HV'EV SV pE—V AV'S u,))

{ (4.17) e defini¢io de composig¢io de relagoes }

a a
vaeAvueU,vEV- VSM = (VM’EU- U—q ul = V(—>/g ‘S)l/t,

{ defini¢ao de divisao relacional a esquerda }

YoeaVuevpey - VSU = V((L)ﬁ -S)/ L)a ) u

{ eliminagdo de varidveis }

S C (-5 :8)

{ conecgdo de Galois: (-R) 4 (/R) }

a a
Se—y C—p S

Lema 16

1. Arelagcdo vazia (L) e a identidade no espaco de estados (id) sdo simulagoes.
2. A composicdo de duas simulagées é uma simulagdo.

3. A unido de duas simulagées é uma simulagdo.

Prova.

1. Consideremos um sistema de transicdo , «— sobre um alfabeto A e um
espaco de estados U. Entdo,

a a . a a .
le—y C—p L A ide—, C—, -id
= { 1 e id sdo, respectivamente, elemento absorvente e neutro da composi¢do de relagdes }

true
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2. Consideremos os seguintes sistemas de transi¢do g «—: VXA «— V,
y—:1ZXA — Ze ,—: UXA <« U, onde estdo definidas as
simulagbes § : ge—«— ,«— eR: ,«—«— ,«— . Entlo,

a a
$-R)-—, C—5 (S R)

a a .
&= { S+ —y C—p -8, -assoc, monotonia }

(S.R).i)ag S.L,y ‘R

&= { R i)n giyy «R, --assoc, monotonia }
a a
S-R):—,C (SR —,
= { trivial}
true

3. Consideremos, agora, os sistemas g«—: VXA «— Ve ,«—: UXA «— U
entre os quais estdo definidas as simulagdes § : ge—¢— ,— eR: ge—
«— , <. Entao,

(SUR)- —, C—555 +(S UR)

{ (R-) e (-R) preservam U por serem adjuntos inferiores em (R-) 4 (R\) e (-R) 4 (/R), respectivamente }
a a a a
(§+—¢ UR:-—,) C (—5 SU —3 *R)
&= { defini¢do de U }

a a a a
Se—yC—3 S N R-—, C—3 R

{ hipétese }

true

O

Definicao 20 Uma relacdo S : V «— U entre os espagos de estados de dois
sistemas de transi¢cdo o<—:U XA «— U e g—:V XA «— V definidos sobre
um mesmo conjunto de etiquetas A é uma bissimulacao sse tanto S como S° forem
simulagoes.

Esta definicao leva-nos a seguinte caracterizacao:

Lema 17 Uma relagdo S : V «— U é uma bissimulagdo entre ,«—: U X A «—
Ue ge—: VXA Vsse

a

S5, 0558 A pe— S TS L (4.27)

para todo o a € A.
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Prova. A primeira parcela da conjun¢do define S como uma simulacdo. A se-
gunda é derivada como se segue:

S° & simulacdo

{ defini¢do de simulacdo }
§% 55 C—5 - 8°
{<i’~/)°:7‘i}
o a o a o o
S '(B<_) c (a(—) -S
{(R-S)°:S°-R°}
a [} a o
(pe—+8) C (S o)

{ monotonia: RC S = R° C§° }

ﬁ(i'SgS‘a,(i

O

Prosseguindo o célculo iniciado na prova deste resultado no sentido da introducao
de variaveis, obtemos

ﬂ&-SQS'aL

{ conecgdo de Galois: (R+) 4 (R\) }

S C g \(S+ oem)

{ introdug@o de varidveis }

Yoevuer - vSu = v(ge— \(S + oe—)u

{ definigdo de \ }

a a
vve‘/’ueu- VSM = (vv’ev. V,Q<— Vv = v’(ﬁ(_ 'S)I/t,)

{ definigdo de-}
YVievuer - vSu = Vyey . v’,yi v = Apey. U we— uAn Vv'Su'))

expressdo que, em conjungdo com (4.25), € precisamente a utilizada nas apresenta-
coes cléssicas de bissimulagdo (cf., [Par81, Mil89]). Com esta formulacao torna-
se trivial verificar, para o caso particular que nos ocupa, a observacdo de que a
existéncia de um morfismo entre duas coalgebras estabelece uma bissimulacio
entre os pares de estados por ele ligados. Formalmente,

Lema 18 O grafo de um morfismo h : 8 «— « entre coalgebras, i.e., 0 proprio
h visto como uma relacdo bindria entre os espagos de estados de « e 5, é uma
bissimulagao.
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Prova. Como vimos & € morfismo entre as coalgebras « e S sse satisfaz as ine-
quacdes (4.19) e (4.20). A ultima equivale a segunda parcela da conjuncdo (4.27)
que define bissimulacdo. Idéntica equivaléncia se verifica entre a primeira parcela
dessa conjuncdo e (4.19):

{ lei (2.37) }

QL C h°.ﬂ<i -h

{ monotnnia}
(a =) C (e g -hy
{ C()HVEFSO}

iw Cc h° i’ﬁ h

{ lei (2.37) }

a a
he —, C—p +h

O

Lema 19 O converso de uma bissimulagdo S : V «— U é ainda uma bissimu-
lacdo.

Prova.

S° € bisimulagio

{ definigdo de bisimulagdo }

So‘i)agi)ﬂ .S° A BL 50 C 8.

{ (i’v)o= Y‘i }

S (aem)" C (ge=)"+8° A (=55)°+8° C 8°+(—>,)°

{ converso de uma composi¢ao }

(0t 8)° C (S 5e=) A (S+—55)° C (=>4 +S)°

{ monotonia }

(IL.SQS.,B(L /\S.i)ﬁgi)a Y

{ hipétese }

true
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Lema 20 O conjunto de todas as (bi)simulagées entre dois sistemas de transicdo
forma um recticulado completo.

Prova. Para o caso das simulagdes o resultado decorre directamente dos pontos
(1) e (3) do lema 16 (L € simulagdo e a unido bindria de simulacdes é ainda
uma simulag@o). O argumento estende as bissimulagdes uma vez que estas sao
igualmente simulagdes.

O

Definicao 21 Designamos por < (respectivamente, ~) a reunido de todas as si-
mulagées (respectivamente, bissimulacdes) do tipo adequado', i.e., os topos dos
recticulados referidos no resultado anterior.

Lema 21 A relacdo < é uma pré-ordem, enquanto ~ é uma relacdo de equiva-
léncia.

Prova. Por defini¢do < é a maior simulacdo. Logo, pelo lema 16, < - < C <e

id C ~. Similarmente, ~ + ~ C ~eid C ~. Adicionalmente, a simetria, ~°=~,
vem da definicdo de ~ como a maior bisimulagdo e do lema 16.

O

Note-se que < ndo é uma ordem parcial. Atente-se no contra-exemplo seguinte,
onde gy S po € po S qo, mas, claramente, py ~ go:

qo po—%=p1 —L~ ps

‘h—bﬂh

4.6 Uma Caracterizacao da Equivaléncia Fraca

4.6.1 Bissimulacao Fraca

Em 4lgebra de processos € usual definir no¢des de equivaléncia que abstraem
da ocorréncia de determinadas ac¢des consideradas, num determinado nivel de

Em rigor, <, 5 € ~q,5 de modo a referenciar estas nogdes as coalgebras entre as quais sdo
definidas.
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abstrac¢do, ndo observdveis do exterior do sistema que se pretende descrever.
Tipicamente estas acgdes etiquetam transi¢Oes internas do sisttma. Em CCS
[Mil89], por exemplo, todas as transi¢Oes internas, nomeadamente as que resul-
tam da sincronizacao de ac¢des complementares, sdo mapeadas na etiqueta 7.

Genericamente, consideremos um conjunto ' € A de etiquetas correspondendo
a acgOes (transicdes, efeitos) ndo observdveis. Com base em I’ podemos definir
as nocoes de simulacdo e bissimulacdo fraca de modo andlogo ao caso estrito a-
presentado anteriormente. E apenas necessario substituir na defini¢iio a familia de

~ . o~ a . a .
relacdes de transi¢do , «— por outra, que designaremos por , <=, que ignore a
ocorréncia de accoes em Y. Formalmente,

Definicio 22 Dados dois sistemas de transicdo ,<«—: AXU «— Ue p+—:
A XV «— V definidos sobre um mesmo conjunto de etiquetas A e um subconjunto
T C A de etiquetas ndo observdveis, uma simulagdo fracade ,«— em g— ¢é
uma relacdo S : 'V «— U tal que

VueU,veV Sy =

a a
Vaer-rVwey - W o= u = Qyey. V g= vAV'SU)
A

Vwev- U o= u = (Ayey. VvV g= vAVSU)

P .~ ., . . T
onde , <= é a unido, para todo o t € Y, do fecho transitivo e reflexivo de ,«—,

. T ~ a , .
que designamos por tr( , «—). Por seu lado a relacdo , < é definida por
abreviatura:
a  abv a
G E= T gE= g — = (4.28)
para todo o a € A — Y. Uma bissimulacdo fraca é uma simulacdo fraca cuja
conversa é ainda uma simulacdo fraca.

Claramente a reunido de todas as bissimulag¢des fracas do tipo adequado é uma
relacdo de equivaléncia que designaremos por ~!!.

Este tipo de conceitos, em que se baseiam equivaléncias que t€ém um papel funda-
mental nas dlgebras de processos, tem sido insuficientemente abordados a partir
do ponto de vista coalgébrico. De facto, se, como vimos no lema 18, a existéncia
de um morfismo entre coalgebras € suficiente para a identificagdo de uma bissi-
mulacdo, ndo € ficil captar no¢des menos estritas de forma directa.

"Em rigor, ~,. s de modo a referenciar estas nogdes as coalgebras entre as quais sio definidas.
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A estratégia que vamos adoptar nesta dissertacdo para caracterizar coalgebrica-
mente bissimulagdes fracas baseia-se numa transformacao que a cada coalgebra o
faz corresponder outra coalgebra @ de tal forma que uma bissimulagdo estrita so-
bre @ corresponda a uma bissimulagdo fraca sobre @. Deste modo a técnica usual
de exibi¢do de um morfismo para testemunhar uma bissimulagdo permanece val-
ida, mas agora aplicada ndo sobre @, mas sobre @.

A construgio de @ é ilustrada no diagrama seguinte, onde se recorre a transposi¢cao
de relacdes, primeiro para obter o sistema de transi¢do subjacente a « e, depois,
para converter o novo sistema de transi¢ao na coalgebra a.

@ PAxXU)«—U < we— AXU —U

l@
a:PAxXU)«—U e AXU — U

Assim

Definicao 23 Dada uma coalgebra a : P(A x U) «— U, define-se a correspon-
dente redugdo observacional como a coalgebra

@ = AOE-a) = AO(4¢—) = A o~ (4.29)
onde <~ é definido da seguinte forma

W = u (seag ) (4.30)
U o= u (setev) (4.31)

(a,u’) g u

(Lu') g u

E imediato verificar que a nocdo de bissimulagcdo fraca sobre duas coalgebras
coincide com a de bissimulacdo estrita entre as respectivas reducdes observacio-
nais.

Lema 22 Dadas duas coa!gebras a:PActxU)«—UepP:PActx V)V,
se existir um morfismo h : 8 «— @ tal que v = hu, entdo v =, u.

Prova. Pelo lema 18 tem-se v Rgp U No entanto, de acordo com a defini¢ao

23, as transi¢des associadas a @ e 8 coincidem com as transi¢cdes observaveis dos
sistemas de transi¢ao associados a « e 8, respectivamente, o que estabelece o re-
sultado.
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Exemplo. Comecemos por considerar as coalgebras a e 8 representadas pelos
seguintes sistemas de transicao:

a= §—* S5 B = t1*a>l‘2

i

a .
S3—>S4D]

Suponhamos ainda que Y’ = {i, j} € dado como o conjunto das ac¢des nao obser-
vaveis. As respectivas reducdes observacionais sao

a= t $S5—2L S5 1 B = Hh——0n T
7 ~ 7 ~
T L
<
S3—a>S4 T

E agora possivel definir um morfismo s : {t;,t,} «— {s1, $2, 53, 54} que, entre
outros, liga os estados s; e t1, i.e., os estados iniciais dos automatos codificados
por a e B3, respectivamente. Assim,

hsy =hs; = 1

hs, =hsqs = b
Claramente E h = P(id x h) - @. De facto,

B-hsi = B-hss = Bt = {(1,01), (a, 1))
(P(Id X h) .ED N P(Id X h) {(Ta Sl)’ (T7 S3)a (Cl, S2)’ (Cl, S4)} {(T’ Z‘1)’ (a7 t2)}
(P(d X h) @) s3 = Pid X h){(T, 53), (@ s3)} = {(T.11), (@, 1)}

B-hsy = B-h)yss = Bty = {(1, 1))
Pdx h)-@) s, = Pdx W) {(1, )} = {(T.1))
(P(dx h)-@) 53 = PdX W) {(1,52)} = (1, 1)}

Assim s ~55 1 €,1080, 51 ~ap 1.
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Exemplo. Consideremos, agora, os processos c-P e 1-7-c+ P em CCS, onde, por
convencdo, T representa a accao ndo observavel. Recorde-se que w : P(Act X v) «—
v, a coalgebra final para o functor P(Act X Id), representa o universo das denota-
coes dos processos. Como j4 referimos, o seu portador, v, contém as classes de
equivaléncia para ~ de arvores de ramificacdo finita etiquetadas por accdes em
Act. Para cada termo, ou processo, P, representamos por [P] € v a sua denotacdo.
Suponhamos que pretendemos mostrar que os dois processos acima sdo observa-
cionalmente equivalentes.

No diagrama seguinte representam-se os fragmentos de w relevantes:

[cenill]<<—{[7:c-nill<<—[r-7-c-nil] [c-nil]

[nil] [nil]

Calculemos agora os fragmentos correspondentes na reducdo observacional da
coalgebra final w, i.e., em w:

.
z T T z
[cenil]<— [t-cenil]<—[t+T-c-nil] [c-nil]

[nil< ° [nil]
O morfismo % : w «— w definido por
hlt-t-c-nil] = A[rt-c-nil] = [c-nil]

e pela identidade em todos os restantes elementos de v, estabelece uma bisimu-
lac@o estrita sobre w entre as denotagdes dos processos ¢+ nile 7+ 7+ ¢ nil e, logo,
o resultado desejado.

v

Como seria de esperar, tem-se
~ Cx (4.32)

conforme se prova no seguinte lema.
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Lema 23 Qualquer morfismo hde a : P(Act X U) «— U para : P(Act X V) «—
V é, igualmente, um morfismo de a para .

Prova. Consideremos um £ tal que 8- h = P(id X h) - @ e mostremos que

B-h=P>idxh)-@ (4.33)

B-h = Pidxh)-a
{ definigdo de redugdo observavel }

A gemn ch = PAXR) A~ oom
{A(f-R):Pf~AR}

A peroh = A-(idxh) « ger

{ A é um isomorfismo }

gev b = ([dXh) - g

Para provar esta igualdade fixemos um a ¢ Y, arbitrario, e verifiquemos que g o
h = h- C,«(f». Entéo,

ﬁ(jf/\ ‘h

{ pela definigdo de g e }

ﬁ<: .,B(L .,B= 'h

{/3<==tr(ﬁ<i>}

tr(pe—)- pe— tr(ge—)-h

{Lemal4}
tr(pe) g hetr(ye—)

{ h:B(—aémorﬁsmo}

tr(pe—) he qe— tr(oe—)

{ Lema 14 }

Bt qe—)+ ge— +tr( qe—)

{ a==tr(n;)}

a
he y&= s p6e— =

{ pela defini¢do de g e }

a
he jem
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Uma instancia da inclusao 4.32 é bem conhecida em dlgebra de processos, nomeada-
mente no desenvolvimento das caracterizagdes observacionais de processos em
Ccs [Mil99]. Note-se, porém, que a sua prova no lema 23, é mais geral: aplica-se
a qualquer coalgebra para o functor que temos vindo a considerar € ndo apenas a
respectiva coalgebra final.

4.6.2 Exemplos

Investiguemos agora a utiliza¢io desta abordagem a bissimula¢do fraca para dis-
cutir alguns exemplos de equivaléncia observacional em CcCS, onde T = {7}.
Claramente a coalgebra de trabalho é a coalgebra final w : P(Act Xv) «— v.

Exemplo. Comecemos por considerar o resultado que em CCS caracteriza a
equivaléncia observacional:
p R Tp (4.34)

De acordo com a discussido anterior, torna-se necessario encontrar um morfismo
entre as reducdes observacionais de w, i.e., h : W «— w, que relacione os dois
processos. Vamos definir

h(t - p)
h = id nos restantes casos

p paratodoopevy

e mostrar que /, assim definido, é de facto um morfismo, i.e.,
w-h = Pidxh)-w (4.35)

Dada a definicéo de A, a equagdo (4.35) serd vélida se se verificar w(t - p) = wp,
0 que se prova por

(T p)

{ definigdo de redugdo observacional }

Ay (T2p)

{ defini¢do de , ¢~ e transposi¢do }

(@ PP we= 1-p) U@ )l p o= 7-p)

{ definigdo de , &= }

(@) P we= p} U@ P P o= p}

{ definigdo de , ¢~ e transposi¢do }
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Agyem p

= { definigdo de redugdo observacional }

—_

wp

v

Exemplo. Tentemos, agora, tratar outro tipo de leis cuja formulacdo envolve
hipéteses adicionais sobre os processos. Comecemos por discutir a validade da
seguinte propriedade

prgq=p+q < p=pAqg=q (4.36)

teremos, de novo, de definir um 4 relacionando os termos relevantes e mostrar que
tal & satisfaz as condi¢des de morfismo, i.e.

We++(hxh) = Plidxh)-w-+ (4.37)

equacdo que pressupde uma defini¢do do combinador + sobre w. Recorde-se que
w++ = U-(w X w). Combinando esta defini¢do com a de redugdo observacional
em (4.29), vem

w(lp+ql) = wp Vwq U@ nlr,= [p+ql} (4.38)
Assim,
w(([a-nil + b-nil]) = {(a,[nil]), (b, [nil]), (7, [(a - nil + b-nil)])}
enquanto
O([tea-nil + benil)) = {(a,[nil]), b, [nil]), (7, [(T-a-nil + b-niD)]), (r,[a-nil])}

apesar de, como se mostrou no exemplo anterior, a - nil = 7-a-nil, pelo que (4.36)
ndo se verifica.

v

Na reconstrucdo coindutiva das dlgebras de processos que temos vindo a discu-
tir neste capitulo, leis como (4.36), que traduzem a preservacdo de operadores
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sdo automaticamente assumidas quando a relacdo em causa € a equivaléncia com-
portamental, i.e., a maior das bissimulagdes estritas que representamos por ~.
De facto, o nosso objecto de estudo ndo sdo termos sinticticos (como, e.g., em
[Mil80] onde este tipo de leis sdo explicitamente formuladas) mas as suas deno-
tacdes numa coalgebra final w. Ora em qualquer coalgebra final ~ coincide com
a igualdade, pelo que todas estas leis sdo trivialmente verdadeiras. De facto, s
faz sentido discutir este tipo de leis em coalgebras ndo finais — por exemplo, em
coalgebras cujos portadores fossem conjuntos de termos definidos por uma assi-
natura.

Como se viu no exemplo anterior, porém, este tipo de leis deve ser investigado
quando formuladas em termos de relacdes menos finas que a igualdade, por e-
xemplo, em termos de ~. Esse €, ainda, o caso do préximo exemplo.

Exemplo. Consideremos, por fim, uma lei de congruéncia, mas envolvendo um
combinador estético, logo, definido recursivamente.

rlla=pllld = pP=pAqg=q (4.39)

Suponhamos que as equivaléncias p’ = p e ¢’ = ¢ sdo testemunhadas por morfis-
mos f : w «— weg: w«— w, ndo necessariamente coincidentes. Definamos
uma fun¢do & : v «— v tal que

hell = [[-(fxg) (4.40)

comportando-se como a identidade em todos os outros casos. Mostremos que 4
assim definido €, de facto, um morfismo entre as reducdes observacionais de w,
Le.,

w-h = Pidxh)-w (4.41)

Claramente, a equagdo (4.41) € trivialmente verdadeira para todos os argumentos
em que h se comporta como a identidade. Assim, o dnico caso que carece de
verifica¢do € aquele em que o argumento € uma intercalagdo. Mostremos, entdo,
que

w-h-

| = Pldxh)-w-

| (4.42)

Por defini¢ao de A,
w-h-f| =w-|[-(fxg

Mas a que pode a expressio w +

| ser igualada? Repare-se que o diagrama

% = P(Act X v)
I Tpmxp
A~ PAct x (v X v))

v XV
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generaliza a

v @ P(Act X v)
f B deX')
VXV il P(Act X (v X v))
onde
a = A ay (4.43)

do mesmo modo que w = A . Na verdade, pelo lema 23, o dltimo diagrama
¢ implicado pelo primeiro. Nao € dificil encontrar uma defini¢do directa para
A o, ¢~ em rigor, basta substituir w por w na definicdo de o)) registada no
inicio deste capitulo e considerar ainda uma transicao etiquetada por T do par
de processos argumentos para ele proprio. Um exemplo ajudard a clarificar esta
defini¢do: a (7 - a-nil, b - nil) serd o conjunto

{(r, ([a - nil], [« nil])), (a, ([nill, [6 - nil])), (b, ([a - nil], [nil]))}
reunido com o conjunto singular
{(. ([T > a-nill, [ nil]))}

Assim,

(/},’-m = U-+(ag Xa) A (4.44)

onde

a; = U«(1, X1+ ((wxid) x (id x w))- A
a; = sing - label;

Verifiquemos, agora, que

PGdx||)-ar-(fxg) = Pidxh)-Pidx [|) - a; (4.45)
e, similarmente,
Pld % )+ a2+ (f xg) = Pld x h) - P(id  |[)) - @2 (4.46)
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A igualdade (4.45) é estabelecida por

Pid X [[) - a1 - (f % 8)
P(icj ;ﬁ])d:} (r, X1« (w0 xid) X (id X w))* A «(f X g)
_ P(i; >A<|t||)l£Jt(}Tr X1 (- ) x g X (f X (w-8))- A
_ 7’(id{ ;g’H)m':m(T :XlT}z) - ((Pad x f) x ) X (f x P(id X 8))) - (w X id) X (id X W))- A
i P(i; ><|)u} (P>id X (f x 2)) X P(d X (f X g))) - (T, X 771) - (@ X id) X (id X @)) A
i P(icj ;"“‘“;‘%P(id X(fxg)-U-(rt,x1) - (wxid) X (id X w)) A
_ P(id{ ;ﬁ’ﬁ)df‘;ild X(fxg)-a
{wan}
P(id x h) - P(id X |||) - 1

Por outro lado a igualdade (4.46) € verificada pelo célculo seguinte:

Pld x [[) @2+ (f X g)
= { defini¢do de (12}

P(id x |||) - sing - label, - (f x g)
= { defini¢do de singelabel,}

sing - label, - || - (f x g)
= { @i}

sing - label, - - |||

- { definigdo de sing, label: e }

P(id x h) - PGd x |||) » a2

Estamos, agora, em condi¢des de verificar a equacgdo (4.42). Assim,

w-h-|]
{ a0}
w-[-(fxg)

{ ||| € morfismo para @ }

PAid x ) - @y - (f x 8)



4.6. UMA CARACTERIZACAO DA EQUIVALENCIA FRACA 121

{ gefinicao de a7 }
Pid X [|) U« (a1 X @z) A «(f X g)
= { Anamml}
Pid X )+ U« (a1 X a2) - ((f X g) X (f X ) A
= { Unutural.xfuncmr}
U« ((PAd X |[) ey - (f X @) x (PG X |[[) - az - (f X @)+ A
= { a5y @ao }
U« ((P(d x h) - P>id X |||) - @) x (P(id x h) - P(id X |||) - @2))- A
= {Unatural}
P(id x h) - PAd X |||) -+ U« (@1 X @p) A
= { dgefinisao de a7 }
P(id x h) - PGd x |||) - W
= { 11 ¢ morfismo para @ }

Pidx h)- G- ||
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Capitulo 5
Conclusoes e Trabalho Futuro

Resumo

Este capitulo conclui a dissertacdo, resumindo o que foi feito e apontando algumas
pistas para trabalho futuro.

A Algebra é a "Sciéncia que tem por objecto ensinar os meios de reduzir a regras
gerais a resolugdo de todas as questoes que se podem propor em termo de
quantidades"

(in Elementos de Andlise (2 vols.), 1801 - 3 ed. - 1° volume)

Enquanto propriedades universais, as coalgebras finais fornecem descri¢des abs-
tractas de estruturas comportamentais. A finalidade pode ser vista como uma base
para o desenvolvimento do cdlculo de programas coindutivos, quer como método
de defini¢do, quer como principio de prova. O objectivo geral desta dissertagao
foi estudar a sua aplicacdo na programacgdo coindutiva, ao nivel da defini¢do e da
prova. Além disso, implementdmos alguns combinadores e construimos fungdes
em HASKELL. O trabalho foi organizado em dois casos de estudo.

No primeiro caso de estudo, estudamos as sequéncias infinitas que, sendo tipos
coindutivos, podem ser observadas pela dindmica da coalgebra final. A principal
contribui¢do € a comparagdo entre um estilo de defini¢do e prova a que chamamos
coinducgdo explicita (usado, nomeadamente, em [Rut05]) e a coinducdo implicita,
ou por cdlculo baseada nas propriedades universais dos combinadores anamor-
fismo, apomorfismo e futumorfismo. Adicionalmente foi construida uma biblio-
teca em HASKELL.

123
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Comparando os dois estilos acima citados, i.e., coindugdo explicita e coinducdo
implicita, podemos dizer que este ultimo € facilmente generalizado a outros ca-
sos de tipos coindutivos. Por outro lado, parece-nos ser mais adequado ao célculo,
sendo o seu esquema de prova e defini¢do mais facil de identificar e, portanto, tam-
bém mais facil de reutilizar noutros contextos. Em particular, este estilo parece,
por isso, mais facil de ensinar e de aprender. Pelas mesmas razdes este estilo €
mais facilmente susceptivel de ser automatizado. Além disso, segue a prética da
programacdo funcional.

O segundo caso de estudo incidiu na especificacdo coindutiva da dlgebra de proces-
sos e sua prototipagem e visualizacdo em HASKELL. A especificagdo é paramé-
trica na algebra de sincronizac¢do. Foram implementadas as dlgebras do Ccs CSP
e uma outra dlgebra de sincronizagdo a que chamamos co-ocorréncia. Definimos
alguns novos operadores e exploraram-se estilos de prova por cdlculo. De notar
que alguns novos operadores foram definidos como apomorfismos. Assim, ao ten-
tar descobrir algumas das suas propriedades, necessitimos de desenvolver uma lei
de fusdo condicional para o apomorfismo.

Outra importante contribui¢do diz respeito a caracterizacao coalgébrica da bis-
simulagdo fraca. Para isso foi necessdrio explorar a transposi¢do entre os niveis
coalgébrico e relacional. De passagem diversos resultados cldssicos sobre sim-
ulagcdes e bissimulacdes foram provados de forma equacional e pointfree recor-
rendo ao cdlculo das relacdes bindrias. De novo observamos o caricter conciso
e elegante das provas obtidas, quando comparadas com a literatura cldssica em
dlgebra de processos. A caracterizacdo da bissimulagcdo fraca emerge desse es-
forgo e parece ser mais simples e estrutural, embora porventura menos genérica,
que aproximacoes mais abstractas, baseadas na acessibilidade sintactica de certos
functores, descritas em [RMO02] e [SVWO05]. Determinar até que ponto a nossa
abordagem generaliza a coalgebras para classes mais amplas de functores, ¢ um
dos pontos que indicamos para trabalho futuro.

5.1 Trabalho Futuro

Como trabalho futuro ha a destacar trés areas distintas. A primeira diz respeito
aos esquemas de defini¢do e prova coindutiva; a segunda a constru¢do de uma
interface grafica para o animador de calculos de processos; e, the last but not
the least, a terceira concerne a generalizacdo da aproximacdo aqui proposta a
bissimulagdo fraca. Vejamos cada uma por si prépria.

1. Astécnicas de defini¢do e prova coindutiva associadas a anamorfismos, apo-
morfismos ou mesmo a generalizacao destes tltimos em futumorfismos, nao
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cobrem todo o espectro de problemas que seria desejavel especificar e ma-
nipular coindutivamente. Um exemplo surge com a seguinte defini¢do de
um produto tensorial sobre A“, dada em [Rut05]:

OXT=(00"T0,(00T1) +(0170),(00T2) + (01 -7T1) + (02 T0),...)

ou seja, o termo de ordem n corresponde a
n
(T XT)m) = Y 0 Tok
k=0

Claramente esta funcdo ndo cai em nenhuma das familias estudadas nesta
dissertacdo, na medida em que a definicdo exige um determinado tipo de
processamento apds realizada a invocacao recursiva da fungdo.

O mesmo se passa, de resto, na visdo mais cldssica a que chamamos coin-
ducgdo explicita: em muitos casos a constru¢io de bissimulagdes envolve
relacdes muito grandes e estd longe de ser trivial. Esse facto tem motivado
a proposta de bissimulagoes a menos de (ver, por exemplo, [Mil89]). A
procura de versdes progressivamente mais gerais dos principios coinduticos
tem conduzido, recentemente, a formulacio de esquemas baseados em bial-
gebras [BarOlc]. O seu desenvolvimento no estilo calculacional adoptado
nesta dissertacao permanece em aberto.

2. Ao nivel do célculo de processos, seria desejavel desenvolver um interface
gréafico para o animador construido neste trabalho. A funcdo execProc,
jé desenvolvida e documentada em Apéndice, é exemplo do tipo de ferra-
mentas necessarias.

Pode-se, ainda, continuar o desenvolvimento de novos operadores com base
no futumorfismo, caracterizar as suas propriedades e provar uma lei de
fusdo condicional para o futumorfismo, que serd certamente semelhante a
do anamorfismo e do apomorfismo.

3. Referimos ja o desafio da generalizacdo da aproximagao proposta aqui para
caracterizar a bissimulacdo fraca a outros functores. Naturalmente, esses
functores deverdo ter pelo menos um atributo que represente alguma forma
de ac¢do internalizdvel. No cdlculo de processos discutido no capitulo 4,
tratamos estes como habitantes da coalgebra final para o functor P(Act X 1d).
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CAPITULO 5. CONCLUSOES E TRABALHO FUTURO

O tratamento generaliza de forma imediata ao caso dos processos determi-
nisticos. O functor é, nesse caso, Act X |d e a coalgebra final é

w = (hd,tl) : Act X Act” «— Act

Da mesma forma, ird induzir uma relagcdo, de transicdo observdvel que
aglutinard num passo etiquetado por 7 todos os passos correspondentes a
elementos da stream que se considerem internos.

A dificuldade de tornar esta abordagem mais geral reside no papel essen-
cial que nela tem a transposi¢cdo A entre este tipo de coalgebras e as re-
lagdes bindrias. No caso das streams, existe uma transposi¢ao similar entre
coalgebras para Act X |d, que sdo funcdes parciais, e, de novo as relagdes.
Para outras familias de functores e coalgebras havera transposi¢des inter-
essantes? Isto €, processos de mapeamento por isomorfismo natural para
dominios que sejam mais ricos ou adequados do ponto de vista do poder de
célculo?

Por fim, o animador de processos devera ser estendido no sentido de cobrir
a animacdo observacional de processos, i.e., em termos da relacdo de tran-
sicdo observavel. Trabalho preliminar comecou j4 a ser feito nesse sentido.



Apéndice A

Coinducao nas Streams

module Corecursion where

import BasicLib
import Functors

-— (1) Tipos como functores —-—-
newtype Mu £ = In (£f (Mu f))

unIn :: Mu £ -> £ (Mu f)
unIn (In x) = X

newtype Nu f = Fin (f (Nu f))

unFin :: Nu £ —> £ (Nu f)
unFin (Fin x) = x

—-— Funcdes auxiliares ——-—

join :: (a -> ¢) -> (b -> ¢) —-> Either a b -> ¢
join £ g (Left x) = f x

join f g (Right y) = gy

lastF :: ¢ —> Mu (EitherF f c)

lastF x = In (EitherF (il x))

consF :: £ (Mu (EitherF f c¢)) —-> Mu (EitherF £f c)

127



128

consF x

joinF

joinF f g

(2

ana
ana

apo
apo

futu

futu phi

(3

type Stream a

)

phi

phi

)

In (Either

(a —> c) —>
(EitherF x

Esquemas recu

Functor £ =>

= Fin fmap

Functor £ =>
fmap

Fin

Functor £ =>
ana

(join
Streams ——-—

Nu (

APENDICE A. COINDUCAO NAS STREAMS

F (i2 x))

-> EitherF f
join £ g x

(f b —> )
) =

rsivos —--—-

(c => £ ¢) —> ¢ —> Nu f
(ana phi) phi
(c => £ (Either ¢ (Nu f)))
(either (apo phi) id)
(c =—> £ (Mu (EitherF f c¢)))
F phi id unln) lastF
S a)

—— Observadores na coalgebra final

a
s of St x _ > x
Stream a

s of St _r —> r

Exemplos de Anamorfismos ——-

heads Stream a —>
headS s = case unFin
tails Stream a —>
tailS s = case unFin
-— (4)
iteratesS (a —> a)
iterateS f = ana phi
where p
maps :: (a —> a) —>
mapS f =ana phi
where phi x
natS = iterateS succ
oneS = iterateS (con
odd Stream a —-> S

-> a —> Stream

hi x = St x

(f x)

Stream a —> Stream a

= St (f (headS x))
1

st 1) 1

tream a

ab —>c

-> ¢ —=> Nu £
phi

-> ¢ —> Nu f

(tails x)
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odd = ana phi

where phi a = St ((headS . tailS) a) ((tails . tails) a)
even :: Stream a —> Stream a
even = ana phi
where phi a = St (headS a) ((tailS . tailS) a)
zipS :: (Stream a, Stream b) -> Stream (a,b)
zipS = ana phi
where phi (aa, bb) = St ((headS >< headS) (aa, bb))
((tails >< tailS) (aa, bb))
concatS :: (Stream a, Stream a) —-> Stream a
concatS = ana phi
where phi (aa, bb) = St (headS aa) (swap ((tailS aa), bb))
calldupS :: Stream a —> Stream a
calldupS = dupS . (split id (const True))
dupS :: (Stream a, Bool) —-> Stream a
dupS = ana phi
where phi (aa, b) = St (headS aa)
(cond (const Db)
(split pl (not . p2))
(split (tailS . pl) (not . p2)) (aa,b))
-— (5) Exemples de Apomorfismos —-—-—
insertS :: Ord a => a —> Stream a —> Stream a
insertS a = apo phi
where phi s | (headS s) < a = St (headS s) (il (tails s))
| otherwise = St a (12 s)
maphd :: (a —-> a) —-> Stream a —-> Stream a
maphd h = apo phi
where phi x = St (h (headS x)) (i2 (tailS x))
-— (6) Exemplos de Futumorfismo —--—-—
exch :: Stream a —-> Stream a

exch = futu phi
where phi x = St (headS (tailS x))
(consF (St (headS x) (lastF (tailS x))))
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—-— visualizador para listas do Haskell

toHList :: Stream a —> [a]
toHList s = [headS s] ++ (toHList (tailS s))



Apéndice B

Animador para Calculos de
Processos

module ProcType where
——cédlculo de processos

import Prelude hiding (filter)
import BasicLib

—— Functores

newtype Nu f = Fin (f (Nu f))

unFin :: Nu £ -=> £ (Nu f) unFin (Fin x) = X
ana :: Functor £ => (¢ —> £ ¢) -> ¢ —> Nu £
ana phi = Fin . fmap (ana phi) . phi

—— Accgbdes (dlgebra de sincronizacao para Ccs)
data Act 1 = A 1 | AC 1l | Nop | Tau | Id deriving Show
instance (Eq a) => Eq (Act a) where

X ==y = egAct x y
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instance (Ord a) => Ord (Act a) where

X <=y = legAct x vy
prodAct :: (Eg a) => Act a -> Act a —-> Act a
prodAct Nop _ = Nop
prodAct _ Nop = Nop

prodAct Id x = x

prodAct x Id = x

prodAct (A x) (AC y) = 1f (x == y) then Tau else Nop
prodAct (AC x) (A y) = 1if (x == y) then Tau else Nop
prodAct al a2 = Nop

eqAct :: (Eg a) => Act a —-> Act a —-> Bool
egAct (A al) (A a2) = (al == a2)
egqAct (AC al) (AC a2) = (al == a2)

egAct Nop Nop = True
egAct Tau Tau = True
egAct Id Id = True

legAct :: (Ord a) => Act a -> Act a -> Bool
legAct (A al) (A a2) = (al <= a2)

legAct (AC al) (AC az2) = (al <= a2)

legAct Nop _ = True

legAct Tau _ = True

legAct Id _ = True

—-— Acgbdes (dlgebra de sincronizacgao para Csp)

data Act 1 = A 1 | Nop | Id deriving Show

instance (Eq a) => Eq (Act a) where

X ==y = egAct x y
instance (Ord a) => Ord (Act a) where

X <=y = legAct x vy
prodAct :: (Eg a) => Act a -> Act a —-> Act a
prodAct Nop _ = Nop
prodAct _ Nop = Nop

prodAct Id x = x
prodAct x Id = x
prodAct (A x) (A y) = if x==y then (A x) else Nop
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egAct :: (Eg a) => Act a -> Act a —-> Bool
egAct (A al) (A a2) = (al == a2)

egAct Nop Nop = True

egAct Id Id = True

legAct :: (Ord a) => Act a -> Act a —-> Bool

legAct (A al) (A a2) = (al <= a2)

legAct Nop _ = True

legAct Id _ = True

—— Acg¢bes (uma outra a&lgebra de sincronizagdo —--- co-ocorréncia)

data Act 1 = A1 | P (1,1)| Nop | Id deriving Show

instance (Egq a) => Eg (Act a) where

X ==y = egAct xXx y
instance (Ord a) => Ord (Act a) where

X <=y = legAct x vy
prodAct :: (Eg a) => Act a -> Act a -> Act a
prodAct Nop _ = Nop
prodAct _ Nop = Nop

prodAct Id x = x

prodAct x Id = x

prodAct (A x) (A y) =P (x,V¥)
prodAct al a2 = Nop

egAct :: (Eg a) => Act a -> Act a —-> Bool
egAct (A al) (A a2) = (al == a2)

egAct Nop Nop = True

egAct Id Id = True

egAct (P (a,b)) (P (x,y)) = (and[a==x,b==y])
legAct :: (Ord a) => Act a —-> Act a —> Bool
legAct (A al) (A a2) = (al <= az2)

legAct Nop _ = True

legAct Id _ = True

legAct (P (a,b)) (P (x,y)) = and [a<=x,b<=y]
-— Processos

data Pr a x = C [(a, x)] deriving Show
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obsProc :: Pr a x —> [(a, X)
obsProc p = £
where (C f) =p

instance Functor (Pr a)
where fmap £ (C s) = C (map (id >< f) s)

type Proc a = Nu (Pr a)

—— Combinadores Dindmicos

nilP :: Proc (Act a) nilP = Fin (C [])

preP :: Act a —-> Proc (Act a) —-> Proc (Act a)
preP act p = Fin (C [(act,p)])

sumP :: Proc (Act a) —-> Proc (Act a) —-> Proc (Act a)
sumP p g = Fin (C (pp ++ gqqg)) where

(C pp) = (unFin p)

(C gqg) = (unFin q)

—— Combinadores Estdticos (recursivos)

rename :: ((Act a) —-> (Act a)) —> Proc (Act a) —-> Proc (Act a)
rename f p = ana phi p
where phi p = C (map (f >< id) (obsP p))

interleaving :: (Proc (Act a), Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
interleaving (p,q) = ana alphai (p,q)

restriction :: (Egq a) => (Proc (Act a), [Act a]) —-> Proc (Act a)
restriction (p,la) = ana phi p

where phi p = C (filter (obsP p) 1la)

-— Produto
syn :: (Eg a) => (Proc (Act a),Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
syn (p, 9) = ana alphap (p, 9)

—-— Paralelo
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par :: (Eg a) => (Proc (Act a), Proc (Act a)) —-> Proc (Act a)
par (p, 9g) = ana alpha (p, 9)
where alpha (p, gq) =
C ((obsProc (alphai (p,q))) ++ (obsProc (alphap (p,q))))

—— Fung¢des Auxiliares

obsP :: Proc (Act a) -> [(Act a, Proc (Act a))]
obsP p = pp
where (C pp) = (unFin p)
taur :: [(a,c)] —> ¢ —> [(a, (c,c))]
taur s x = [((pl e), ((p2 e),x))]le <- s]
taul :: ¢ -> [(a,c)] -> [(a, (c,c))]
taul x s = [((pl e), (x, (p2 e)))le <- s]
filter :: (Eq a) => [(a,b)] —> [a] —> [(a,b)]
filter k 1 = [ x | x <= k, (notElem (pl x) 1) == True]

filtro p la = C (filter (obsP p) 1la)

alphai :: (Proc (Act a),Proc (Act a)) —->

Pr (Act a) (Proc (Act a),Proc (Act a))
alphai (p, g) = C ((taur (obsP p) g) ++ (taul p (obsP q)))
alphap :: (Eg a) =>(Proc (Act a),Proc (Act a)) —>

Pr (Act a) (Proc (Act a),Proc (Act a))

alphap (p, g) = C (sel (delta (obsP p) (obsP q)))
delta :: (Eq a) => [((Act a),c)] => [((Act a),c)] -> [((Act a), (c,c))]
delta r s = [((prodAct (pl el) (pl e2)), ((p2 el), (p2 e2)))

| el <- r, e2 <- s]

sel :: Eg (Act a) => [((Act a ), b)] -> [(Act a, b)]
sel p = filter p [Nop]

—— Visualizador de Processos

data ShowProc a = V [(a, ShowProc a)] deriving Show

vP :: Proc a —> ShowProc a
vP (Fin (C 1)) = V (vPaux 1)
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vPaux :: [(a, Proc a)] -> [(a, ShowProc a)]
vPaux [] = []
vPaux ((a,p):t) = [(a, (VP p))] ++ (vPaux t)

—— Executa processo

execProc :: (Show a) => Proc (Act a) -> I0 ()
execProc (Fin (C 1)) =
case (length 1) of
0 —> putStrLn "Processo terminado"
1 -> do putStrln
("Accao " ++ show (fst . head $ 1) ++ " executada.")

execProc (snd . head $ 1)
_ —> do putStrln
((++) "Escolha a posicao da accao a executar")

show $ (map fst 1)
i <- getline
let p = posi (tolInteiro i) 1
putStrLn ("Accao " ++ show (fst p) ++ " executada.")
execProc (snd p)

toInteiro :: String -> Int
tolInteiro = read

posi 1 = last . take i
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