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e Objectivos

A disciplina de Algebra Linear e Geometria Analitica é uma das componentes da formagao basica em Ciéncias dum curso de Engenharia. Os conceitos e as técnicas
al apresentadas tém por objectivo desenvolver as capacidades de abstraccao e de raciocinio logico-dedutivo, adquirindo algumas das ferramentas base de Algebra

Linear e Geometria Analitica necesséarias a progressdo do estudo da Engenharia.

e Programa da disciplina
1. Algebra matricial — defini¢do de corpo; introducéo do conceito de matriz; representacao matricial e notacao; exemplos de matrizes particulares; operaces com
matrizes - soma de matrizes, multiplicagao de uma matriz por um escalar, multiplicagao de matrizes: definigoes e propriedades; defini¢ao de inversa de uma matriz;

defini¢ao de transposta de uma matriz; matrizes simétricas e ortogonais; matrizes conjugadas, transconjugadas, hermiticas e unitarias.

2. Espagos vectoriais — definigao de espago sobre um corpo; exemplos; definicao de subespago; definicao de combinagao linear de vectores, conjunto gerador,

vectores linearmente independentes e linearmente dependentes; base e dimensao de um espago vectorial.
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3. Sistemas de equagdes lineares — forma em escada e em escada reduzida de uma matriz; operagdes elementares com linhas; matrizes equivalentes; caracteristica
de uma matriz; sistemas de equagoes lineares: matriz dos coeficientes, vector dos termos independentes, vector das incognitas, matriz ampliada, conjunto solucao;
sistemas equivalentes; sistema homogéneo, sistema homogéneo associado, niicleo de um sistema; classificagao de sistemas lineares quanto ao ntimero de solugoes:
sistema possivel, sistema possivel e determinado, sistema possivel e indeterminado, sistema impossivel; varidvel pivo, varidvel livre; resolucao de sistemas lineares

pelo Método de Eliminagao de Gauss e de Gauss-Jordan; célculo de inversas; determinante de uma matriz.

4. Aplicagoes lineares — produto cartesiano de dois conjuntos, relacdo, dominio de uma relagdo, contradominio de uma relagao, aplicagdo ou fungao ou transfor-
magao ou correspondéncia ou operador; definicao de aplicacao linear; exemplos; imagem e nucleo de uma transformacao linear; caracteristica e nulidade de uma

transformacao linear; matriz de uma transformacao linear.

5. Valores proprios e vectores proprios — vector proprio de uma matriz associado a um valor préprio, espectro de uma matriz; polinémio caracteristico de uma

matriz, equagao caracteristica de uma matriz, multiplicidade algébrica de um valor proprio, valor proprio simples; calculo de valores e vectores proprios.

6. Geometria Analitica — produto interno de dois vectores, espago euclidiano; norma, espago normado, norma induzida pelo produto interno, vector unitario;
distancia entre dois vectores, angulo entre dois vectores, vectores ortogonais; produto externo de dois vectores de R3, triedro directo, propriedades; equacao
cartesiana de um plano; equagao vectorial, equagoes paramétricas e equagoes cartesianas de uma recta, vector director de uma recta; distancia entre dois pontos,
distancia de um ponto a uma recta, distdncia de um ponto a um plano; dngulo entre dois planos, dngulo entre duas rectas, dngulo entre uma recta e um plano.
Superficies quéadricas; superficie de revolugao, geratriz de uma superficie de revolugao, eixo; superficie cilindrica, geratriz de uma superficie cilindrica, directriz; trago

de uma quadrica; simetria de uma quadrica relativamente a um plano coordenado, a um eixo coordenado e & origem; classificagao e propriedades das quadricas.
Bibliografia:

— “Algebra Linear”, M. R. Valenca, Universidade do Minho;

— “Algebra Linear”, S. Lipschutz, Coleccao Schaum, McGraw-Hill;

— “Algebra Linear — vol I”, M. A. Ferreira e I. Amaral, Edicoes Silabo;
— “Algebra Linear — vol II”, M. A. Ferreira e I. Amaral, Edi¢des Silabo;

— “Introducao a Algebra Linear e Geometria Analitica”, F. R. Dias Agudo, Escolar Editora.

Material de apoio pedagbgico

Serao facultadas aos alunos cépias dos acetatos das aulas tedricas bem como fichas com exercicios. Quanto aos primeiros, deve-se explicar a notagao ai usada:
definigoes serao identificadas pela sequéncia “def”; teoremas por “teo”; exemplos por “exe” e observagoes por “obs”. A numeracio sera sequencial dentro de cada
capitulo. Os acetatos estao incompleto: as demonstragoes, identificadas pela sequéncia “dem”, nao estao feitas e os exemplos também nao estdo acabados. Quer

estes, quer aquelas serao completados nas aulas teéricas.
As fichas de exercicios serao resolvidas parcialmente nas aulas teorico-praticas. Estas fichas incluem as solugoes dos exercicios propostos.

No final de cada semana e no sitio da disciplina seréo sugeridos exercicios para serem resolvidos em casa.



iii

e Avaliacao

Na Epoca Normal e na Epoca de Recurso, a classificacio final (CF) na escala 0 a 200, sera calculada através da expressio
CF=min(200;max(0.1T+E;E)),

em que
NT se NT> 95;
0 se NT< 95,
sendo N'T a classificacao obtida no teste, na escala de 0 a 200 pontos e E a classificagao obtida no exame, na escala de 0 a 200 pontos.
O teste seréd no dia 19 de Novembro, Sabado.

Ser4 realizada uma prova complementar, também escrita, se CFe€ [80;95[. Se a apreciagio global desta prova for positiva, a classificacao final sera “10” (escala de

0 a 20 valores); caso contrario, a classificagao final sera “reprovado”.

Na Epoca Especial a classificacdo final é igual & classificacao obtida no exame dessa época. As condicoes para realizar a Prova Complementar sdo idénticas as das

outras épocas.
N3ao serao permitidas méaquinas de calcular e todas as provas de avaliacao serdo sem consulta, sendo dado no préprio enunciado o formulario que se julgue necessério.

Todos os alunos estao admitidos a exame.
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1.

Matrizes (notas)

1.1def] [ corpo | Sejam K um conjunto nao vazio e as aplicagoes

1.2def

+: KxK — K T KxK — K
(@, 0) — a+p (@, ) — a-f.

Entao, diz-se que o triplo (K, +,+) é um corpo se:
(a
(b) Vo, B,y e K:(a+8)+y=a+ (8+7).

peK:a+8=0+a.

) Vo

)

(¢) 3! elemento de K (representado por Ox),Va € K : a + Og = a.
(d) Va € K, 3! elemento de K (representado por —a) : a + (—a) = Ok.
(e)Va,BeK:a-6=0"«a.
() Vo, B,y €K:(a-8)-y=a-(8-7)
(g) 3 elemento de K (representado por 1k),Va € K: 1x - a = a.
(h) Va € K\ {0k}, 3" elemento de K (representado por a™!) : - o™t = 1.

[ escalar | Seja (K, +,-) um corpo. Entao, chama-se escalares aos elementos de K.
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1.3exe| (a) (Q,+, ), (R, 4,-) e (C,+, ), em que “+7 e “-” representam, respectivamente, a
adicao e multiplicacao usuais no conjunto indicado, sao corpos.
(b) (Z,+, -), em que “4" e “-” representam, respectivamente, a adigao e multiplica¢ao

usuals em Z, nao ¢ um corpo.

1.4obs| (a) Para simplificar a linguagem e quando tal nao resultar ambiguo, em vez de “seja o

corpo definido pelo triplo (K, +, )" diz-se “seja K um corpo”, devendo-se suben-

tender as operacoes envolvidas.

(b) Se nao causar confusdo, em vez de « - 3 escreve-se af, em vez de o + (—f3)

escreve-se o — 3, em vez de Ok escreve-se 0 e em vez de 1k escreve-se 1.

1.5def| [ poténcia cartesiana de um conjunto | Sejam n € N e X um conjunto. Entao, ao

conjunto
X" = {(.I’l,xg, . ,$n>’$1,$2, R T~ X},

chama-se poténcia cartesiana de ordem n do conjunto X, identificando-se X! com

X.
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1.6def| (a) [ matriz, linha de uma matriz, coluna de uma matriz | Chama-se matriz a

um quadro constituido por elementos de um certo corpo dispostos segundo filas

horizontais, que se chamam linhas, e filas verticais, que se chamam colunas.

(b) [ matriz do tipo m por n sobre o corpo K | Sejam m,n € N e o corpo K. Entao,
chama-se matriz do tipo m por n sobre o corpo K a um quadro constituido por

mn elementos de K dispostos segundo m linhas e n colunas.

(¢) [ Mxn(K) ] Sejam m,n € N e o corpo K. Entao, representa-se por M, x,(K)

o conjunto das matrizes do tipo m por n sobre o corpo K.

1.70bs] (a) Por regra, denotam-se matrizes por letras maitsculas e os seus elementos pela

respectiva letra minuscula acompanhada de dois indices, em que o primeiro indice
indica a linha em que o elemento se encontra e o segundo indica a coluna do
elemento. Assim, o elemento a;; da matriz A ¢ o elemento da linha ¢ e da coluna
j da matriz A = [a;;] (se necessario, usa-se uma virgula para separar o indice

relativo a linha do indice relativo a coluna, i.e., a; ;).
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(b) Seja a matriz A = |a;;] € M,xn(K). Entao,

ai;p a2 -+ Qp
Qg1 A22 -+ QA2p
A= ,
Am1 Am2 *° Qmn
Ccom ai1, 12y ..., A1y, A21,A99, . . . s A2y A1y A2y« o oy Ay, € K.

(c) Seja a matriz A = |a;;] € Mpuxn(K). Entdo, a linha 4, com ¢ € {1,...,m},
¢ o elemento (a;1,...,a;;) de K" e a coluna 7, 5 € {1,...,n}, é o elemento

(Cblj, ce ,Cbmj) de K™,

1.8exe] Dé um exemplo de uma matriz pertencente a Mays(R).
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1.9def| Sejam m,n € N, K um corpo e A € M,,,.,(K). Entao,

(a) [ matriz rectangular | diz-se que A é uma matriz rectangular se m # n.

(b) [ matriz quadrada, matriz de ordem n | Diz-se que A é uma matriz quadrada se

m = n, dizendo-se neste caso que A é uma matriz de ordem n.

1.10exe] (a) Dé um exemplo de uma matriz pertencente a Moy 4(R) e indique o seu elemento

que esta na segunda linha e na primeira coluna, a sua segunda linha e a sua

terceira coluna.

(b) Dé um exemplo de uma matriz pertencente a Mayo(C).
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1.11def] Seja a matriz A = |a;;] € My«n(K). Entao,

(a) [ matriz coluna || diz-se que A é uma matriz coluna se n = 1.

(b) [ matriz linha || Diz-se que A é uma matriz linha se m = 1.

1.120bs| E habitual representar matrizes linha e matrizes coluna por letras minusculas e os

seus elementos apenas com um indice. Assim, e usando esta notacao, as formas da

matriz coluna x com m linhas e da matriz linha y com n colunas sao:

o]

xr = | , Yy = Y1 Y2 - Yy

1.13exe| (a) Dé um exemplo de uma matriz coluna com 2 elementos.

(b) Dé um exemplo de uma matriz linha com p elementos.
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1.14def

1.1bexe

Seja a matriz quadrada A = |a;;] € M« (K). Entao,

(a) [ diagonal principal ou diagonal de uma matriz | chama-se diagonal principal da

matriz A ou simplesmente diagonal da matriz A ao elemento (a1, as, ..., Guy)
de K".

(b) [ diagonal secundaria de uma matriz | Chama-se diagonal secundaria da matriz
A ao elemento (a1, agp-1,. .., ay) de K"

(¢) [ matriz diagonal | A diz-se uma matriz diagonal se ¢ # j = a;; = 0.

(d) [ matriz triangular superior | A diz-se uma matriz triangular superior se ¢ > j =
a;; = 0.

(e) [ matriz triangular inferior | A diz-se uma matriz triangular inferior se i < j =
a;; = 0.

(a) Dé um exemplo de uma matriz diagonal de ordem 3.

(b) Dé um exemplo de uma matriz triangular superior de ordem 2.
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(¢) Dé um exemplo de uma matriz triangular inferior de ordem 3 e indique a sua

diagonal principal e diagonal secundaria.

1.16def| (a) [ matriz nula, 0,,%,,, 0 ] Chama-se matriz nula a uma matriz cujos elementos sao

todos iguais a 0. Representa-se a matriz nula do tipo m X n por 0,,x, ou apenas
por 0.

(b) [ matriz identidade, I,,, I | Chama-se matriz identidade a matriz diagonal cujos
elementos da diagonal sao todos iguais a 1. Representa-se a matriz identidade de

ordem n por I, ou apenas por I.

1.17exe] (a) Indique a matriz nula do tipo 2 x 4.

(b) Indique a matriz identidade de ordem 3.
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1.18def| [ matrizes iguais || Sejam as matrizes A = [a;;] € Myxn(K) e B = [b;j] € M, (K).

Entao, diz-se que A e B sao matrizes iguals se m = p, n = q ¢ a;; = b;j;,Vi €

{1,...,m},Vje{l,...,n}.

1.190bs| Usa-se esta definicao em algumas demonstracoes relativas a matrizes.

1.20def| [ produto de uma matriz por um escalar | Sejam a matriz A = |a;j] € Myxn(K) e

o escalar a € K. Entao, a matriz Z = [z;;] € M,xn(K) com z;; = aa;j, chama-se

produto da matriz A pelo escalar « e escreve-se Z = a/A.

1.21obs] Seja a matriz A. Entao, em vez de (—1)A escreve-se —A.

1.22def| [ soma de matrizes | Sejam as matrizes do mesmo tipo A = [a;], B = [by] €

Mxn(K). Entao, a matriz Z = [2;] € Myxn(K) com z;; = a;; + b;;, chama-se

soma das matrizes A e B e escreve-se / = A + B.

1.230bs| Sejam as matrizes do mesmo tipo A = [a;;], B = [b;j] € Muxn(K). Entao, tendo em

consideragao | 1.21obs| em vez de A 4+ (—B) escreve-se A — B.

1.240bs| SO se pode somar matrizes do mesmos tipo.
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L 21 30 2

1.25exe| Sejam as matrizes A = e B= . Entao, determine A+ 2B e —A.

010 112

1.26teo| Sejam as matrizes A, B e C' e a matriz nula 0, todas do mesmo tipo. Entao, tem-se:

(a) A+ B=B+ A (c) A+0=A.
(b)(A+B)+C=A+(B+C). (d) A+ (=A) =0.

1.27teo| Sejam as matrizes A e B do mesmo tipo sobre o corpo K e os escalares a, 5 € K.

Entao, tem-se:

(a) (aB)A = a(BA). (c)a(A+ B) =aA+ aB.
(b) (a+ B)A = aA + GA. (d) 1A = A.
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1.28det

1.290bs

1.30exe

| produto ou multiplicacao de matrizes | Sejam as matrizes A = |a;;] € My, xn(K) e
n

B = |b;j| € M, x,(K). Entao, a matriz Z = [2;;] € M;«»(K) com z;; = Zaikbkja

k=1

chama-se produto ou multiplicacao da matriz A pela matriz B e escreve-se Z = AB.

(a) SO se pode efectuar a multiplicacao da matriz A pela matriz B se o nimero de

colunas da matriz A for igual ao nimero de linhas da matriz B. Neste caso, o

nimero de linhas da matriz resultante é igual ao niimero de linhas da matriz A e

o numero de colunas da matriz resultante ¢ igual ao numero de colunas da matriz

B. Em notacao simplificada, tem-se: A, xnBnxp = Zmxp.

(b) Sejam A uma matriz quadrada e p um inteiro positivo. Entao, A? = [[i_, A.

(¢) Seja a matriz A € M,,,«(K). Entao, Al,, = I,,A = A (note-se que A,xnlnxn =

]meAan — Amxn)
Sejam as matrizes A =

AB, BA, A2, BIy e I,B.

e B =

I -1 2

0 -2 1

. Entao, determine se possivel
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1.31obs| A multiplicacao de matrizes nao goza da propriedade comutativa.

1.32def| [ matrizes comutaveis | Sejam as matrizes quadradas A e B. Entao, A e B dizem-se

matrizes comutavels se AB = BA.

1.33teo| Sejam as matrizes A, B e C e o escalar a. Entao, se todos as operacgoes a seguir

indicadas forem definidas, tem-se:

(a) (AB)C = A(BC). (c) A(B+C) = AB + AC.
(b) (A + B)C = AC + BC. (d) (AB) = (aA)B = A(aB).

1.340bs| Sejam as matrizes A, B e C. Entao, se as operacoes a seguir indicadas forem definidas,
tem-se que as expressoes A + B + (' e ABC nao resultam ambiguas devido a

propriedade associativa quer da soma quer da multiplicacao de matrizes.

1.35exe| Sejam A e B matrizes quadradas da mesma ordem. Entao, simplifique a expressao

(A+ B)?— (A— B)(A+B)— 2B
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1.360bs| Nao se define a divisao de matrizes.

1.37def| [ matriz invertivel ou nao-singular, nao-invertivel ou singular | Seja a matriz qua-

drada A de ordem n. Entao, se existir uma matriz Z, tal que ZA = AZ = I,
diz-se que a matriz A é invertivel ou nao-singular. Caso contrario, diz-se que A é

uma matriz nao-invertivel ou singular.

1.380bs| A matriz Z da alinea anterior, a existir, também é de ordem n.

1.39teo| Seja A uma matriz de ordem n invertivel. Entao, existe uma e uma s6 matriz Z tal

que ZA=AZ =1,.

dem

1.40def| [ matriz inversa | Seja A uma matriz de ordem n invertivel. Entdo, a tnica matriz

Z tal que ZA = AZ = I, chama-se matriz inversa da matriz A e representa-se por

AL
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1.41teo

dem

(a) Seja A uma matriz invertivel. Entao, A~! também é uma matriz invertivel e

(A 1=4

(b) Sejam A e B matrizes invertiveis da mesma ordem. Entao, AB também é uma

(a)

matriz invertivel e (AB)™! = B~1A™1
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1.420bs

1.43exe

(a) H& matrizes quadradas que nao admitem inversa.

(b) O célculo de inversas, exceptuando casos particulares, serd estudado no terceiro

capitulo.

Sejam as matrizes A =

Wl— Wl

W+

WD

e B =

. Entao, determine AB ¢ BA.
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1.44def| [ matriz transposta | Seja a matriz A = |a;;] € My,x,(K). Entao, a matriz Z =

2] € Myxm(K) com z;; = aj;, chama-se transposta de A e escreve-se Z = AT

1 =20

1.45exe| Seja a matriz A = . Entao, determine A’

0 2 1

1.46teo] Sejam as matrizes A e B e o escalar . Entao, se todas as operacoes a seguir indicadas

estiverem definidas, tem-se:

(a) (AT)' = A. (d) (AB)T = BT AT,
(b) (A+ B)T = A" + BT (0) (A7) = (A1)
(¢) (aA)! = Al
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1.47def

| matriz simétrica || Seja a matriz quadrada A. Entao, A diz-se uma matriz simétrica

se A= AT

1.48exe| Dé um exemplo de uma matriz simétrica de ordem 3.

1.49def

1.500bs

1.0lexe

| matriz ortogonal | Seja a matriz quadrada A € M,,»,(R). Entao, A diz-se uma

matriz ortogonal se AAT =

ATA=1,

Se A é uma matriz ortogonal, entdo A é uma matriz invertivel e A7 = A’

Seja a matriz A =

COS(x — Sen «o

SENl ¥ COS (¥

. Entao, determine AA” ¢ AT A.
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1.520bs

1.54exe

Recorde: seja z = a+b2 um nimero complexo. Entao, ao nimero complexo z = a—bt

chama-se conjugado de z.

1.53def| Seja a matriz A = |a;;] € My,«n(C). Entao,

(a) [ matriz conjugada || a matriz Z = [z;;] € Myxn(C) com z;; = @;; e onde

ai; representa o conjugado de a;j, chama-se matriz conjugada de A e escreve-se

Z = A

(b) [ matriz transconjugada ]| A matriz Z = [z;] € Myxm(C) com z;; = @j;, chama-

se matriz transconjugada de A e escreve-se Z = A,

Seja a matriz A =

—1
1

1

—2

21
|

. Entédo, determine AT, A e AY.
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1.55teo

Sejam as matrizes A e B e a um escalar. Entao, se todas as operagoes a seguir

indicadas estiverem definidas, tem-se:

(a) (A" = A
(b) (A+ B)Y = A + B
(c) (aA)H =aAl.
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1.56def

1.570bs

1.5&8exe

Seja a matriz quadrada A € M, x,(C). Entao,

(a) [ matriz hermitica ou hermitiana || A diz-se uma matriz hermitica ou hermitiana
se A=Al

(b) [ matriz unitaria | A diz-se uma matriz unitaria se AA? = AHA = I,

Se A é uma matriz unitaria, entdo A é uma matriz invertivel e A=t = A,

(a) Dé um exemplo de uma matriz hermitiana de ordem 2.

—1 V3
(b) Seja a matriz A =1 . Entao, determine AA? ¢ A7 A,

V3 —i

\&}
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Dé um exemplo de uma matriz

(a) real do tipo 2 x 3.
(b) complexa de ordem 3.
(c) pertencente a Msy3(C).

(d) linha com 3 elementos.

Considere as matrizes

A= i B =[bj] € Maxs(R), bjj =i—j;

C:

(e) coluna com 4 elementos.
(f) diagonal pertencente a Mgy 4(C).
(g) triangular superior pertencente a M3z, 3(R).

(h) triangular inferior de ordem 4.

Indique se estao bem definidas as seguintes expressoes, efectuando as operacoes nesses casos:

(a) A+2B.
(b) A—C.
(c) AC.
(d) CA.
(e) C°.

-1 -1 —4

sols 1.2 (a) A+ 2B = .
4 -1 -1

(b) a expressao A — C néo estd bem definida.

(¢) a expressao AC ndo estd bem definida.

-1 1 0
(d) CA = .
-3 2 -1
1 0
(e) C3 = .
1 -1

ABT 4+ BAT
() 2

(g) (CBATC)?.

(h) uu®.
(i) uTu.
(j) u? AT Bu.
ABT + BAT |-1 -1
() S =
2 -1 1
20
(8) (CBATC)? = .
0 2
1 2 0
(h) wu® =12 4 0]l.
0 0 O



1. Matrizes (exercicios)

Dé um exemplo de uma matriz simétrica pertencente a Msx3(C).

1 a b
Determine os valores a,b,c € C, para que a matriz S = |1 2 3| seja simétrica.
2 ¢ 3
sols14 a=1,b=2,c=3.
1 2 =2
1
Mostre que A = 3 2 1 2 | éuma matriz ortogonal.
-2 2 1

1.6| Dé um exemplo de uma matriz hermitiana de ordem 3.

)
S
>

1.7| Determine os valores a,b,c € C, para que a matriz T = |1 ¢ 4| seja hermitiana.
2t —1 3
sols 1.7 a=1,b=—-2i, ce R.
3 4 ] o
Mostre que B = ¢ é uma matriz unitéria.
—4 3
. . i 0 2 . L .
Considere a matriz D = . Mostre que esta bem definida a expressio DD¥ DDT e determine o seu valor.
2 -1 0
_ 29  —20i
sols 1.9 DDHDDT =
200 29

10| Mostre que o produto de uma matriz pela sua transposta é uma matriz simétrica.

— —
—_
—

Mostre que se A e B sdo matrizes comutaveis e B é uma matriz invertivel, entdo AB~! = B~1A.
1.12| Sejam A e B matrizes comutéveis e invertiveis. Entao, mostre que (AB)™! = A=1B~1.

1.13| Uma matriz real e quadrada A diz-se anti-simétrica se AT = —A. Mostre que, dada qualquer matriz real e quadrada B, a matriz B — BT é anti-simétrica.

1.14| Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais ainda é uma matriz ortogonal.

p—1
1.15| Seja A uma matriz quadrada tal que AP = 0 para algum p € N. Entdo, mostre que (I — A)~' =T + Z Ak,
k=1
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2. Espagos Vectoriais (notas)

| espaco vectorial | Sejam V' um conjunto nao vazio, (K, -+, -) um corpo e as operagoes
®:VxV — V ©: KxV — V
(z,y) — 2@y (,2) — aOu
Entao, diz-se que o séxtuplo (V, @, ®, K, +,-) é um espago vectorial se:
(a)Ve,yeV :2@y=ydx.
Ve,y,ze Vi i(xBy) @z=x® (y D 2).

¢) 3! elemento de V' (representado por Oy ),Vz € V : 2 ® 0y = z.

)
)
)
d) Vo € V, 3! elemento de V' (representado por —x) : © @ (—z) = Oy
e)Vae K,\Vrx,yeV:ia®(zdy) =a0Ordady.

Vo, e K,Ve eV (a+0)0r=a0x®d (0O

g)Va, e K Ve eV :(a-f)0x=a0® (80O x).

)

hYVeeV :1lxk©Ox=u=x.
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2.2def] [ vector, soma de vectores, multiplicagao de um escalar por um vector | Seja o espaco

vectorial definido por (V, &, ®, K, +, ). Entao, chama-se vectores aos elementos de
V', a operacao @ designa-se por soma de vectores e a operacao ® por multiplicacao

de um escalar por um vector.

2.30bs|(a) Para simplificar a linguagem, em vez de “seja o espago vectorial definido por

(V,®,®,K, 4, )" diz-se “seja V' um espaco vectorial sobre o corpo K" quando
as operacoes de soma de vectores e de multiplicacao de um escalar por um vector

estiverem subentendidas.

(b) Se nao causar confusdo, em vez de x @ y escreve-se x + y, em vez de x ® (—y)

esCreve-se r — Yy € €11l vez de o (&) T escreve-se aur.

(¢) A definicao de espaco vectorial generaliza a nogao de “vector” da Fisica, onde se
define um vector como uma quantidade fisica que tem uma certa magnitude e
uma direccao. O estudo genérico de um espaco vectorial permite-nos estabelecer

propriedades validas para um conjunto alargado de entidades matematicas.
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2.4def] [ espaco vectorial real, espaco vectorial complexo | Um espagco vectorial sobre o corpo

dos reais designa-se por espago vectorial real e um espaco vectorial sobre o corpo dos

complexos designa-se por espaco vectorial complexo.

2.50bs| Antes de apresentar cinco exemplos de espacos vectoriais e dois exemplos que nao sao

espacos vectoriais, definem-se cinco conjuntos que serao usados naqueles exemplos.

2.6def|(a) | K,[z] | Sejam n € N e K um corpo. Entao, representa-se por K,|z| o conjunto

dos polinémios na variavel x com coeficientes no corpo K e que tém grau menor
ou igual a n, i.e., K,|x] = {apx" + - + ap_17 + aylag, . . ., an_1, a, € K}.

(b) [ K|x] ] Seja K um corpo. Entao, representa-se por K|z| o conjunto dos polinémios
na variavel x com coeficientes no corpo K.

(¢)[ C(a,b), C*(a,b), C*(a,b) ] Sejam a,b € R tais que a < b e k € N. Entao,
representa-se por C'(a, b) o conjunto das fungoes reais de variavel real continuas em
(a,b), por C*(a,b) o conjunto das funcoes reais de varidvel real tais que f, % S

C(a,b),p=1,...,k, e por C*®(a,b) o conjunto das fungdes reais de variavel real

tals que f, % € C(a,b),Vp € N.
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2.7exe| Exemplos de conjuntos/operacoes que definem espagos vectoriais:

(a) sejam n € N e K um corpo. Entao, o conjunto K" com as operagoes

(21, @2,y Tn) + (Y1, Y2, -+, Yn) = (X1 + Y1, T2+ You - - o, Ty + Yn),s

(X<3317a3'27 s ,I’n) — ((){331, T 70[217”)’

com Ti,T2,...,Tn,Y1,Y2,...,Yn, @ € K, é um espaco vectorial sobre o corpo K
(Oy = (0,0,...,0)).
(b) Sejam m,n € N e K um corpo. Entao, o conjunto M, «,(K) com as operagoes

usuais ¢ um espaco vectorial sobre o corpo K (0y = 0,,x5).

(¢) Sejam n € N e K um corpo. Entao, o conjunto K,|x| com as operagoes usuais é

um espaco vectorial sobre o corpo K (0y é o polinémio nulo).

(d) Seja K um corpo. Entao, o conjunto K|x| com as operagoes usuais é um espago

vectorial sobre o corpo K (0y é o polindmio nulo).

(e) Sejam a,b € R tal que a < b. Entao, o conjunto C'(a,b) com as operagoes usuais

¢ um espago vectorial sobre o corpo R (0y ¢ a fungao nula).
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2.8exe

Exemplos de conjuntos/operacoes que nao definem espacos vectoriais:

(a) O conjunto M,,x,(R) com as operagoes
D1 Muxn(R) X My (R) — Misn(R)
(A, B) — A® B=A"+ BT
®: RX Muun(R) — Myun(R)
(a, A) — a© A= aA,

nao ¢ um espaco vectorial real pois

(b) O conjunto R? com as operacoes
o: R*xR* — R?
((a,b),(c,d)) — (a,b) & (c,d) = (0,b+d)
®: RxR? — R?

(a, (a, b)) — a® (a,b) = (2aa, 2ab),

nao é um espaco vectorial real pois
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2 9def

| subespaco | Sejam o espago vectorial (V, @, ®,K, 4+, ) e F' um subconjunto de V.
Entao, diz-se que F' é um subespaco V' se (F, ®, ®, K, +, -) ainda for espago vectorial.

2.10teo| Sejam V' um espaco vectorial sobre o corpo K e F' um seu subconjunto. Entao, F' é

2. 11exe

um subespaco de V' sse:

(a)OVEF.
(b)Ve,y € FFVaeK:ax+y e F.

Exemplos de conjuntos que definem subespacos:

a) F'= {(x1, 1) € R?|z9 = 0} ¢ um subespaco de R?.

(a)
(b) O conjunto das matrizes reais e diagonais de ordem n é um subespaco de M, «,,(R).
(¢) O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é um subespago de M, «,(K).

)

(d) Seja V' um espago vectorial sobre o corpo K. Entao, os conjuntos {0y} e V sao
subespacos de V.

(e) Seja k € N. Entao, C*(a, b) é um subespaco de C(a,b) e C*(a, b) ¢ um subespaco
de C*(a,b).
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2.12exe

Exemplos de conjuntos que nao definem subespacos:

(a) o conjunto G = {(x1,x2) € R?|z5 = 1} ndo ¢ um subespaco de R? pois

(b) O conjunto das matrizes hermitianas de ordem n nao ¢ um subespaco de M, ,(C)

poIls
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2.13def

2. 14exe

| combinagao linear | Sejam V' um espago vectorial sobre o corpo Ke S = {xy, ..., x,}

um subconjunto de V. Entao, x € V diz-se uma combinacao linear dos elementos de

S se
Jaq,...,a, €EK:x=a121+ - + a,,.

Sejam x = (1,4), 21 = (1,2), 20 = (1,1) e x3 = (2,2). Entao,

(a) da, B € R:x = ax + Bxy?

(b) o, 8,7 € R: x = axy + Prg + ys?

(¢)da, B € Rz = axy+ Bxs?
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2.15def] [ espaco gerado, L(S), (x1,...,z,) | Sejam V um espago vectorial sobre o corpo

KeS = {xy,...,2,} um subconjunto de V. Entao, chama-se espago gerado pelo
conjunto S, que se representa por L(S) ou por {(x1,...,x,), ao conjunto de todas as

combinagoes lineares dos elementos de .S.

2.16teo| Sejam V' um espago vectorial sobre o corpo K e S = {zy,...,x,} um subconjunto

de V. Entao, L(S) é um subespago de V.

2.170bs| Sejam V' um espago vectorial sobre o corpo K e S = {xy,...,x,} um subconjunto

de V. Entao,

(a) L(S) ={aqgz1 + - - - + apzplag, . .., ap € K}
(b) Chama-se ao conjunto L(S) espaco gerado devido ao teorema anterior.

(¢) L(S) ¢ o menor subespacgo de V' que contém S.
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2.18def

2.19exe

| conjunto gerador | Sejam V' um espaco vectorial sobre o corpo Ke S ={x1,...,x,}
um subconjunto de V. Entao, diz-se que S é um conjunto gerador de V' se V' = L(S),

l.€., Se
VeeV,day,...,a, € K:x=aix1+ -+ a,x,.

(a) R? = ((1,0))?

(b) R = ((1,0), (1,1))?

(C> R* = <<17 O)? (17 1)? <07 1>>7
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2.20def

Sejam V' um espago vectorial sobre o corpo K e S = {x1,...,2,} um subconjunto

de V. Entao,

(a) [ conjunto linearmente independente || diz-se que S é um conjunto linearmente

independente se
a1+ +ar, =0y >0 = =a, =0g.
(b) [ vectores linearmente independentes | Se S é um conjunto linearmente indepen-

dente, os elementos de S’ dizem-se vectores linearmente independentes.

(¢) [ conjunto linearmente dependente | Se S nao é um conjunto linearmente inde-

pendente, diz-se que S' é um conjunto linearmente dependente.

(d) [ vectores linearmente dependentes | Se S é um conjunto linearmente dependente,

os elementos de S dizem-se vectores linearmente dependentes.



2. Espagos Vectoriais (notas) 34

2.21teo| Sejam V' um espago vectorial e S = {x1,...,x,} um subconjunto de V. Entao,

(a) se .S é um conjunto linearmente dependente, qualquer subconjunto de V' que con-

tenha S ainda é linearmente dependente.

(b) se S é um conjunto linearmente independente, qualquer subconjunto de S ainda é

linearmente independente.

2.22exel(a) {(1,0)} é um conjunto linearmente independente?

(b) {(1,0),(1,1)} é um conjunto linearmente independente?

(¢) {(1,0),(1,1),(0,1)} é um conjunto linearmente independente?
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2.23def] [ base | Sejam V' um espaco vectorial e S = {z1,...,2,} um subconjunto de V.

Entao, diz-se que S é uma base de V' se .S ¢ um conjunto gerador de V' linearmente

independente.

2.24teo| Sejam V um espago vectorial e o conjunto {z1,...,z,} uma base de V. Entao, todas

as bases de V tém n vectores.

| dimensao de um espago vectorial, dim(V'), espago vectorial de dimensao finita |
Sejam V' um espaco vectorial e o conjunto {zy,...,z,} uma base de V. Entao,

chama-se dimensao do espaco vectorial V' ao nimero de elementos que constituem

a base, escrevendo-se dim(V) = n. Diz-se, ainda, que V é um espago vectorial de

dimensao finita.

2.260bs|(a) Note-se que a defini¢ao anterior faz sentido pois o teorema que a precede garante

que todas as bases de um espaco vectorial tém o mesmo ntmero de elementos.

(b) Qualquer vector de um espaco vectorial de dimensao finita pode ser representado

como combinacao linear tinica dos elementos de uma base do espaco.
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2.27exe

2.28teo

2.29teo

2.30exe

(a) {(1,0)} base de R*?

(b) {(1,0), (1,1)} base de R*?

(¢) {(1,0),(1,1),(0,1)} base de R*?

Seja V' um espago vectorial tal que dim(V') = n. Entao,

(a) qualquer conjunto de m + 1 ou mais elementos de V' é linearmente dependente.
(b) Qualquer conjunto linearmente independente com n elementos de V' é uma base
de V.
Sejam V' um espaco vectorial com dimensao finita e X e Y subespacos de V. Entao,
(a) dim(X) < dim(V).
(b) dim(X) = dim(V) sse X = V.
(a) dim(R3) =3 e
{e1,e0,e3}, e1 =(1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1), e
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2.31exe

{f1, fo, f3}, f1 = (=1,0,0), fo = (0,1,1), f3 = (1,1,1), sdo dois exemplos de

bases de R? (& primeira chama-se base canénica de R?).
(b) dim(R"™) = n.
(¢) dim(Mays(K)) = 6 e {E1, Eio, B3, Fa, Ea, Eas}, em que

100 010 001
Ey = , Bo = , B3 = :

000 000 000

000 000 000
Ey = , Frog = , Froz =

100 010 001

¢ uma base de M. 3(K) (base canonica de May3(K)).

base canénica de R>:
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L2
(b) Escreva a matriz A = € R**% como combinacao linear dos elementos da

34

base canoénica de R2*?:

2.320bs| Seja V' um espaco vectorial tal que dim(V') = n. Entao,
(a) quaisquer m vectores de V' com m > n sao 1d.
(

b) C' conjunto de geradores de V= #C > n.

)
)
(¢) C' conjunto de n vectores li de V' = C' conjunto gerador.
(d) C' conjunto de n vectores geradores de V' = os vectores sao li.
)

(e) C conjunto de geradores de V' constituido por vectores i = #C = n.
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2. Espagos Vectoriais (exercicios)
Mostre que o conjunto R? com as operacdes usuais é um espaco vectorial real.

Mostre que o conjunto R* com as operagoes

@: RtxRt — Rt ®: RxRt — RT

(z,y) — zOy=wmzy (,z) — a©z=a",
é um espago vectorial real.
Mostre que os seguintes conjuntos com as operagoes dadas nao sao espagos vectoriais reais:
(a) R2% (a,b) @ (c,d) = (a,b) e a ® (a,b) = (aa, ab).
(b) R%, (z1,22) & (y1,y2) = (1 + y1,T2 + y2) e @ ® (z1,22) = (?z1, a%12).

(¢) R3, (z1,22,23) D (y1,v2,y3) = (21 4+ y1,0, 22 + 42) € a ® (21,22, 23) = (x1, T2, a3).

Mostre que o conjunto R com as operacoes

®: Rt xRt — Rt ®: RxRt — Rt

(xy) — zoy=1: (a,2) — aor=q°,

nao é um espaco vectorial real.

Averigue se S é um subespaco de R?, sendo:
(a) S ={(x,y,2) €eR®:z =y}
(b) S ={(z,y,2) eR®: 2z =y +2}.
sols 2.5 (a) S é subespago de R3.
(b) S ndo é subespaco de R3.
Escreva, se possivel, o vector v = (3,3) € R? como combinacio linear dos seguintes vectores de R?, e interprete geometricamente os resultados obtidos:
(a) v1 = (1,1). (d) v1 =(1,1),v2 = (2,2).

(b) v1 =(1,2). (e) v1 =(1,-1),v9 = (—1,1).

(c) 11 =1(1,2),v2 = (4,2). (f) v1 =(1,-1),v2 = (0,1),v3 = (2,0).
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sols 2.6 (a) v = 3v;. (d) v=avi + 35%,, a €R.
(b) v nao é uma combinagao linear de v;. (e) v nao é uma combinagao linear de vy e vs.
(c) v=v1 + Fva. (f) v=(6-3)n —l—ﬁvz—l—%v&ﬁeﬂ&

Considere os vectores u = (1,2, —4) e v = (2,5, —6) de R3.

(a) Escreva o vector w = (1, —1,—10) como combinagao linear de u e v.
(b) Para que valor de k é o vector r = (1,0, k) combinagdo linear de u e v?
sols 2.7 (a) w = Tu — 3v.
(b) k= -8.
Escreva u = 5t2 — 8t + 6 como combinacao linear de v = t? —t e w = 2t> — 4.

sols 2.8 ©u = 8v — %w

Indique quais dos seguintes conjuntos de vectores sdo conjuntos geradores do espaco vectorial R2.

(a) A={(1,0),(0,1)}. (d) D={(1,2)}.
(b) B= {(1’2)7(_1a0)}' (e) E= {(172)7(2’4)7(_1’_2)}'
(C) C= {(150)7(0’ 1))(173)} (f) F= {(1’71)7(7%2)}'

sols 2.9 A, Be C.
Indique para que valores de a e 3 o conjunto X = {(1,0, ), (a, 3, 8),(1,0,0),(0,0,1)} é um conjunto gerador de R3.
sols 2.10 a € R, g € R\ {0}.

Verifique se os seguintes conjuntos sao linearmente independentes:

(a) {(3,1),(4,2)} em R?. (c) {(0,-3,1),(2,4,1),(—2,8,5)} em R3.
(b) {(Sa 1)7 (47 _2)’ (77 2)} em R?. (d) {(_1’ 2,0, 2)a (5a 0,1, 1)’ (87 —-6,1, _5)} em R*.
sols 2.11 (a) Sim. (c) Sim.

(b) Nao. (d) Nao.
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Indique para que valores do parametro real «, os vectores a = (1,—2) e b = (o, —1) de R? sdo linearmente independentes.
sols 2.12 o € R\ {3}

Considere no espago vectorial real R3 os vectores v = (a1, 31,1) e va = (az, B2,0) em que ai, as, 31 e B2 sdo constantes reais. Indique, em funcio de aq, az, 1 e

(2 uma condigao necesséria e suficiente para os vectores v; e vo serem linearmente independentes.
sols 2.13 a1 € R, ag € R\ {0}, 51 € R, 32 € R\ {0}.

Considere o espaco vectorial real R? e um seu subespago S = {(x,%,2) € R3|z = y}. Determine dois vectores linearmente independentes u e v de S e mostre que

qualquer vector w € S é uma combinacao linear de u e v.

Sejam V um espago vectorial e {v1,v2,v3} um conjunto de vectores de V' linearmente independente. Entdo, mostre que os seguintes conjuntos também sio

linearmente independentes:

(a) up = vy € ug = vy + va.
(b) uy = 2v1,us = v1 + v2 € uz = —vy + vs.

(¢) wy = v + v2,we = vy + v3 € w3 = V3 + V3.
Considere no espaco vectorial real Ry[x] os vectores u =1, v =1 —x e w = (1 — x)2. Verifique que os vectores u, v e w sdo linearmente independentes.
Averigue quais dos seguintes conjuntos de vectores sdo bases de R?:

(a) A:{(171)7(370)}' (C> C= {(1,1),(0,8)}.

(b) B={(1,1),(0,2),(2,3)}. (d) D={(1,-2),(-2,4)}.
sols 2.17 Ae C.

Averigue quais dos seguintes conjuntos de vectores sao bases de Rs[z]:

(a) A={1,x,2% 23} (c) C={2,x,2% + 23,z + 2% + 23}.
(b) B={l,1+x,1+x+2%1+x+2%+23 23} (d) D={1,1+x,2%+ 2%}
sols 2.18 A.

Determine os valores do parametro « para os quais o conjunto {(a, 6), (1,a)} é uma base de R?.

sols 2.19 a € R\ {—v/6,6}.
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Sejam F = {(z,y,2) € R?: 2 = 0} um subconjunto de R? e u; = (0,2,0), uz = (1,0,0) e uz = (—1,6,0) trés vectores de R3.

(a) Mostre que F é subespaco vectorial de R?.
(b) Verifique que F' = (uy, ug, us).
(¢) O conjunto {u,uz,us} é uma base de F'?

(d) Indique a dimenséao de F.

sols 2.20 (c¢) Nao.
(d) dim(F) = 2.
Sejam V um espago vectorial, v1, va, v3 e v4 vectores de V e {v1,v2} uma base de V.
(a) A= {v1,v2,v3,v4} & um conjunto gerador de V7
(b) A é constituido por vectores linearmente independentes?
(¢) B ={v1} é um conjunto gerador de V?

(d) B é constituido por vectores linearmente independentes?

@
~

(e) Seja C' um subconjunto de V' que gera V. Que pode dizer sobre o nimero de vectores de C?
(f) Seja D um subconjunto de V' constituido por vectores linearmente independentes. Que pode dizer sobre o nimero de vectores de D?

(g) Em que condigdes é que E = {vy,v4} é um conjunto gerador de V?

sols 221 (a) Sim.
(b) Nio.
(¢) Nao.
(d) Sim.

e) #C > 2.

f) #D < 2.

(g) E éum conjunto gerador de V sse vy e vy forem vectores linearmente independentes.
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3.

Sistemas de Equacoes Lineares (notas)

3.1obs| Neste capitulo passa-se a considerar apenas o corpo dos nimeros reais (a generaliza-

3.2def

3.3exe

¢ao a qualquer outro corpo é imediata).

Sejam m,n € N e A = [a;;] € My,xn(R). Entao,

(a) [ linha ¢ de uma matriz, ¢;, coluna j de uma matriz, ¢; |

linha 7 da matriz A e por ¢; a coluna j da matriz A.

representa-se por ¢; a

(b) [ linha nula, coluna nula | Diz-se que ¢; é uma linha nula da matriz A e que ¢;

¢ uma coluna nula da matriz A se todos os seus elementos sao iguais a zero.

(¢) [ pivo,coluna pivo | Ao elemento diferente de zero mais a esquerda de uma linha

nao-nula chama-se pivo. Chama-se coluna pivo a uma coluna da matriz se existe

um elemento pivo nessa coluna.

Identifique os elementos pivo e colunas pivo da matriz A =

00001
00000

02030
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3.4def

3.hexe

Sejam m,n € N e A = [a;;] € My,xn(R). Entao,

(a) [ matriz em escada || diz-se que A é uma matriz em escada se o nimero de elemen-

tos nulos que precedem o pivo aumenta de linha para linha até que, possivelmente,

sobrem apenas linhas nulas.

(b) [ matriz em escada reduzida || Diz-se que A é uma matriz em escada reduzida

se ¢ uma matriz em escada, se todos os pivos sao iguais a um e se estes sao 0s

anicos elementos nao-nulos nas colunas pivo.

Indique quais das seguintes matrizes sao matrizes em escada e em escada reduzida:

1020

0200

01203
00010

00000

10110
01110
00001

00001
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3.0def

3.7exe

| operacoes elementares com linhas | Sejam m,n € N e A € M,,x,(R). Entao,

chama-se operacao elementar com linhas sobre a matriz A a cada um dos processos

seguintes:

(a) troca de duas linhas (¢; < ¢;).
(b) Substituigao de uma linha pela sua soma com um multiplo de outra linha (¢; «
0 + Oéfj, o € R)

(¢) Substitui¢ao de uma linha por um seu multiplo nao-nulo (¢; < af;, « € R\ {0}).

N—O
DO DO
OO~
(@3] \]aw)

Seja a matriz A = [ ] . Efectue a seguinte sequéncia de operacoes na matriz A:

€1<—>€2,€3<—€3—2€1,£1%51—263762%%62661%61—62.



3. Sistemas de Equagbes Lineares (notas) 46

3.8def] [ matrizes equivalentes, A «— B | Sejam m,n € Ne A, B € M,,.»(R). Entao,
diz-se que as matrizes A e B sao equivalentes, escrevendo-se A «—— B, se uma
delas pode ser obtida a partir da outra através duma sequéncia (finita) de operagoes

elementares com linhas.

3.9teo| Seja A uma matriz. Entao, existe uma tinica matriz que é equivalente a matriz A e

que é uma matriz em escada reduzida.

3.100bs| Seja A uma matriz nao-nula. Entao, existe uma infinidade de matrizes que sao

equivalentes a matriz A e que sao matrizes em escada.

3.11def| Seja A uma matriz. Entao,

(a) [ fe(A) | representa-se por fe(A) o conjunto das matrizes que sdo equivalentes a

matriz A e que sao matrizes em escada.

(b) [ fer(A) ]| Representa-se por fer(A) a tnica matriz que é equivalente a matriz A

e que ¢ uma matriz em escada reduzida.
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3.12teo

Sejam m,n € N e A = [a;j] € My«n(R). Entao, o seguinte algoritmo determina

um elemento de fe(A):

Passo 1 [inicializar o algoritmo|

i < 1 e j < (coluna nao-nula mais a esquerda da matriz A).

Passo 2 [seleccionar elemento pivo)

se a;; = 0 entao trocar a linha ¢ com a linha k, em que k = min €.
Ee{qe{i+1,...,m}ay;#0}

Passo 3 |anular os elementos abaixo do pivo)

para p < ¢+ 1 até m fazer

a .
CLZ'j

Passo 4 |terminar?|
se j& se obteve uma matriz em escada, entao terminar; senao, repetir os passos 2 e
3 com i« i+ 1ej« (coluna ndo-nula mais a esquerda da matriz que se obtém

eliminando na matriz A as linhas £q,...,¢;_1).
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3.13teo

Sejam m,n € N e A = [a;j] € My«n(R). Entao, o seguinte algoritmo determina
fer(A):
Passo 1 [inicializar o algoritmo|
determinar um elemento A" = [a},] € M,;,%,(R) tal que A" € fe(A).
i «— (dltima linha ndao-nula da matriz A’) e j < (coluna pivo da linha 7).
Passo 2 |colocar elemento pivd a um]|
1
se a;; # 1 entao £; «— a—,ﬁ;.
ij
Passo 3 |anular os elementos acima do pivo)
para p < 1 até ¢ — 1 fazer
/ / I pl
Passo 4 |terminar?|

se ja se obteve uma matriz em escada reduzida, entao terminar; senao, repetir os

passos 2 e 3 com ¢ < (linha anterior com elemento pivo) e j «— (coluna pivo da

linha 7).
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3.14exe

Seja a matriz A =

0003
0112

0221

. Entao, determine um elemento de fe(A) e fer(A).
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3.15def| Seja A uma matriz. Entao,

(a) [ caracteristica de linha de uma matriz | chama-se caracteristica de linha da
matriz A, que se representa por ¢j,(A), & dimensao do subespago gerado pelas

linhas da matriz A.

(b) [ caracteristica de coluna de uma matriz || Chama-se caracteristica de coluna da
matriz A, que se representa por c.(A), a dimensdo do subespago gerado pelas

colunas da matriz A.

3.16teo| Seja A uma matriz. Entao, ¢,(A) = ceo(A).

3.17def] [ caracteristica de uma matriz | Seja A uma matriz. Entao, chama-se caracteristica

da matriz A, que se representa por c¢(A), & dimensao do subespago gerado pelas

linhas ou pelas colunas da matriz A.

3.180bs| Note-se que a definicao anterior faz sentido pois o teorema que a precede garante

que a dimensao do subespaco gerado pelas linhas da matriz A é igual a dimensao do

subespaco gerado pelas colunas da matriz A.



3. Sistemas de Equagbes Lineares (notas)

o1

3.19teo

3.20exe

3.21def

(a) Sejam A e B matrizes equivalentes. Entao, ¢(A)

= ¢(B).

(b) Seja A uma matriz. Entao, ¢(A) é igual ao ntimero de linhas nao-nulas de qualquer

matriz pertencente a fe(A).

Determine ¢(A), sendo A a matriz dada em

3. 14exe!.

[ sistema de equacgoes lineares, matriz dos coeficientes, vector dos termos indepen-

dentes, vector das incognitas, matriz ampliada, conjunto solugao | Sejam m,n € N,

A = lajj] € Mpxn(R) eb = [bi] € M;x1(R). Entao, diz-se que (S) é um sistema de

m equacoes lineares nas n incognitas xy, o, .

.., Ty € R com matriz dos coeficientes

A e vector dos termos independentes b se (5) é o sistema

2

a11r1 + Q199 + Q133 + - --

a91r1 + a99T2 —+ A93x3 + - - -

\ 11 + Aoy + Q33 + - -

+ A1ndn

+ a9n,Ln

T AmnTnp
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Chama-se vector das incognitas do sistema (5) a matriz coluna x = [z;] € M, «1(R).

Chama-se matriz ampliada do sistema (.5), que se representa por Alb, & matriz

aj; A ayg -+ Gl | b
ao21 Q22 A23 -+ -+ dgp 52
Aml1 Am2 Am3 - Amn bm

Chama-se conjunto solucao do sistema (), que se representa por CS(g), ao conjunto

X1

{(z1,...,2,) e R"|A | : | =0b}.
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3.220bs

3.23def

3.24exe

Note-se que o sistema (5) da definigdo anterior pode ser escrito na forma matricial

ay; aia a3 -+ Gy b1
)
ag21 Q22 A3 -+ QA9p b2
xg — 9
aml1 Am2 Am3 * Amn bm
_ 1z, L

ou, em notacao matricial, como Az = b.

| sistema de equacoes nao lineares | Chama-se sistema de equagoes nao lineares a

um sistema de equacoes que nao é um sistema de equacoes lineares.

Dé um exemplo de um sistema de equacoes lineares de duas equacoes a duas incog-

nitas e de um sistema de equacoes nao lineares de duas equacoes a trés incognitas.



3. Sistemas de Equagbes Lineares (notas) 54

3.25def] [ sistemas equivalentes | Sejam (S7) e (52) dois sistemas de equagoes lineares. Entao,

diz-se que os sistemas (S1) e (52) sao equivalentes se CS(g1) = CS(g9).
3.26def] Seja (S) o sistema de equagoes lineares Az = b. Entao,

(a) [ sistema homogéneo | diz-se que (S) é um sistema homogéneo se b = 0.

(b) [ sistema homogéneo associado | Se b # 0, chama-se a Ax = 0 o sistema homo-

géneo associado ao sistema (.59).

(¢) [ nicleo de um sistema || Chama-se ntcleo do sistema (.S), que se representa por

N(A), ao conjunto solugao do sistema homogéneo associado ao sistema (.9).

3.27exe| (a) Dé um exemplo de um sistema homogéneo de duas equagoes a trés incognitas.

r + 2y = 1
(b) Considere o sistema de equagoes lineares dado por i Identifique

xr — y = 0.
o sistema homogéneo que lhe esté associado e determine o seu ntcleo.
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3.28teo

3.29def

3.30exe

Sejam m,n € Ne A € M,,.«»(R). Entao, N(A) é um subespaco de R" com
dim(N(A)) =n — c¢(A).

Seja (S) um sistema de equagoes lineares. Entao,

(a) [ sistema possivel | diz-se que (S) ¢ um sistema possivel se C'Sgy # 0.

(b) [ sistema possivel e determinado || Diz-se que (S) é um sistema possivel e deter-
minado se #CS5g) = 1.

(c) [ sistema possivel e indeterminado | Diz-se que (S) é um sistema possivel e
indeterminado se #C'S(g) > 1.

(d) [ sistema impossivel | Diz-se que (S) é um sistema impossivel se C'S(g) = 0.

Dé um exemplo de um sistema de equacgoes lineares possivel e determinado, possivel

e indeterminado e impossivel.
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3.31teo| Seja (S) o sistema de equagbes lineares de m equagbes nas n incognitas Ax = b.

Entao,

Alb

. sistema possivel

N
>

n : sistema possivel e determinado

.
.

A

n : sistema possivel e indeterminado

Alb

)
)
)
)

/—\/cl/\/—\
A s s s
—_— —  ~—
]
)
e N e N
s
S

. sistema impossivel.

3.320bs| Seja (S) o sistema de equagoes lineares de m equagoes nas n incognitas Ax = b.

Entao, se n > m o sistema nao pode ser possivel e determinado.

3.33def| [ variavel pivo, variavel livre | Sejam A a matriz dos coeficientes de um sistema de

equagoes lineares e A" € fe(A). Entdo, se a coluna j de A" é uma coluna pivo, diz-se

que z; ¢ uma variavel pivo. Caso contrario, diz-se que ¢ uma variavel livre.

1 + 209 — 23 + T4 = 3

3.34exe| Identifique as variaveis livres do sistema

Xr3 — 2564 = 1.
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3.35teo] Método da eliminacao de Gauss para a resolucao de sistemas de equacgoes lineares:

seja (9) o sistema de equagoes lineares Az = b. Entdo, o seguinte algoritmo deter-
mina C'S(g):

Passo 1 determinar um elemento de fe( Alb).

Passo 2 identificar as variaveis livres.

Passo 3 aplicar método de substituicao de tras para a frente.

3.36teo] Método da eliminacao de Gauss-Jordan para a resolucao de sistemas de equacoes

lineares: seja (5) o sistema de equagoes lineares Ax = b. Entao, o seguinte algoritmo
determina C'Sgy:

Passo 1 determinar fer(A|b).

Passo 2 identificar as variaveis livres.

Passo 3 aplicar método de substituicao de tras para a frente.
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3.37exe

Considere os sistemas de equacoes lineares
(

r1 + 25132 + 3$3 = 14
(S1) < dxy + bxs = 23 e (52)
6xs = 18

r+y+z=0
x + z = 0.

\
Resolva-os através do métodos da eliminacao de Gauss e do método de Gauss-Jordan.
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3.38teo

3.39exe

Sejam n € Ne A € M, «,(R). Entao,

(a) A é uma matriz invertivel se e s6 se ¢(A) = n.

(b) Se A é uma matriz invertivel, a coluna j da sua matriz inversa é a solu¢ao do

sistema de equagoes lineares Ax = e;, em que e; ¢ a coluna 7 da matriz I,,.

Verifique que a matriz A =

112
010

229

¢é invertivel e determine a sua Inversa.
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3.40def

3.410bs

[ determinante de uma matriz | Sejam n € N e A = |a;;] € M,x(R).

Entao,

chama-se determinante da matriz A, que se representa por det(A) ou |A|, ao escalar

definido recursivamente por

(

Al =4 <

. J=1

aii

se n =1,

Zalj(—l)lﬂ\A(l;jﬂ se n > 1,

em que A(.j ¢ a matriz que se obtém a partir da matriz A eliminando a primeira

linha e a coluna j.

Sejam n € N e A = [a;;] € M, x,(R). Entao, por simplificacdo de notacao, escreve-

SE

det(A) = |A|

app a2 - -

a21 Q22 -

aAn1 QAp2 -

A1n

Aon

ann
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3.42¢exe| (a) Calcule |A], em que A = [a;;] € Mayxa(R).

b) Calcule |A|, em que A = |a;;| € M3«3(R) e deduza a “Regra de Sarrus”.
( J

3.43teo| (Teorema de Laplace) Sejam n € N e A = |a;;] € My«n(R). Entao,

n n
— (1) o] = (1) .
‘A‘ B Za”( 1> ‘A(Z;])| — E :aZJ< 1) |A(z;])’ :
! PN ,
NV v
desenvolvimento desenvolvimento |
através da linha 7, através da coluna j,

Vie{l1,2,...,n} Vie{1,2,...,nt
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3.440bs

3.45teo

(a) Notar que a defini¢ao

3.41def

consiste no calculo do determinante através do

desenvolvimento segundo a primeira linha.

(b) Sejam n € N e B = [b;;] € Myxn(R), bj; = (—1)""7. Entao,

+1 =1 41 —1 ---

1 41 =1 +1 ---
B:

+1 -1 41 —1 -

(¢) Como regra pratica, fazer o desenvolvimento a partir da linha ou coluna que tiver

mals zeros.

Sejam A uma matriz quadrada. Entao, A ¢ nao singular se e 86 se |A| # 0.



3. Sistemas de Equagoes Lineares (exercicios) 63

3. Sistemas de Equagoes Lineares (exercicios)

Determine, para cada uma das seguintes matrizes, uma matriz equivalente que seja uma matriz em escada e a matriz equivalente que seja uma matriz em escada

reduzida.
110 2 0 100 2 0 1 3 -1 2 1 0 0 2
00000 00100 0 11 -5 3 00 0 3
(a) A= : (c) C= (e) E= (g) G=
00 2 0 4 100 01 2 -5 3 1 00 00
00015 00 2 0 2 4 1 1 5 00 00
6 3 —4 1 -2 3 -1 12 -1 2 1 1
(by B=|-4 1 -—6]|. d D=12 -1 2 2. ) F=1|2 4 1 -2 3]|. (h) z=1|-1].
1 2 -5 3 1 2 3 36 2 —6 5 3

sols 3.1 Nota: associada a cada matriz nao-nula, existe uma infinidade de matrizes que lhe sao equivalentes e que estao na forma escalonada. As solugoes que a seguir se

apresentam, resultam da aplicagao do algoritmo apresentado em | 3.12teo]|.

11020 1100 —10 1 3 -1 2 1o &+ 3
0020 4 0010 2 0 11 —5 3 01 -5% &
(a) € fe(A), fer(A) = (e) € fe(E), fer(F) =
00015 0001 5 00 0 0 00 0 0
00000 0000 0 00 0 0 00 0 0
6 3 —4 10 £ 12 -1 2 1 1200 3
(b) |0 3 —Z| efe(B).fer(B)= |0 1 —2|. Mt ]1o o 3 —6 1| €fe(F)fer(F)=10 0 1 0 0
00 0 00 0 00 0 -2 % 000 1 —%
100 2 0 10000 1000
001 0 0 00100 0001
(c) € fe(C),fer(C) = . (g) G € fe(G),fer(G) = .
000 —21 00010 0000
000 0 2 00001 0000
1 -2 3 -1 100 # 1 1
(d o 3 -4 4 |efeD)fer(D)=0 1 0 -2 (h) |o]| € fe(x),fer(x) 0l.
0o 0§ -% 001 -2 0 0
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Classifique quanto ao ntimero de solugoes e determine o conjunto solugao dos seguintes sistemas de equagoes lineares:

Ty + 2x9 = 5 Ty + 2x9 + 3x3 = 14
(a) (Sa) (c) (Se)
31’2 = 6. 41’2 -+ 5.%3 = 23.
1 4+ 2mp = 1 T 4+ w + 23 4+ 14 = 1
(b) (Sb) (d) (5d)
Oxz = 2. T + x4 = 1.
sols 3.2 (a) PD. CS(g,) = {(1,2)}. (c) PL CS(se) = {(35%, 255, a)|a € R}.
(b) Imp. CS(gpy = 0. (d) PI. CS(gay = {(—s,1 —t,s,t)|t,s € R}.

Resolva pelo método de eliminagao de Gauss e pelo método de Gauss-Jordan os seguintes sistemas de equagoes lineares:

xr + y + z + w = 0 r + vy + z + 2w = 1
20 — + 2z - w = 5 20 — + z - w = -1

(Sa) ! (Sb) !

Y - w = 0 Y + 3w = 1
x - w = 2. 2z — 2y + 2z — w = -—2.
sols 3.3 (a) CS(gq) = {(1,—1,1,-1)}. (b) CS(spy = {(0,1,0,0)}.
Considere os seguintes sistemas de equagoes lineares:

£L’1+$2+.’E3:3 (E1+IC2:2 £L’1+£E2+£E3:3 SUl—(EQ-’-ICg:l

(Sa) x1 — 29 =0 (Sb) 1+ a3 =2 (SC) 1+ 29 =2 (Sd) —2x1 4+ 219 — 223 = —2
—x1+x3=0. 2x1 + x0 + x3 = 4. 2x1 + 220 + x3 = 1. —x1 + 22 —x3 = —1.

Responda as seguintes questoes para cada um destes sistemas de equagoes lineares:

(a) identifique a matriz dos coeficientes A, o vector dos termos independentes b, o vector das incognitas x e a matriz ampliada Alb.
(b) Classifique o sistema quanto ao ntimero de solugoes e determine o seu conjunto de solugoes.
(¢) Indique a dimensao do subespaco gerado pelas colunas da matriz dos coeficientes.
(d) Indique se o vector dos termos independentes pertence ao subespago gerado pelas colunas da matriz dos coeficientes.

(e) Classifique o sistema homogéneo associado quanto ao namero de solugoes, determine o seu conjunto de solugoes e comente os resultados obtidos.
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1 1 1 3 1

sols 3.4 (S1) (a) A=1]1 -1 0|,b=|0]|,2= |z].Alpb=

-1 0 1 0 3
b) PD. CSapmp = {(1,1,1)}.

(b)
(c)
(d) Sim.
(e) PD. CSa.—0 = {(0,0,0)}.

110 2 1
(S2) (a) A= 1 0 1|.,b=|2]|.,2= |2y A=
2 1 1 4 5
(b) PL CSapmp = {(2—t,t,1)|t € R}.
(c) dim(R(A)) =2
(d) Sim
(e) PL CSap—o = {(—t,t,1)|t € R}
1 1 1 3 T
(S3) (a) A= |1 1 0],b= 2|, 2= |zy|,Alb=
2 2 1 1 5

(b) Imp. CSpz—p = 0.

(c) dim(R(A4)) = 2.

(d)

(e) PL CSaz=0 = {(—s5,5,0)|s € R}.

Nao.

1 -1 1 1 T

(Sa) (a) A= |—2 2 -—2|,b=|-2|,2= |zg|,Alb=

1 1 -1 1 T3
(b) PL CSppep = {(14 s —t,5,8)|s,t € R}.
(c) dim(R(A)) = 1.
(d)

(€) PL CSageo = {(5 —t,5,1)|s,t € R}.

Sim.

—_

[

1 13
-1 0|0
0 110
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Dé exemplos de sistemas de m equagoes lineares a n incoégnitas possiveis e determinados, possiveis e indeterminados e impossiveis para m > n, m = n e m < n,

sempre que tal seja possivel.

Analise o seguinte problema resolvido.

Discuta o seguinte sistema de equagoes lineares em fungao dos parametros reais a e 3:

T + To + x3 - x4 = 0
271 + 23 = B
211 + (a+2)x2 + 223 — x4 = 0

(a+ 1z + 219 — x4 = 0.

1 1 -11]0 11 1 -1]0 11 1 -1 0 —_—
2 0 2 0|8 | tye—ty—20 0 0 2 |8 0 -2 0 2 3
2 a+2 2 —1[0 | f3—05—20 0 « 0 L0 | gy ety + 20, 0 0 0 at+l| £

Lo+l 2 0 —1|0 | fyety—(a+1)l 0 l-a —1-a a |0 | 741500 0 0 —l—a 1 [958 0 4y
11 1 ~1
0 -2 0 2 ]
0 0 —-1-a 1 [0
0 0 0 a+1| £
a#—1 a=1
a# -1 a=-—1
11 1 ~1 0 1 1 1 1] 0
B=0|B#0
0 -2 0 2 B 0 20 2|5
(1-a)8 c(A) 4 3 3
0 0 -1-a 1 |U8 00 0 1|8
c(Alb) 4 3 4

0 0 0 a+1| £ 0o 0 0 o0|-%

PD PI Imp
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Discuta os seguintes sistemas de equacoes lineares Ax = b em funcao dos respectivos parametros reais:

1 1 « 2 1 2 1
(a) A= |3 4 b= |al. () A=13 3 5
2 3 -1 1 0 3 -2
1 0 -3 -3 1 2 2
(b) A= |2 k —1|,b=|-2]. (dA=10 2 1
1 2 k 1 1 01
sols 3.7 (a) PD: a # 3. PI: &« = 3. Imp: nunca.
(b) PD: k#£2Ak# —5. PL: k=2. Imp: k= —5.

)
)

(¢) PD: nunca. PI: ¢ #£3Vvt=3. Imp: c=3At#3.
)

(d) PD: nunca. Pl: a # —1Vt=—1. Imp: a=—-1At # —1.

Calcule, se possivel, as matrizes inversas das seguintes matrizes:

1 0 -1 -1 2
() A=12 0 0 ) C=|2 1
-1 1 0 4 -2
1 2 11
(b) B= : (d) D=
2 4 10
X _
0 5 0 -5 4
-1 _ 1 -1 _
sols 3.8 (a) A7 =0 1 1f. (¢ Ct=110 -7
-1 %0 8 —6
0 1
(d) D~ = )
(b) A matriz B é singular. 1 -1
a 1 1
Determine, por dois processos distintos, para que valores de & a matriz A= |1 « 1| € invertivel.

1 1 «

sols 3.9 e € R\ {-2,1}.
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1 1 0
Considere a matriz A= |1 0 1
0 1 1

(a) Calcule A71.
(b) Mostre que o sistema Ax = b é possivel e determinado, qualquer que seja o vector dos termos independentes b € R3.
(c) Usando a alinea (a), resolva o sistema Az = b, em que b = [b;] € R3, b; = i.

1 1 -1
sols 310 (a) A7'=211 -1 1
-1 1 1

(c) CSar=s ={(0,1,2)}.

Considere as seguintes matrizes:

1 2 2 1 0 1 1 0 1 1
A= ,B1 = , By = , By = , By =
0 -1 1 1 0 0 1 1 1 «

Determine o € R, tal que a matriz A se possa escrever como combinagao linear das matrizes By, By, Bs e By.
sols 3.11 a € R\ {1}.
Indique quais dos seguintes conjuntos de vectores sdo conjuntos geradores do espaco vectorial R2.
(a) A={(1,0),(0,1)}. (d) D={(1,2)}.

(b) B = {(152)7 (_150)} (e) E= {(172)’ (254)7 <_15 _2)}
(C) C= {(la 0), (0, 1)) (17 3)} (f) F= {(17 _1>7 (-2, 2>}

sols 3.12 A, Be C.

Indique para que valores do parametro real «, os vectores a = (1,—2) e b = (o, —1) de R? sdo linearmente independentes.

sols 3.13 o € R\ {3}.

Considere os vectores v; = (a,6),v2 = (1,a) € R?, a € R. Determine os valores do pardmetro o para os quais o conjunto {vy,vs} é uma base de R2.

sols 3.14 a € R\ {—/6,6}.
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Considere o seguinte subconjunto do espaco vectorial real R*:
V={(z,y,z,w) ERYz =y — 32 A z = 2w}.

(a) Mostre que V' é um subespaco vectorial de R
(b) Determine uma base e a dimensao de V.

sols 3.15 (b) Por exemplo, o conjunto {(1,1,0,0),(—6,0,2,1)} é uma base de V e dim(V) = 2.

Considere o seguinte sistema nao linear nas incognitas «, 5 e 7.

2sena — cosf@ + 3tany = 3
4sena 4+ 2cosf — 2tany = 10
6senav — 3cos@ + tany = 0.

Mostre que, neste caso, é possivel concluir que o sistema é impossivel recorrendo ao método de eliminagao de Gauss.

Determine a equagdo da parabola que passa nos pontos (1,2), (—1,6) e (2,3).
sols 3.17 2% — 2x + 3.

1 2 -1 1
-1 -1 2 -1

Calcule o determinante da matriz A = por dois processos distintos.
0o -1 0 1

-1 -2 2 -1

sols 3.18 |4] = —1.

Calcule o determinante das seguintes matrizes:

01 0 0 2 3 3 2
2 1 1 0o -1 2
4 -1 cosa  —senq 1 01 0 1 1 1 1
A= ,B = ,aeR C=11 1 1|, D=|-1 2 0l|,EF= JF =
-1 4 sena  cos« 01 0 1 1 2 2 3
0 2 2 2 -3 -2
0 0 1 1 2 1 2 1

sols 3.19 |A| =15, [B| =1, |C| =0, |[D| =0, |E| =1, |F| = 2.
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4. Aplicagoes Lineares (notas)

4.1def] [ produto cartesiano de dois conjuntos || Sejam A e B conjuntos. Entao, chama-se

produto cartesiano de A e B, que se representa por A X B, ao conjunto

{(z,y)|lxr € A,y € B}.

4.2def] | relacao | Sejam A e B conjuntos. Entao, diz-se que R ¢ uma rela¢ao de A em B

se RC Ax B.

4.3def] Sejam A e B conjuntos e R uma relacao de A em B. Entao,

(a) [ dominio de uma relacao | chama-se dominio da relagdo R, que se representa
por Dp, ao conjunto {xz € A|Jy € B : (z,y) € R}.
(b) [ contradominio de uma relacao | chama-se dominio da relacao R, que se repre-

senta por Cg, ao conjunto {y € B|dz € A : (x,y) € R}.
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4. 4def

4.5def

4.6def

| aplicacao ou funcao ou transformagao ou correspondéncia ou operador |  Sejam
A e B conjuntos e f uma relacao de A em B. Entao, diz-se que f é uma aplicacao
ou funcao ou transformacao ou correspondéncia ou operador de A em B, que se

representa por f: A — B, seVx € A,y e B: (z,y) € f.

[ imagem de um elemento por meio de uma func¢ao ou valor de uma fung¢ao num
elemento | Sejam A e B conjuntos, f uma aplicagao de A em B e x € A. Entao,
chama-se imagem de x por meio de f ou valor da funcao f em x, que se representa

por f(x), ao tnico elemento y € B tal que (x,y) € f.

Sejam A, B, C' e D conjuntos tais que C' C Ae D C B, e f uma aplicagao de A

em B. Entao,
(a) [ imagem de um conjunto por uma aplicacao | chama-se imagem de C' por f,
que se representa por f(C'), ao conjunto {f(x) € Blz € C}.

(b) [ imagem inversa de um conjunto por uma aplicagao ]| Chama-se imagem inversa

de D por f, que se representa por f(D), ao conjunto {z € A|f(x) € D}.
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4.7obs| Sejam A e B conjuntos e f uma aplicacao de A em B. Entao, o contradominio de

f ¢ o conjunto f(A).

Sejam os conjuntos A = {x1, 22}, B = {y1, 49, y3}, C = {x2}, D = {y1,y3}. Entao,

(a) dé um exemplo de uma relacao de A em B que nao é uma aplicagao.

(b) Dé um exemplo de uma relacao de A em B que é uma aplicacao.

(¢) Considerando a aplicagao dada na alinea anterior, determine a imagem de f,

f(C)e f7(D).
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4.9def

4.10teo

4.110bs

| aplicacao linear ou homomorfismo, Lx(V, V'), LIV, V') ] Sejam V e V' espacos
vectoriais sobre o corpo K e f uma aplicacao de V' em V'. Entao, diz-se que f ¢é

uma aplicagao linear ou um homomorfismo se
Ve,y e V,Va e K: flax +y) = af(x) + f(y).

Representa-se por Lx(V, V') o conjunto de todas as aplicagoes lineares de V' em
V' (quando nao for relevante especificar o corpo sobre o qual se definem os espagos
vectoriais V' e V' ou se se depreender do contexto, denota-se o conjunto de todas as

aplicagoes lineares de V' em V' por L(V,V")).
Sejam V' e V' espagos vectoriais e f € L(V, V). Entao, f(Oy) = Oy

Sejam V' e V' espagos vectoriais e f uma aplicacao de V em V'. Entao, se f(0y) #

Oy, f nao é uma aplicacao linear.
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4.12exe

4.13exe

Mostre que a aplicagao f : Ri[z] — R, em que f(ax +0b) = fol(a:c +b)dzx, é linear.

Mostre que a aplicacdo g : R* — R? em que g(a,b) = (a*,0), ndo ¢ linear.
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4.14def] Sejam V' e V' espacos vectoriais e f € L(V, V). Entao,

(a) [ imagem de uma aplicacao linear, Imf | chama-se imagem de f, que se denota

por Imf, ao contradominio de f.

(b) [ nicleo de uma aplicagao linear, Nucf | Chama-se nicleo de f, que se denota

por Nucf, ao conjunto f({0}).

4.150bs| Sejam V' e V' espagos vectoriais e f € L(V, V). Entao, Imf = {f(x) € V'|xr € V'}

e Nucf ={x € V|f(x) =0y}

4.16teo| Sejam V' e V' espacos vectoriais e f € L(V, V). Entao,

(a) se F' é um subespaco de V', f(F) é um subespago de V.

(b) Se F’" & um subespago de V', f~(F") é um subespaco de V.

4.170bs] Sejam V' e V' espacos vectoriais e f € L(V,V'). Entao, Imf é um subespago de V’

e Nucf ¢ um subespaco de V.
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4.18def| Sejam V' e V' espacos vectoriais e f € L(V, V). Entao,

(a) | caracteristica de uma aplicagao linear, ¢y | chama-se caracteristica de f, que

se denota por cr, a dimensao do subespaco Imf.

(b) [ nulidade de uma aplicagao linear, ny | Chama-se nulidade de f, que se denota

por ny, a dimensao do subespago Nucf.

4.19teo] Sejam V' e V' espacos vectoriais e f € L(V,V’). Entao, se dim(V') = n, tem-se que

n=Cc¢+ny.

4.20teo| Sejam V' e V' espacos vectoriais, f € L(V, V') e {uy,...,u,} um conjunto gerador

de V. Entao,

(a) f fica definida desde que se conhecam os vectores f(uy), ..., f(uy).

(b) Tmf = {f(un), -, F(1)).
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4.21exe

Seja f € L(R3 R?) tal que f(x1,x9, x3) = (0,21 + 225 — 3). Determine Imf, ¢y,

Nucf e ny.
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4.220bs

Sejam V' e V' espacos vectoriais, f € Lg(V, V'), C' = {vy,...,v,} uma base de V|

C"={vi,...,v, } uma base de V' e v € V. Entao,

1
Jaq,...,a, € K:v=aqv1+ -+ a,v,,

1 : o / /
- A1y - - -5 Qm1 EK.f(vl)—a11v1+~-+am1vm,
1 . . / /
Fan, s @mn € K f(vn) = apnv] + - + Ampv,,, -

Tem-se, entao, que:

f(v) = flaqvr + -+ + avy)
=i f(vy) + -+ anf(uy)
= ai(anv) + -+ amvy,) + o+ ap(anvy + -+ apny,)
= (aqai + -+ + apa1,)vy + -+ + (Q1am1 + -+ + Q)

— 61?}1 + - +ﬁquln7
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c1m que
51 aiy -+ QAin '
5771 Am1 *° Amn iy

4.23def| | matriz de uma aplicacao linear entre espacos de dimensao finita, A;ccr, Af |

Sejam V' e V' espagos vectoriais, f € Lg(V,V'), C = {vy,...,v,} uma base de
Ve C = {v,...,v } uma base de V'. Entdo, chama-se matriz da aplicacao
linear f relativamente as bases C' e C’, que se representa por Ao v, & matriz

ai;] € Myxn(K) introduzida na observacao anterior.

SeV =R" V' =R"e (C e (' sao as respectivas bases canonicas, entao representa-se

por A a matriz da aplicacao linear f relativamente as bases C' e C".

4.24exe] Seja f € L(R3,R?) tal que f(z,y,2) = (2,0). Entao, determine a matriz de f

relativamente as bases canonicas de R3 e R2.
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4. Aplicagoes Lineares (exercicios)
Considere a aplicagao f : R? — R? definida por f(z,y) = (v — y,0,z). Entao, calcule
(a) f(2,1). (b) f(y,1). (©) f(y,z). (d) flz+2y,y —x).
sols 4.1 (a) f(2,1) = (1,0,2). (b) f(y,1)=(y—1,0,y). (c) fly,x) =(y—=,0,y). (d) flz+2y,2y— =) = (22,0,2 +2y).

4.2exe| Indique, justificando, se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:

(a) Seja fi:R? — R2, em que fi(x,y) = (0, —z). Entdo, f1 € L(R? R?).

(b) Seja fo: R? — R2, em que fo(z,y,2) = (x +y + 2,2 — 3). Entdo, fo € L(R?,R?).

(c) Seja f3: R? — R, em que f3(z,y) = |z — y|. Entao, f3 € L(R? R).

(d) Seja fi: R? — R3, em que fy4(x1,22) = (22,0,21). Entdo, fi € L(R?, R)3.

(e) Sejam A = [ai;] € Maxa(R) e f5: Mayx2(R) — R, em que f5(A) = a11. Entéo, f5 € L(Max2(R),R).
(f) Seja fo: R? — R2, em que fs(x1,22) = (z1 + 1,22). Entao, f¢ € L(R? R)2.

(g) Sejam A = [a;j] € Maxa(R) e fr: Maya(R) — R, em que fr(A) = (a11)?. Entao, fr € L(Max2(R),R).

(h) Sejam n € Ne fg: Myxn(R) — R, em que fs(A) = det(A). Entdo, fs € LMy xn(R),R).
sols 4.2 (a) Verdadeira. (b) Falsa. (c) Falsa. (d) Verdadeira. (e) Verdadeira. (f) Falsa. (g) Falsa.

Sejam «, 8 € R. Entao, determine a relacio entre a e 3 de modo que a aplicagdao f : R — R? em que f(z) = v + « — 23, —x, seja linear.

sols 4.3 o = 20.

Considere as seguintes aplicagoes lineares:

fii R — R fa: R3 — R3
(Qf,y) — $+y (Jf,y,Z) — (x_z705y_2z)'
fo: R3 — R? fa: R* — R3
(z,y,2) — (z+y+ 2z 2c+2y+22). (z,y,z,w) — (z—y,z—w,z—3w).

Determine Imf, ¢y, Nucf, ny e a matriz da aplicagao relativamente as bases canénicas para cada uma delas.
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sols 44 fi: Imfi =R, ¢, =1, Nucfi = {(z, —z)|lr e R} = ((1,-1)), ny, =1, Ay, =[11].

f3: Imfs = {(2,0,2)|z, 2 € R} = ((1,0,0), (0,0,1)), ¢, = 2, Nucfs = {(z,22,2)|z € R} = ((1,2,1)), ny, = 1, Ay, = {é 00 ]
1-10 0
fa Imfy = R3, cf, = 3, Nucfy = {(3w, 3w, w,w)jw € R} = ((3,3,1,1)), ny, =1, Ay, = [o 01 }

1

Para cada uma das alineas seguintes, determine a fungao f sabendo que é uma aplicacao linear definida por:

(a) f(1,0)=(-1,1,2) e f(0,1) = (3,0,1).
(b) £(1,2) = (3,—1,5) e £(0,1) = (2,1, -1).

(¢) f(1,1,1) =3, f(0,1,-2) =1 e £(0,0,1) = —2.
sols 4.5 (a) f(z,y) = (—z + 3y, x, 2z + y).
(b) f@.9) = (~a+29,~32 + 3,72 — )
(¢) f(z,y,2) =8z — 3y — 2z.
Seja f uma aplicagdo linear de R® em R3. Sabendo que £(0,0,1) = (0,0,1) e Nucf = ((1,1,1),(0,1,1)), determine f(z,y, z) para qualquer (z,y, z) € R3.
sols 4.6 f(z,y,2) = (0,0,z — y).
Seja f uma aplicagdo linear de R? em R3. Sabendo que f(1,0) = (0,1,1) e Nucf = ((0,1)), determine f(x,y) para qualquer (z,y) € R2.
sols 4.7 f(z,y,z2) = (0,z,x).
Sejam A = {[7 2Y] |z,y € R} e f uma aplicagdo de A em Myy2(R), tal que f(A) = ["1V 7 ].

(a) Mostre que f é uma aplicacao linear.

(b) Determine as dimensées do Nucf e da Imj.
sols 4.8 (b) ny =0, ¢y =2.
Sejam n € N; K um corpo, M € M,,»,(K) e f uma aplicagdo de M, x,(K) em M, «,(K), tal que f(A) = AM — MA.

(a) Mostre que f é uma aplicagao linear.

(b) Considerando M = [{ 3], determine uma base e a dimensao para o nucleo de f.

sols 4.9 (b) Por exemplo: {[§ o'].[§ 91}, np=2.
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5. Valores e Vectores Proprios (notas)

5.1def] [ vector proprio de uma matriz associado a um valor proprio | Sejam n € N e
A € M« (C). Entao, diz-se que x € C" é um vector proprio da matriz A associado

ao valor proprio A € Cse x # 0 e Az = .

5.2def] [ espectro de uma matriz | Sejamn € Ne A € M,,»,(C). Entdo, chama-se espectro

de A, que se representa por A(A), ao conjunto de todos os valores proprios de A.

5.30bs| (a) Neste capitulo passa-se a considerar o corpo dos niimeros complexos, pois existem

maftrizes reais cujos valores proprios sao nimeros complexos.
(b) Cada vector proprio esta associado apenas a um valor proprio.

(¢) Se x é um vector proprio associado ao valor proprio A € C, entdo, ax, a € C\{0},

também é um vector proprio associado ao valor proprio A € C.

(d) O seguinte teorema indica-nos um processo de calcular A(A).
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5.4teo

5.hdef

5.6teo

5.70bs

Seja A € Mx,(C). Entao, A € A(A) se e s6 se det(A — A1) = 0.

Seja A € M,,»,(C). Entao,

(a) [ polinomio caracteristico de uma matriz | chama-se polinémio caracteristico da
matriz A, que se representa por I14(\), ao polinomio det(A — AI,).

(b) [ equacao caracteristica de uma matriz | Chama-se equagao caracteristica da
matriz A & equagao I14(A) =0 .

(¢) [ multiplicidade algébrica de um valor proprio | Seja A um valor préprio de

A. Entao, chama-se multiplicidade algébrica de A a multiplicidade do escalar A

enquanto raiz da equacao caracteristica.
(d) [ valor proprio simples | Seja A um valor proprio de A. Entao, diz-se que A é um
valor proprio simples se tem multiplicidade algébrica um.

Seja A € M,,x,(C). Entao, o coeficiente do termo de grau n do polinémio caracte-

ristico da matriz A ¢ (—1)" e o seu termo independente de A é det(A).

Seja A € M, «n(C). Entao, IT4(A) = (=1)"\"+ - - - + det(A).
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5.80bs| Seja A € M,,,(C). Entao,

(a) os valores proprios da matriz A sao os zeros do seu polindmio caracteristico.

(b) Se A é um zero do polindémio caracteristico com multiplicidade k, entdo, A é um

valor proprio da matriz A com multiplicidade algébrica k.

(¢) Se A é um valor proprio da matriz A, entao os vectores proprios associados a A

sao as solugoes nao-nulas do sistema homogéneo (A — A\I,)z = 0.

(d) Do Teorema Fundamental da Algebra resulta que I14()\) tem exactamente n zeros,
podendo alguns deles ser iguais. Assim, sejam ni, no, ..., Nn,, as multiplicidades

dos m(< n) zeros distintos A, Ao, ..., A\, de T14(A). Entao,
40 = (<1 = M)A = )"+ (= A,

em que nq + N9 + - - - + Ny, = n. Aos nimeros nq, no, .. ., Ny, chama-se multipli-

cidade algébrica dos valores proprios Ay, Ag, ..., A\, respectivamente.

5.9teo| Seja A uma matriz quadrada. Entao, A é invertivel se e s6 se 0 ¢ A\(A).
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H.10exe

Determine os valores proprios da matriz A e os vectores proprios associados ao valor

proprio de menor modulo, em que

21 0

AZOl—la
02 4

comecando por mostrar que o polindémio caracteristico é dado por

M (A) = =AF+7TA2 —16A + 12 = (2 — A)*(3 — \).
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5. Valores e Vectores Proprios (exercicios)

Determine o espectro das seguintes matrizes, bem como os vectores proprios associados:

sols 5.1

Seja A = [a;5] € Mpxn(K). Entéo, define-se o traco da matriz A, que se representa por tr(A4), como sendo tr(A4) = >
B = [b;;] € Max2(K), mostre que IIg(\) = A% — tr(B)A + det(B).

(a)

1 -3 3 3 0 -1 1 2 1 4 01
1 4 1 -1
A= B = C=13 =5 3/, D=0 2 0|, E=]2 0 =2/, F=|-2 10
2 3 2 -1
6 —6 4 -1 0 3 -1 2 3 -2 0 1
A(A) ={-1,5}.
Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio A\ = —1: 'V} = {(—2a, a)|a € C}\ {(0,0)}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 5: Vo = {(«, a)|a € C} \ {(0,0)}.

A(B) = {—i,i}.
Conjunto dos vectores proprios associados ao valor préprio Ay = —i: Vi = {(15;, @)a € C} \ {(0,0)}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay =i: Vo = {(7%;,a)la € C}\ {(0,0)}.

AC) ={-2,4}, em que o valor proprio A\; = —2 tem multiplicidade algébrica 2.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = =2: Vi = {(8 — «, 8, a)|a, 8 € C}\ {(0,0,0)}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 4: Vo = {(5, §,a)|a € C} \ {(0,0,0)}.

A(D) = {2,4}, em que o valor proprio A\; = 2 tem multiplicidade algébrica 2.
Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 2: Vi = {(«, 3,a)|a, 8 € C}\ {(0,0,0)}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 4: Vo = {(—a, 0, a)|a € C}\ {(0,0,0)}.

M E) ={0,2}, em que o valor proprio A2 = 2 tem multiplicidade algébrica 2.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio A\; = 0: Vi = {(a, —a, )| € C} \ {(0,0,0)}.
Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 2: Vo = {(«,0,a)|a € C}\ {(0,0,0)}.
AMF) =11,2,3}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 1: Vi = {(=§%, 8,a)|a, 8 € C}\ {(0,0,0)}.
Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio Ay = 2: Vo = {(=5, a, a)|a € C} \ {(0,0,0)}.

Conjunto dos vectores proprios associados ao valor proprio A3 = 3: V3 = {(—a, a,a)|la € C}\ {(0,0,0)}.

i, a;;. Considerando, agora, a matriz
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Sejam n € N e A € M, «n(R) a matriz associada a aplicagao linear f4. Diga se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(a) a matriz A ¢ invertivel se e s6 se C'S(a,—0) = {0}.

(b) A matriz A ¢ invertivel se e s6 se #CS(a,—p) = 1, Vb € R".

(c) A matriz A ¢ invertivel se e s6 se det(A) # 0.

(d) A matriz A é invertivel se e s6 se Imfs = R™.

(e) A matriz A é invertivel se e s6 se as colunas da matriz A sdo linearmente independentes.
(f) A matriz A é invertivel se e s6 se as linhas da matriz A sdo linearmente independentes.
(g) A matriz A é invertivel se e s6 se as colunas da matriz A geram R".

(h) A matriz A é invertivel se e so se as linhas da matriz A geram R™.

(i) A matriz A é invertivel se e s0 se as colunas da matriz A formam uma base de R™.

(j) A matriz A é invertivel se e s6 se as linhas da matriz A formam uma base de R".

(k) A matriz A é invertivel se e s6 se ny, =0.

(1) A matriz A é invertivel se e s6 se ¢, = n.

(m) A matriz A é invertivel se e 86 se 0 ¢ A(A).

sols 5.3 Todas as afirmagoes sao verdadeiras.
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6. Geometria Analitica (notas)

6.1def] | produto interno de dois vectores ou produto escalar de dois vectores | Sejam V

um espaco vectorial real e a aplicagao
o VxV — R

(z,y) — z-y

a)Ve,yeV . x-y=y-x.

b)Ve,y,zeV xz-(y+z)=z-y+x-z
(c
d)Ve e V\{Oy} :z-2>0.
(e

Entao, diz-se que V' esta munido do produto interno ou produto escalar (z,y) — x-y.

(a)
(b)
) Va,y € V,Ya €R: (az) -y = afz - y).
(d)
)

6.20bs| Também se usam as notacoes x|y, (z,y), (z,y) e (x|y) para representar o produto

interno dos vectores x e .
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6.3def] [ espaco euclidiano | Um espaco vectorial real de dimensao finita munido de um

produto interno diz-se um espaco euclidiano.
Seja a aplicacao
R3 x R? o R
(w1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) —— (@1, T2, 23) * (Y1, Y2, Y3) = T1y1 + Tay2 + T3Y3.

Entao, (R?,-) ¢ um espaco euclidiano.

6.50bs| O produto interno por defeito de R? é o produto interno do exemplo anterior.

6.6exe] Determine o produto interno dos vectores z = (1,0,2) e y = (3,1, 0).

6.7def] [ norma | Sejam V um espago vectorial real e a aplicagao

-V — R
v — |z,

tal que
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6.8def

0.9teo

6.10def

6.110bs

(a) Y,y € V- lz +yll < =] + [yl

(b) Vo € V,Va € R : ||azx|| = |af||x||.

(c) Ve € V\{O0y} ||| > 0.

(d) lov]| = 0.

Entao, diz-se que V' estd munido da norma x — ||z||.

[ espaco normado | Um espago vectorial real munido de uma norma diz-se um espago

normado.

Sejam V- um espaco euclidiano e a aplicacao
v — R
T — JT-T.

Entao, (V]| - ||) € um espago normado.

[ norma induzida pelo produto interno | A norma definida no teorema anterior

chama-se norma induzida pelo produto interno.

Por defeito, a norma num espaco euclidiano ¢ a norma induzida pelo produto interno.



6. Geometria Analitica (notas) 91

6.12teo| Seja a aplicacao

- R — R
(331,5132,5133) — H(£131,5132,5133>H — \/QE%—FZL’%—FQI?%
Entao, (R3] - ||) é um espaco normado. (Esta ¢ a norma induzida pelo produto

interno de | 6.4teo).)

6.13def] [ vector unitario | Sejam (V,-) um espaco euclidiano e x € V. Entao, x diz-se um

vector unitério se ||x|| = 1.

6.14exe] Determine as normas dos vectores x = (1,0,2) ey = (3, 1, 0) e indique se sdo vectores

unitarios.

6.15teo| Desigualdade de Cauchy-Schwarz: seja (V, -) um espago euclidiano. Entao,

v,y e Ve -yl < eyl
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6.16def] Sejam (V,-) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto interno e

x,y € V. Entao,

(a) [ distancia entre dois vectores | chama-se distancia entre os vectores x e y, que
se representa por d(z,y), a || — y||.
(b) [ angulo entre dois vectores | Chama-se angulo entre os vectores x e y, que se

representa por Z(x,y), a 0, onde

0 =0sex=0youy=0y.

vy se x # Oy e y #£ Oy.
([l

(¢) [ vectores ortogonais | Os vectores z e y dizem-se ortogonais, que se representa

cos =

por xz Ly, se ZL(x,y) =7

6.170bs| Sejam (V) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto interno e

x,y € V. Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que —1 < m <1,

pelo que a definicao de angulo entre dois vectores faz sentido.
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6.18exe| Determine a distancia e o angulo entre os vectores x = (1,0,2) e y = (3,1,0) e

indique se sao vectores ortogonais.

6.190bs| Sejam (V) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto interno e

x,y € V. Entao,
(a) x -y = ||lz||[ly[| cos §, em que L(z,y) = 6.

(b)se x # 0y ey # Oy, entdao, v L yseesdsex-y=0.

6.20def] [ produto externo de dois vectores ou produto vectorial de dois vectores de R ]

Sejam o espaco vectorial R? e x = (z1, 22, 23), ¥ = (y1, 2, ¥3) € R, Entdo, chama-
se produto externo de x e y, que se representa por x X y, ao elemento de R? definido

por

(@2y3 — T3y, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — Tay1) € R,
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6.210bs| Sejam {ej, €2, €3} a base canonica de R® e © = (21,29, 23),y = (y1,v2,y3) € R

Entao, o produto externo de x e y pode ser calculado através do determinante sim-
bolico
€1 €2 €3

XY= |xr1 T2 X3 -

Yy Y2 Y3

6.22exe| Sejam os vectores x = (1,0,2) e y = (3,1,0). Entao, determine = X y.
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6.23def] [ triedro directo ]| Sejam a, b, c € R? vectores ortogonais dois a dois. Entao, diz-se

que os vectores a, b e ¢ formam um triedro directo se um observador colocado no

ponto (0,0,0) e com a cabega na parte positiva do vector ¢, vé a a direita de b.

6.24teo] (a) Vo € R3: 2 x 0 = 0.

)
M) Vr,y e R 1o xy =~y X z.
(c)Vo,y e R3Va e R: 2z x (ay) = alz X y).
(
(e

OVr,ye R : (zxy) Lze(zxy) Ly.
)

) Vr,y,z€RY: (z+y)Xz=0Xz2+yX 2
)

Vo,y,2 R x x (y+2) =z xy+x X2

(g) Va,y € R? 1 x x y = (||z||[|ly|| senb) n, onde Z(z,y) = 0 e n € R® ¢ um vector

unitarioon L xen 1L y, e a, b e n definem um triedro directo.

(h) ||z x yl| ¢ igual a area do paralelogramo que tem como dois dos lados x e y.
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6.250bs

(a) Um dos conceitos principais em Algebra Linear ¢ o de “espaco vectorial”, no qual

intervem “vectores” e “escalares” sujeitos a certas leis operatorias. Na Geometria

Analitica do “espaco ordinario”, um dos conceitos fundamentais é o de “ponto”.

(b) Considere-se no “espaco ordinario” um ponto fixo, a que se chama origem e que se

denota por O, e trés eixos ortogonais concorrentes no ponto O, que se denotam
por OX, OY e OZ, no sentido directo, i.e., um observador colocado na origem
e com a cabeca na parte positiva do eixo OZ, vé OX a direita de OY. Um
ponto P do espaco ordinario fica identificado por trés coordenadas, escrevendo-
se P = (p1,po,p3), em que p; € a distancia do ponto ao plano YOZ, ps é a
distancia do ponto ao plano XOZ e p3 é a distancia do ponto ao plano XOY .
As coordenadas py, ps e p3 chama-se abcissa, ordenada e cota, respectivamente.
Note-se, entao, que se pode estabelecer uma relagao entre o ponto P = (p1, p2, p3)
do espaco ordinario e o vector v = pie; + paes + pses do espaco vectorial real R?,
em que {eq, €9, €3} representa a sua base canonica, 7.e., e; = (1,0,0), e5 = (0, 1,0)

e e3 = (0,0,1): o vector v é representado geometricamente por um vector cuja
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origem coincide com a origem do sistema de eixos coordenados e cujo extremo ¢
o ponto P de coordenadas (p1, po, p3). Assim, passa-se a denotar indistintamente
por R3 o espaco ordinario e o espaco vectorial real.

(c) Sejam, agora, A = (a1,as,a3) e B = (b1, by, b3) pontos do espago ordinario.
Entao, denotam-se os segmentos orientados no espaco ordinario com ponto inicial
A e com ponto final B por AR que correspondera ao vector v = (by — ay)e; +
(by — ag)es + (bs — ag)es, ou seja, o seu segmento equipolente (mesma direcgao,

comprimento e sentido) aplicado na origem.
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6.26def] [ equacao cartesiana de um plano | Equagao do plano o que contém o ponto A =

(ay, as, as) e que é perpendicular ao vector nao-nulo v = (w1, uz, uz): seja o ponto

P = (x,y, z). Entao,
Peaseesose (P—A) - u=0,
ou seja,
(x —ap)uy + (y — ag)us + (z — az)ug = 0 < ax + by + cz = d,

em que a = Uy, b = ug, ¢ = uz e d = uja; + usas + uzas. Chama-se equacao
cartesiana do plano a a equacao ax + by + cz = d.

6.270bs| Seja o plano a dado pela equacao cartesiana equacao ax + by + cz = d. Entao, o

vector v = (a, b, ¢) ¢ perpendicular a a.
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0.28exe

Determine a equacao cartesiana do plano « tal que:

(a) passa na origem e é perpendicular ao vector v = (1,2, 3).

(b) Passa na origem e ¢é paralelo aos vectores u = (1,1,1) e v = (1,0, 0).

(¢) Passa nos pontos A = (1,0,0), B=(0,1,0) e C'= (0,0, 1).
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6.29def

| equagao vectorial de uma recta, equagoes paramétricas de uma recta, equagoes
cartesianas de uma recta, vector director de uma recta | Equacao da recta r que
passa pelo ponto A = (aq, as, az) e que é paralela ao vector nao-nulo u = (uq, ug, u3):

—
seja o ponto P = (z,y,2). Entao, P € r se e s6 se AP || u, ou seja,
P — A =oau, o € R : equacao vectorial,

ou
r— a3 = auy

X Y —ay = Quo - equagoes parameétricas.

\ < — a3 = AUs
Se se eliminar o parametro o das equacoes paramétricas, obtém-se as equagoes car-
tesianas.

Chama-se vector director da recta r ao vector w.
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6.30exe

Determine a equacao vectorial, as equagoes parameétricas e as equacoes cartesianas

da recta r que passa no ponto A = (—1,0,2) e é paralela ao vector v = (1,2, 3).
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6.31def] | distancia entre dois pontos | Sejam P = (p1, p2, p3) € Q = (q1, g2, q3) dois pontos de

R3. Entao, chama-se distancia entre os pontos P e @, que se representa por d(P, Q),

a

d(P,Q)=+/(p1 — q1)? + (p2 — @)? + (p3 — q3)2.

6.32def] [ distancia de um ponto a um plano | Sejam P um ponto de R3 e 7 um plano. Entao,

chama-se distancia de P a m, que se representa por d(P, ), a d(P,7) = d(P, @), em

que

(a) r é a recta perpendicular a m que passa em P.

(b)Q@=mNr.

6.33exe| Determine a distancia entre o ponto P = (0,1, —2) e o plano a cuja equagao carte-

slana é x +y+ 2z = 1.
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6.34def

0.3bexe

[ distancia de um ponto a uma recta | Sejam P um ponto de R? e r uma recta. Entao,
chama-se distancia de P a r, que se representa por d(P,r), a d(P,r) = d(P,Q), em

que
(a) ™ é o plano perpendicular a r que passa em P.

(b)Q@=mNr.

Determine a distancia do ponto P = (0,1, —2) a recta r definida pelas equagoes

cartestanas ¢ +y — 2z =4 ex + 2y — 3z =4.
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6.36def] [ angulo entre dois planos | Sejam 7 e v dois planos tais que v = (a1,by,¢1) L 7

e v = (ag, by, o) L 1. Entao, chama-se angulo entre 7 e 1), que se representa por
Z(m,), a

/(1)) = arccos u- 0|

[ul|[|v]]
|CL16L2 + b1by + 6162|

V@ + 0+ 3 a3+ b+ c}

— arcCcCos

6.37exe| Determine o angulo entre os planos a e 3, cujas equagcoes cartesianas sao x+y+z = 1

e 2x — y + 2z = 2, respectivamente.
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6.38def] [ angulo entre duas rectas | Sejam 7 e s duas rectas tais que u = (uy,ug, u3) e

v = (v1,v92,v3) sao os seus vectores directores, respectivamente. Entao, chama-se

angulo entre r e s, que se representa por Z(r, s), a

u - v
/(r,s) = arccos
| lullffo]

|U1?)1 + UoVo + ’LL3U3|
2 2 2 2 2 2"
VU2 + ud 4 uinvP + vd 4 03

— alI'CCosS

6.39def] [ angulo entre uma recta e um plano | Sejam r uma recta em que u = (uy, ug, ug) é

0 seu vector director e m um plano tal que v = (a, b, ¢) L w. Entao, chama-se angulo

entre r e 7, que se representa por Z(r,m), a

o |ue
/(r,m) = arcsin
| lullffo]

|auy + bus + cus
Va2 + 02 4 A\ /ud +ud +ud

= arcsin




6. Geometria Analitica (notas) 106

6.40def] (a) [ superficie de segunda ordem, superficie quadrica, quadrica | Chama-se super-

ficie de segunda ordem ou superticie quadrica ou quadrica ao conjunto de pontos
(z,y,2) € R3 cujas coordenadas cartesianas satisfazem uma equacao algébrica

inteira do segundo grau, i.e., que satisfaz a equacao
a11x2+2a12xy+2a13:1:z+2a14:c+a22y2+2a23yz+2ag4y+a33z2+2a34z+a44 = 0.

(b) [ superficie de revolucao, geratriz de uma superficie de revolucao, eixo | Chama-
se superticie de revolucao a uma quadrica gerada pela rotacao de uma curva
plana, a que se chama geratriz, em torno de uma recta, a que se chama eixo, que

esta no plano da geratriz.

(¢) [ superficie cilindrica, geratriz de uma superficie cilindrica, directriz | Chama-
se superficie cilindrica a uma quadrica gerada por uma recta, a que se chama
geratriz, que se move paralelamente a uma recta fixa apoiando-se numa curva,
a que se chama directriz. Se a directriz for uma curva plana e a geratriz for
perpendicular a um plano que contenha a curva, a superficie cilindrica diz-se

recta.
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(d) [ trago de uma quadrica | Chama-se trago a intersec¢ao de uma quadrica com

um plano.

6.41def] (a) [ simetria de uma quadrica relativamente a um plano coordenado || Uma quadrica

diz-se simétrica relativamente a um plano coordenado se a sua equacao nao se

alterar quando a variavel medida a partir desse plano mudar de sinal.

(b) [ simetria de uma quadrica relativamente a um eixo coordenado | Uma quadrica
diz-se simétrica relativamente a um eixo coordenado se a sua equacao nao se

alterar quando as variaveis que nao sao medidas sobre esse eixo mudam de sinal.

(¢) [ simetria de uma quadrica relativamente a origem | Uma quédrica diz-se si-
métrica relativamente a origem se a sua equacao nao se alterar quando as trés

variavels mudam de sinal.



6. Geometria Analitica (notas) 108

6.42teo

6.430bs

Através de mudancas de coordenadas (rotacao e/ou translagao), é sempre possivel

transformar uma quéadrica numa das seguintes formas canonicas:

(a) M + Xoy? + X32° +d =0, A, Ay, \3 € R\ {0}, d € R.

(D) M2+ Ay? +d =0, A\, 2 e R\ {0}, d € R.

() Mz +d=0, A\ €eR\ {0}, deR.

(d) Miz? + Xoy® = 2az, My A € R\ {0}, a € R.

(e) Miz? = 2ay, \ e R\ {0}, a € R.

O objectivo do que resta deste capitulo é identificar e esbocar o grafico de uma

quadrica conhecida a sua forma canonica.
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6.44def] [ elipsoide, esfera | Sejam a, b, ¢, p € RT. Entao, chama-se elipsoide & quadrica cuja

equacao canonica €

T i o
+ — 4+ — = 1,a, b ¢ c nao todos iguais,

a’  b* 2

e esfera a quadrica cuja equacao canodnica é

2+ oyt + 2% = pt

6.45exe] A quadrica cuja equacao é 22 +5y*+32° =1 (a=1,b= ?, c= @) ¢ um elipsoide.

A sua representacao é
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2
6.460bs| Sejam a, b, ¢ € R™ ndo todos iguais e o elipsoide ﬁ—; + %—2 'Z—Q = 1. Entao,

(a) tracos:

[\]

e no plano XOY — a elipse

IS
I
\.H
N
I
-

e No plano XOZ — a elipse

|l\2
Do b
|
\‘H
<
|
-

o

e No plano YOZ — a elipse

?\‘3|@w QL\D|&[\D Ql\5>|Hl\9
+ + +

e
|
\.P—\
=
I
-

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos

coordenados e a origem.

. . T . .
(¢) Superficie de revolugao se a = b, em que a geratriz é a elipse z =z =1coeixo
T
2

l'2 22
eixo € o eixo coordenado OY; ou se b = ¢, em que a geratriz é a elipse 5+ %5 =1

¢ 0 eixo coordenado OZ, ou se a = ¢, em que a geratriz € a elipse ©

8
T
_|_
@D

O

e 0 elxo € o eixo coordenado OX.
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6.47def] [ hiperboloide de uma folha | Sejam a, b, ¢ € R™. Entao, chama-se hiperboloide de

uma folha a quadrica cuja equacao canonica é

72 y2 22_ 72 y2 22_ 72 y2 22_1
a2+b2_02_1 ou ?—?—i—g—l ou —a2—|—b2+62—.

b=1,c=1) ¢éum hiperboldide

) )

6.48exe] A quadrica cuja equacao é 22 +y> —22=1(a=1

de uma folha. A sua representacao é

i
. \A/

— R

()
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6.490bs| Sejam a, b, c € R™ e o hiperboldide de uma folha £ > 4+ y—2 — 2—2 = 1. Entao,
(a) tracos:
e 10 plano XOY — a elipse 5 4L =z =1,2=0.
e No plano XOZ — a hipérbole & — % =1, y = 0.
e No plano YOZ — a hipérbole z—; — i—; = = 0.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos

coordenados e a origem.

. . L 2 2
(¢) Superficie de revolucao se a = b, em que a geratriz é a hipérbole %2 —5=1leo

eixo é o eixo coordenado OZ.
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6.50def] [ hiperboloide de duas folhas | Sejam a, b, ¢ € R™. Entao, chama-se hiperboldide de

duas folhas a quadrica cuja equacao canonica é

22 g2 g2 22 2 2 22 g2 2
aQ_b2_02:1 ou —?—I—ﬁ—gzl ou —a2—b2—|—c2:1.
6.5lexe] A quéadrica cuja equacdo ¢ ‘%2 — 22 =222 =1(a =3, b= g, c = g) ¢ um

hiperbolodide de duas folhas. A sua representacgao é

ZA

O\ -




6. Geometria Analitica (notas)

114

6.520bs| Sejam a, b, ¢ € R™ e o hiperboldide de duas folhas 2—; — z—; — i—; = 1. Entao,

(a) tracos:
e no plano XOY — a hipérbole i—; — g—; =1, 2=0
e No plano XOZ — a hipérbole i—; — j—j =1, y=0.

e No plano YOZ — nao existe.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos

coordenados e a origem.

. . o 2
(¢) Superficie de revolucao se b = ¢, em que a geratriz é a hipérbole = — ‘Z—Q =1leo

elxo é o eixo coordenado OX .
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6.53def] [ cone | Sejam a, b, ¢ € RT. Entao, chama-se cone a quadrica cuja equagao candnica

2 2 2 2 2 2 2 2 2
€T Yy Z_ €T Yy Z_ X Yy Z_
a2+b2_02_0 ou ?—?‘F?—O ou —a2+b2+62—0.

6.54exe] A quédrica cuja equacao é 22 +y* —2°=0(a=1,b=1,¢c=1) é um cone. A sua

representacao €
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2
6.550bs| Sejam a, b, c € R™ e o cone 2—; + ?Z—Q — i_j = 0. Entao,

(a) tracos:
e 1o plano XOY — o ponto (0,0,0).

e No plano XOZ — o par de rectas

QIR

==x2, y=0.
e No plano YOZ — o par de rectas

(SN

=+ v=0.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos
coordenados e a origem.

(¢) Superficie de revolugao se a = b, em que a geratriz é a recta % =2,z =0eo0elxo

¢ 0 eixo coordenado OZ.
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6.56def

6.57exe

[ cilindro eliptico, cilindro circular | Sejam a, b, ¢, p € R™. Entao, chama-se cilindro

eliptico a quadrica cuja equacao canonica é
2 2 2 2 2 2
r° Yy Tz y: oz
?%—ﬁzl,a#b, ou ﬁ—kgzl,a;éc, ou ﬁ—l—?:l,b#c,

e cilindro circular a quadrica cuja equacao canonica ¢

x2+y2=,02 ou x2+z2:p2 ou y2+22:,02.

S

A quédrica cuja equacao é 2 +2y* =1 (a = 1, b = %) é um cilindro eliptico. A

sua representacao é
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6.580bs

Sejam a,b € R", a # b, e o cilindro eliptico ﬁ—; + % = 1. Entao

(a) tracos:
e no plano XOY — a elipse 2_3 + ‘z—; =1, 2=0.
e No plano XOZ — o par de rectas x = +a, y = 0.

e No plano YOZ — o par de rectas y = £b, x = 0.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos

coordenados e a origem.

(¢) Superficie cilindrica recta, em que a directriz é a elipse

paralela ao eixo coordenado OZ.

[\]

L+

a2

Yy

2
62

= 1 e a geratriz é
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6.59def

6.60exe

[ cilindro hiperbolico | Sejam a,b,c € R*. Entao, chama-se cilindro hiperbolico a

quadrica cuja equacao canonica, €

22 g 22 P 2 52
?—ﬁzl ou —;—i—ﬁzl ou ﬁ‘?zl ou
2 2 2 2 2 2
ez Yooz yooozt

—erg—l ou E_E_l ou —ﬁ—l—g—l.
A quadrica cuja equacio ¢ 2° — 4y’ =1 (a=1,b= %) ¢ um cilindro hiperbolico. A
sua representacao ¢

|
~) LN
4 A
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6.61obs| Sejam a,b € R* e o cilindro hiperbolico g—i — %_j = 1. Entao,
(a) tracos:
e no plano XOY — a hipérbole i—; — g—; =1, z=

0.
e No plano XOZ — o par de rectas x = £a, y =0

e No plano YOZ — nao existe.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos

coordenados e a origem.

. 1., . . . , . ’ 2 2
(¢) Superficie cilindrica, em que a directriz é a hipérbole % — %

7 = 1 e ageratriz ¢

paralela ao eixo coordenado OZ.
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6.62def

0.63exe

[ paraboldide eliptico, paraboldide circular ]| Sejam a, b, ¢, p € RT e p,q,r € R\{0}.
Entao, chama-se paraboloide eliptico a quéadrica cuja equacao canodnica é

2 2 2 2 2 2
T Y T z Y <
?‘F?:szaa#ba ou ?‘l'?:qu)a?éQ ou ﬁ—l—gzﬂac,b#c,

e paraboloide circular a quadrica cuja equagao canodnica €
4yt = 2p,02z ou zt+ 2% = 2qp2y ou Y42t = 2rp2:zz.

A quadrica cuja equacao é 2 +y* =z (p=1,p = %) é um paraboloéide circular. A

sua representacao é
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6.640bs| Sejam a,b € R, a # b, p € R\ {0} e o paraboloide eliptico ﬁ—; + ‘z—j = 2pz. Entao,
(a) tracos:
e 1o plano XOY — o ponto (0,0,0).
e No plano XOZ — a paradbola &5 = 2pz, y =
e No plano YOZ — a parabola y—j = 2pz, T =

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOZ e

YOZ e ao eixo coordenado OZ.

: - . , 2 :
(¢) Superficie de revolucao se a = b, em que a geratriz é a parabola %—2 = 2pz e 0 eIX0

¢ 0 eixo coordenado OZ.
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6.65def| [ paraboloide hiperbolico ]| Sejam a,b,c € R* e p,q,7 € R\{0}. Entdo, chama-se

paraboloéide hiperbdlico a quadrica cuja equacao canodnica é
2 g2 , 22 2 , 2 L2 ,
— — -5 = 4pZ Ou —J — —F =2qYy Oou —5 — —& = ZIrx.
a’? b a’? b? 2

6.66exe] A quadrica cuja equacao é 2° —y* = 2z (a =1, b =1, p = %) ¢ um paraboloide

hiperbolico. A sua representacao é
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2

6.670bs| Sejam a,b € R*, p € R\{0} e o paraboloide hiperbélico o= %—j = 2pz. Entao,

(a) tracos:
e 10 plano XOY — o par de rectas £ = 4, z = 0.

e No plano XOZ — a parabola z—z =cz,y=0.

e No plano YOZ — a parabola —z—j =cz,x = 0.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOZ e

YOZ e ao eixo coordenado OZ.

(¢) Nunca é uma superficie de revolucao.
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6.68def

0.69exe

| cilindro parabolico | Sejam p,q,7,s,m,n € R\ {0}. Entao, chama-se cilindro

parabolico a quadrica cuja equacao canonica é

22 =2y ou y*=2qr ou x°=2rz ou

2> =2sr ou y>=2mz ou z°=2ny.

A quédrica cuja equacao é 4z =y (p =

sentacao €

T

o

) € um cilindro parabodlico. A sua repre-
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6.700bs

Sejam p € R\ {0} e o cilindro paraboélico z* = 2py. Entao,
(a) tragos:

e 10 plano XOY — a parébola 2% = 2py, z = 0.

e No plano XOZ —arectax =0, y = 0.

e No plano YOZ —arectax =0, y = 0.

(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOY e
Y OZ e ao eixo coordenado OY'.
(¢) Superficie cilindrica, em que a directriz é a parabola ° = 2py e a geratriz é

paralela ao eixo coordenado OZ.
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6.71def

[ quadrica degenerada | Uma quadrica diz-se degenerada se nao ha pontos de R?

que satisfacam a sua equacao, ou se, existindo, eles definem um plano, uma recta ou

apenas um ponto de R?.

6.720bs

Sejam a,b,c € R™. Entdo, as seguintes equacoes definem quadricas degeneradas:

8
I
|
=)
<
I
|
oy
N
N
N
I
|
)
N
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6.730bs

Resumo das quadricas: seja a quadrica
Azt + )\an2 + A3z =d, A\, Ao, A3 € R, aq, a0, 3 € {1, 2}, d e {0, 1}

Entao:

(a) d=1
(ad) a; = 2,05 = 2,04, = 2

(a.i.1) A; > 0, > 0,z > 0: elipséide ou esfera.

2?2+ 5y2 +322=1

(a.i.2) A; > 0, > 0, \; < 0: hiperboléide de uma folha.
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(a.i.3) Aj > 0, <0, A, <0: hiperboldide de duas folhas.

TP -2 =1 224 L 222 =1 2% -2+ 2 =1

(adl) oy =2, =2,04, =1

(a.ii.1) Ay > 0,A; > 0, A # 0: paraboldide eliptico ou circular.
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(adil) oy = 2,05 =2, 0, =0

(a.ii.1) A; > 0, A; > 0, A\, = 0: cilindro eliptico ou circular.

z :T/ !ZT

- —~
x A T v y T~
w > v/ [ <4 <] '

P 4+22=1 22+222=1 224+24°2=1

(a.ii.2) A; > 0,\; < 0, A\, = 0: cilindro hiperbolico.

| N | p
e B e g = <

2?2 —422=1 22—y =1 yP?—422=1 P —4da?=1 222—-42>=1 22—-4’=1
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(a.iv) a; = 2,5 = 1, a3, = 0: cilindro parabolico.

4y = x 4y = —x 4a? =y 42 = —y
422 = —x 422 = ¢ 472 = -y 427 = Yy

402 = 2

(a.v) caso contrario: quadrica degenerada.

(bi) oy =2,05 =2, 000 = 2,\; > 0, X; >0, A\, < 0: cone.

z . } z % \iq /
5 WL\% &/\4/ ” >/<_

/3

2?1y —222=0 22+ —22=0 —a®—9>+22=0

(b.ii) caso contrario: quadrica degenerada.
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6. Geometria Analitica (exercicios)

Determine a equagao vectorial, as equagoes paramétricas e as equagoes cartesianas da recta definida:

(a) pelo ponto A = (1,2,3) e pelo vector director v = (—=2,1,—1).

(b) pelos pontos A= (1,2,3) e B=(3,1,5).

(c) pelos pontos A = (1,2,3) e B = (3,1, 3).

(d) pelos pontos A =(1,2,3) e B = (3,2,3).

sols 6.1 (a) 1

ii.

1ii.

ii.

iii.

ii.

1il.

ii.

iii.

equagao vectorial: (z,y,2) =(1,2,3) + a(—2,1,-1),a € R.

r=1-2«a
equagoes paramétricas: y=2+a ,a€R
z=3—«
equagoes cartesianas: "”_—’21 = U—f = Z:f’.

i. equagdo vectorial: (z,y,2) =(1,2,3) + a(2,—1,2),a € R.

=142«
equagoes paramétricas: y=2—-a ,a€R
z=3+4+ 2«
~ iy Lx—=1 _ y—2 _ z-3
equagoes cartesianas: 5= = 5 = 5=.

i. equagdo vectorial: (z,y,2) =(1,2,3) + a(2,—1,0),a € R.

=142«
equagoes paramétricas: y=2—-a ,a€R
z=3
5 p < L=l y=2 , _
equagoes cartesianas: 5= = <5°, 2 = 3.

i. equagdo vectorial: (z,y,2) = (1,2,3) + @(2,0,0),a € R.

=142«
equagoes paramétricas: y=2 ,a € R.
z=3

equagoes cartesianas: y = 2,z = 3.
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Determine a equagao cartesiana do plano definido

(a) pelo ponto A = (1,0,1) e que é perpendicular ao vector u = (1,2, 3).
(b) pelo ponto A = (1,0,1) e pelos vectores directores u = (1,2,3) e v = (3,2, 3).
(c) pelos pontos A = (1,2,3) e B = (3,1, 3) e pelo vector director v = (2, -1, 3).
(d) pelos pontos A= (1,1,1), B=(0,1,0) e C = (0,0,1).
sols 6.2 (a) x+2y+3z=4.
(b) 3y — 22 = —2.
(¢) z+2y =5.
(d) z—y—2z=-1

Considere, no espaco R?, os pontos A = (1,2,3), B = (1,0,1), C = (0,2,0) e D = (1,2,1). Determine:

(a) a recta r definida pelos pontos A e B.
(b) A recta s que contém o ponto C' e que é paralela a recta r.

(¢) O plano « definido pelas rectas r e s.

—

d) O plano § definido pela recta r e pelo ponto D.

—

e) O ponto de intersecgdo da recta r com o plano «.

(e) A recta r pertence ao plano «.
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Considere, no espaco R, o plano a = x + 2y = 3, o plano 8 = x + y — z = 0, a recta 7 definida pelos pontos A = (1,2,3) e B = (1,0,1) e a recta s definida pelas

sols 6.4

equagoes ¢ +y — 2 =4 e x + 2y — 3z = 4. Determine:

(2)

Z(a, B).

A recta t que contém o ponto A e que é perpendicular ao plano a.

d(A, a).

d(B,s).

O plano que contém a recta r e que é perpendicular ao plano a.

Z(a,r) = arcsen(

ot o
~—

Z(a, B) = arccos(

20 —y =0,z =3.

d(A,a) = 25,
d(B,s) = Y8,
2¢ —y+ 2z =3.

Identifique as quédricas dadas pelas seguintes equagoes:

(a)

22 + 2% 4+ 22 =2.
202 +2y2 + 222 -1 =0.
22 —3y? 4+ 222 =7.

—4x? — 4y? 4 22 = 4.
Elipsoide.
Esfera.

Hiperboloide de uma folha.

Hiperbolodide de duas folhas.

(e) 2% +222 — 4y = 0.
(f) 222 4+ 222+ 3y = 0.
(g) 322 — 2y = 2.

(h) 22 + 2y = 22,

(e) Paraboloide eliptico.

(f) Paraboldide circular.

(g) Paraboloide hiperbolico.
)

(h) Cone.

(i) 22 +2y% = 2.
(G) a2+ 292 = 1.
(k) 2y2 = 2.

(1) 22 —2¢y% =1.

(i) Paraboldide eliptico.

(j) Cilindro eliptico.

(k) Cilindro parabdlico.

(1) Cilindro hiperbdlico.

(m) y?+ 222 — 42 =0.
(n) y? + 222 = 422
(0) 2% +2y% — 22 =1.

(p) 222 +2y* = 1.

(m) Paraboloide eliptico.

)
(n) Cone.
(o) Hiperboloide de uma folha.
)

(p) Cilindro circular.
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Apéndice A

Alfabeto Grego

Mintuscula

T O> I s S Ny 0 2w 9

X

A"

Maitscula

A

m =2 2 > X ~ 0 m NT- D 3w

R R L A B o e - B = R

Nome
alfa
beta
gama
delta
épsilon
zeta
eta
teta
iota
capa
lambda
miu
niu

csi
Omicron
pi

16
sigma
tau
ipsilon
fi

qui

psi

omega

Equivalente Latino

a
b
g
d
e

Z

e,h
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eixo, 106
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espectro de uma matriz, 82

fe(A), 46
fer(A), 46
fungao, 71
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hiperboloide de duas folhas, 113
hiperbol6ide de uma folha, 111
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LV, V'), 73
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4;, 43

linha de uma matriz, 3, 43

linha nula, 43

Mpxn(K), 3
matriz, 3

matriz ampliada, 51
matriz coluna, 6

matriz conjugada, 18

matriz de uma aplicacdo linear entre espagos de dimensao finita, 79
matriz diagonal, 7

matriz do tipo m por n sobre o corpo K, 3
matriz dos coeficientes, 51

matriz em escada, 44

matriz em escada reduzida, 44

matriz hermitica ou hermitiana, 20

matriz identidade, 8

matriz inversa, 13

matriz invertivel, 13

matriz linha, 6

matriz nula, 8

matriz ortogonal, 17

matriz quadrada, matriz de ordem n, 5
matriz rectangular, 5

matriz simétrica, 17

matriz transconjugada, 18

matriz transposta, 16

matriz triangular inferior, 7

matriz triangular superior, 7

matriz unitaria, 20

matrizes comutaveis, 12

matrizes equivalentes, 46

matrizes iguais, 9

multiplicacdo de um escalar por um vector, 24

multiplicidade algébrica de um valor préprio, 83

Imf, 75

Nucf, 75

ng, 76

niicleo de uma aplicagao linear, 75

nicleo de uma matriz, 54
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nao-invertivel, 13

nao-singular, 13

norma, 89

norma induzida pelo produto interno, 90

nulidade de uma aplicagao linear, 76

operagoes elementares com linhas, 45

operador, 71

paraboloide circular, 121

paraboloéide eliptico, 121

paraboléide hiperbélico, 123

pivo, 43

polinémio caracteristico de uma matriz, 83
poténcia cartesiana de um conjunto, 2
produto cartesiano de dois conjuntos, 70
produto de uma matriz por um escalar, 9
produto escalar de dois vectores, 88
produto externo de dois vectores, 93
produto interno de dois vectores, 88
produto ou multiplicagao de matrizes, 11

produto vectorial de dois vectores de R?, 93

quédrica, 106

quadrica degenerada, 127
relagao, 70

simetria de uma quadrica relativamente a origem, 107

simetria de uma quadrica relativamente a um eixo coordenado, 107
simetria de uma quéadrica relativamente a um plano coordenado, 107
singular, 13

sistema de equagoes lineares, 51

sistema de equacoes nao lineares, 53

sistema homogéneo, 54

sistema homogéneo associado, 54
sistema, impossivel, 55

sistema possivel, 55

sistemas equivalentes, 54

soma de matrizes, 9

soma de vectores, 24

subespago, 28

superficie cilindrica, 106
superficie de revolugao, 106
superficie de segunda ordem, 106

superficie quéadrica, 106

trago de uma quédrica, 107
transformagao, 71

triedro directo, 95

valor de uma fung¢ao num elemento, 71
valor proprio simples, 83
variavel livre, 56

variavel pivd, 56

vector, 24

vector das incognitas, 51

vector director de uma recta, 100

vector dos termos independentes, 51

vector proprio de uma matriz associado a um valor proprio, 82
vector unitario, 91

vectores linearmente dependentes, 33

vectores linearmente independentes, 33

vectores ortogonais, 92

<$L‘1,...

y Ty, 31
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