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Resumo

Um pouco por todo o mundo, os programas do Ensino Secundario em Matematica estdo condicionados por respostas para
inimeras duvidas sobre “O que ensinar em Matematica?” “Como ensinar Matematica?”, “A Matematica &, ou deveria ser, Util? E

em que sentido?”.

Na Introdugdo e no capitulo I da presente monografia referimos o conceito de numero como um dos conceitos
fundamentais em Matematica que percorre, enquanto processo de ensino, uma vasta gama de niveis desde os 1°, 20 e 3°
ciclos do Ensino Basico e ainda do Ensino Secundario até ao Ensino Superior. E neste percurso educativo que surge, de forma
natural, o tema dos Numeros Complexos: usualmente, como uma questdo de generalizacdo do conceito de ndmero, para
além dos nlimeros reais. Constatamos, em particular, que a presenga dos NMdmeros Complexos, nesta fase de formacdo escolar,
€ particularmente significativa porquanto pode, por si s6 e muito melhor do que a maioria dos outros capitulos, remeter-nos

para o conjunto de questGes evocadas no paragrafo anterior.

No capitulo II analisamos os programas oficiais de Matemdtica ao longo dos Ultimos 50 anos e pudemos constatar que o
tema dos ANdmeros Complexos tem ora sido retido no Ensino Secundario, ora tem sido adiado para o Ensino Superior.

Analisamos também questGes sobre NMimeros Complexos tal qual foram surgindo em exames nacionais.

No capitulo III, estudamos a Historia dos NMdmeros Complexos e constatamos que sdo razdes de utilidade que estiveram na
sua génese, embora fossem razGes de natureza tedrica (filosoficas, de existéncia, de coeréncia ldgica com a restante
Matematica) que levaram inUmeros autores a interrogarem-se sobre a natureza dos Numeros Complexos e a construirem,
pouco a pouco, uma interpretacdo geométrica sem a qual a Teoria das Fun¢Bes Analiticas ndo teria sido alcancada depois de
1825. Reconhecemos também a importancia pedagdgica da tomada de consciéncia dos erros e das discussdes que procederam

o periodo fecundo em que os matematicos inventaram a Teoria das Funcdes Analiticas.

No capitulo IV estabelecemos uma grelha de avaliagdo de manuais escolares de forma a estudar, em termos de existéncia e

coeréncia légica, o ensino dos Numeros Complexos nas escolas portuguesas.

No capitulo V, abordamos a problematica do recurso a histéria da Matematica como instrumento facilitador da

aprendizagem dos Numeros Complexos e sugerimos algumas propostas de actividades deste ensino.

Com esta monografia de Mestrado pretendeu-se clarificar, através de um estudo historico e didactico sistematico, as
variadas implicagbes para o ensino actual dos Niumeros Complexos de toda a rigueza e a fecundidade do conhecimento
acumulado por séculos de Historia. Concluimos finalmente que, porventura menosprezada pelos professores de Matematica
(porventura por razoes de condicionalismos praticos de agenda lectiva), a presenca dos Ndmeros Complexos, nos programas
nacionais do Ensino Secundario da Matematica, esta plenamente justificada. Os Numeros Complexos podem efectivamente
afirmar-se como um “instrumento” didactico indispensavel na concretizacdo de objectivos gerais e especificos fundamentais da
aprendizagem da Matematica como € o caso de:

- organizar e relacionar conhecimentos prévios dos alunos, envolvendo-os na descoberta;
- ter em linha de conta tanto as capacidades de raciocinio abstracto como as da intuigdo;

- responder a questes fundamentais como “O que é um nUmero?”, “Para que servem os numeros?”, “Quem inventou os

nimeros?” ou “Como foram inventados os nimeros?”
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Abstract

All over the world, the teaching of Mathematics for Secondary Schools is conditioned by questions on “What
Mathematics is due to be taught?”, "How to teach Mathematics?” or “Should Mathematics be useful? In what

sense?”

In this research study we refer, in the Introduction and Chapter I, that the concept of number is one of the
most important in Mathematics that runs from the basic levels of Mathematics teaching to University instruction.
It is during this path that we naturally find the Complex Numbers: usually as a generalization process beyond
real numbers. We agreed, in particular, that Complex Numbers may be particularly important in relation to the

questions that were posed in the last paragraph.

Chapter II deals with the national curricula for Secondary Schools on the teaching of Complex Numbers

through the past 50 years and we also analyzed questions on exams related to Complex Numbers.

In Chapter III we studied the History of Complex Numbers and we came to acknowledge the reasons, both
utilitarian and philosophical, related to its evolution. We point out to the doubts and the difficulties felt by the
authors who built, bit by bit, the concept of Complex Number without whom the Theory of Analytical Functions
would never be reached in 1825. We also recognized the pedagogical importance of acknowledging errors and

faults committed by well known mathematicians.

Chapter 1V offers an evaluation grid for schooltexts, both for existence and logical coherence, on teaching

Complex Numbers in Portuguese schools.

In Chapter V we approach the use of History of Mathematics on teaching Mathematics by suggesting some

school activities for teaching Complex Numbers.

The aim of the conducted research on the actual teaching of Complex Numbers was the clarification,
through a didactical-historical systematic study, of the various implications on the richness of accumulated
knowledge by centuries of History. We finally concluded that the theme of Complex Numbers is perfectly
justified in the National Curricula for Secondary Schools because:

- it refers both to abstract thinking and intuitive capacities;

- it organizes and it relates previous knowledge to actual mathematical knowledge, by involving pupils on
discovery activities;

- it allows both teachers and pupils to deal with fundamental questions on “What is a number?”,

“What are numbers good for?”, *“Who invented numbers?” or *How were numbers invented?”
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Introducao

Introducéo

"The square root of the reminder, then — if anything
remains — added to or subtracted from AC shows the part.
But since the remainder is negative, you will have to

imagine \[—15 ” (Cardano, 1993, p.220)

"Au reste tant les vrayes racines que les fausses ne sont
pas reelles, mais quelquefois seulement imaginaires”

(Descartes, 1954,p.380)

O conceito de ndmero é um conceito fundamental em Matematica; o seu estudo inicia-se
com o proprio inicio da aprendizagem escolar e o seu significado desenvolve-se, desejavelmente
de forma satisfatdria, através de um percurso particularmente extenso na formacao académica do
aluno. O resultado deste processo de aprendizagem devera cativar uma audiéncia alargada de
alunos (porquanto conceito basico em Matematica) e percorre, enquanto processo de ensino, uma
vasta gama de professores desde os 1°, 2° e 3° ciclos do Ensino Basico e ainda do Ensino
Secundario até ao Ensino Superior. E neste percurso educativo que surgem, de forma natural, os
NUmeros Imaginarios: usualmente, como uma questdao de generalizacdo do conceito de numero,

para além dos nimeros reais. Com esta extensdo, conservam-se as propriedades operatdrias dos
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numeros reais e alarga-se o conceito de nimero, de tal forma que qualquer equacao de 2° grau
com coeficientes reais € possivel, independentemente do valor do binémio discriminante.

Sabendo que termos como “Sofisticos” (Cardano), “absurdos” (Napier), “inexplicaveis”
(Girard), “imaginarios” (Descartes), “incompreensiveis” (Huygens) e “impossiveis” (muitos autores)
foram utilizados para descrever os novos numeros (Crowe, 1975), adoptaremos a denominacao de

numeros complexos neste estudo, termo introduzido por Gauss em 1831. (Windred, 1929).

Em Portugal, os nimeros complexos fazem actualmente parte do programa do Ensino
Secundario, sendo leccionados no 12° ano. Segundo as directivas oficiais, a introdugdo ao tema

“deve ser ancorada em pequena abordagem histdrica” (Ministério da Educacao, 1997, p. 35).

Mas que opgcoes se colocam aos professores? Nomeadamente:

- Quais sdo os factos relevantes da histdria dos nimeros complexos que podem
contribuir para uma construcdo mais proficua do conceito de nimero?

- Quem foram os principais intervenientes no processo de descoberta/invencao
dos numeros complexos? E ainda: Qual o papel que desempenharam no
desenvolvimento destes nimeros?

- O que deve ser transmitido aos alunos, de modo que eles percebam que a
Matematica evolui a partir do caracter criativo e das certezas dos que a esta disciplina se
dedicam, mas também por causas relacionadas com a necessidade das populacdes e
com inimeras duvidas dos que com ela trabalham?

- Quais as transformacoes/adaptagbes que o conceito de nimero complexo sofreu,
desde a sua descoberta histérica até a forma como é tradicionalmente ensinado na
actualidade?

- Que competéncias Matematicas aspiramos desenvolver no aluno com o ensino dos

ndmeros complexos?

O recurso dos professores a area da Histdria da Matematica ndo pode, em nosso entender,
ser feito de um modo superficial, sob pena de nao se estar em primeiro lugar a cumprir os
objectivos programaticos preconizados no programa nacional oficial da disciplina e, além isso, nao
se poder usufruir, em termos de formagdo Matematica do aluno, das mais valias que este ramo
nos traz. De facto, referéncias em jeito de notas de rodapé sobre, por exemplo, a vida de um
matematico sdo uma parcela infima daquilo que esta ao alcance dos professores que pretendem,

nomeadamente, humanizar a Matematica.
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A necessidade do rigor no estudo dos factos leva-nos a dar mais importancia as fontes
originais, a analise dos textos escritos pelo proprio autor e ndo aos comentarios destes, de forma a
podermos ter a certeza da isengdo que pomos na sua leitura. O professor assumira assim um papel
de filtro na seleccdo dos textos a usar com os seus aluno, consoante a faixa etaria e o nivel dos
mesmos. Com esses pressupostos entendi que s um estudo historico em profundidade podera
levar o docente a conhecer a variedade e o alcance dos objectivos de que se dispde, e a

interpretar de forma credivel os factos descritos.

Neste estudo, procurei também conhecer melhor os documentos oficiais para compreender
0 que tem vindo a ser preconizado para o estudo dos ndmeros complexos, desde ha
aproximadamente 50 anos. Os Programas Oficiais da disciplina de Matematica tornam-se assim
pecas fundamentais quer na compreensdo das opgbes dos autores dos manuais, quer no tipo de
questdes que se colocam a um aluno que termina o ensino secundario. Analisei os referidos
programas nao sé em relacdo aos numeros complexos, mas também em relacdo a competéncias e
a orientagdes gerais, quando estas existiam.

Sempre que 0s programas nao eram claros nesse ponto, ou como complemento da
interpretacdo, abordei ainda a questdo do ensino dos nimeros complexos através da andlise de
questdes colocadas em exame, com a esperanca de que este elemento também ajudasse a

compreender o que se procura ensinar ao aluno com a inclusdo deste topico na sua formagao.

A abordagem do tema dos nimeros complexos nos manuais escolares ocupa um grande
numero de paginas deste trabalho. Ndo poderia ser de outra maneira, na tentativa de perceber o
que tem sido feito nas nossas escolas, e o entendimento dos professores que leccionam o tema. O
manual adoptado &, claramente o principal instrumento de trabalho dos professores de Matematica
e, consequentemente, tal facto condiciona a compreensdo dos alunos sobre os nUmeros
complexos.

Por Ultimo, conduzi uma reflexao sobre os problemas que os nossos alunos parecem ter
em aceitar os nimeros complexos como numeros. Embora parecam lidar com relativa facilidade
com estes entes matematicos, os manipulem e aparentem conhecer as suas operagoes, e até lhes
chamem “nldmeros”, até que ponto isto significard que os compreendem como nimeros com

existéncia real?



Os Numeros Imaginarios: (um estudo sobre) a sua “realidade”




O curriculo em Portugal

Capitulo 1

O curriculo em Portugal

1.1 O conceito de curriculo

O conceito de curriculo, a exemplo de muitos outros conceitos relativos ao sistema
educativo, tem vindo a ser alterado ao longo do tempo. E claramente aceite, hoje em dia, que um
curriculo ndo é equivalente a uma lista de contelidos programaticos. Segundo as Normas (National

Council of Teachers of Mathematics, 1989),

Um curriculo € um plano operacional de ensino que descreve em
pormenor o que os alunos de Matematica precisam de saber, de que forma os
alunos devem atingir os objectivos identificados no curriculo, o que é que os
professores devem fazer para ajudar os alunos a desenvolver os seus
conhecimentos matematicos, e o contexto em que a aprendizagem e o ensino

devem processar-se.

A sua elaboracao passa pela compreensao da realidade social na qual vai ser aplicado.

Também,
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Todo o curriculo é histérico. Cada época tem caracteristicas (culturais,
sociais, ...) diferentes que ao longo dos anos se vao modificando e que se
repercutem na escola. De uma forma ou de outra, o curriculo incorpora essas
caracteristicas e €, em termos educacionais, uma sua expressdo. (Ponte et al,
1988, p. 15).

E evidente a necessidade, aquando da elaboracdo do curriculo de uma disciplina, de fazer
opcoes que levam a elaboracdo das diferentes vertentes do mesmo. Desta forma, o contributo dos
professores que leccionam uma determinada disciplina tem também vindo a tomar um papel cada
vez mais importante, pela reflexdao que fazem da pratica, pelo conhecimento que transmitem
acerca da reacgdo dos alunos a determinados contelidos ou metodologias utilizadas. Importante é
ainda também o papel da sociedade e das pressbes que pode exercer sobre o processo.
Actualmente, porventura bem mais do que num passado relativamente proximo, pais, jornalistas,
editores, associacdes profissionais, todos tém algo a dizer sobre a preparacdo que deve ser dada
aos alunos.

E portanto natural concluir-se que “Para poder estar de acordo com a sua época, nenhum
curriculo pode ser concebido como definitivo” (Ponte et al, 1988, p. 16)

Por outro lado, os objectivos para os alunos de Matematica, de acordo com as Normas
(NCTM, 1989, p. 6-7) serao:

e Aprender a dar valor a Matemadtica;

e Tornar-se confiante nas suas préprias capacidades;
e Tornar-se apto a resolver problemas de Matematica;
e Aprender a comunicar matematicamente;

e Aprender a raciocinar matematicamente.

Entdo,

(...) “ver” a Matematica como um sistema formal, reduzir o raciocinio
matematico a dedugdo, e, identificar a actividade Matematica com a
“manipulagdo” de simbolos sem significado, traduz uma concepgao redutora que
nos fornece uma visdo incompleta, parcial, da Matematica, da sua natureza e
histéria, e que esconde o caracter criativo da actividade Matematica que é
porventura um dos aspectos mais ricos. (Ponte et al, 1988, p. 13)

Para que objectivos tdo latos sejam alcancados sera necessario que
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Os varios aspectos da actividade e do raciocinio matematicos devem também ser
contemplados, como contetdos curriculares, merecendo especial énfase: o
explorar, conjecturar e demonstrar, o generalizar e aplicar, o formular e resolver

problemas, a criacdo de modelos matematicos. (Ponte et al, 1988, p. 23)
Contudo,

O aluno tem que reconhecer valor naquilo que estuda, no momento em que o
estuda, para que a sua aprendizagem tenha maior probabilidade de ser bem
sucedida. (Ponte et al, 1988, p. 18)

Assim sendo, quais sdo as opgdes curriculares em Portugal e em particular, na Matematica do

Ensino Secundario?

- Que objectivos preconizam?
- Que instrumentos de avaliacao prevéem?

- Que contextos de aprendizagem estao indicados?

1.2 Opcdes curriculares no Ensino Secundario

A situacdo, pelo que me foi dado estudar, tende a seguir o que se passa nos outros paises,
eventualmente com algum atraso na sua aplicagao. Foi assim com a implementacao da chamada
Matemadtica Moderna nos anos 70 e também com o seu abandono, a favor da utilizacdo da

Resolucdo de Problemas, nos anos 90.

Dissemos, aquando da introducdo deste trabalho, que o inicio da nossa analise curricular se
situaria nos anos 50, isto €, ha aproximadamente meio século. E agora altura de justificar esta
opcao: sabemos, através de inimeros estudos conduzidos, quer no estrangeiro quer a nivel
nacional, que os professores tendem a pautar a sua actuacgdo profissional em termos de vivéncias
proprias pelas quais passaram. Toda a gente ouve, de professores mais e menos velhos,
afirmacdes saudosistas do tipo "no meu tempo...”; ora, em Portugal, sera muito dificil encontrar-se
um professor de Matematica no activo cujo "tempo”assim reportado seja anterior a década de 50.
Por outro lado é também a partir dessa época que assistimos, no ensino da Matematica, a uma
verdadeira revolucdo de conteldos. Apresentadas que estdo as duas principais razdes que nos
levaram a balizar o inicio da nossa investigacdo nos anos 50, vejamos com mais detalhe algumas

opgcodes curriculares que tém vindo a ser tomadas desde 1948, no nosso pais.
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Segundo Ponte (2002), os anos de 40 e 50 foram marcados pela memorizacao e
mecanizagdo, onde era necessario saber de cor resolugdes e demonstragdes. No entanto, interessa
acrescentar que ja entdo havia algumas vozes de peso a oporem-se a este tipo de ensino, como é
o caso de Bento de Jesus Caraca. Estando porventura a frente do seu tempo, Bento de Jesus
Caraca nao s6 questionava esse tipo de ensino, as aprendizagens, os métodos e as finalidades que
Ihe estavam associados, como advogava o uso das tecnologias no ensino da Matemadtica, lancando
sementes para discussoes futuras sobre o curriculo da disciplina. Pode ler-se, a este propdsito no

n° 11 da Gazeta da Matematica:

Em certos ramos da aplicacao da Matematica a vida corrente, a taboa dos
logaritmos esta de longe ultrapassada pela maquina de calcular (nos calculos
actuariais, por exemplo).

Cada época cria e usa os instrumentos de trabalho conforme o que a
técnica Ihe permite; a técnica do século XX é muito diferente da do século XVI,
quando os logaritmos apareceram como necessarios para efectuar certos

calculos. (Caraga, 1942)

Ao mesmo tempo, também Sebastido e Silva defendia a modernizagdo do ensino da
Matemadtica, quanto a programas e a métodos de ensino. Este matematico, professor e autor de
manuais escolares, procurava nessa altura ndo s6 tratar novos temas como também mostrar a
importancia das aplicacdes da Matematica. Os manuais que escreveu, para alunos e professores,
estdo porventura esquecidos, mas parecem-nos ainda hoje absolutamente actuais, quer pelas
indicacdes metodoldgicas que sugerem, quer pela abordagem e definicdes dos conceitos.

Contudo, a ideologia presente nas ideias de Sebastido e Silva e na Matematica Moderna foi-

se porventura dissipando na implementacao do Programa ao longo das décadas seguintes.

A preocupagdo com o conteldo que estava a ser ensinado e com a forma como este estava
a ser ensinado levou a preparacado e publicagdo de varios documentos sobre opgles curriculares.
Destacam-se, a este respeito, as Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica Escolar,
importado do NCTM (National Council of Teachers of Mathematics, dos Estados Unidos da América)
e publicado pela primeira vez em 1989, e um documento resultante de um seminario realizado em
Vila Nova de Milfontes, organizado pela APM (Associacao de Professores de Matematica), em 1988.

Em Portugal, nos anos 80, foi finalmente iniciado um processo de reforma dos programas de
todas as disciplinas do Ensino Secundario assim como das proprias disciplinas e estrutura
curricular.

Os programas de Matematica, sobre os quais nos deteremos com mais detalhe no capitulo
seguinte, passam, pelo menos em teoria, a dar mais relevo a geometria, as aplicacdes na vida real,

preconizam a utilizacdo de tecnologias, apoiam-se na resolucdao de problemas como metodologia

-8-
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de ensino e, simultaneamente, assiste-se a uma desvalorizacdao do chamado formalismo, que

perde importancia, face em particular a grande énfase colocada na compreensdo dos conceitos.

1.2.1 A reforma de 2004

Uma vez que o presente ano lectivo ainda estd a decorrer, ndo sera possivel prever nem a
sua finalizacdo nem tao pouco antever desenvolvimentos e/ou cancelamentos futuros. No entanto,
em jeito de constatacdo interessa reconhecer, neste ponto do trabalho que, no ano lectivo
2004/2005 se iniciou mais uma reforma, onde a primeira novidade surge a respeito do
denominado “tempo lectivo”: passam, nomeadamente, a ser considerados blocos de 90 minutos
como tempo lectivo passivel de permitir que as aulas tenham um caracter mais pratico e
experimental'. Existem também “varias Matematicas”, destinadas aos alunos dos cursos cientificos
ou tecnoldgicos, nomeadamente: A Matemética A, a Matemdtica B e a Matemdtica Aplicada As
Ciéncias Sociais.

As escolhas dos alunos ndo sdo todas iguais. Os seus percursos escolares e também os
profissionais sdo diferentes. Devem os curriculos contemplar estas diferencas? Ou devera o

curriculo ser igual para todos os alunos?
De acordo com Ponte et al (1988),

os curriculos e programas de Matematica, a todos os niveis, devem ndo s6
admitir como encorajar experiéncias de aprendizagem que tenham a ver com

motivagOes e interesses de natureza individual, social ou cultural (p. 30)
€ ainda,

A aprendizagem da Matematica pode e deve estimular o desenvolvimento de
capacidades necessdrias a compreensdao e a intervengdo nos problemas
correntes, técnicos, sociais e cientificos do nosso mundo. (Ponte et al, 1988, p.
28)

! Registe-se no entanto que, numa clara subversdo das intencdes subjacentes a esta ideologia, muitas escolas comecaram a considerar
tempos de 45 min. (1/2 bloco) como unidade, de modo a conseguirem responder a varias questdes que se levantaram com esta mudanga,
como por exemplo, a questdo da divisdo em turnos.
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Também é reconhecido por Ponte (1998, p.104)

As novas orientagdes curriculares que presentemente se afirmam no
panorama internacional valorizam sobretudo quatro vectores: (i) a atencao
especial no processo de ensino-aprendizagem; (ii)o impacto das novas
tecnologias computacionais na Matematica e na sociedade em geral;(iii) a
emergéncia dos novos dominios da Matematica; e (iv) o aprofundamento da
investigacao sobre o processo da aprendizagem.

1.2.2 Os numeros complexos no Curriculo Nacional

A primeira constatagdo que surge aquando do estudo dos nimeros complexos no Ensino
Secundario em Portugal é a de que, como contelido programatico, nem sempre esteve presente
nos programas da disciplina de Matematica: Desde ndo ser referido de todo, passando por estar
incluindo no toépico do “Extensdo do conceito de numerd’, ganhando um lugar proprio com as
estruturas algébricas, desaparecendo novamente, e percorrendo ciclicamente estas etapas até que
ressurgiu no programa de Matematica do 12° ano de 1992, concluimos que, desde entdo, tem
estado sempre presente nos programas. Cabe também referir, porventura em jeito de informacao,
que inumeros docentes do Ensino Universitario, quando questionados sobre este ciclo de
inclusdo/exclusao do tema dos nimeros complexos na parte final do Ensino Secundario, ndo tém
qualquer duvida em reconhecer esta ciclicidade mas reconhecem também que ndo sabem se,
neste momento, o tema é ou ndo abordado nem se faz ou ndo parte dos programas, nem de quais
areas.

Neste contexto interrogamo-nos: tera justificacdo a presenga dos numeros complexos nos
curriculos de todos os alunos? Serd necessario que todos os alunos tenham conhecimento da
existéncia de outros numeros para além dos reais? Que sentido de numero importara
criar/desenvolver nos alunos de Artes, por exemplo? Ou nos alunos de Humanidades? Serd
concerteza diferente dos alunos de Ciéncias ou nos alunos das Engenharias, que lidardo com
outros nimeros na continuagado do seu percurso académico.

Preocupamo-nos também com a forma de ensinar este tdpico, reconhecendo que

- Desejavelmente, “a Matematica escolar deve valorizar a aquisicao de formas dinamicas do
conhecimento escolar” (NCTM, 1989), que a mesma “deve ajudar todos os alunos a compreender

A\

gue fazer Matematica é uma actividade humana comum” (NCTM, 1989), e ainda que “ o

conhecimento deve muitas vezes resultar da experiéncia com problemas.” (NCTM, 1989)
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- Merecera, no minimo, alguma atencdo pelas oportunidades de leccionacdo, quer como
potencial fecho de um conceito (o de nimero), quer pela possibilidade real de humanizagao da

disciplina de Matematica.

Ora, o actual programa da disciplina de Matematica prevé a abordagem do tdpico dos
numeros complexos no 12° ano de escolaridade, mas apenas para os alunos que irdo frequentar
0s cursos cientifico-humanisticos, isto €, os que frequentam a disciplina de Matematica A (embora
no curso de Artes Visuais os alunos frequentem a disciplina de Matematica B). Os alunos dos
cursos tecnoldgicos de Construgdo Civil, Electrotecnia/Electronica, Mecanica, Quimica e Controlo
Ambiental, Ambiente e Conservacdo da Natureza, Desporto, Administracdo, Técnicas Comerciais e
Servicos Juridicos nao tém previsto em parte alguma do seu curriculo o conhecimento da
existéncia dos nimeros complexos. Note-se ainda que, uma vez que o nimero de aulas semanais
€ menor do que as do programa de Matematica A, é evidente que tiveram de ser feitas opcoes
programaticas quanto aos itens a abordar, mas interessaria porventura perceber as razbes que

Ihes estdo subjacentes.

O que fundamentara pois essas opgoes?

O Programa de Matematica B é, em teoria, um programa que se caracteriza por uma forte
componente pratica, de aplicacdes a outros campos da ciéncia e que procura ir de encontro aos
interesses dos alunos de cada um dos cursos tecnoldgicos. Como exemplo, refira-se que a aposta
no 11° ano recai sobre a Programagao Linear. Ndo havera ai lugar para os nimeros complexos?

Talvez o curso onde mais se possa justificar essa introducdo seja o de
Electrotecnia/Electrénica, pela utilidade reconhecida que estes nimeros tém nesta area de
formacdo profissional. Cabera entdo ao professor, face ao interesse demonstrado pelos alunos,
fazer as opgOes correspondentes.

Quanto aos alunos que frequentam a Matematica A, estes gostardo de saber que os
numeros complexos sao importantes ferramentas nas areas das ciéncias e da engenharia: sao
importantes quando se estuda sistemas com oscilagdes sinusoidais; também nas fungOes
trigonométricas os nimeros complexos tém importancia, pelo uso da exponencial complexa, que

facilita a derivacdo, como por exemplo, na teoria electromagnética onde esta técnica é usada nos
calculos envolvendo ondas magnéticas; Nos circuitos eléctricos, na mecanica quantica, na analise

complexa, nas transformadas de Laplace e de Fourier e em muitas aplicagbes da engenharia,

precisamos dos nimeros complexos.
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1.3. Os numeros complexos enquanto objectos matematicos

Afirmamos no inicio deste trabalho que o conceito de “ndmero” é fundamental em Matematica
mas na Matematica dita Moderna o conceito de “conjunto” passou a desempenhar um papel
porventura ainda mais importante e é neste cendrio que encontramos 0s numeros complexos
enquanto objectos matematicos ditos sistemas/estruturas algébricos. Referimos ainda, numa das
paginas anteriores, que no curriculo do Ensino Secundario em Portugal assistimos recorrentemente
a inclusdo prépria dos nimeros complexos como entes de uma estrutura algébrica. Ora, o
enunciado destas teorias foi sendo abordado quer por matematicos quer por fildsofos e as
discussdes actuais podem cair no dominio da MetaMatematica. Razdes de natureza histérica e
filosofica para além de Matematica, permitem-nos abordar o problema denominado de “construgdo
dos numeros reais” a partir dos racionais, que por sua vez foram construidos a partir dos inteiros
que, finalmente, assentam nos ndimeros naturais. O ponto de partida para todas estas construcoes
€ uma descricao axiomatica do sistema dos nimeros naturais, como a axiomatizacao de Peano.

Sem pretender enunciar exaustivamente os passos matematicos que sustentam a construgdo
de novos sistemas numéricos, relembro de seguida o percurso usual — que passa pela descrigdo de
Definicdes, Axiomas e Teoremas — que antecede, no contexto das estruturas algébricas, a

apresentagao dos nimeros complexos:

e Comegamos pelos nimeros naturais.

Sabemos, por exemplo, que “se x e y representarem dois nimeros naturais, entdao x+y=y+x". No
entanto ndo demonstramos esse facto: verificamo-lo para qualquer par de nimeros naturais que
escolhamos (3 e 7, por exemplo) mas nao € possivel testar todos os pares de nimeros naturais.
Estes factos de onde partimos para demonstrar outros factos mais complicados dizem-se axiomas
e o primeiro passo a dar na construcdo Matematica dos sistemas numéricos € encontrar um
conjunto adequado de axiomas para a aritmética dos nimeros naturais. Todavia ndo basta partir
desse conjunto de propriedades basicas dos nimeros naturais, € também necessario saber o que é
um ndmero natural, isto €, consideramos ndo SO os axiomas mas também as definicOes,
nomeadamente de numero natural, adicdo e multiplicacdo (a subtraccdo e a divisdo ndo sdo, neste
contexto, tdo fundamentais assim como n3ao o sdo a potenciagao e a radiciacdo). A partir daqui
podemos demonstrar alguns factos matematicos, ditos teoremas, relativos aos nimeros naturais

tais como as congruéncias, a divisibilidade, os nimeros primos, etc..
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i)

i)

Reconhecendo-se que aquando da subtraccao de dois nimeros naturais podia ndo se
obter um nudmero natural, estendemos depois a estrutura inicial aos nimeros
inteiros — numeros naturais, 0 zero e os inteiros negativos — garantindo com este

processo.

. a inclusdo de todos os nimeros naturais,
. a conservacao das propriedades dos nimeros naturais,

. a inclusdo dos “novos” numeros.

Reconhecendo-se que a divisdo de dois nimeros inteiros podia ndo ser exacta, surgem
0s nameros racionais — qualquer nimero da forma g/b, onde a e b sdao nimeros
inteiros com b diferente de zero; garantindo sempre 0s mesmos pressupostos
enunciados atrads é, neste caso, também possivel constatar que o conjunto dos
numeros racionais, munido das operacdes adicdo e multiplicacdo usuais, forma um
corpo.

Surge depois 0 conjunto dos nlimeros reais: anexamos 0s nUmeros irracionais aos
numeros racionais, garantimos a conservacao de propriedades anteriores e passamos
a ter um corpo ordenado e completo. Demonstra-se, por exemplo, que dados dois
numeros reais e distintos,

um € sempre maior que o outro.

. ha sempre entre eles uma infinidade de numeros racionass.

E verdade que os nimeros complexos nos permitem resolver qualquer equagao de
20 grau, com coeficientes reais mas tal ndo significa que os numeros complexos

sejam, por isso mesmo, menos “naturais” do que os outros nimeros.

Concluimos este percurso com uma introdugdo as propriedades do corpo C, dos nameros

complexos. Por definicdo o sistema de numeros complexos, (C,+,.) consiste em um

conjunto C formado por todos os pares ordenados (a,6) de niUmeros reais e duas operagoes,

+ e ., onde especificamos:

a) A igualdade de numeros complexos — dois nimeros complexos (a,b) e
(a’,b") sao iguais quando a=a’ e b=b’".

b) A adicdo de dois nimeros complexos — dados os nimeros complexos
(a,b) e (a’,b"), a sua soma é o nimero complexo (a+a’,b+b").

c) A multiplicacdo de dois numeros complexos — dados os numeros
complexos (a,b) e (a’,b"), o seu produto é o nimero complexo (aa’-
bb’,ab’+ba’).

A notagdo a+bi também pode substituir a notacdo em termos de par ordenado (a,5);

onde /=0+1i corresponde a (0,1).
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Em capitulos posteriores teremos, em particular, oportunidade de discutir/apresentar alguns

comentdrios sobre notagdes dos nimeros complexos.
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Capitulo 11
Os Programas Oficiais (1950 — 2004)

Neste capitulo pretendo analisar a evolucao nos Programas Oficiais da disciplina de
Matematica da introducdo do conceito de Nimero Complexo. A data de 1950 foi escolhida como
limite inferior para esta analise pelas razbes anteriormente referidas; em particular, e a respeito
das directivas programaticas oficiais tivemos em consideracdo o inicio da chamada Matemadtica
Moderna que percorreu 0 mundo. Assim interessava-me uma andlise do que se passou em
Portugal antes da introducdo da dita Matematica Moderna.

E frequente associarem-se os primeiros anos da década de 60 (no século XX) com uma
reforma radical no ensino da Matematica’. Nos Estados Unidos, na chamada guerra-fria com a
Unido Soviética, refere-se o choque provocado pelo foguetdo soviético Sputnik como sendo o

detonador desta reforma curricular; segundo relatos especializados:

History changed on October 4, 1957, when the Soviet Union successfully launched
Sputnik I. The world's first artificial satellite was about the size of a basketball, weighed only 183
pounds, and took about 98 minutes to orbit the Earth on its elliptical path. That launch ushered

2 Um estudo detalhado sobre o assunto pode, por exemplo, ser feito a partir do texto Curriculum Development in
Mathematics, (1981) por G. Howson, C. Keitel e J. Kilpatrick da Cambridge University Press.
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in new political, military, technological, and scientific developments. While the Sputnik launch
was a single event, it marked the start of the space age and the U.S.-U.S.S.R space race.
(Garber, 2003)

Deste lado do Atlantico, na Europa, comegavam a surgir as primeiras opinides sobre a
necessidade de se diminuir o fosso entre o ensino secundario e o ensino universitario mas, acima
de tudo, discutia-se e ao mais alto nivel uma reforma curricular com pressupostos politicos e socio-
culturais; assim, em 1959, no ambito de uma convengdo da OCDE (Organizagdo para a
Cooperacao e o Desenvolvimento Econdmico) realizada em Franga, reafirmava-se a necessidade de
um melhoramento na qualificacao Matematica das geragGes futuras. Segundo Uwe-Peter Tietze
(1994):

Education was no longer seen merely as a way of cultivating the
personality, but — like capital and labor — was then regarded as a crucial
production factor, one that determines whether there will be economic growth in
a country or not.... As a result, mathematics education was decisively influenced
by a structural mathematics initiated by Bourbaki, which had become generally

accepted at universities.

Na pratica, os reformistas que levaram a cabo este desafio de revisdo dos programas
curriculares na area da Matematica, apresentaram uma proposta que defendia por um lado a
introducao da Matematica (elementar) a custa de conceitos da denominada 7eoria de Conjuntos e,
por outro lado, o desenvolvimento da Matematica por meio da énfase nas estruturas ldgicas e
algébricas; mais a frente defendia-se ainda, por exemplo, o ensino do Calculo Infinitesimal com
recurso a formalizacao dos conceitos. No entanto algumas das directivas especificas que haviam
saido da reunido da OCDE acima referida, como é o caso do ensino da Estatistica, acabaram por
nao ser contempladas nesta proposta de reforma curricular.

A este movimento reformador do Ocidente, e de quem se esperava tanto, chamou-se
Matematica Moderna; estava também ancorado pelas teorias Piagetianas no dominio da Psicologia
do desenvolvimento e foi, contrariamente ao que é habitual nas reformas curriculares,
rapidamente adoptado na grande maioria dos paises ocidentalizados. Infelizmente, e apesar da sua
aceitacdo e implementacao generalizadas, ndo tardaram a surgir os primeiros sinais de
descontentamento e uma nova mudanga teria lugar ainda antes de finais da década de 70.

A Matematica Moderna comegou a ter uma forte oposicdo logo no inicio dos anos 70, ja que
ao aceitar “que a aprendizagem se desenvolve por transmissao e absorcao, e nao por construgao,
a reforma da Matematica Moderna continha afinal os germes do proprio fracasso”. (Ponte et al,
1988).
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Depois a énfase foi colocada na resolugao de problemas, na ligacdo da Matematica a vida
real e na utilizacdo de calculadoras. A geometria ressurgiu.
As novas orientagbes curriculares, publicadas pelo ministério da Educacdo, segundo um projecto
coordenado por Paulo Abrantes, em Curriculo Nacional do Ensino Basico: Competéncias essenciais

(ME-DEB, 2001), consideravam, relativamente a Matematica, que:

A énfase da Matematica escolar ndo estd na aquisicdo de conhecimentos
isolados e no dominio de regras e técnicas, mas sim na utilizacdo da
Matemadtica para resolver problemas, para raciocinar € para comunicar, 0 que

implica a confianca e a motivagéo pessoal para fazé-lo (ME-DEB, 2001,p. 58).

Em suma, sdo varias as alteracbes que o programa de Matematica sofreu desde 1950, no
nosso pais. Registamos por ordem cronolégica, as datas de implementacdo destas

reformas/ajustamentos:

Outubro de 1948; Setembro de 1954; ano lectivo 1974-1975; ano lectivo 1976-1977; ano
lectivo 1983/84; 1990; 1992/1993; 1997; 2003

Para um melhor entendimento do que se tem vindo a passar com o ensino dos nimeros
complexos em Portugal, senti a necessidade de analisar com detalhe estes programas, ndo sé
guanto a este topico mas também quanto a orientacdes gerais dos diversos programas. Para cada
um dos programas, procurei também fazer uma andlise comparativa com o(s) manual(is)
escolar(es) adoptados. Uma analise detalhada e individual destes manuais é feita no capitulo IV
deste estudo.

Optei, neste capitulo, por apresentar apenas o nome do manual(is) escolar(es) que
estaria(m) de acordo com cada programa, para que ndo se perca o fio condutor que orienta a

andlise sequencialmente cronoldgica dos programas.

2.1 Os Programas do Ensino Liceal

e O Programade 1948
(Decreto n® 37:112 Diéario do Governo de 22 de Outubro de 1948 — | série — n® 247)

Neste Programa estavam atribuidas a disciplina de Matematica 4 horas semanais no 6° e 7°

anos e nado surgem referéncias explicitas aos nimeros complexos.

-17 -



Os Numeros Imaginarios: (um estudo sobre) a sua “realidade”

Existem todavia referéncias a histdéria da Matematica e salienta-se, em particular, o proveito que o
professor de Matematica pode retirar do conhecimento dos factos histdricos. Pode ler-se nas Notas

deste programa que:

Os factos da historia da Matematica relacionados com o assunto a estudar,
quando adaptados a mentalidade dos alunos, constituem um poderoso auxiliar
para a boa compreensdo de certas questdes e, por vezes, também um

incitamento ao trabalho (Programas do Ensino Liceal, 1948, p. 344)

Os compéndios devem inserir notas biograficas dos matematicos a que, segundo
o desenvolvimento dos programas, haja de fazer referéncia (Programas do
Ensino Liceal, 1948, p. 344)

e O Programade 1954

(Decreto n® 39:807 Diario do Governo de 7 de Setembro de 1954 — | série, n® 198)

Este programa nao é, em geral, muito diferente do que vigorava até esta data. No entanto,
existem diferencas a respeito da tematica dos nimeros complexos: é incluida uma generalizacao

do conceito de nimero.

No programa do 6° ano do Ensino Liceal pode ler-se:

“Breves nocdes sobre as sucessivas generalizacdes do conceito de numero; representacdo

geométrica do sistema dos numeros reais” (Programas do Ensino Liceal, 1954, p. 323)

De acordo com este programa estaria 0 manual:

Compéndio de Algebra Tomo I - VI ano, por 1.Sebastido e Silva e J.D. da Silva Paulo

que analisaremos em detalhe no capitulo IV.

No programa do 7° ano do Ensino Liceal:

Mantém-se a indicacao sobre os factos da Histdéria da Matematica presente no programa anterior.

Manual analisado:

Compéndio de Algebra 2° Tomo — 7° ano, por J. Sebastido e Silva e J.D. da Silva Paulo
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e O Programade 1974

No Programa para o Curso complementar do 2° ano pode ler-se:

4- Nimeros Complexos

Criacdo do Corpo Complexo. Igualdade e operagGes com numeros complexos.
Raizes em C de equacles quadraticas de coeficientes reais. Representagdo
geométrica dos nimeros complexos. Representacdo trigonométrica dos nimeros
complexos. Multiplicagdo e divisdo de nUmeros complexos na forma
trigonométrica e férmulas de Moivre. Formulas trigonométricas da adicdo de

angulos (...) (Programa para o ano lectivo 1974-1975)

e O Programade 1976

No Programa do Curso complementar 2° ano ndo foram alterados os conteldos relativos aos

numeros complexos.

Manual(ais) analisado(s):

Silva, J. Sebastido, Compéndio de Matematica, 1°volume, 2° tomo Curso Complementar do Ensino
Secundario, EdicGes Gep, Lisboa, 1975

Silva, J. Sebastidao, Compéndio de Matematica, 3° volume Curso Complementar do Ensino

Secundario, EdicbGes Gep, Lisboa, 1975
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2.2 Os Programas do Ensino Secundario

Entretanto, é criado o ensino secundario®. Originalmente, constituido por 5 anos lectivos,
(7°.89,99,100 e 119 anos de escolaridade), integrara mais tarde o 12° ano de escolaridade. Com a
obrigatoriedade de escolaridade até ao 9° ano, o ensino secundario passa a ser constituido apenas
pelos 10°, 119 e 12%anos.

O organigrama mostra as opgoes de que dispunham alunos.

ORGANIZACAO CURRICULAR DO ENSINO SECUNDARIO

(1979)
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Quadro 1 A organizacédo curricular do ensino secundario

3 Imagem disponivel em Silva, Manuela e Tamen, M. Isabel, (1981). O sistema de Ensino em Portugal,
Fundagdo Calouste Gulbenkian, Lisboa.
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e O Programa de 1983

Relativamente ao 12° ano, no programa de Matematica surge apenas a lista dos conteldos

programaticos para efeitos de prestacdo de provas relativas a:

a) Exame de 12° ano dos alunos do ensino particular e cooperativo sem
paralelismo pedagdgico e candidatos autopropostos, para efeitos de aprovacdo e

seriagao no concurso de acesso ao ensino superior.

b) Validacdo externa das classificagées dos alunos que concluiram o 12° ano em
estabelecimentos de ensino oficial ou estabelecimentos de ensino particular ou
cooperativo com paralelismo pedagdgico, para efeitos de aprovacdo e seriacdo

no concurso de acesso ao ensino superior. (Ministério da educacao, 1983, p.88)

No indice dos conteldos programaticos (p. 89) pode ler-se:

“0O corpo dos numeros complexos — C 10 aulas de 50 min.”
E mais adiante:

O corpo dos nimeros complexos — C

3.1 Definigdo do conjunto dos nimeros complexos e demonstracdo de que é um
corpo.

3.2 Representacdo geométrica dos numeros complexos (diagrama de Argand);

forma trigonométrica.

3.3 Apresentacdo das expressoes sen(a T b) = sena.cosb £ cosa.senb e

cos(a+b)=cosa.cosh F sena.senbcuja demonstragio seré feita mais

tarde.

3.4 Definicdo de conjuntos do plano por intermédio de condigdes envolvendo
numeros complexos (por exemplo: |Z - ZO| = |Z - zl|,|z - Zo| <1, etc)

Pretende-se que o aluno:
a)Opere com nuUmeros complexos dados na forma algébrica e na forma
trigonométrica.
b) Aplique conscientemente as férmulas de Moivre na resolucdo de problemas
simples;
c¢) Identifique conjuntos de pontos do plano definidos por meio de condicdes
envolvendo nimeros complexos. (Ministério da educagdo, 1983, p. 91)
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Manual(ais) analisado(s):

Livro de texto 129 ano Matematica,

Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora, 1987

M12 Matemadtica 12° ano
Machado, Armando & outros, Texto Editora, 1988

e O Programa de 1990

No Programa do 12° ano apenas se |€:

"0 corpo complexo”

e O Programa de Janeiro de 1991

(Documento para experiéncia pedagogica)

Este programa veio a ser generalizado no ano seguinte, sem que fossem, tanto quanto me é dado
saber, avaliados os relatorios produzidos nas escolas ditas “experimentadoras”. No entanto, e
apesar dessa lacuna de avaliacao, cedo se sentiu a necessidade de lhe introduzir alteragdes, o que

veio a ser concretizado em 1992,

Relativamente ao 12° ano do Ensino Secundario, 1é-se

7. Grupos e corpos

(..)

-nimeros complexos; operagoes; o corpo C como extensdo de R . (p. 33)

Manual analisado:

Tanto quanto sabemos ndo existia qualquer manual nesta altura, dado o caracter
experimental do programa.

Por outro lado sabemos que a seguir a esta fase de implementagao de um programa oficial

gue nao estava associado a qualquer manual escolar, alguns professores do ensino secundario se
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decidiram a fazer publicar algumas das notas/apontamento/planos de licdes que haviam

organizado a propdsito desta experiéncia pedagogica.
e O Programa de 1992
No Curriculo estavam previstos 4 tempos de 50min por semana para a disciplina de

Matematica. Neste programa surge uma diferenciacdo dos conteldos de Matematica a leccionar

aos alunos, de acordo com os cursos que escolherem. Surge a disciplina de Métodos Quantitativos,

com 3 tempos lectivos de carga semanal. Esta disciplina estava destinada, com caracter opcional,
aos alunos do 2°Agrupamento (Artes) e 39 agrupamento (Economia), que podiam escolher entre
“"Matematica” ou “Métodos Quantitativos”, e com caracter obrigatério aos alunos do 4°
agrupamento (Humanidades).

Neste ajustamento de programas os “Métodos Quantitativos” surgem, desde o inicio,
inevitavelmente como o parente pobre da disciplina de Matematica, e pensa-se que se destinam
aos alunos com menos capacidades, apesar de tal nem sempre correspondesse a realidade. No
entanto, este entendimento pode ter conduzido a um fracasso dos objectivos da disciplina e a
necessidade de renovacdo desta ideia de diferenciagdo da Matematica que se pode leccionar no
Ensino Secundario.

No programa de Matematica do 12° ano esta ainda referido que:

Sdo introduzidas referéncias de natureza histdrica a propdsito de certas matérias
para as enquadrar na Histéria e na Cultura do Homem e para facilitar a
compreensao de factos que ocorrem no mundo moderno. (Programa de
Matematica, 1991, p. 9)

Nas finalidades do programa pode ler-se, entre outros, pela primeira vez uma referéncia explicita a

questdes sobre:

Valores/Atitudes:
()

Reconhecer o contributo da Matematica para a compreensdo e resolugdo de
problemas do Homem através do tempo.

()

ao mesmo tempo que se afirmava a importancia do conhecimento da Histéria da Matematica

nos seguintes termos:

Conhecimentos:
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(..)

Apreciar personalidades e factos marcantes da Histéria da Matematica em
relagdo com momentos histdricos de relevancia cultural e social (Programa de
Matematica, 1991,p. 27)

Por outro lado, na introducao pode ler-se:

Tal como o conjunto IR surge como extensdo de (Q aparece agora C,

conjunto dos nimeros complexos, como extensdo de IR, dando solucdo a

alguns problemas operatdrios insollveis no universo anteriormente conhecido.

Os nlmeros complexos serdo estudados na forma a+bi com ab €R.
(Programa de Matematica, 1991, p. 95)

E, nas indicacGes metodoldgicas diz-se que:

Uma perspectiva geral sobre a evolugdo do conceito de nimero é oportuna e
valida para o enriquecimento cultural do aluno (...)

O aluno deve realizar graficamente o produto de a+bi por i((0,1)) o que se
traduz por passar do vector (a,b) para o vector perpendicular (-b,a): rotacdo de
90° no sentido directo; o mesmo quanto ao produto por —i((0,-1)): rotagdo de
90° no sentido retrégrado

7. Nocoes de Grupo e de Corpo
(..)
-nimeros complexos; operagdes; o corpo C como extensdo de IR .

O problema da raiz quadrada de um nimero negativo; o simbolo /.

Extensdo de R a C: igualdade, adicio e multiplicacdo de nimeros complexos;

conservagdo das regras de cdlculo. Numeros conjugados; soma e produto.
Divisdo em C Reconhecimento de que (C, +,) é corpo.
Representacdo geométrica de um complexo; correspondéncia entre C e o

2 , . "
plano; entre C e R“, entre C e v,. O nimero /7 como operador da “rotagio
de 900.

8. Unidade de opggio — O corpo C dos niimeros complexos — estudo na forma
trigonométrica” [Este item faz parte de uma lista de 4 donde se deve escolher

para leccionagdo somente um.] (Programa de Matematica, 1991, p. 95)
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Em funcdo das alteragdes previsiveis que o programa iria sofrer, aliado ao facto de a nova
equipa dos programas estar a trabalhar nessas alteracoes, foi enviado as escolas um documento
introduzindo alteracOes ao programa a ser leccionado aos alunos que ingressassem no 10° ano em
1995/1996 e 1996/1997. Tal documento ficou conhecido pelas OGP (Orientagdes de Gestdo do

Programa). Neste era eliminado do programa a referéncia aos nimeros complexos.

Manual analisado:

Livro de texto 12° Matemaltica, 2° vol.

Neves, Maria Augusta Ferreira e Brito, M2 Luisa C., (1995). Porto Editora

Quanto ao programa de Métodos Quantitativos, foi também necessario dar novas
orientacdes na gestao do mesmo, de modo que este fosse exequivel nas horas previstas no
curriculo. Assim, em Julho de 1996 sdo também enviadas as escolas as OGP para esta disciplina.
Note-se porém que estas orientagdes ndo excluiam do seu nlcleo os nimeros complexos,

enumerando-se os seguintes tdpicos:

— O ndmeroi

— Indicar raizes quadradas de nimeros negativos
— O conjunto C como extensao de R.

— Numeros complexos (forma algébrica)

Foi, no entanto, retirado o tdpico “Operagdes com nlmeros complexos”.

~

Assim, estes alunos tinham a oportunidade de alargar o seu conhecimento sobre os
numeros. A abordagem prevista era aquela que permitiria que os alunos sentissem a necessidade
da existéncia de novos nlimeros. Registo ainda a opinido veiculada por inimeros professores que
vivenciaram esta experiéncia e segundo os quais “havia no entanto, um sentimento comum de que
a disciplina de Métodos Quantitativos ndo propiciava uma verdadeira formagcdo Matematica, jé que
era uma disciplina frequentada apenas durante um ano lectivo e com menor carga horaria;
Também o facto de professores de outro grupo disciplinar que ndo Matematica poderem leccionar
esta disciplina, contribuiu para o descrédito da mesma.”
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e O Programa de 1997

Este programa teve a particularidade de ser, pela primeira vez, apresentado na forma de um
livro e com os autores do mesmo identificados como tal. De facto, o nome dos autores do

programa nao surgia identificado em qualquer dos anteriores programas.

Na pagina 35 do Programa Oficial pode ler-se:

Com pretexto de responder a problemas de resolubilidade
algébrica amplia-se o conceito de nimero. As operagdes com
numeros complexos, nas formas algébrica e trigonométrica, sao
aproveitadas para apropriar diferentes representagées analiticas
para dominios definidos geometricamente, bem como para

apropriar relagdes entre operagdes algébricas e transformagtes

geométricas. O estudante precisa dos conhecimentos de

Fig.1-O Programa de 1996 Geometria Analitica, em geral e da trigonometria e IR e precisa

de saber resolver equagdes e inequagdes dos 1° e 2° graus

E no desenvolvimento:

Introdugdo elementar de problemas de resolubilidade algébrica e do modo como
se foram considerando novos numeros. Apropriagdo de um modo de
desenvolvimento da Matematica, através da evolucdo do conceito fundamental
do nimero. Experimentacdo da necessidade de j a semelhanca da aceitacdo da
necessidade dos nimeros negativos e”partidos”.

NUmeros complexos. O nimero i O conjunto C dos nimeros complexos.

A forma algébrica dos complexos. Operagdes com complexos na forma algébrica.
Representacdo de complexos na forma trigonométrica. Escrita de complexos nas
duas formas, passando de uma para a outra. Operacdes com complexos na

forma trigonométrica. Interpretagdo geométrica das operagoes.

Dominios planos e condicdes em variavel complexa. (p.35)

Nas indicacdes metodoldgicas (p.35) é reforcada a ideia da introdugdo ao Tema III:
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A introdugdo dos complexos deve ser ancorada em pequena abordagem
histérica, do ponto de vista dos problemas/escolhos que foram aparecendo no
desenvolvimento dos estudos matematicos. Os estudantes podem realizar
trabalhos sobre a extensdo do conceito de numero e sobre problemas de
resolubilidade algébrica, quer do ponto de vista histdrico, quer do ponto de vista
da sua experiéncia com anteriores desenvolvimentos. Sera interessante a
referéncia & impossibilidade da extensdo a C de uma ordenacdo compativel

com a adicdo e a multiplicacdo.

E ainda:

As operagdes com complexos podem ser definidas na base da manutencdo das
propriedades das operagdes e do quadrado de i ser — 1. De modo intuitivo deve

, estendendo a nogao de valor absoluto real (disténcia de

ser introduzido o |Z

dois pontos no eixo, distancia de dois pontos no plano cartesiano).

A passagem a forma trigonométrica pode ser feita com referéncia a
outros sistemas de coordenadas. Devem ser exploradas a multiplicacdo por i e as
diversas operacoes ligadas a outras realidades Matematicas — vectores,

operacdes com vectores, transformagdes geométricas.

A resolucdo e a interpretacdo das solucdes das condicdes em Z devem
ajudar a compreender a utilidade dos diversos sistemas de representacdo

analitica (Programas Matematica, 1997, p. 35)

Este programa parece fazer um apelo muito forte a utilizagdo da Histdéria da Matematica na
sala de aula, ndo como conteldo programatico, mas como Tema Transversal, que deve ser

abordado ao longo do Programa, quando considerado oportuno.

Manual analisado:
Livro de texto 12° ano Matemaltica,
Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora, 1999
e
Infinito 12

Jorge, Ana Maria e outros, Areal Editores, 1999
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2.3 Analise Comparativa

A analise sequencial dos programas permite entdo elaborar o quadro -resumo seguinte:

Ano Numeros complexos Referéncia (s) a& Historia | Adendas ao
da Matemadtica Programa
Outubro 1948 | Nao surgem Prevista de um modo geral
Setembro de Evolugdo do conceito de nimero Prevista de um modo geral
1954
1974/1975 Corpo dos complexos
Operagoes; Forma algébrica e Nao existe

forma trigonométrica

1976/1977 Corpo dos complexos Operagoes;
Forma algébrica e forma Nao existe

trigonométrica

1983/1984 Corpo dos complexos Operagoes; Nao existe

Forma algébrica e forma

trigonométrica
1990 O Corpo Complexo
1992/1993 C como extensdode R . Prevista nas finalidades OrientagOes de
Corpo Complexo (gerais) e nas indicagdes Gestdo do Programa
metodoldgicas na retiram este capitulo
introdugdo. aos alunos que
frequentam o 12°
ano em 96/97,
97/98
1996/1997 Problemas de resolubilidade Prevista nas finalidades
algébrica; evolugdo do conceito (gerais) e nas indicagdes
fundamental do nimero metodoldgicas na
introducdo. O estudo dos
complexos é considerada
importante oportunidade
para introducdo da histdria
2003/2004 Ndo ha alteracdes ao anterior
programa

Quadro 2 Evolucao dos Programas

A introducdo do tema dos nimeros complexos nos programas actuais de 12° ano parece-me
pensada em moldes algo diferentes dos anteriores programas. A Historia da Matematica, que

estava considerada nos programas do Ensino liceal, desapareceu dos mesmos em 1974, para
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reaparecer em 1992 e com mais relevo ainda em 1996, onde se afirma pela primeira vez a sua
importancia como Tema Transversal.

Uma vez que as estruturas algébricas nao fazem parte do Programa, ponderei as razbes
para a presenga no programa dos nimeros complexos. O que leva a sua inclusao nos Programas
da disciplina?

Compreensao do conceito de nimero?

Definicdo de operacdes entre novos “entes”?

Oportunidade de humanizar a Matematica através da Histdrica?

Compreender que ainda ha muitas possibilidades para o conhecimento humano e que ainda

ha novos campos na Matematica por explorar?

Notei ainda que durante trés anos lectivos, os alunos do Ensino Secundario estavam a
ingressar no Ensino Superior sem ter qualquer conhecimento destes nimeros.
Afinal, o que é que o aluno tem a ganhar com o estudo/aprendizagem dos numeros

complexos?
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2.4 Questobes de Exames Nacionais relativas a Numero Complexos.

Gostemos ou ndo, a verdade é que uma simples consulta aos intervenientes no ensino
aprendizagem da Matematica (professores, pais e alunos) deixara clara a opinido de que
intimamente ligados com os Programas estdgo os Exames Nacionais. Estes devem, em teoria,
traduzir os objectivos ou competéncias constantes no Programa a que se referem.

A analise da evolucdo das questbes saidas nos Exames Nacionais podem revelar, de facto,
pistas sobre o trabalho a desenvolver com os alunos ou sobre a percepcao que devemos ter do
Programa Oficial. Tal ndo significa que devam os professores preparar os alunos para o exame, no
sentido restrito, mas antes que a preparacao deva ser tal que os alunos estejam preparados para
diferentes provas de avaliacao, escritas ou ndo. Nao podemos esquecer o importante papel que o
exame final de 12° ano tem no percurso do aluno, quer para conclusdo do Ensino Secundario, quer
para 0 acesso ao Ensino Superior. A questdo € delicada e esta fora da analise que aqui queremos
fazer. O exame incide, em teoria, sobre contelidos, objectivos e capacidades do Ensino Secundario
e é de acordo com o Programa deste nivel que deve estar de acordo.

A analise das questdes colocadas nos exames pode também ajudar a compreender o que se
procura transmitir ao aluno com a inclusdo deste item no seu curriculo, sempre que os programas

nao forem claros nesse ponto, ou como complemento dessa interpretagao.
e Exames até ao Programa de 1996
De acordo com o que registamos no capitulo anterior, a abordagem dos nimeros complexos
podia ou nao ser diferente no Programa actualmente em vigor em relagdo aos anteriores.

Diferencas substanciais aparecem efectivamente reflectidas nos exames. Vejamos alguns

exemplos:
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1. s (€, +,><} 6 o corpo dos nimeros complexos.
« i é a unidade imagindria.

1.1. Seja A = {1, —1, i, —i}

1.1.1. Prove que (A, <) ¢ grupo.

' 2 /2 o8B
1.1.2. Mostre que A={zec:z4 = (V—2——‘-;-1) }
1.2, Represente no planc de Argand
(|—z+2—i|25/\—-:{;—£argz_<_:%) Vv Jz+z]|<4

Exame 129 ano —Via Ensino,1988, 12 fase, 28 chamada.

2. Em C , corpo complexo, considere:

z,=1-1i e z, = cis % (i & aunidade imagindria)

21, Calcule z,.Zz, naforma trigonométrica,

2.2. Represente no plano de Argand, as imagens dos complexos z  que verificam a condigso:

|He(z—z1)|$1 A |z|<'z—z1|

Exame 120 ano —Via Ensino,1992, 12 fase, 1@ chamada

1. Seja C o corpo dos nimeros complexos.
. i - 150
1.1. Determine o argumento positivo minimo do complexo (—1 + 43 |)

1.2. Determine os nimeros complexos z que verificam a condigdo:

G 2 w7,

Exame 129 ano —Via Ensino,1993, 12 fase, 12 chamada.
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2. Seja B o conjunto dos ndmeros complexos, solugio da equagao:

|z = |z + 1] -
2.1. Determine, na forma aigébrica, 0s elementos de B

i pertencea B

2.2, Mostre que uma das raizes quadradas de  — 1?

Exame 129 ano —Via Ensino,1995, 12 fase, 2@ chamada.

Sao apresentados alguns exemplos onde se mostra que o aluno deveria conhecer as
propriedades das estruturas algébricas e operar com nlmeros complexos. S3ao questdes
essencialmente de dominio algébrico, de acordo com o programa em vigor. As operagdoes com

numeros complexos e a tradugdo destas no plano de Argand surgiam como “Dominios Planos”

e Exames de acordo com o Programa de 1996

Com o Programa de 1996, a interpretacdo geométrica comeca a tomar relevo nos exames
nacionais Ndo sera indiferente o apelo deste programa as conexdes, em particular com a
geometria e a aposta na completa compreensao dos conceitos. Também a calculadora é
obrigatdria neste programa e portanto a sua utilizacdo no exame tem de ser equacionada.

Vejamos alguns exemplos de questdes saidas em exame de acordo com o Programa

actualmente em vigor:

7. Qual das seguintes condicdes define, no plano complexo, o eixo imaginario?
(A) z+z=0 (B) mm(z)=1
(C) |z=0 (D) z—z=0

Exame 2002, 12 Fase, 12 Chamada
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Na figura estd representado um
hexagono cujos vértices sdo as
imagens geomeéfricas, no plano
complexo, das raizes de indice 6
de um certo nimero complexo.

O wvertice ' & a imagem
geométrica do nimeroc complexo

\/5 Cis 3;

Qual dos seguintes
complexos tem por
geométrica o vértice ) ?

nuameros
imagem

(A) V2 cis TF

(€) /2 cis fﬁi

Na figura estdo representadas, no

plano complexo, as imagens
geomeétricas de cinco numeros
complexos:

W, 2, 2, %3 € &

Qual & o nimero complexo que
pode seriguala | —w ?

(A 2 (B) 2

v

o137
(B) V2 cis )

iim - 13w
(D) {;6(:-1.5 15

Exame 2000, 12 Fase, 12 Chamada

oW

€ %

Is

D) %

Exame 2003, 22 Fase
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1.1.

1.2

_ . . .3
T, considere os numeros complexos: 2z, =141 e Zp = \/E cis

Verifigue que z; e =2zo S&A0 raizes quartas de um mesmo nuUmero complexo.
Determine esse numero, apresentando-o na forma algébrica.

Considere, no plano complexo, os pontos 4, B e O em que:
« A éa imagem geométrica de z;

+ B & aimagem geomelrica de z5

« (J é a origem do referencial.

Determine o perimetro do tridngulo [—1 OB].

Exame 2002, 12 Fase, 12 Chamada

Esta bem patente nestes exemplos a componente geométrica do tema, a que ndo s6 Argand,

mas também, como iremos ver, Wessel e Gauss deram tanto relevo.

Numa altura em que tanto se apoia a introducdo das tecnologias no ensino, ha ainda lugar

para o simples calculo algébrico com os complexos? Atente-se no exemplo:

1. Em

1.1.

1.2.

(C, conjunto dos nimeros complexos, considere

w=4-—31 (z designa a unidade imaginaria)

-
. o : w-
Sem recorrer a calculadora, calcule, na forma algébrica, 21 + e

Segja o um argumento do numero complexo W .
Exprima, na forma trigonométrica, em funcBo de a, o produto de : pelo
conjugado de w' .

Exame 2004, 22 Fase

O apelo para a ndo utilizacdo da calculadora € complementado com a interpretacdo

geométrica feita na 22 alinea desta questao.
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Na sequéncia do ajustamento dos programas iniciado em 1992, é tentado um equilibrio, ao
nivel dos exames, das questGes onde se utiliza a calculadora dada a sua utilizacao na sala de
aula. Este equilibrio nem sempre tem vindo a ser conseguido, segundo a Associacdo de
Professores de Matematica e também de acordo com a opinidao dos grupos disciplinares nas
escolas. No entanto, e tanto quanto me é dado sentir, o processo tem vindo a evoluir, de modo

a que a adaptacao, por parte de professores e alunos seja gradual.

A Histéria da Matematica, tdo presente nos actuais programas, ndo tem sido objecto de
questdo nestes exames nacionais. De facto, sabemos que a utilizacdo da Historia da Matematica
traz vantagens que estdo para la da aquisicdo simples do saber: O entusiasmo que pode trazer ao
estudo da Matematica, o desenvolvimento de capacidades de leitura, a utilizacdo e a consulta de
bibliografia, as capacidades de exposicdo orais e escritas e ainda o facto de que os alunos podem
tornar-se mais organizados e sistematicos na recolha de informagao.

Deixo todavia levantada a divida de se saber/medir até que ponto se faz, nas nossas aulas
de Matematica o recurso efectivo a Histéria da Matematica, uma vez que este conhecimento
(transversal) nunca é objecto de avaliagdo nos exames nacionais.

Em particular, o tema dos nimeros complexos é referido como um exemplo onde as
vantagens da utilizacdo da Histéria da Matematica se concretizam. Tornou-se assim importante,
para mim propria enquanto professora de Matematica, conhecer a histéria da evolucao do conceito
de numero bem como os seus principais intervenientes, de modo a poder fazer opges conscientes

nas minhas aulas.
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Uma introduc3o a Historia dos Nimeros Complexos

Capitulo 111 —

Uma introducao a Historia dos Numeros Complexos

Scipione Del Ferro (1465-1526), Jerome Cardano (1501-1576), Nicolas Tartaglia (1500-
1557) e Rafael Bombelli (1526-1572) sdo nomes, porventura conhecidos de muita gente, que para

sempre ficarao ligados aos primeiros momentos da descoberta/criagao dos nimeros complexos.

Mas Caspar Wessel (1745-1818), Jean-Robert Argand (1768-1822), Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) e Carl Gauss (1777-1855) estdo igualmente associados ao tema, nomeadamente, as
tentativas de representar geometricamente o conceito de ndmero complexo e deram, por isso
mesmo, um contributo importante para a interiorizacdo/compreensdo e consequente aceitacao do

conceito.
Em Portugal, também ha referéncias ao tema dos nimeros complexos nos trabalhos dos

nossos matematicos, porventura menos conhecidas do publico em geral; deste modo, nao deixarei

de me deter nos contributos de matematicos nacionais, com particular incidéncia em Pedro
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Nunes (1502-1578), Anastacio da Cunha (1744-1787), Francisco Gomes Teixeira (1851-
1933) e José Sebastido e Silva (1914-1972).

Primeiros desenvolvimentos

Pode dizer-se que a resolugdo das equagdes sempre ocupou o labor dos matematicos, desde
os tempos mais longinquos. Ja antes de 2000 a.C. os escribas da Babilonia se ocupavam
intensamente da resolucdo de equacgdes algébricas do 1° e 2° graus e até resolveram alguns casos
de equagbes do 3° grau. Contudo, essas equacdes resultavam sempre da resolucao de problemas.

Vejamos um desses exemplos, extraido de Historia da Matematica:

Muitos desses problemas dizem respeito a um objecto na forma de
paralelepipedo rectangulo. [...] Um desses problemas (problema n® 22 da BM
85200) € redutivel ao sistema, que em notacdo decimal se pode

Xyz+xy =70
escrever: | y — 40x . Eliminando y e 1z obtém-se a equagdo

z=12x
(40><12) x® +40x* =70.

As instrugdes do escriba conduzem a equacdo 12°x®+12%x* =252, que se
pode ainda escrever na forma (12x)3 +(12x)2 =252 . Tendo a soma do cubo

com o quadrado do mesmo numero, o escriba da logo o valor de 12x tirado de
uma tabela; neste caso o valor de 12x sera 6. Daqui o escriba deduz os valores

, 1
de x, y e z. E facil verificar que esses valores sdo X = E , ¥y=20 e z=6.

(Estrada et al, 2000,p.89)

Foram os matematicos arabes, nomeadamente Al-Khwarizmi e 0s seus sucessores que
primeiramente se ocuparam duma teoria das equagles algébricas, em que estas comecam a ser
tratadas como entes matematicos, independentemente dos problemas que pudessem traduzir.
Estes e outros conhecimentos foram transmitidos a Europa Ocidental particularmente por Leonardo
de Pisa, no séc. XIII. O interesse pela resolucdo das equacdes intensificou-se na Italia mercantil na
ultima metade do séc. XV.

A Summa de Arithmetica (geometria, proportione et proportionalita) do frade franciscano Luca
Pacioli (Lucas de Borgho) é um dos incundbulos na Histdria da Matematica (1494) e apresenta-se
como uma grande compilacdo de varios trabalhos anteriores, incluindo Euclides, Ptolomeu, Boécio,
Jordano, Sacrobosco e Leonardo de Pisa. Por esse facto, “a sua contribuicdo para o

desenvolvimento da Matematica europeia se afigura insubstituivel” e “o exemplo de Luca Pacioli é
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0 de um paradigma de transicdo da medievalidade a modernidade que se adivinha ja no
Renascimento” (Marques de Almeida, 1997, p.73)

Ora a parte algébrica da Summa tera sido o primeiro tratado a dar um impulso notavel no
campo da resolucao das equag0es algébricas. Esta compilagdo tem duas partes: a primeira trata de
aritmética e algebra pratica e tedrica, pesos e medidas e da escrituracdo mercantil de partidas
dobradas. A segunda parte contém a resolugao de problemas geométricos por meio da algebra.
Pacioli resolveu equacdes lineares, quadraticas e as que eram facilmente reduziveis a essas, ndo
apresentando uma férmula aplicavel as equacdes de terceiro grau; usa uma notacdo sincopada,
em que p (de piu) designa mais, m (de meno) designa menos, co. (de cosa) para incognita, ce (d,

censo) para X%, cu (de cubo) para x3 e cece (de censo-censo) para x".

A férmula de resolucdo da equacédo de 3° grau

Era Scipione Del Ferro professor na Universidade de Bolonha, por volta de 1510, quando
conseguiu descobrir o método para resolver a equagao de 3° grau, embora nao haja conhecimento
do desenvolvimento dos seus trabalhos. Evidentemente, na universidade tera tido acesso a textos
importantes como os de Leonardo de Pisa, autores arabes e Luca Pacioli. Sabe-se, contudo, que
transmitiu os seus conhecimentos a Antonio Maria Fior, seu aluno e ao seu sucessor na cadeira e
genro, Hannibal Della Nave. A histdria que se seguiu pode ser apontada como um exemplo
significativo sobre o0 modo como a Matematica se desenvolve e sobre os conflitos que surgem
entre os protagonistas dos homens da Ciéncia.

Nesse tempo, era muitas vezes usado o conhecimento como arma secreta em disputas
intelectuais. Fior tera desafiado Niccold Tartaglia (1500-1557) para uma disputa de resolucdo de
algumas questOes. Mas, enquanto a lista que Tartaglia prop6s a Fior continha problemas genéricos
de caracter aritmético, geométrico e algébrico, incluindo equacdes de 3° grau, a lista que o

opositor de Tartaglia Ihe entregou continha apenas problemas que passavam pela resolugao de um
certo tipo de cubica, daquela que Fior conhecia uma férmula, isto &, do tipo X° + px =(, onde p

e g sdo numeros positivos.

Repetiu-se entdo o que em mais de um momento da Histéria da Matematica aconteceu:
depois de um matematico fazer uma descoberta, outro autor chega a mesma descoberta, de forma
independente. Assim, em Fevereiro de 1535, Tartaglia ja tinha descoberto também como resolver
equacOes de grau 3, ganhando a disputa. De facto, Fior ndo foi capaz de resolver os problemas

que Ihe tinham sido propostos. Conhecendo somente a formula para equagdes do

tipo x° + px =(, onde pe g sao nimeros positivos, faltou-lhe capacidade e conhecimentos para

resolver as do tipo X° = px+(Q e também do tipo X° +q = px.
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e Cardano

Entretanto, Cardano toma conhecimento da descoberta de Tartaglia e consegue convencé-lo,
sob promessa solene de a ndo tornar publica, a revelar-lhe a formula de resolucdo da cubica. Esta
revelacao foi-lhe feita em Marco de 1539, em verso, para, diz-se, mais facilmente passar
despercebida aos olhos indiscretos de terceiros. Na apresentagao que se segue optei por colocar o

“poema” em causa e paralelamente a transcri¢cao actual do seu contetdo:

1° caso

Cubica da forma Xx° + px=q

Quando che’l cubo com le cose apresso X3 4 pX
se agguaglia a qualche numero discreto X+ px=q
trovan dui altri differenti in esso. A-B=q
Da poi terrai questo per consueto: 0 3
che'l lor produtto sempre sai uguale AB = [Ej
al terzo cubo delle cose neto,
A-B=q
El residuo poi suo generale p3
AB=—
27
delli lor lati cubi ben sottratti
varra la tua cosa principale. X = Q{/K - e{/g
29 caso
Cubica da forma x° = px+q
In el secondo de codesti atti 20 caso da cubica:
quando che 'l cubo restasse lui solo x* = pPX+q

tu osserverai quast’altri contratti,
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Del numero farai due tal part’a volo A-B=q
3
che I'una in l'altra si produca schietto AxB= (gj

El terzo cubo delle cose in stolo
Dalla qual poi, per commun precetto

torrai li lati cubi insieme gionti

et cotal somma sara il tuo concetto.” x=%YA+3B

3° caso

Clbica da forma x° + g=px

El terzo poi de questi nostri conti O terceiro caso resolve-se
se solve col secondo se bem guardi recorrendo ao segundo

che per natura son quasi congionti.

Questi trovai, et n on com passi tardi
Nel mille cinquecente, quatro e trenta 1534
Com fondamenti bem saldi e gagiardi

Ella citta dal maré intorno centa.* Veneza
(Casalderrey, p.115, 2000)

Estes versos continham assim a resolucao de trés casos da equacao cubica:
x>+ px=q,
3
X* + (= pX
3
X" =pPX+(,

aqueles para os quais Tartaglia conhecia a formula. Embora nos dias de hoje, para qualquer

estudante estes trés casos se resumam ao mesmo, ndo podemos esquecer que 0S nUMeros

*“Quando o cubo e a coisa juntos/sdo iguais a um nimero discreto/encontra dois outros ndmeros cuja diferenca seja esse ndmero/ depois
farés disto uma regra:/que o seu produto seja sempre igual/ao terco do coeficiente de x elevado ao cubo/depois o resultado geral/dos
lados cubicos bem subtraidos/te dard a coisa principal/ Em segundo lugar/quando o cubo esta sozinho/iras observar estas duas
razdes/dividirds o nimero em duas partes/tal que uma vezes a outra produza claramente/o cubo da terca parte da coisa, exactamente.
/Destas duas partes, como regra/tirarés a raiz clbica somada/ e a soma seré o teu resultado. /O terceiro dos nosso calculo/resolve-se com
0 segundo se tiveres cuidado/pois a sua natureza quase coincide/Estas coisas eu encontrei, € ndo com preguigosos passos/No ano de 1534
/ com fundamentos fortes e firmes / na cidade cercada pelo mar.
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negativos ainda ndo estavam completamente aceites e portanto os matematicos da época
evitavam operar com eles.

Entretanto Cardano preparava a sua Ars Magna e desejava a todo o custo incluir a férmula
da resolugdo da cubica na sua obra. Todavia a promessa feita impedia-o de o fazer. Foi entdo que,
numa viagem a Bolonha, em 1542, Cardano e o seu discipulo Lodovico Ferrari encontraram a
demonstragao da formula feita por Del Ferro. Considerando-se livres da promessa feita, ja que
Tartaglia ndo tinha tido a prioridade da descoberta, Cardano incluiu na Ars Magna a formula,
tornando publica a “arma secreta” de Tartaglia. Este sentiu que Cardano havia quebrado a sua
promessa e o facto deu origem a uma contenda publica entre Tartaglia e Cardano (e o seu
discipulo Ferrari). No entanto, na sua Ars Magna, Cardano indica as fontes e refere-se a Del Ferro,
Anténio Fior e Tartaglia, demonstrando uma postura ética inquestionavel, o que o iliba da
acusacdo de plagio. Apesar disso, a histéria reconhece o grande valor deste matematico, e a
formula de resolucdo da cubica tem também associado o seu nome, a formula de Cardano-
Tartaglia.

Ha mais que uma férmula de resolucdo da clibica na Ars Magna, ja que havia trés tipos de
cUbicas. Por exemplo, no capitulo X7, a respeito de “Cubo e primeira poténcia igual ao nimero”,
isto &, X® + px = q, pode ler-se:

Regra
Eleve ao cubo o tergo do coeficiente de x; adicione-lhe o quadrado da
metade da constante da equagdo e calcule a raiz quadrada do total. Vais duplicar
isto, e a uma das duas, soma metade do nimero que ja elevaste ao quadrado e a
outra subtrai metade do mesmo. Tem agora um bindmio e o seu apétema. Depois,
subtrai a raiz cubica do apétema da raiz cubica do bindmio. O que fica € o valor de
X.

Por exemplo,

x®+6x=20

Eleve ao cube 2, um terco de 6, fazendo 8; eleve ao quadrado 10, metade
da constante; da 100. Soma 100 com 8, fazendo 108, cuja raiz quadrada é

/108 .Isto irds duplicar: a uma soma 10, metade da constante, e & outra subtrai

0 mesmo. Entdo iras obter o bindmio /108 +10 e o seu apétema /108 -10. tira

a raiz cubica destes. Subtrai a raiz clbica do apdtema da raiz cibica do bindmio e

teras o valor de x:

3/7/108 +10 /108 —10  (Cardano, 1993,p.99)
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e Continuava, porém, por resolver, o caso chamado de

“irredutivel”. A formula de Cardano para as equagbes do tipo X3:px+q é

—j gue a luz dos conhecimentos da época,

2 3
parece nao ter sentido quando (%j —(%) < 0. (No primeiro caso da equagao clbica nao surge

esta questdo). E na consideracdo de raizes quadradas de niimeros negativos que Cardano tem um

papel inovador na histdria, ao tentar operar com tais raizes.

Vejamos, em escrita actual, como surge esta férmula

Seja X =U+V. Entdo a equagdo X° = pXx+( vem
(u+v)3: p(u+v)+ge u®+v+3uv(u+v)=p(u+v)+q

Entdou +V sera solugdo da equagdo desde que sejam satisfeitas as condigGes

s P’

U +V® = V= =qv
q 7 q
p =

UV=§ 3_ P

e

3

3

3
Fazendo V° = z, obtém-se a equacdo z° +[§) =z, cuja solugdio éz =

5]

N |

° Disponivel em http://bnd.bn.pt/ed/pedro-nunes/obras/fontes-p-nunes/pn_fontes_outras_32_zoom.html
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Donde

No capitulo XXXVII da Ars Magna — “Sobre a regra para postular um negativo”, Cardano
distingue trés sub-casos, “aquele em que se assume um numero negativo, ou procura uma raiz

quadrada de um ndmero negativo, ou procura o que ndo existe” (Cardano, 1993, p.217).

Com o exemplo para o segundo caso surge uma situacao com a qual os matematicos nao
sabiam lidar. Tratava-se de encontrar dois nimeros cuja soma fosse 10 e cujo produto fosse ou 30
ou 40. Este caso era, segundo Cardano, impossivel. No entanto, Cardano optou por continuar a

operar, de acordo com a regra anteriormente dada nesse mesmo capitulo, obtendo as solucdes

5++/-15 e 5—-+/-15.

Vemos, entdo, que quem primeiro operou com 0s numeros imaginarios foi Cardano, na

tentativa da resolucao de uma equacao do segundo grau.

Cardano tem consciéncia da sua audacia em operar com tais nimeros, afirmando que “Isto é
verdadeiramente sofisticado” (Cardano, 1993, p. 220). Reconhece ainda que s3o outra espécie de
“coisa” e que sdo “tao refinados como inlteis” (Cardano, 1993,p. 220).

Note-se que, embora Cardano tenha operado com estes nimeros, duvidou da sua validade,
ja que ndo acreditava que um nlmero negativo pudesse ter uma raiz quadrada. De facto refere-se

as operacbes com este numeros dizendo, a propdsito da demonstragao da regra, que,

Pondo de lado as torturas mentais envolvidas, multiplique-se 5++/—15 por 5 -

=15, fazendo 25—(—15) gue é 15, O seu produto é 40. ..., [Cardano, 1993, p.
219].

Em 1545, usou a notacdo de R.M, iniciais das palavras radix minus para representar a raiz
quadrada de um nUmero negativo.

Cardano, que chamava ficticios aos nimeros negativos, continuou a trabalhar com as raizes
quadradas de numeros negativos, embora as eliminasse do resultado final. Quanto a cubica, ele
acreditava que poderia ter trés raizes, mas nao afirmou que teria de as ter. Este problema,
juntamente com a questao sobre o nimero de solugdes de uma equacdo algébrica foi resolvido

somente por Euler, em 1732. O contributo de Cardano foi, portanto, importante no
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desenvolvimento da teoria das equag0es. As suas férmulas foram usadas durante muitos anos e as
tentativas de encontrar formulas para resolver equacdes de grau superior a 4 s6 terminaram em
1824 com Niels Abel (1802-1829) (Katz, 1992) e a sua prova da impossibilidade de encontrar uma
formula geral para a resolucdo algébrica das equagbes de 5° grau. Finalmente, Evarist Galois
(1811-1832), com a sua teoria da resolubilidade algébrica, deu um passo definitivo na pesquisa de
férmulas de resolucdo, apresentando as condigdes de resolubilidade de uma equacdo, sendo, pela
teoria que desenvolveu, considerado um marco impar na histdria da Algebra. (Katz, 1992). Galois
provou que era impossivel apresentar uma formula para a resolucdo de uma equacdo algébrica

geral de qualquer grau superior a 4.

Cardano teve também um papel inovador no calculo das probabilidades com a sua obra
Liber de Ludo Aleae, escrita durante a sua estada em Bolonha.

Este importante vulto da histdria da Matematica morreu em 1576.

Surge, entdo, no seguimento dos seus trabalhos a Algebra de Bombelli.
3.2 A Algebra de Bombelli

Sabe-se que Rafael Bombelli nasceu em Janeiro de 1526, em Bolonha, Italia, sendo o mais
velho de 6 irmdos, mas pouco se conhece da educacdo que Bombelli terd recebido. E conhecido,
no entanto, ter sido orientado por Francesco Maria Clementi da Corinaldo, engenheiro hidraulico.
Talvez por isso tenha ficado conhecido como engenheiro, embora nado seja crivel que tenha tido
formacao oficial para tal (Jayawardene, 1991).

Bombelli considerava que Cardano nao havia sido claro na sua obra Ars Magna, razao pela

qual decidiu ele proprio escrever uma Algebra. Sao suas as palavras:

Cardano Melanese nella sua arte magna, ove di questa scienta assai disse, ma nel dire fui
obscuro... "Bombelli, 1966, p. 9)°

Este trabalho, o Unico conhecido de Bombelli, foi escrito entre os anos de 1557 e 1560 e
publicada em 1572. Era também sua intencdo, como ja era a de Cardano, escrever uma obra que
elevasse a Matematica a um nivel superior, ja que esta era usada essencialmente nas trocas
materiais e os problemas que os matematicos resolviam eram quase sempre ligados ao comércio,
em situagdes reais ou nao. Assim, os problemas apresentados por Bombelli s3o, influenciados pela
obra de Diofanto, abstractos, procurando, em alguns casos, generalizar o mais possivel o problema

que esta a tratar.

¢ “Cardano Milanés , na sua arte magna, onde sobre esta ciéncia muito disse, foi obscuro nas suas palavras”.
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A Algebra de Bombelli esta dividida em 5 partes, correspondentes a 5 livros:

- No primeiro livro, Bombelli expGe as definicdes dos conceitos elementares, como poténcias,
raizes, bindmios e trindmios, e as suas operacoes. Neste livro sdo também apresentados os
numeros complexos, que trataremos com mais pormenor. A seguranca que Bombelli apresenta ao
trabalhar com estes novos numeros, apresentando muitos exemplos que permitissem ao leitor
familiarizar-se com eles, bem como a introducdo das regras operatdrias, imortalizou para sempre o
seu nome. Assim, os numeros agora chamados complexos sdo apresentados cedo na sua Algebra,
para que o leitor se familiarizasse com esta “raiz quadrada muito diferente das outras”. (Bombellj,
1966, p. 133,). Bombelli mostrou, ao lidar com os nimeros complexos, estar a frente no seu
tempo, uma capacidade de abstraccdo algébrica superior a dos seus antecessores, que lhe
permitiu desenvolver as regras operatdrias com esses novos nimeros que surgiam e que ainda ndo
faziam grande sentido. A histdria mostra-nos que, posteriormente, outros autores tiveram também

ainda bastante dificuldade em lidar com os nimeros complexos.

- No segundo livro Bombelli introduz poténcias algébricas e suas notacdes e apresenta o
método de resolugdo das equacgbes de primeiro, segundo, terceiro e quarto grau. Todos os
coeficientes considerados s3o positivos, como era corrente na época. Por tal motivo, surgem varios
casos a tratar: Sdo 5 tipos de equacgbes quadraticas, 7 de equagbes cubicas e 42 de grau quatro.

Em cada caso, é explicado o método de resolver a equagdo em questao e exemplificado o mesmo.

- No livro III inclui problemas para os estudantes praticarem, progressivamente mais dificeis,

através das diferentes operagdes algébricas.

- O livro IV contém aplicacdes de métodos geométricos a algebra.

- O livro V contém aplicacdes de métodos algébricos a resolugao de problemas geométricos.

Estes dois ultimos livros ndo foram apresentados tal como Bombelli os pensou. A morte, aos
46 anos, impediu-o de completar estes dois livros, ou pelo menos, de os rever para publicacao. Os
livros IV e V, julgados perdidos, foram mais tarde descobertos por E. Bortolotti e publicados em
1929. A primeira edigdo integral da Algebra foi publicada em 1966.

Existe, por conseguinte, uma distingdo clara entre os primeiros trés livros e os dois Ultimos,
sendo que a primeira parte é essencialmente algébrica e a segunda essencialmente geométrica.

Segundo Bortolotti, no prefacio a edigdo da Algebra de 1966,
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(...) nela se apresenta pela primeira vez uma completa sistematizagdo ldgica da
teoria das equagOes dos primeiros quatro graus; mas o conceito de informacao
de toda a obra, a disposicdo e ordenacao da matéria, o procedimento construtivo
e demonstrativo essencialmente analitico nela seguido, representa um passo

notavel na aritmetizacdo da Matematica. (Bombelli, 1966)

Durante a sua estada no Vaticano, Bombelli teve oportunidade de consultar as obras de
Diofanto. Embora tivesse sido feito um esforco conjunto de traducao das obras de Diofanto, por
Bombelli e o leitor da Universidade de Roma, Antdnio Maria Pazzi, este trabalho ndo foi concluido.
Na sua obra Bombelli incluiu alguns problemas enunciados por Diofanto, num total de 143, é clara
a influéncia de Diofanto (Calinger, 1999), ndo s6 pelo elevado nimero de problemas que inclui,
mas também pelo caracter abstracto de outros problemas enunciados. Também a semelhanga
deste, Bombelli utiliza a palavra “tanto” para designar o termo do primeiro grau numa equacao,
bem como a palavra “potenza” para designar o termo de segundo grau, na 12 edigdo, ja que no

manuscrito é utilizada a palavra “cosa” e “censo”,

respectivamente, como em Luca Pacioli. -
P ! Motagdo Moderna Publicadn por Bombelli IHEE}L.IJTE}I;LT“PW
O contributo de Bombelli foi notavel no que
1 1
. ~ - O = b
se refere a notacdo utilizada”: surgem os 5 5
“paréntesis” no radicando das raizes, inclusive 5,2 2 2
3 5
paréntesis duplos e outros, usa o indice de um
radical e apresenta uma forma de escrever a
p VAT TG Rg|4pRas | R|dpRE
poténcia da incdgnita, que foi mais tarde adoptada
por Girard e outros, dando origem a moderna z z
Fos D =121 RcLQquLOmmUJ R3[2pR|0Om121
representacao do expoente numa poténcia.

Quadro 3 Alguns exemplos da notagdo de Bombelli

¢ Os numeros complexos na Algebra

Vejamos entao com mais cuidado todo o trabalho que antecede a apresentagao dos nimeros

complexos.

Bombelli introduz todas as definicdes e operagbes que utiliza: o quadrado de um nimero, o
cubo, outras poténcias de um numero, extraccao da raiz quadrada e da raiz cubica, todas as

operagdes com radicais, sempre com inimeros exemplos numéricos.

" Imagem disponivel em http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Bombelli.html
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E assim que chega a divisdao de um nimero por um trindmio composto por um ndmero e
duas raizes clubicas compostas. Depois de exemplificar a regra, surge entdo a descricdo das
condicoes em que foram encontrados os nimeros imaginarios. Podemos ler na pagina 133 da

Algebra de Bombelli:

Encontrei um outro tipo de raiz clbica composta muito diferente
das outras, que nasce no capitulo do “cubo igual a tanto e nimero, quando o
cubo da terca parte do tanto é maior que o quadrado da metade do numero,
como nesse capitulo se demonstrarg, (...) porque quando o cubo do terco do
tanto é maior que o quadrado da metade do nimero, o excesso ndo se pode

chamar nem mais nem menos, pelo que lhe chamarei mais de menos

[+ \/—_1], guando se adicionar e menos de menos quando se subtrair. (...) E
esta operagdao € necessaria (...) pois sdo muitos os casos de adicionar onde
surge esta raiz, (...) que podera parecer a muitos mais sofisticada que real,
tendo eu também essa opinido, até ter encontrado a sua demonstracdo em

linha (...) mas primeiro tratarei de os multiplicar, escrevendo a regra de mais e

de menos:
Mais por mais de menos faz mais de menos +1x i =i
Menos por mais de menos faz menos de menos —Ixi=-i
Mais por menos de menos faz menos de menos +1x (_i) =i
Menos por menos de menos faz mais de menos —1x (—i) =i
Mais de menos por mais de menos faz menos ixi=-1
Mais de menos por menos de menos faz mais ix(—i)=+1
Menos de menos por mais de menos faz mais —ixi=+1
Menos de menos por menos de menos faz menos. 8 —i x(—i) =-1

Bombelli usou a notacdo 4.p.R[0M .4] para se referir a 4+\/—_4 e para 4 - \/—_4 usou
4, M.R[OM .4].
Na edicao manuscrita, Bombelli utilizou o p. di m. (pit di meno), que representa exactamente
o0 mesmo que “/”introduzido por Euler, e mais tarde seguido por Gauss, e que foi generalizado.
Bombelli acrescenta ainda que “adverte-se que este tipo de raiz clbica surge sempre
acompanhada do bindmio com o seu residuo” (p. 134)° , isto &, quando aparece a soma, também
aparece a diferenca.
As 11 (1) paginas seguintes sdo exclusivamente dedicadas a multiplicacdo destes novos

numeros, continuando até a pagina 150 exclusivamente com operagOes algébricas com os

8 A direita da regra dos sinais enunciada por Bombelli escrevemos a mesma em notagéo actual
° Bombelli refere-se ao conjugado de um niimeros complexo.
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mesmos. Que Bombelli estava avancado no seu tempo em relagao as operagdes com complexos é
claramente evidente quando recordamos erros cometidos séculos mais tarde, como veremos a
frente.

A verdade é que a falta de sentido que envolvia estes nimeros fez com que nao fossem
facilmente aceites, nao merecendo qualquer tipo de consideracdo por alguns matematicos
importantes e criando confusao a outros, na tentativa de lidar com eles.

Bombelli foi o Ultimo dos algebristas bolonheses, com o qual se abre a era moderna na
Historia da Matematica.

Segundo o “Biographical Dictionary of Mathematicians” (1991), Bombelli terd morrido em
1572.

3.3 Desenvolvimentos posteriores

¢ Algumas notacdes utilizadas

Em 1629, o matematico francés Albert Girard usou o simbolo V-2 ao calcular as raizes de
determinada equacdo. A sua obra, Invention Nouvelle en LAlgebre influenciou geracdes de
matematicos, incluindo Descartes. (Oliveira, 2000). Girard generalizou, sem demonstrar, o
actualmente conhecido por Teorema Fundamental da Algebra, embora tal cause algum espanto, ja

gue havia classificado as solugdes imaginarias como /nexplicaveis. Sao suas as palavras:

Pode-se perguntar para que servem estas solugbes que sdo impossiveis;
eu respondo, por trés coisas: para a certeza da regra geral, e que ndo ha outras
solugBes, e pela sua utilidade: a utilidade é facil, porque ela serve para a
invencdo de solucdes de equagdes semelhantes, (...) (Oliveira, 2000, p. 10)

Segundo Cajori (1993), Euler foi o primeiro a utilizar a letra / para representar +/—1, em
1777, embora ela ndo tenha sido muito usada até 1801, quando Gauss comecou a utiliza-la

sistematicamente, seguido de Kramp e outros.

Euler é também o responsével pela descoberta da igualdade e'” = —1, que relaciona trés
quantidades com um papel histérico no desenvolvimento da Matematica: e, o nimero de Nepper,
7t e j, sendo que, nessa data, Euler ainda nao utilizava o simbolo /

Mas o facto € que esta notacdo, j, demorou muito tempo a ser adoptada. Em 1842, sessenta

e cinco anos depois de Euler a ter usado pela primeira vez, ainda eram usadas outras notacoes.
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Por exemplo, segundo Cajori (1993), A. De Morgan usava k para representar +/—1, em 1842.

Também na teoria electromagnética é ainda usada a letra jpara representar +/—1.

Na obra de Euler, Elementos de Algebra, publicada em 1770, ha falhas na multiplicacdo de

dois nimeros imaginarios puros, lendo-se, nomeadamente que \/—_2\/—_3 = \/g . Contudo, nao é
de crer que Euler possa ter sido responsavel por esses erros, dado que estava ja cego quando
preparou a obra. O facto de o livro ter sido ditado a uma assistente pode ter sido a razdo para a
existéncia dessa falha (Cajori, p.127,1993).
O trabalho de Euler foi relevante no desenvolvimento da Andlise Complexa. A ele se deve a

deducdo das identidades:

iz iz
=S

eiz + e—iz

sinz =

CoSz =

Outro dos exemplos desse seu papel relevante é a resolucdo de uma questdo acerca dos

logaritmos dos nimeros negativos e complexos.

Leibniz e Johann Bernoulli (1667-1748), na sua importante correspondéncia entre 16 de

Marco de 1712 e 29 de Julho de 1713, esgrimiam argumentos para definirem o logaritmo de um

numero negativo (que requer, evidentemente, a presenca da unidade imaginaria \/—_1 ), do qual
resultavam resultados diferentes. Enquanto Bernoulli sustentava que log(—a) = log(a), Leibniz
expunha as razles pelas quais pensava que log (-a) = log (a) + log(-1), onde log(-1) era uma
quantidade imaginaria.

Euler interveio, refutando um por um os argumentos dos seus colegas e afirmando que
“cada nimero tem uma infinidade de logaritmos. Todo o nimero real positivo tem uma infinidade

de logaritmos complexos, onde s6 um € real”. (Verley, p. 125,1981)

De resto, sabe-se que o interesse de Leibniz pelos nimeros complexos chegou ao ponto de
ter estudado a Algebra de Bombelli e ter também discordado de que a féormula de Cardano nao se

aplicava ao caso “irredutivel” de uma equacao cubica. Afirma ainda Collette que

Encontra-se também nos trabalhos de Leibniz a decomposicdo de x*+a* na

forma moderna =-a * =2 *
I I
X; =—av—1 X, =av-i

donde i’ =—1. A propésito
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desta decomposicao, Leibniz, em 1702, descreve estas raizes imaginarias em
termos tingidos de “teologismo”: Um recurso elegante e maravilhoso para a
inteligéncia humana, um nascimento “contra natura” no campo do

pensamento, quase um anfibio entre o ser e o ndo ser. (Collette, 1979, p. 131)

Caspar Wessel no seu ensaio Om Directionens analytiske Betegning, apresentado a

Academia Dinamarquesa em 1797 designa por +1 a unidade rectilinea positiva e por +€ outra

unidade, perpendicular a primeira e com a mesma origem. Escreve ainda que v—1=e.

a/—1 teve um papel fundamental no desenvolvimento da algebra. Tal esta patente nos

comentdrios de De Morgan, em 1849:

0 uso, chamado de experimental, de V-1, sob o nome de quantidade
impossivel, esta demonstrado. (...) Assim que esteja mostrado que um resultado
particular ndo tem existéncia como quantidade, € permitido, por definicdo, que
tenham existéncia de outro tipo, do qual ndo sdo colocadas questoes
particulares, pois as regras sob as quais se descobriu que os novos simbolos dao
resultados verdadeiros, ndo sdo diferentes das aplicadas aos antigos simbolos.
(Cajori, 1993, p. 131)

Cauchy, comegou também a usar v—1 nas suas obras, referindo-se a ele como " a linha

simbdlica \/—_l , aquela que os alemaes substituem por / ” (Cauchy, 1938, Tomo XIV, p. 94). Na
sua Memoire sur la theorie des équivalences algébrigues utiliza também a palavra “modulo” de um
nimero complexo no sentido que |he atribuimos nos dias de hoje, bem como o termo
“argumento”. Esta teoria das equivaléncias algébricas, substitui a “teoria dos imaginarios”, escreve

o proprio em subtitulo. Nesta teoria agora apresentada, Cauchy repudia o uso da letra / como

representacdo de +—1. Afirma, “A letra /ira representar uma quantidade real, mas indeterminada
(...); transformaremos o que chamamos de eguacdo imagindria numa equivaléncia algébrica,
relativa a variavel /e ao divisor #+1 " (Cauchy, 1938, Tomo XIV, p. 101).

Na Mémoire sur les Quantités Geomeétrigues, Cauchy faz referéncia a Buée e a Argand, como

autores que, partindo da ideia de que +—1é um simbolo de perpendicularidade, deram aos

ndmeros imaginarios’® uma interpretagdo geométrica e acrescenta que vai abandonar

completamente a utilizacdo do simbolo v—1 (Cauchy, 1938, p. 176) e substituir a teoria das

expressoes /imaginadrias pela teoria das quantidades geomeétricas. (o italico é do proprio Cauchy).

10 Cauchy utiliza ainda o nome de imaginarios para se referir aos Niimeros Complexos.
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Cauchy denomina por quantidade geométrica o raio vector OA dirigido de O para A,
representando-o por r,. O comprimento do vector, representado por r, € chamado de valor
numeérico ou modulo da quantidade geométrica r,. O angulo p, que indica a direcgdo do vector OA
€ 0 argumento ou o azimute dessa quantidade.

E atribuida a Cauchy a primeira teoria analitica completa dos nimeros complexos.
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e Arepresentacdo geométrica dos niumeros complexos

N
il

Zrienall

Argand, Wessel e Gauss'! sd0 nomes que aparecem ligados & descoberta
da representacdo geométrica dos nimeros complexos, bem como os de Buée,

Mourey e Warren, embora estes Gltimos com menos relevancia e divulgacao que

=
]
ol
B
v
o
(=]
=

os anteriores.

Fig.3 O rosto de Gauss

- Os trabalhos de Wessel ~
num selo alemao

Wessel, em 1797, tera sido o primeiro a trabalhar a ideia, que ficou na escuriddo até 1897,
quando dela foi publicada uma tradugdo francesa, Essa/i sur la représentation analytigue de la
direction. Por tal motivo, durante muito tempo atribuiu-se a Argand essa descoberta, apresentada
por ele em 1806, embora apenas em 1813 ela tenha sido conhecida, apdés uma publicagdo nos
Annales de Mathematigues. Existem referéncias (Crowe, 1967) a que provavelmente Gauss tera
descoberto esta representacao ao mesmo tempo que Wessel. Evidentemente, o facto de Gauss ter
publicado os seus trabalhos em 1831, terd chamado a atencdo sobre as obras dos autores pouco
conhecidos até entdo, ja que Gauss escrevia com a “autoridade de alguém que tinha adquirido

fama através de trabalho impressionante, (...) " (Crowe, 1967, p. 11)

O que pensou Wessel?

Wessel escreveu uma teoria sobre o calculo de linhas determinadas em grandeza e direcgdo,
de modo a exprimir um e outro com os simbolos com 0s quais se efectuassem os calculos.

O proéprio Wessel afirma:

“ Procuro um método que evite as operagdes impossiveis'? depois utiliza-
las-ei para me convencer da generalidade de certas férmulas conhecidas”
(Wessel, 1897, p. 6)

Na sua obra pode ler-se:

(...) proponho-me a:
1° Dar as regras das operagdes desta natureza;
20 Mostrar com alguns exemplos a aplicacdo aos casos em que os segmentos

se encontram no mesmo plano;

! Imagem disponivel em http://members.tripod.com/jeff560/index.html
12 As “operages impossiveis” sdo as operagdes com Nimeros Complexos.
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30 Determinar por um novo método, ndo algébrico, a direccdo dos segmentos
situados em planos diferentes;

40 deduzir a resolucdo geral dos poligonos planos e dos poligonos esféricos;

50 deduzir da mesma maneira as formulas conhecidas da trigonometria
esférica (Wessel, 1897,p. 6)

Wessel comega por introduzir o conceito de linhas dirigidas e as regras de multiplicacdo e

adicdo, para depois se referir a +1 como a unidade rectilinea positiva e a +/—1, que designa por
+g&, como sendo a perpendicular sobre a unidade, tendo a mesma origem. Wessel define a adicao

e a multiplicacdo do que chamamos hoje vectores.

Wessel representava por |~ 0 niUmero complexo conjugado de I'. (Wessel, 1897, p.20)
Sao de Wessel as palavras:

A adicdo de dois segmentos faz-se da seguinte maneira: colocdmo-los de
modo que um se inicia onde termina o outro; depois unimos por um novo
segmento os dois extremos da linha quebrada assim obtida: este novo segmento
chama-se a soma dos segmentos dados (Wessel, p. 7)

Na pagina 9 é também explicada a multiplicagdo de segmentos:

O produto de dois segmentos, (...), forma com um dos factores o0 mesmo que o
outro factor forma com o segmento positivo ou absoluto que tomamos igual a 1;
Tal significa que:

10 Os factores devem ter uma direccdo tal que possam ser colocados no mesmo
plano que a unidade;

20 Quanto ao comprimento, o produto deve estar para um dos factores como o
outro esta para a unidade;

39 No que diz respeito a direccdo do produto, se o fizermos a partir da mesma
origem que a unidade positiva, os factores e o produto, este deve estar no
mesmo plano que a unidade e os factores e deve estar desviado de um dos
factores 0 mesmo que o outro esta da unidade, no mesmo sentido, de modo que
o angulo da direccdo do produto em relagdo a unidade positiva seja igual a soma

dos angulos de direccdo dos factores

Wessel apresenta somente dois exemplos de aplicacdo da sua teoria, na demonstragao do

teorema de Cotes, e na resolucao de poligonos planos.
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- Argand

Em 1806 surge o trabalho desenvolvido por Jean Robert Argand, reconhecido em 1813,
como ja foi dito. Na obra, de titulo £ssai sur une maniére de représenter Les Quantités Imaginaires
dans les constructions Géometrigues, este autor explica como representar geometricamente a
adigdo e a multiplicagdo de nimeros complexos e de como aplicar essa representacao a inUmeros
teoremas, embora ndo tenha discutido a aplicacdo dos seus métodos ao espaco tridimensional.

Argand, em 1806, escreve ~ para representar +x/—_1 e para representar \/—_1 Eo
primeiro a utilizar o termo “absoluto” para designar o valor absoluto de um ndmero positivo,
negativo ou Complexo. Mais a frente, na sua obra, utiliza a palavra "“mddulo” no mesmo sentido de
valor absoluto, antecipando Cauchy, a quem geralmente € atribuida a primeira utilizacdo do termo.

Porém foi Weierstrass quem, em 1841, primeiro introduziu o simbolismo das duas barras verticais

para valor absoluto, como em |Z| (Cajori, 1993). Algumas notacOes utilizadas por Argand sao

percursoras das utilizadas por Hamilton, antecipando assim algumas das ideias modernas e

abstractas nesta teoria (Jones, 1991).

Argand enuncia os principios da sua teoria, dizendo que “o método que vou expor assenta
sobre dois principios de construcdao, um para a multiplicacdo, outro para a adigdao de linhas
dirigidas (...)"” (Argand, 1971, p.60)

Argand tenta determinar o meio proporcional entre duas quantidades de sinais diferentes, ou

seja, a quantidade que satisfaz a proporcao +1:+X::+X:—1, o que poderia ser escrito nos dias

. . 1 x N « : . o
de hoje assim: — =—_. Conclui entdao que x nao pode ser igualado nem a um numero positivo
X

nem a um ndimero negativo. Argand pensa entao em combinar a ideia de valor absoluto com a
ideia de direccdo, procurando assim um lugar para esta quantidade, “na escala das quantidades
positivas ou negativas” (Argand, 1806, p. 6)

A representacdo pensada surge na pagina seguinte do seu livro, onde Argand explica qual a
linha que considera como a unidade positiva (@), a unidade negativa (W) e finalmente, qual o

lugar de ++/—1e de —+/—1, respectivamente representados por KE e KN.

Temos, portanto, a ideia da representacdo dos nimeros complexos:

(...) vemos que toda a linha paralela a linha primitiva é expressa por

um numero real, aquelas que lhe sdo perpendiculares sao expressas pelos

ndmeros imaginarios da forma *+a+/—1 e, por fim, aquelas que tém outra
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direcgdo sdo expressos pelos nimeros imaginarios na forma = a * b\/—_l , que
se compdem de uma parte real e de uma parte imaginaria. Os nomes de real e
imaginario ndo estdo de acordo com estas nogdes que expusemos. E superficial
observar que impossiveis e absurdos, que por vezes encontramos, sdo ainda
mais contraditdrios (...). Somos conduzidos a empregar outras denominagoes.
(Argand, 1806, p. 12-13)

Fig 4 Diagrama para operacionalizar os
complexos, segundo Argand.

Imagem digitalizada de Essa/ sur une maniére
, de représenter Les Quantités Imaginaires dans
\- /A les constructions Géometrigues, (Argand,

1803,p.7)

ARy
: {
M0

Argand adoptou a terminologia de /inhas dirigidas para se referir a representacao dos
numeros complexos, mostrou como adicionar e multiplicar as “linhas dirigidas” e também como
obter resultados, de modo simples, ja conhecidos, utilizando a ideia de “linhas dirigidas”. Por

exemplo a igualdade:

cosna ~sinna = (cosa ~sina)"é demonstrada

o
rd
A com recurso simples a representacdo geométrica:

4

{/ “Sejam AB, BC, ..,EN (figura 5'%) n arcos. Temos:
£ KN = KB" [resultado anteriormente provado];

R e : .

Fig. 5 A multiplicacéo de Complexos KN = Kv+vlN e KB=Kg+/N;

entio Ku+oN = (@+E)ﬂ (1)

Facamos o arco AB = a e, por consequéncia AN =na,

Kp3 = cos a Ko = cos na
PB =~ sinag N =~ sin na

13 Imagem digitalizada de £ssai sur une maniére de représenter Les Quantités Imaginaires dans les constructions
Géometrigues , (Argand, 1803,p.25)
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Da equacao anterior (1) temos

cos na ~ sinna = (cosa ~ sina)”

(Argand, 1806,p.25-26)

Argand acrescenta ainda que este teorema em notagao ordinaria se exprime pela igualdade

n
cosnat+/—lsenna= (COS at+ —1.sena)

- Gauss

Os trabalhos de Gauss estdo publicados em alemao ou latim, o que nos dificulta a sua leitura
directa. Os estudos relacionados com a representacao dos nimeros complexos estdo publicados na
sua obra Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio secunda, de 1831. Esta publicacao
veio chamar a atencdo para os trabalhos de Wessel e Argand, anteriormente publicados, dada a
importancia do nome de Gauss nos meios cientificos. E neste trabalho que surge pela primeira vez
a forma a+bi e o termo “nimero complexo”. Gauss nado gostava de publicar resultados de pesquisa
que ndo estivessem completamente amadurecidos (Boyer, 1996), pelo que a diferenga de tempo
decorrida entre as publicacdes deste autor e a de Wessel e Argand podera dever-se a este sentido
de perfeccionismo de Gauss. A titulo de curiosidade, fica registado o lema de Gauss, a propdsito
desta sua qualidade: PAUCA SED MATURA.

As investigagdes de Gauss sobre a representagao dos nimeros complexos foram no mesmo
sentido das de Wessel e Argand. Em muitos paises, o Plano de Gauss corresponde ao que noutros
se diz apenas Plano de Argand, mas com maior justica se deveria dizer Plano de Wessel — Argand
— Gauss.

As discussdes sobre o alargamento da teoria ao espago tridimensional continuaram,

atingindo o auge com Hamilton e a descoberta dos quaternides.
3.4 Os numeros complexos em Portugal

Em Portugal, os matematicos ndo ficaram indiferentes aos novos nimeros e ao estudo das
suas propriedades; antes manifestaram o seu interesse e estudaram as propriedades destes novos

numeros. Vejamos alguns contributos dados no nosso pais.
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e Pedro Nunes

Segundo Silva Dias (1982), no século XVI a Faculdade de Medicina desempenhou, em
Portugal, o papel de uma Escola Politécnica. E neste contexto que se enquadra, em 1544, a
nomeacao de Pedro Nunes (que havia feito estudos médicos em Lisboa) para a regéncia de
disciplinas de Matematica e, ainda segundo o mesmo autor, foi deste modo que Pedro Nunes
difundiu (muitas vezes através de uma critica contundente) os autores italianos na
universidade/sociedade portuguesa. A propdsito das obras de Cardano e Tartaglia, Pedro Nunes
afirma no seu Libro de Algebra en Arithmetica y Geometria que “Este autor [Cardano] ao principio

tinha ordem, mas depois escreveu confusamente ” (Nunes, 1950,p.393) e afirma também que

Despues destos Nicolao Tartalla muy gran maestro de cuenta y
25 bué Geometra, noto los yerros de entrambos, en los libros que com-
puso, y despues de su muerte, vino al presente vn libro, que en su
casa se hallo, en el qual separa[da]mente trata de Algebra. El qual libro
en la orden, y clareza, y en el estylo muestra ser suyo, principalmente
que va en el allegando lo que en los otros libros auia escripto, y por
30 el se puede muy mejor depréder esta arte, que por los libros de Fray
Lucas y Cardano. Pero todauia no es obra absoluta, porque remete
los Lectores a los otros libros suyos, y presuppone algunas Reglas que
no fueron por el demonstradas, ny se hallan en los dos libros de Eu-
clides, del qual toda esta doctrina procede. Y tambien tiene otra falta,

35 que los menos casos que trae, en que va praticando el Algebra, son* *P. 324 r.
de Arithmetica, y los mas son de Geometria, muy difficiles, y de ope-
racion muy prolixa, y en los quales el mismo se embaraca muchas
vezes, como abaxo monstrare, siendo el muy exercitado en esta arte.

(Nunes, 1950,p.393)

Com estes comentdrios fica claro que Pedro Nunes mostra conhecer algumas das mais
importantes discussdoes Matematicas do seu tempo. Na sua carta aos leitores incluida no Libro de
Algebra, Pedro Nunes afirma que neste seu livro existe ordem, que faz as referéncias necessarias e
qgue demonstra todas as regras que usa, so se referindo a Euclides e a mais nenhum autor. De
facto, é reconhecido nas obras de Pedro Nunes, um alto nivel de rigor.

Segundo Bosmans (1908), o capitulo 1 do Libro de Algebra, juntamente com o postface, é
suficiente para fazer de Pedro Nunes um mestre. Ainda segundo este autor, Pedro Nunes indicou
uma férmula para a resolugdo da equagao de 3° grau mais pratica do que a de Tartaglia, mas
infelizmente n3o conseguiu encontrar uma regra geral para determinar com toda a certeza o cubo
a subtrair aos dois membros, ja que a regra apresentada por Pedro Nunes exigia o conhecimento

prévio de uma raiz da equacao.
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e Anastacio da Cunha

Anastacio da Cunha (1744-1787) tera sido um dos primeiros matematicos em Portugal a
referir os nimeros complexos na sua obra Principios Mathematicos, publicada pela primeira vez em
1790. Esta obra, ndo sendo a Unica de Anastacio da Cunha, foi a mais marcante da sua carreira,

acabada de publicar s6 apds a sua morte. Pode ler-se na introducdo da edicao fac-simile:

O estilo é conciso, mesmo lacdnico, e assim se compreende que, no curto
espaco de trezentas e duas paginas, o Autor va dos principios da geometria
euclidiana as questdes e aplicacdo da analise infinitesimal (Anastacio da Cunha,
1987a,p. XX)

A referéncia aos numeros complexos surge aquando da resolucao das equacoes de

segundo grau:

Se laz_bz for um numero negativo, fara de /}az_bz uma expressao
4 4

absurda; mas os matematicos modernos quando encontram semelhantes
expressoes, nem por isso deixam de continuar o calculo: e mostra a experiéncia
gue eles fazem bem, com tanto que se observem certas cautelas. Uma consiste
em fazer sempre m \/—_ = —m ; outras em sujeitar a interpretacdo destas
expressoes metaforicas as condigdes do problema e da razao.

Estas e outras expressdes absurdas indicam que alguma coisa impossivel se
supds possivel. Por exemplo, se se pedem as raizes de X° —6X+11, a resposta
é 3++/-2; 0 que na realidade quer dizer é que X? —6X +11n30 tem raizes, o
que os Matemdticos também exprimem dizendo que tem as raizes imaginarias

3++/-2. (Cunha, 19873, p.125)

As referéncias introduzidas por Anastacio da Cunha teriam sido as Unicas a ser seguidas,
segundo Almeida, L. C. (1891/92) pelos restantes matematicos da época até meados do século
XIX. Mas a verdade é que, ja nos anos 80 do séc. XIX, F. Gomes Teixeira tinha introduzido em
Portugal, uma nova teoria destes nimeros, embora tal ndo seja referido por Luis da Costa Almeida

no mesmo artigo. Uma vez que a publicacdo deste artigo é posterior a publicacdo de Gomes
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Teixeira, ficam por esclarecer quais terdo sido as razdes que levaram Luis da Costa Almeida'® a
nao se referir a Gomes Teixeira.

E em O Instituto que Luis da Costa Almeida apresenta varios artigos sobre a “teoria das
quantidades geométricas”, que segundo este, ndo estaria “a ser aproveitada na parte mais
elementar das ciéncias”. (Almeida, L. C., 1891/92, p. 563). A colectanea dos artigos referentes a
este assunto tratado pelo autor, ocupa um total de oitenta paginas, distribuida por varios nimeros.
O artigo denomina-se “Primeiras nogoes sobre o calculo das quantidades geométricas” e nele Luis
da C. Almeida comeca por expor as dificuldades que surgem no ensino da Algebra, nomeadamente
no ensino das quantidade negativas (nimeros negativos) e no facto de se usar para as representar
0 mesmo sinal que representa a subtraccdo.

Afirma ainda que, em relacdo aos nimeros complexos, * 0 mais que se faz ainda hoje é
repetir o conceito, ha muito formulado por um autor™®

Os numeros complexos sdo designados por quantidades geométricas (a semelhanca da
terminologia utilizada por Cauchy) ou quantidades complexas, preferindo o autor a primeira

denominagao.

e O Contributo de F. Gomes Teixeira

Gomes Teixeira aborda pela primeira vez o assunto dos nimeros imaginarios numa memoria
intitulada Sur /a théorie des imaginaires, publicada em 1883, no jornal Annales de /a Société
Scientifigue de Bruxelles. (Tome VII, p.417-427). Mais tarde, em 1885, publica no Jornal de
Sciencias Mathematicas e Astronomicas, volume VI, uma artigo intitulado “Introducgdo a theoria
das fungbes” no qual inclui a “Theoria analytica dos imaginarios”, que é a versao portuguesa da
memodria anterior. E € com este mesmo titulo, e com leves alteracbes de conteido, que o assunto
€ abordado pela primeira vez na 12 edicdo do seu Curso de Analyse Infinitesimal — Calculo
Differencial, publicada em 1887.

Na 1@ memoria de 1883, Gomes Teixeira comeca por atribuir a Cauchy a teoria analitica dos

imaginarios, referindo as duas meméarias por ele publicadas sobre o assunto. E, como em Cauchy,

0 seu tratamento passa pela teoria das congruéncias, para clarificar o sentido atribuido a v—1.
Por curiosidade, vamos transcrever do Curso a definicdo de “adiccao congrua” que Gomes

Teixeira nos da e que denota ja a dificuldade em lidar com os nimeros complexos:

¥ Luis da Costa Almeida (1841-1919) foi professor na Universidade de Coimbra, publicou artigos sobre equacdes de
derivadas parciais e suas aplicagdes na mecanica e outros artigos expositivos, como é o caso do artigo a que acima nos
referimos. Foi ainda presidente da Camara de Coimbra, Director da Faculdade de Matematica e membro do Conselho
Superior de Instrucdo Publica. (Silva, 2005).

15 Refere-se a José Anastacio da Cunha
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Consideremos os polinémios f(i) e fi(i) inteiros relativos a i e definamos as
operacoes que se podem fazer com eles.

Chamaremos adigdo congrua a operagdo que tem por fim procurar o resto
da divisdo por i*>+1 da soma dos restos dos polinémios dados. Empregaremos
para a indicar o sinal +!. De modo que f(i)+!f;(i) representa o resto da divisao
por i>+1 da soma ordindria dos restos de f(i) e f(i). Se os polinémios dados sdo
a+bie a+b7a adigdo congrua coincide com a soma ordinaria. (Gomes Teixeira,
1987, pag 4)

Gomes Teixeira define as outras operacOes congruas: a subtraccdo, a multiplicacdo, a

divisdo, a potencia e a extracgdo da raiz congrua de indice n, que Ihe permite afirmar que “!+v/—-1

indica o resto cujo quadrado sendo dividido por i°+1 da o resto -1, de modo que se pode escrever

!\/—_1 = e temos assim o significacdo do imaginario \/—_1 (Gomes Teixeira, 1887,p.9).

Gomes Teixeira incluiu também logo na 12 edicdo do seu manual a teoria geométrica dos
imaginarios, que atribui principalmente a Argand. Utiliza também o método das equipoléncias de
Bellavitis.

E curioso notar a tentativa de Gomes Teixeira em introduzir no conjunto dos numeros
complexos uma relagao de ordem. Tal tentativa aparece unicamente na 22 edicao do seu Curso de

Analyse Infinitesimal — Calculo Differencial, publicada em 1890, onde se |é:
Diz-se que a+b v—1 é maior do que c+d V—1, ou que c+d V-1 é

menor que a+b v—1, quando é a’+b?>c’+d?, (Gomes Teixeira,
1890, p. 10)

O prestigio de Gomes Teixeira era, alids, internacional. Numa nota de rodapé do Curso pode
ler-se:
Esta memoria [refere-se a Sur /a théorie des imaginaires) foi publicada nos Annales
de la Société Scientifigue de Bruxelles. (tome VII-1883), foi transcripta no jornal
Mathesis (tomo III) e foi traduzida em italiano pelo Snr. Gastaldi para a revista
Rivista di matemadtica (tomo V).
(Gomes Teixeira, 1887,p. 4)

percebendo-se assim que noutros paises era conhecido o trabalho deste matematico.

-61 -



Os Numeros Imaginarios: (um estudo sobre) a sua “realidade”

-62 -



Analise de Manuais Escolares

Capitulo 1V-

Analise de Manuais Escolares

A leccionagao do tema “nUmeros complexos” conheceu, ao longo dos diferentes programas
do ensino liceal, e depois do ensino secundario, variadas abordagens ou mesmo abordagem

nenhuma, conforme referimos no capitulo II.

Estando inicialmente o seu estudo incluido na “Evolucao do conceito de nimero” (ver
programa de 1954), este topico ganha, com Sebastido e Silva, em 1974, um lugar proprio,
prevendo-se a sua abordagem do ponto de vista das estruturas algébricas, isto &€, como Corpo.
Esta abordagem viria a ser abandonada em 1997, onde se previa a sua introducdo a propdsito de
problemas sobre resolubilidade algébrica. Uma vez que neste programa ndao se estudavam as
estruturas algébricas, a abordagem dos nimeros complexos estava prevista através da ampliagao
de R.

Ora a definicdo de um Programa de Estudos e de Contelidos acarreta — num pais como
Portugal que se rege pela existéncia de programas oficiais ditados nacionalmente pelo Ministério
da Educacdo e sujeitos, como tivemos oportunidade de constatar, a reformas e/ou reajustamentos
ciclicos — possiveis problemas de interpretacdo das directiva. No entanto, e no caso do presente
estudo que se refere particularmente a situacdo nacional, essa interpretacao esta normalmente a
cargo de uma minoria de professores que, pelas mais diversas razdes se dispdem a transpor a sua
visao/interpretacao dos Programas para a forma de um texto que, desejavelmente, recebe a
aceitacdo dos seus pares: sao 0s manuais escolares e que, uma vez adoptados, costumam ditar

(mais do que os proprios Programas) a pratica lectiva dos docentes.
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Se quando o livro era “Unico” existia uma interpretacao do Programa aprovada/revista pelo
ministério, 0 mesmo nao se passa com a liberacao da adopgao de manuais, proliferando nos dias
de hoje as mais diversas interpretacdes do Programa e a correspondente apresentacdo de
manuais.

Estando preocupada com os testemunhos relativos a forma como o conceito de NUumero
Complexo tem vindo a ser transmitido aos alunos, tenho inevitavelmente e também pelas razbes

apresentadas anteriormente, que passar pela analise dos manuais escolares.
Mas afinal o que é um “Manual escolar’?
Segundo o Decreto-Lei 369/90 de 26 de Novembro,

entende-se por manual escolar o instrumento de trabalho, impresso,
estruturado e dirigido ao aluno, que visa contribuir para o desenvolvimento de
capacidades, para a mudanga de atitudes e para aquisicao dos conhecimentos
propostos nos programas em vigor, apresentando a informacdo basica
correspondente as rubricas programaticas, podendo ainda conter elementos para
o desenvolvimento de actividades de aplicacdao e avaliagdo da aprendizagem

efectuada.

Este decreto prevé também a constituicdo de comissGes cientifico-pedagogicas para
apreciagdo dos manuais escolares, que integrardo especialistas de reconhecida competéncia

cientifica e pedagdgica:

Artigo 6°
Apreciagao
1 — O Ministério da Educacao, (...) constitui comissdes cientifico-pedagdgicas
para apreciacdao da qualidade dos manuais escolares, (...)
2 — As comissOes referidas no numero anterior integram especialistas de
reconhecida competéncia cientifica e pedagdgica, que ndo tenham quaisquer
interesses directos em empresas de editoras, e organizam-se por ciclo de ensino e

por disciplina ou area disciplinar.

No entanto, e tanto quanto me foi dado apreciar, ndo se pode dizer que, no passado
recente, exista em Portugal uma grande tradicdo na analise de manuais escolares. E certo que
quando o livro/manual escolar era Unico existiria certamente uma comissdo encarregue da

avaliagdo e correspondente escolha desse texto, mas nessa altura também ndo seriam tornados
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publicos os seus concorrentes. Por outro lado, existem artigos dessa época onde pude encontrar a
exposicdo de critica fundamentada ao manual adoptado, o que leva a supor que também ndo seria
conhecida qualquer analise oficial do livro ou das razbes para a sua escolha. Tal é por exemplo, o
caso do artigo publicado no n® 46 da Gazeta de Matemadtica, assinado por Laureano Barros,
criticando especificamente o livro Unico (“"Compéndio de Algebra”), para o 3° ciclo, da autoria de

Antonio Augusto Lopes. Nesse artigo pode ler-se:

(...) A circunstancia infeliz de serem normalmente postos de lado os livros
que, pela sua seriedade e pelo cunho renovador que apresentam, deviam
merecer da parte dos professores e das entidades oficiais um carinho e uma
proteccdo dignos deles. (...) Ndo é nosso objectivo discutir aqui o problema do
livro Gnico. (...) a falta de cuidado [do autor] na apresentacdo na maior parte

desses mesmos assuntos.

4.1 Sobre o papel dos manuais na sala de aula

Apesar de haver uma definigao oficial de manual escolar, tal ndo significa que o seu papel se

tenha mantido inalterado ao longo dos tempos e das sucessivas reformas.

Até 1979 o livro adoptado nos liceus ou nas escolas técnicas era Unico, o que significa que
era igual em todas as escolas do pais. Os autores dos manuais submetiam a sua proposta a
apreciacdo do Ministério da Educacdo, acompanhado de um relatério de intengdes.

Atente-se, a titulo de exemplo, numa transcricdo do relatério sobre o Compéndio de Algebra
para o 39 ciclo liceal, por A. A. Ferreira de Macedo, A. Nicodemos Pereira e A. Tendrio de
Figueiredo (Arquivo do Ministério da Educacdo, 1955). O manual a que se refere este relatdrio nao

foi, todavia, adoptado como livro Unico.

No Cap® II, nimeros complexos, adoptamos o método genético de exposicao.
Consideramos este método de alto valor educativo, e a nossa larga experiéncia
comprova-o de um modo completo. J& no presente ano lectivo um de nds o usou
no ensino oficial, e mais uma vez teve ocasido de verificar quanto a sua
simplicidade e elegancia cativam os alunos, ndo obstante o seu caracter
abstracto. As origens praticas desses nimeros sdo explicadas claramente mais
de uma vez e a sua justificacdo tedrica suficientemente assegurada. (Macedo, A.,
p. 1, 1955)

E ainda, sobre as suas opgoes:
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Os autores deste compéndio, (...), afirmam categoricamente a sua crenca na
possibilidade e eficiéncia da orientagdo que acabam de preconizar: insistir nas ideias

principais, no seu encadeamento e na sua aplicagdo, reduzindo o mais possivel a

memorizacdo das demonstraces” (Macedo,A., p. 5,1955) [o sublinhado € do autores]

E ainda incluida, pelos autores, uma possivel distribuicio do niimero de aulas pelas diversas

matérias do programa:
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Quadro 4 — A planificacdo proposta

Nesta altura, portanto, entendia-se que o manual acompanhava a exposicao do professor,
contendo as demonstracdes que o professor faria no quadro, bem como as definicbes e as
explicacoes. No final do capitulo existiam exercicios de aplicacao dos conteldos leccionados, onde
eventualmente estariam assinalados os de maior dificuldade. O grafismo era, em termos dos

parametros actuais, o mais severo possivel, somente com as figuras consideradas indispensaveis e
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sem quaisquer espagos “em branco”. Geralmente escrito com espacamento a uma linha e letras de
tamanho 10, diferia muito dos manuais que hoje em dia conhecemos. Também era frequente,
como o atestam as inUmeras recordacdes daqueles que viveram essa realidade, o livro transitar ao
longo dos anos de irmdo para irmao (ou entre primos, ou entre amigos), muitas vezes preenchido

com as diversas anotacdes pessoais de cada aluno por quem passava em determinado ano.

- Com Sebastidao e Silva, o papel do manual comega a mudar. Em 1958, redigiu, em
colaboracao com J. da Silva Paulo, dois manuais, fruto da experiéncia adquirida pelo estudo do que
se passava noutros paises, em particular na Alemanha e Italia. (Sousa, C., 2002)

Este manual procurava ter um grafismo mais leve e orientar o aluno no seu estudo.'® Ao
integrar a Comissao para a Revisao dos Programas do 3° ciclo (6° e 7° anos), em 1962, Sebastido
e Silva intervém no aperfeicoamento dos programas e na racionalizacao dos métodos de ensino.
Redige entdo o “Compéndio de Matematica”, uma obra em trés volumes, complementada com um
“Guia para utilizagdo do Compéndio de Matematica”, destinados aos professores, com informagGes
de ordem histdrica, filoséfica e pedagdgica relacionadas com os tdpicos apresentados no
Compéndio. Registam-se ainda as indicacdes metodoldgicas, por muitos consideradas ainda hoje
particularmente pertinentes e cheias de actualidade.

Com esta “nova” filosofia, o autor procurava ainda integrar inimeros exemplos, diversas
citacOes, o recurso a aplicacdes concretas para além de exercicios e observacoes que facilitassem a
compreensao dos conceitos, por parte do aluno. Neste ponto reside, porventura, a maior inovacao:
0 manual parecia agora destinar-se fundamentalmente ao aluno (note-se, por exemplo, o cuidado
com que é agora introduzida a figura de um Guia para os professores) enquanto que
anteriormente a propria austeridade do manual sugeria o seu uso como ferramenta de exposicao
para o professor a quem, em Ultima instancia, caberia tornar o contelldo mais aprazivel na sala de
aula. Note-se, por outro lado, que esta mudanca de “destinatario” acarreta, contrariamente ao que
uma analise menos atenta possa sugerir, uma responsabilizagdo acrescida para o professor.

Estamos convencidas de que o proprio Sebastido e Silva fez acompanhar os seus manuais do
tal “Guia” para os professores, pelo reconhecimento da mudanga profunda que estava a

preconizar.

- Nos anos seguintes — coincidindo com o afastamento forcado pela doenca de Sebastido e
Silva - a atitude em relacao aos manuais escolares sofre, em minha opinido e neste percurso, um
retrocesso. Os manuais deixam de conter aplicacdes a outros ramos da ciéncia ou a vida real; os
exemplos sdo mecanicos e de aplicacdo directa dos conhecimentos transmitidos nas mesmas

paginas; alguns manuais apresentam ainda falta de rigor e de cuidado na introducao dos novos

16 .. . , fre e e .
Ver a este propdsito e ainda neste capitulo Andlise individual de manuais

-67 -



Os Numeros Imaginarios: (um estudo sobre) a sua “realidade”

contetidos. N3o surge qualquer outro guia para professores semelhante ao de Sebastido e Silva.
Anos mais tarde, surgiram alguns anexos aos manuais escolares, falsamente chamados de guias,
pois continham somente as resolucdes dos exercicios propostos no manual do aluno e, noutros
casos, uma proposta de planificacdo de aulas; faltavam todavia propostas pedagdgicas, cientificas

ou metodoldgicas.

Pude também constatar, através de diversas conversas informais que mantive com
professores que vivenciaram esses tempos, que, por um lado, os professores passaram nessa
altura a tomar o manual escolar como guia Unico, indicador dos programas oficiais, sem
verificarem a sua consonancia com o programa da disciplina e, por outro lado, o manual escolar foi
colocado num segundo plano pelos alunos, usando-o Unica e simplesmente como livro de
exercicios, de treino das matérias/técnicas apresentadas nas salas de aula € ndao como consulta
adicional de ensinamentos tedricos cuja compreensdao nao teria ficado assegurada pelos
ensinamentos recebidos na sala de aula. Note-se ainda, como complemento desta realidade, que é
também nesta altura que se comecou a recorrer de forma generalizada a explicadores privados.
Mais uma vez, conversas informais que tivemos oportunidade de manter com pessoas que eram
alunos desses tempos sugerem que, nessa altura, quando ndao compreendiam o tdpico, nem
sentiam o a vontade suficiente para interromper a exposicdo do professor na sala de aula, nao
recorriam ao manual para esse fim; surgem entdo os explicadores que, no caso da Matematica,
costumavam ser professores reformados (menos pretendidos) ou preferencialmente engenheiros e
arquitectos. Relativamente aos professores de Matematica no activo, nesses tempos, cumpre-nos
registar que defendiam (conscientemente ou ndo) uma ética profissional que os levava, quando
abordados nesse sentido, a recusar ser explicadores privados de alunos, se bem que a propria
legislacdo era muito severa no que respeita a professores de Matematica no activo darem

explicacdes particulares, o que acentuava essa recusa dos professores.

- Com a Reforma de 1996 e, em grande parte com um grande esforco do Ministério da

Educacdo, assiste-se a uma nova mudanca de concepgdo de manual escolar.

E lancado um programa de Acompanhamento Loca/ dos Programas de Matemdtica,
constituida que foi uma equipa de professores que recebiam formacdo directamente dos autores
dos programas oficiais ou de especialistas por esses contactados, promoviam-se ainda reunites
locais, por todo o pais, para discussdo em torno dos programas. Foram langadas Brochuras
(Fungdes 10° ano, Geometria 10° ano, Estatistica 10° ano, Fungdes 11° ano, Geometria 11° ano,
Funcdes 120 ano, Probabilidades e Combinatdria 12° ano, Trigonometria e nimeros complexos 12°
ano, Didactica e Projectos Educativos) redigidas por especialistas e relativas a cada um dos temas
do programa de cada ano escolar. Assistiu-se ainda a publicagdo periddica de um boletim de

reflexao, partilha e divulgacdo de experiéncias profissionais, o InforMat, com assuntos relevantes
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relacionados com o programa em vigor. O trabalho desenvolvido pelos Acompanhantes Locais foi,
em meu entender, o grande responsavel pela introducdo das calculadoras graficas no ensino da
Matematica, preconizada fortemente no Programa, a par de outras tecnologias, como sensores,
computadores, etc. Na mesma linha directiva de gestdo dos programas encontra-se o perfil do
Laboratorio de Matematica e uma diversificacdo dos instrumentos de avaliacdo. Surgiram também
os chamados Projectos Educativos, as composices escritas e outros instrumentos metodoldgicos,
referidos explicitamente no programa. Por experiéncia propria, sei que os 7emas Transversais do
Programa também eram fortemente discutidos nessas reunides.

Neste contexto, os professores de Matematica envolvidos neste projecto formativo, tendiam
a adoptar uma “nova” atitude: o manual adoptado ndo é mais confundido com o Programa, como
vinha, até entdo, a acontecer até ai. Os professores eram orientados na comparagdo entre o
manual escolar e o Programa, e a seguirem desejavelmente e de forma auténoma o segundo. Os
manuais que promoviam o estudo auténomo, a resolugao de problemas, a Histdria da Matematica,
a integracdo da tecnologia comecam a evidenciar-se, de modo que o manual conquista um novo
lugar na sala de aula, bem para além de “lista de exercicios”. As actividades que contém eram
actividades de sala de aula, de descoberta, com questdes que aspiravam chegar a construgdo dos
conceitos a partir de uma atitude activa por parte do aluno. O professor, mais do que ensinar,
passou a ter que orientar e monitorizar o trabalho do aluno e a mostrar-lhe como gerir o manual

escolar.

Também a Associacao de Professores de Matematica, no seu relatério Matematica 2001, faz

a seguinte recomendacao quanto ao uso do manual:

O manual escolar deve ser usado de modo a promover a capacidade de auto-
aprendizagem e o espirito critico dos alunos, por exemplo, através da leitura e
analise do texto a propdsito do estudo de um conceito ou assunto matematico,
da realizacao de sinteses escritas pelo aluno a partir do estudo no manual, ou da
preparacdo de um tdpico (ou actividade) a realizar pelos alunos, seguida da
apresentacao na aula. (Guimaraes et al, 1998, p. 79)
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4.2 Analise individual de manuais

e Questdes preliminares

No capitulo III, a propdsito da Historia Matematica dos nUmeros complexos, tivemos
oportunidade de relatar o esforgo/contributo de diversas personalidades, e também a oportunidade
de observar/aprender a combinacdo de experiéncias e tentativas que, em diversas épocas e
circunstancias distintas, conduziram finalmente a formacao de um corpo de saber que hoje
identificamos como “ndmeros complexos”.

Ora, os episddios da Histéria da Matematica sdo também, como referimos nas seccoes
anteriores deste estudo, directamente aplicaveis ao ensino. O auxilio da Histéria — mostrando ao
professor as revolugdes pelas quais a Matematica passou, os principais descobrimentos, os autores
gue devem ser mais proveitosamente consultados e a forma como a Histéria das Matematicas
concorre para o complemento da Historia da Matematica em Portugal — oferece vantagens
inquestionaveis para a aprendizagem da Matematica. Contudo €, em meu entender, fundamental a
consulta e o estudo, por parte dos professores de Matematica, das obras onde cada um dos
episddios que conduziram a formagao de um conceito esta desenvolvido de forma a idealizar-se o
caminho mais seguro/proficuo para que se chegue a acertar na transmissao efectiva do saber

matematico.

Para compreender melhor a interpretagdo feita dos programas em vigor serdo, de seguida
analisados — a respeito do ensino do tdpico dos nimeros complexos — em detalhe os manuais
escolares mais adoptados em cada reforma. Optou-se por analisar apenas o “livro Unico”, quando
este existia.

Além disto, sendo os nimeros complexos um tdpico cujo ensino nunca esteve previsto para
antes da fase final do ensino liceal/secundario nem se prevé que o venha estar (pelas razbes de
complementaridade de tdpicos que fazem do curriculo da Matematica um curriculo a longo prazo),
acrescentaremos ainda na nossa analise, a assumpcao de que a aprendizagem dos numeros
complexos decorre num quadro mental onde faz sentido conhecer-se (introduzir-se ou

desenvolver-se) os principios da deducdo e da sistematizagdo dedutiva da Matematica.

Farei, entdo, de seguida, uma analise detalhada de cada um dos manuais referidos. Tentarei
dar uma ideia mais clara das opcdes de cada autor ou autores, quer graficas, quer didacticas.
Seguindo a mesma metodologia de Ponte (2004), farei, em primeiro lugar uma descri¢cao geral do
modo como o tema é abordado, a que se segue uma referéncia a organizacdo e grafismo e

finalmente aos aspectos didacticos.
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- Analise do “livro unico” adoptado em Portugal para aplicacdo do Programa
Oficial do 6° ano do liceu, em vigor desde 7 de Setembro de
1954

Compéndio de Algebra Tomo I - VI ano, por J. Sebastido e Silva e
J.D. da Silva Paulo

Descricéo

O livro apresenta 19 paginas, num total de 314, dedicadas ao tema dos
nimeros complexos. O capitulo III é iniciado com uma pequena nota
histérica, onde sdo referidos alguns nomes relacionados com o
aparecimento destes nimeros. A evolugdo do conceito de nimero surge

para a contextualizagdo dos nimeros que irdo ser apresentados.

Fig. 6 A capa do manual

Na pagina 75 pode, em particular, ler-se:
Capitulo IIT numeros complexos (4¢ generalizagdo do conceito de numero)

Surge uma introducdo histérica — muito breve — sobre quando e onde aparecem os nimeros
complexos e alguns nomes de referéncia. Sdo citados Cipido del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari
e Bombelli. H& ainda referéncias a importancia dos nimeros complexos na fisica e engenharia
electronica, embora ndo se apontem evidéncias sobre a forma como essa importdncia se

concretiza. (6 linhas)

Nesta altura ndo era ainda muito utilizada a Histéria da Matematica como instrumento didactico,

pelo que ndo surgem tarefas ou exercicios com recurso a Historia.

Sao abordados, por esta ordem, os topicos:

— Impossibilidade de extrair \/3

—  Principio da conservacdo de propriedades formais — nimeros complexos.

— Representacao algébrica dos nimeros complexos.

— Operaces e igualdade; Relagdao de grandeza (impossibilidade de definir uma relacdo de

ordem).
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E ainda abordada a representacdo dos numeros complexos, as operagOes e a relagdo de

grandeza. E apresentado apenas um exemplo para a adicio e outro para a multiplicacdo.

O capitulo termina com a proposta de exercicios de calculo algébrico (de aplicacao) e de

algumas demonstracgdes. Por exemplo, o exercicio n°® 16 pede:

I) Deduza uma condicdo necessaria e suficiente para que o inverso do nimero a+biseja a- bi
I) Prove que, se e [ verificam tal condigdo, também a verificam ., a:f, e a”, com n

natural qualquer (pode utilizar resultados do exercicio 14)

Nos Exercicios propostos surgem:
e Operacoes algébricas simples;
e Algumas demonstracoes algébricas;

e Poucos exercicios com visualizacdo geométrica.

Organizacdo e grafismo

Tamanho das paginas: A5

Fig.7-As paginas 76 e

77 deste manual

. Adigia e multipicaghe, — Considervmos
complexos 2, B

O capitulo esta dividido em pontos (do 1 ao 14), sem subpontos, com excepcao do tema de
caracter opcional “Os numeros complexos como medidas de grandeza”, que apresenta 3

subpontos. Cada ponto tem um titulo, em negrito, sem paragrafo de seguida.
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As chamadas de atencao sdo feitas quer pela mudanca da letra para itdlico, quer por uma
caixa. S3o poucas as figuras, o texto é denso e o tamanho das letras pequeno.

Anaélise de alguns aspectos didacticos
Na pagina 80 é colocada a questdo seguinte, seguida de resposta:

O que sdo numeros complexos?

Convém desde ja salientar o seguinte: o que interessa essencialmente é que tais
nimeros existam e que se saiba trabalhar com eles, porque dai resulta uma
grande comodidade no estudo de importantes questoes da Matematica e da
fisica. O que eles sdo ou podem ser na realidade pouco interessa, contanto que
existam e verifiguem as condigOes devidas. (...)

Portanto, segundo a convencdo adoptada, os numeros imaginarios sdo as
préprias expressdes do tipo a+bj, com b # 0, e como tais existem, sem duvida
nenhuma. Exprime-se este facto dizendo que os nUmeros imaginarios tém
existéncia simbolica.

A escolha do adjectivo “imaginario” para distinguir este nimeros é apenas uma
reminiscéncia do estado de espirito dos matematicos que primeiro trabalharam
com tais numeros, de cuja existéncia sinceramente duvidavam, embora
reconhecendo a sua utilidade. Mas como se Vé, a existéncia dos numeros
imagindrios € tdo real como a dos numeros reais, uma vez que nos fixemos
numa determinada interpretacdo dos simbolos a+bi, (Sebastido e Silva, J. e
Paulo, 1.D., 1963, p. 80)

E ainda:

Os numeros complexos podem ser tratados em todos os calculos como

. . . ’ =2 L
polinémios em /, com esta diferenca: o simbolo 1° pode sempre ser substituido

pelo simbolo -1 (o que faz sempre descer abaixo de 2 o grau desses polinémios
(Sebastido e Silva, 1. e Paulo, 1.D., 1963, p. 81)

E tema asterisco (isto &, opcional) o tdpico “Os nimeros complexos como medidas de
grandezas.” Neste é abordada a multiplicacdo de um vector por J depois por um nimero complexo
gualquer, e finalmente a divisdo. E finalizando, afirmam os autores “Assim os nimeros complexos
sao interpretados como medidas de vectores no plano.” (Sebastido e Silva, J. e Paulo, J.D., 1963,
p. 91)
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Encontra-se também explicado neste manual que a multiplicagdo por i corresponde a
rotacdo de 90° no sentido positivo.

Registo a preocupagao dos autores em expOr claramente as propriedades algébricas destes
numeros, preocupando-se também em que os alunos percebam a sua real existéncia destes
numeros. E feito um apelo & capacidade de abstraccdo, para que os alunos percebam que antes de
mais, os “numeros imaginarios tém existéncia simbdlica” (Sebastido e Silva, J. e Paulo, 1.D., 1963,
p. 81)

A Historia da Matematica ndo surge neste manual como instrumento pedagdgico. Ja disse

gue surge uma nota histdrica, mas ndo ha sugestdo de leitura de textos originais ou trabalho de

pesquisa ou uma referéncia as dificuldades sentidas pelos matematicos.
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- Analise do “livro Uunico” adoptado em Portugal para aplicacdo do Programa
Oficial do 7° ano do liceu, em vigor desde 7 de Setembro de 1954

Compéndio de Algebra 2° Tomo — 7° ano, por J. Sebasti&o e
Silva e J. D. da Silva Paulo

Descricdo

Neste manual surge, no final do estudo da resolugao de equacdes
algébricas, uma interessante e muito completa nota histérica relativa a

este tdpico. (p. 211) Sendo colocada no final do capitulo, percebemos que

surge como valorizagdo e contextualizagdo do estudo efectuado, e que

completa a pequena introducao que surge no manual do 6° ano. Um aluno

Fig. 8 A capa do manual

interessado podera assim, depois de conhecer o assunto, inteirar-se de
algumas dificuldades que surgiram durante o desenvolvimento deste tdpico ao longo dos anos e
perceber que também alguns Matematicos de renome experimentaram dissabores ao trilhar o

caminho da investigacdo relativa aos niUmeros complexos.

Tal nota surge apos terem sido estudados os tdpicos:

— Equacao do 2° grau numa incognita

— Equacao biquadrada

— Equacoes algébricas irracionais redutiveis a equacdes do 2° grau
—  Trindmio do 2° grau

— Inequacdes

— Problemas

Iremos cingir a analise destes capitulos, a semelhanca do estudo noutros manuais, as
referéncias aos numeros imaginarios, assim chamados pelos autores.
Sdo estudadas com pormenor todo o tipo de equagbes do 2° grau, bem como o tipo de raizes que
pode surgir, tanto imaginarios puros, no caso de equagdes incompletas, como reais ou complexas.
A proposito da aplicabilidade da formula resolvente quando o discriminante da equagao é negativo,
¢ dito:"Quando uma equacdo do 2° grau, de coeficientes reais, admite como raiz um nimero

imaginario, a outra raiz da equagdo é o nimero conjugado do primeiro” (Sebastido e Silva, J. e

-75 -



Os Numeros Imaginarios: (um estudo sobre) a sua “realidade”

A

. , b
Paulo, J.D, 1970, p. 107), apresentando tais raizes, a saber: X1:—2—+|—,
a

2a
b .JA

X, =————1——,onde A é o bindmio discriminante.
2a 2a

Ainda a propdsito da teoria da equagao do 2° grau, é determinada a raiz quadrada do numero
imaginario -5+12j, para depois se concluir que “dado um nimero complexo ndo nulo, existem
sempre dois, e sd dois, complexos cujo quadrado é igual ao nimero complexo dado e que sdo
portanto as suas raizes quadradas.” (Sebastido e Silva, 1.S. e Paulo, J.D, 1970, p. 131)

E o seguinte 0 processo de resolucdo desta questdo descrito nestas paginas:

Seja x+yi a raiz quadrada daquele nimero. Entdo (x+yif=-5+12/ ou, equivalentemente,

x* —y? +2xyi = -5+12i, o que nos conduz a que x° — y* = -5 e xy=12.

. x*+2°=-5
Fazendo —y° = z° temos que ) s
X°z°=-36
Conhecendo a soma e o produto de dois numeros podemos escrever a equacao
2 . , -5+13
X“+5X —36 =0, da qual, aplicando a férmula resolvente resulta que X = T, donde X;
=4, Xo=-9.
Entdo X’ =4 x=12e 2’ =9 y* =9 y=13
Se atendermos a que xy=6, sabemos que x e y tém o mesmo sinal e portanto, teremos duas

determinacOes paraaraizde -5+12/ ;. 2+3/ e -2-3i

A licdo em relacdo ao trindmio do 2° grau, a resolugdo de inequagdes de grau 2 continua, ndo
fugindo aos casos em que A<O0, ou seja, quando surgem raizes imaginarias. Todos 0s casos sdo

devidamente explorados.

Este manual caracteriza-se por uma grande clareza e organizacdo da exposicdo dos
assuntos, bem como a oportunidade dos exemplos apresentados, que se adequam, em cada
ponto, ao que esta a ser referido e que surgem apenas quando julgados oportunos, num ndmero
nunca excessivo.

Organizacdo e grafismo

Sendo um manual contemporaneo do anterior, o aspecto grafico € em tudo semelhante a

esse. Os autores sao os mesmos, pelo que as opgdes de organizacao sdao também semelhantes.
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Os capitulos sdo divididos em pontos e o tamanho e estilo de letra é variado, quer para os titulos
desses pontos, quer para chamadas de atencdo, oscilando entre o negrito e o italico ou entre o

Times New Roman ou o Arial.

Tamanho das paginas: A5

Sao poucas as figuras, o texto é denso e o tamanho das letras pequeno.

Andlise de alguns aspectos didacticos

O programa de algebra debruca-se essencialmente sobre resolucdo de equacdes e
inequagdes. Os numeros complexos surgem como raizes das equagoes e sao discutidos os casos
em que eles surgem. No fim de cada capitulo surgem os exercicios, em ndmero reduzido, uma vez
que foram dados muitos exemplos no decorrer da exposicao do assunto.

O conceito de nimero complexo ndo parece estar, portanto, em questdao, mas tao-somente a sua

aplicabilidade a resolucdo de equacdes e inequagoes.
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- Analise do manual
Compéndio de Matemadtica, 1° volume, 2° tomo e também 3°
volume, de José Sebastiao e Silva, 1975

Descrigcéo _ COMPEN DI;CI; ,
MATEMATICA

Estes manuais surgem no ambito de uma experiéncia de modernizagao,
dirigida pelo proprio Sebastido e Silva e realizada pelo Ministério da Educacao em
Ano Propedéutico

colaboracao com a OCDE. Constituem ainda hoje uma referéncia obrigatéria no

ensino da Matematica. A obra completa esta dividida em 5 volumes: 4

destinados aos alunos e um “Guia”, em trés volumes, destinado aos professores,
para complemento dos anteriores e contendo indicacdes metodoldgicas. Fig. 9 A capa do manual
Interessa-nos analisar, no entanto, com mais detalhe, o 1° volume, 2°

tomo e o 3° volume, por conterem conteldos relacionados com os nimeros complexos.

A introducdo do conceito é fortemente histdrica, apresentando-se a formula de Tartaglia

3

para resolucdo da cubica do tipo X° +ax+b =0e apresentando o problema que Cardan também

enfrentou da impossibilidade de encontrar, por essa via, a solugdo da equacgao, que existe.

Sebastido e Silva utiliza o Método do Problema Resolvido para mostrar a existéncia do corpo

C e todas as suas propriedades. Denomina por nimeros complexos os elementos deste corpo e

apresenta o isomorfismo com R?. Por tal, afirma o autor:

Assim, 0 que interessa no corpo complexo ndo é propriamente o MATERIAL com
que o construimos, isto &, a natureza dos entes a que convenciondmos chamar “nimeros
complexos”, mas sim a sua ESTRUTURA, isto é o conjunto de propriedades formais que

caracterizam esse corpo. (Sebastido e Silva, 19753, p. 151)

Face tal posicdo, vemos claramente o caracter formal e algébrico pela qual se vai pautar o

ensino dos numeros dos numeros complexos. No entanto, o isomorfismo com R? permite
estabelecer facilmente a correspondéncia entre os pontos do plano e C, pelo que é apresentada
logo de seguida a representacao geométrica dos nimeros complexos.

No 39 volume é retomado o tema da representacao dos numeros complexos, feita a
passagem para a analise vectorial e apresentada a representacao trigonométrica dos mesmos. Os

exercicios que apresentam sao demonstrativos do pensamento deste autor, que afirma:
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E preciso combater o excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por
destruir o que pode haver de nobre e vital no ensino. E preciso evitar certos exercicios
artificiosos ou complicados, especialmente em assuntos simples. (...) E mais importante
reflectir sobre 0 mesmo exercicio que tenha interesse, do que resolver varios exercicios
diferentes, que ndo tenham interesse nenhum. (...) Entre os exercicios que podem ter
mais interesse figuram aqueles que se aplicam a situacdes reais, concretas. (Sebastido e
Silva, 1975¢, p. 11-12.)

Organizacdo e grafismo

O manual estd organizado em capitulos e estes divididos em pontos: 1),2),...No caso da criagao do
Corpo Complexo, as operagdes apresentadas sao ordenadas por letras: a), b), ...As definicbes sao
também numeradas, para serem chamadas mais tarde: (1), (2), (3), ...

As figuras continuam a ser escassas, o texto denso e o tipo de letra oscila entre o italico, o

normal e o negrito. Também a fonte é diferente para algumas chamadas de atengao.

Andlise de alguns aspectos didacticos

Ha preocupacdo do autor em explicar com bastante detalhe a Matematica envolvida no

assunto em questdo, quase fornecendo todas as bases que eventualmente estariam em falta.

O autor atribuia grande importancia as aplicagdes da Matematica, ndo perdendo

oportunidade de as explorar. Tal verifica-se também neste capitulo onde se pode ler:

Veremos no 7° ano como os numeros complexos podem também representar
operadores sobre vectores do plano. E essa, alids, a interpretacdo dos niimeros
complexos mais usada nas aplicacGes a fisica, a electrotecnia, etc., (Sebastido e
Silva, 19753, p. 153)

Este manual, em trés volumes, ndo é dedicado em particular a algebra, € ja um livro de

Matematica.

Os exercicios propostos surgem durante a exposicdo do assunto em causa, pelo que ndo
existem exercicios finais de capitulo. O autor remete também o aluno para o manual Compéndio
de Algebra, 6° ano, p. 87-91."

E acrescenta:

7 Trata-se do manual analisado em primeiro lugar (pag.71)
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Além dos que sdo propostos no referido Compéndio, interessa resolver os trés
seguintes:

(.-

III. Prove que as poténcias de expoente inteiro de EJFL formam um grupo

multiplicativo isomorfo ao mddulo H (Bailado das horas) e que todas sdo raizes

de indice 12 de 1. (Sugestdo: pondo ﬁJrEi:g, comece por verificar que
2

6% =i e que portanto 0* =i6, 6° =i6?, etc.) (Sebastido e Silva, 1975a, p.
153)

Neste manual ndo é utilizada a Histéria da Matematica como instrumento pedagdgico. De
facto, embora haja a preocupacdo de se referirem os nomes de alguns intervenientes, ndao ha
recurso a textos ou actividades que a utilizem.

No entanto, embora a abordagem do item se faca em termos de Corpo Complexo, existe
anteriormente o recurso a formula de Tartaglia para mostrar que, por exemplo a equacdo, tendo
trés raizes reais, nela ndo é aplicavel a referida formula sem o alargamento de R aos nimeros

imaginarios.
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- Analise do manual

“Livro de texto 12° ano Matematica”,

Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora, _
1987 livro de texto

matematica

de acordo com o Programa Oficial em vigor desde 1984

Descricdo

Os itens enunciados no programa sao todos abordados,
nomeadamente as operagdes com numeros complexos e a
representacao de conjuntos de nimeros que satisfazem uma ou mais

condigBes na variavel complexa. A abordagem indicada no Programa é

gue se mostre que C é um corpo, e € por ai que ¢ a iniciado o
capitulo, na pagina 62 deste manual. Fig. 10 A capa do manual
Depois do estudo das operacdoes entre dois numeros complexos é

apresentada a representacdo geométrica dos nimeros complexos, onde € feita a Unica referéncia
historica: E referido que o nome de Plano de Argand homenageia “o matematico francés Argand,
que ao mesmo tempo que Gauss, estudou o assunto”. (Neves, Maria Augusta Ferreira & outros,
1987, p. 70)

A representacdo geométrica das operacoes com complexos € um dos topicos do programa,
pelo que surge na pagina 82 a sua exploracdo, nomeadamente a adicdo, a subtraccdo e a
multiplicagdo de complexos. A divisdo é remetida para a multiplicacdo pelo inverso de um
complexo.
O Ultimo ponto exposto é o que se relaciona com condigdes envolvendo nimeros complexos.

O Programa Oficial refere:

“Apresentagcdo das expressdes sen(a +b) = sena.cosb + cosa.senb e

cos(a+b)=cosa.cosh ¥ senasenb”,

incluido no capitulo dos complexos, que surge no manual no capitulo anterior a este, por opcao

dos autores.
Organizagéo e grafismo

Dimensoes do livro:17 x 25 cm
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Em relagdo aos manuais anteriormente estudados, existem diferencas relevantes neste
manual. A primeira é a utilizagdo da cor azul nos titulos e figuras. Os factos relevantes ou a fixar,
como formulas ou propriedades, surgem também nessa cor. O facto de os exercicios de aplicacao
aparecerem lateralmente constitui também uma novidade.

O texto passa a ser menos denso, mais espacado e é sempre utilizado o mesmo tipo de
letra. As figuras que surgem sdo adequadas a representacdo dos nimeros complexos no plano.

O capitulo é dividido em pontos, com titulos e existem subdivisbes destes, em pontos com

subtitulos. Os exercicios laterais sdo também numerados independentemente.

P .1

4. 3. 8.4

Forma trigonométrica dos complexos

N

e vl .: i { .
i £ A r —

Fig. 11 - As paginas 78 e 79 deste manual

Andlise de alguns aspectos didacticos

Todo o texto é bem esquematizado e organizado. A pesquisa de informagdo torna-se facil
ao aluno, que, por forca da diferenciacdo de cores, facilmente localiza as propriedades em estudo.

Em relacdo aos exercicios que acompanham a exposicdo da matéria, tratam-se de
aplicagGes simples e directas dos contelidos que estdo a ser apresentados no corpo do texto.

Por outro lado, relativamente aos exercicios de final de capitulo, o grau de dificuldade
destes é bastante inferior ao apresentado nos manuais anteriores e semelhante aos exercicios
laterais. Ndo existem pedidos de demonstracdo de propriedades e todos os exercicios sdo

numéricos, bem concretizados.
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Na pagina 78 deste manual fala-se da (im)possibilidade de ordenagdo de C. E apresentada
uma tentativa de ordenacao, referindo-se que, com aquela relacao de ordem, falha a propriedade

2,00 2,p0= 2,.2,90, o que faz com que C ndo seja um corpo ordenado.” (Neves, 1989,p.

78)

Talvez fosse de esperar que um manual dos anos 80 comecasse a introduzir a Historia da
Matematica como instrumento pedagdgico. Este manual ndo sé ndo transmite como foi o processo
de descoberta dos nimeros complexos, como ndo apresenta nem uma pequena nota biografica

sobre os intervenientes nesse processo.
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Fexto Edilove

- Anéalise do manual

M12 Matematica 12° ano
Machado, Armando & outros, Texto

Editora, 1988
MATEMATICA

Armando Machade 12¢ano
Paulo Abrantes

Descrigdo Roul Fernande Carvalho

Os autores comecam por fazer a
contextualizacdo do surgimento dos nimeros complexos, referindo- Fig. 12 A capa do manual
se a nocao de numero e de como surgiu a necessidade de criar os
numeros complexos. Informam da formula de Scipione Del Ferro e indicam as suas limitagdes. Nao
ha referéncia a Bombelli, embora esteja indicado que apenas trés séculos mais tarde a
desconfianca em relagdo aos nimeros complexos desapareceu, o que indicia a continuacdo do

desenvolvimento desta teoria.

Passam entdo os autores a construcdo do Corpo Complexo, definindo as operacbes de
adicdo e multiplicagdo e indicando algumas propriedades destas operacoes.
E referida a impossibilidade de definir uma relacdo de ordem, remetendo para o ndo cumprimento
dos axiomas que se verificam no conjunto R .
Neste manual é nitida a preocupagdao em explicar, em linguagem corrente, o que se esta a
demonstrar ou a que correspondem os resultados que se encontram.
A margem é aproveitada pelos autores para propor actividades que completam o estudo da teoria
ou que visam levar o aluno a reflectir um pouco mais sobre o que foi dito. Em alternativa, surgem
também notas adicionais ao texto, sugestdes para demonstragdes ou indicacdes para pesquisa.
Existe um apelo muito grande a que o aluno reflicta sobre algumas concepcdes que adquiriu
anteriormente e que as compare com o que esta a ser estudado, como por exemplo, uma reflexao

que é feita na pagina 82 a propdsito dos sentido directo e retrogrado e escolhas de referenciais:

(...). Nao ha, (portanto), uma nogdo absoluta de sentido directo valida em
qualquer plano e s6 se pode falar dessa nogdo quando, além do plano, se
escolhe um dos semiespacos que ele determina e entdo a rotagdao no sentido
directo corresponde a rotacao da direita para a esquerda relativamente a um
observador que olhe para o plano a partir desse semiespago. Quando se escolhe
um dos semiespacos diz-se também que se estd a orientar o plano. O que
acontece € que, quando se esta a figurar o plano sobre uma pagina de papel ou
um quadro negro, se convenciona que o semiespaco escolhido é aquele que

fisicamente permite ver o que se esta a escrever. (...), (Abrantes, 1988, p.82)
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Organizacéo e grafismo

Dimensoes do livro: 24 x 17 cm

A diferenca mais evidente € a opcdo de a altura do livro ser a medida menor.

Na contracapa podem ler-se as opg¢des dos autores:

(...) E importante conhecer, interpretar, e estudar situagdes concretas, extraidas
da realidade ou de outras ciéncias que tenham motivado a criacdo de modelos e
teorias Matematicas e que estas ajudem a explicar. (...) Exige-se ao estudante do
129 ano um maior esforco de abstraccdo, propondo-lhe, nomeadamente, o

estudo de diversas estruturas Matematicas ou a pratica da demonstragao.

A cor escolhida é o vermelho para o titulo, subtitulo, algumas chamadas de atencao e para uma

setinha que indica que é oportuna a resolugdo do exercicio para o qual ela aponta.

Andlise de alguns aspectos didacticos

Depois dos habituais exercicios de fim de capitulo surgem alguns prolongamentos ao Programa,
nomeadamente sobre a relacdo entre equacdes algébricas e nimeros complexos e um recurso a
tecnologia — apresenta-se um programa em Basic para determinar as raizes de ordem n de um

numero complexo.

No fim do capitulo surgem, seguindo a mesma orientacdo que € dada a todo o texto,
perguntas para serem meditadas que apelam a compreensdo do conceito de raiz de um ndmero
complexo e que pretendem alertar para os problemas que podem surgir quando consideramos a

raiz indice /7de um ndmero complexo. A nota da pagina 92 é bem demonstrativa de tal:
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QACT 13

Ao contrario do que acontecia no caso dos nimeros reais, ndo ha, em geral,
razbes para considerar uma das raizes de indice n de um nimero complexo como
melhor que as outras. Por esse motivo, se zeC e n=2, o significado a dar a expres-
sdo ¥/ z & uma «dor de cabega» para os matematicos. Alguns tentam resolver a ques-
tao dizendo que se trata de uma expresséo que «pode tomar vérios valores» mas isso
conduz a contradigdes. Por exemplo, quando dizemos que v/ — 1 pode tomar os valores i
e — i estariamos a dizer que v —1=i e v/—1=—i sao proposi¢goes verdadeiras,
mas dai poder-se-ia deduzir pelas propriedades da igualdade que i= —i o que é evi-
dentemente falso! O ideal seria talvez evitar, sempre que possivel, o uso de tais expres-
sdes; a melhor saida parece ser a de considerar gue, salvo convengao explicita em
contréario, ¥/ z designa o conjunto de todos os complexos cuja poténcia de expoente n
¢ z, e de cada um desses complexos dizer-se que ¢ uma determinacao de ¥ z. Nesse
sentido nao se deveria escrever \/— 1 =i, mas sim ie\/— 1. Se formos cuidadosos,
esta interpretagio ndo nos causard problemas, mas em qualquer caso sera frequente
aparecerem situagoes delicadas.

Nio sendo possivel dar resposta prévia a todas as situagdes delicadas que pos-
sam aparecer, deixamos no ar algumas perguntas para serem meditadas:

Que significado dar a ¥/ i+ ¥ —i?

Sera que (Vi) '=i?

O que é ¥i—¥i?

Oqueé ¥Vi7?

E um manual deveras interessante, que parece querer acompanhar o aluno na sua
aprendizagem, alertando para algumas questdes Matematicas que mostram ao aluno que ha

necessidade de reflectir profundamente nos conceitos que vai aprendendo.

A Histdria dos nimeros complexos fica para tras, depois dos autores afirmarem que “S6é com
a construcdo explicita de tais nimeros a partir dos nimeros reais, feita quase trés séculos mais
tarde, essa desconfianga acabou por desaparecer” (Machado, 1988, p. 70)

Por comparacao com o manual anteriormente analisado, nota-se ja um avanco na utilizacao
da Histdria da Matematica. A preocupacao com a contextualizacdo temporal e espacial é evidente,

embora se restrinja a uma nota e nao exemplos significativos.
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pntise do manua MATEMATIC

Livro de texto 12° ano Matematica ESCOL!
Neves, Maria Augusta Ferreira e Brito, M2 Luisa C, Porto Maria Augusta Ferreira Neves

H Maria Luisa Carvalho Brito
EdItOI’a, 1995 {1 H A WL Arvill il

A divisdo deste manual em dois volumes surge como uma vantagem,
face as Orientacdes de gestdao do programa, a que ja nos referimos. De
facto, os dois volumes iniciais deram, na pratica, lugar a leccionacdo dos

contelidos presentes apenas no primeiro volume. Os nlimeros complexos

foram um dos itens retirados do programa, pelo que se podera perder um
pouco o interesse da analise deste manual. No entanto, podem ainda ser ~ Fig. 13 A capa do manual

feitas algumas observagoes:

Descricéo

A extensdo de R a C fazia parte do programa, sendo opcional o seu estudo na forma
trigonométrica. Assim, os complexos surgem em dois capitulos distintos, a saber, no 6° e 7°0. A
primeira parte do 6° capitulo é dedicada as operacoes binarias, pelo que faz sentido que sejam
“apresentadas”, logo de inicio, as operacdes com numeros complexos na mesma linha de
raciocinio. A representacdo de numeros complexos no plano de Argand é dada de um modo
simples, focando-se a propriedade rotacional da multiplicagdo por /e a conexao a analise vectorial.
A histéria dos nimeros complexos surge numa pequena nota, onde surgem os nomes de Sérgio
del Feno, (supostamente Scipione Del Ferro), Tartaglia e Cardano, sem ser indicado algum
contexto para a descoberta destes nimeros.

No final do capitulo surgem exercicios simples, de aplicacao das propriedades das operacoes e
de resolucao de equacoes.

No capitulo 7 surge a representacdo na forma trigonométrica de um nimero complexo e as
formulas de De Moivre para as diversas operagdes. Surgem também conjuntos definidos por
condigGes, correspondentes aos diferentes lugares geométricos, com as ilustracoes a acompanhar
as diferentes situacdes: Circunferéncia e circulo, mediatriz, rectas paralelas aos eixos coordenados,

semi-recta e ainda as conicas.

Organizagdo e grafismo

A organizagao deste manual é em tudo semelhante ao anterior desta autora, de 1987. No
entanto, a profusdo de cores é muito maior. S3o utilizadas as cores preta, vermelho e azul na

letra. A banda lateral é amarelada, azul ou roxa. Os exercicios laterais acompanham os contetidos

a que se refere o texto.
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No inicio de cada capitulo hd uma tentativa de fazer versos com a Matematica, por
exemplo, na paginal83, pode ler-se: “Trigonometria, Algebra e Geometria/Tudo junto para
complicar/Mas as relacoes sao tao interessantes/Que até da gosto estudar”

No final do capitulo surgem exercicios resolvidos, exercicios propostos e exercicios de
revisao. Estes incluem afirmagOes para atribuir valor ldgico, exercicios de calculo e problemas e

aplicagdes.
Andlise de alguns aspectos didacticos

O aluno ficard com a ideia de que os nimeros complexos surgiram para que as equacoes do tipo

x? = —4 tenham solucdo. De facto, na pagina 168 pode ler-se:

Para que a equagao x? = —4 tenha duas solugdes teremos de, mais uma vez,
ampliar o conceito de nimero. Novos numeros terdo de existir porque dos
conhecemos nao ha nenhum que elevado ao quadrado seja — 4 (Neves, 1985, p.
168)

A nota histérica introduzida nessa mesma pagina € manifestamente insuficiente para a
compreensao de que as descobertas Matematicas ndo se processam desse modo. Este manual
afasta-se claramente da utilizacdo da Histéria da Matematica na sala de aula, nao traduzindo nas
suas paginas nada do que foi o processo de descoberta dos numeros complexos ou das
dificuldades sentidas pelos matematicos envolvidos.

Os exercicios apresentados sdo essencialmente de calculo. Surge também a representagdo, no

plano de Argand, dos pontos que satisfazem determinada condicao.

- 88 -



Analise de Manuais Escolares

- Analise do manual
Livro de texto 12° ano Matematica
Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora, 1999

h
oU0) u de acordo com o Programa Oficial em vigor desde 1997

Maria Augriss Fermram Mo

Descricdo

Este manual inicia na pagina 112 do 3° volume a Introducdo aos

nimeros complexos e ao conjunto C. Lateralmente sdo indicados
alguns nomes de matematicos, * que estao ligados de uma forma

ou de outra aos numeros complexos” (Neves, M. Augusta, 1997,

pagina 112). Sdo referidos os seguintes nomes: Luca Pacioli,

Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano, Bombelli, Girard, Simpson,

| B oo Euler, Gauss, Kummer, De Morgan, Wessel e Argand .

A andlise da evolugao do conceito de nimero percorre todos os

Fig. 14 A capa do manual ] i i .
conjuntos de numeros, desde N até C, numa visdo um pouco
simplista da histéria da criagdo dos nimeros, ja que se refere que cada conjunto é inventado para
que determinado tipo de equacdo possa ser resolvido. Tal apresentacdo pode comprometer a
imagem que o aluno vai criar sobre o surgimento dos conceitos na Matematica. Por exemplo,

refere-se:

Qual é o nimero cujo quadrado é 2?
2
X°=2
Para que a equacdo tenha solucdo foi necessario criar novos numeros: os
numeros irracionais.

A equagao tem duas solugdes:

—\/E e \/E (Neves, M@ Augusta, 1999, p. 113)
No caso particular dos nimeros complexos:

Qual é o nimero cujo quadrado é -1?
2
Xx“=-1
Para que a equacao tenha solugdo foi necessario criar novos numeros: 0s

numeros imaginarios.

Definiu-se um novo nimero v—1 =1 (Neves, M2 Augusta, 1999, p.114)
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Parece-me que, nestas condicdes, o aluno ndo ird entender a morosidade de um processo
de construcao de conceitos, das dificuldades de aceitacdo de uma ideia, das consequéncias
epistemoldgicas da introducdo de novos entes e aceitard a Matematica como um produto que
surge “pronto a usar”. Os matematicos surgirdo, perante o aluno, nao como pessoas que
trabalham a realidade, que erram, que comecam e recomecam um estudo, por vezes sem ideias
originais para ultrapassar dificuldades, mas sim como alguém que pensou, escreveu sobre as suas
conclusdes e que 0s seus pares aceitaram como produto acabado.

E apresentada a representacdo geométrica de um niimero complexo no plano de Argand e
as operacdes com os mesmos. E dada a representacio geométrica da adicdo e da subtraccdo, mas
nao da multiplicacao ou divisdo. O tema da representacdo geométrica das operacdes é retomado
algumas paginas a frente, quando se introduz a representagdo geométrica de um complexo. /7 é

ent3o apresentado como operador da rotagao de 90°.

O manual contém uma anotagdo, baseada no programa oficial, que diz: “A demonstracdo de
propriedades da geometria usando nUmeros complexos deve ser entendida ndo como tema
obrigatdrio para exame, mas como complemento de formacdo. Se gosta de explorar esta matéria
podera encontrar muitas outras situagdes em livros ou na Internet” (Neves, M@ Augusta, 1999, p.
145) Nao seria melhor enderecar o aluno para o professor que o acompanha no seu percurso
escolar ou para um ou mais livros em concreto?

O tema é encerrado com o topico “Conjuntos definidos por condigbes envolvendo nldmeros

complexos”.

N3o existe neste manual uma referéncia a impossibilidade de ordenacdo dos numeros
complexos. Tal pode ter a ver com a tentativa, por parte dos autores, de se afastarem das
estruturas algébricas, ja que tal ndo é preconizado no programa. Ha, no entanto, outros autores

contemporaneos que o fazem, como veremos.
Organizacdo e grafismo

O manual esta dividido em trés volumes, contendo, cada um, os contelidos relativos a cada um
dos trés temas principais do programa. Os titulos sao numerados com pontos: 5.1, 5.2,...e escritos
numa cor acastanhada.

O texto ndo invade a banda lateral (que n3o estd demarcada noutra cor) e estd escrito a uma ou a
duas linhas. Os exercicios laterais sdo aplicacdes dos contelidos presentes no texto. As chamadas
de atencao sao feitas através de uma caixa de fundo bege.

No final do capitulo surge uma lista dos itens estudados.
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Os exercicios resolvidos sao em numero de trés. Os problemas propostos seguem-se, com 0s

7 . n " A\ H 4
titulos: ...conhecer...calcular...representar...”, ...verdadeiro ou falso...”,
A\ I I' H H ”

...resolver..aplicar...investigar...

As cores utilizadas sao muito variadas.
* Multiplicagdo Outro método para calcular a divisdo de dois complexns seria:
Calculemos o produto de 2+ 30 por (8- 5. Saashies
Y + 3i = Ba + Bbi - 5ai - 5bF
@+ 3% (B-50=16-10+26-15¢  (*=-1) Sl . o
4 e + 3i=(Ba+ 5b)+
E 16 10+ 241+ 15 = = 2+ 3i=(Ba+5h)+(8b-5a1
=315 1% Bl rBa+5b=2 [ 402+ 25b =10
dlcuke: @ | -5a+8b=3  |-40a+64b=24
—BAD (=243 Se multiplicarmos wm nimero complexo pelo seu conugado obte
s el Adicionando, membro a membro, vam;

+hi)+c+d), a. b, c. d ER: 34
i ”' : 2 - 3) x (2 + 30=2- (3= =St g
1=i)={==2}: = =

|| 2 ] Akl Retomanda o sistema, tem-se:
atbi)-ie+di), a, b, e, d ER; =13 8 [Ba+5b=2 [~ 64a-40b =~ 16
o3
2+id 4 -3} . 6 l-5a+8b=3 - 25a+40b=15
Qualquer par de nGmeros complexos da forma a+ bi & a- b
~2430%: tém como produto um nimero real. Adicionando membro & memibiro, vem:
a+bi)c+di), 0, b, ¢, d ER; Sejam z=a+bie Z=a-bi ~888=-1 H":Slﬁ
1\ 3
=1-=i); . A Portanto
* zxZ=(a + bi) x la - bil = & - abi + abi - b i 2+3i_1 34
1+biji-a+H), a, b ER, L T 8-5 89 B0
: S
* Potenclacio
2 T & um ndmero real
Pl i Feul f=-i
- =1 =i Fu1 lm—i
: X =l =i a1 i
Calculemos ;: g: : LT &
‘IY\. i\ '.\\ \
Para obtermos um ndmero da forma a + bi, o denominador terd m“““mm“m“mwwi“ “ml*m“
de ser um ndmero real, 0 resultado de qualquer poténciade 1 & 1, |, -1 ou =i, i, Caleul
Para oblermos no denominador um ndmero real multiphca-se o &l 1-2
i dor palo P EMPLO 1 Poténcias de unidade imaginaria i
] 4 1=2
243 _ (24308450 ular: 7%+ AT
Bl B R

Fig. 15 - As paginas 118 e 119 deste manual

Andlise de alguns aspectos didacticos.

O tema transversal “Ldgica e raciocinio Matematico” marca presenca nas paginas 154 e 155,
através da anadlise do valor ldgico do resultado das operacdes conjuncao, disjuncao e negacao de
proposicdes. Sao ainda apresentadas “tabelas de verdade”.

Os exercicios propostos sdo essencialmente de calculo, existindo também, em menor nimero,
alguns exemplos de apelo a compreensao do conceito de médulo de um nimero complexo ou das
propriedades rotacionais da multiplicacao de complexos.

O manual inicia-se, em cada capitulo, com a formalizacdo das definicbes e das propriedades que
interessam ao estudo. Trata-se, assim, de um manual essencialmente de estudo da teoria, onde a

construcdo do conhecimento, por parte do aluno, esta muito pouco presente.
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- Analise do Manual “Infinito 12”7, 3° volume
Jorge, A.M. & outros, Areal Editores, 1999

Descrigdo

O livro abre com um indice muito completo, onde, para cada item sao
indicadas as paginas dos contetdos, das aplicagbes do contetdo e dos
textos complementares.

De seguida é explicada a organizacao do livro, no que diz respeito a:

(seguindo a explicacdo das autoras) Programa, Descobrindo, Um pouco

de histdria, Calculadora grafica, Computador, Ldgica e raciocinio
matematico, aplicando.

Deste volume faz parte apenas a transcricao do tema 3 do programa e do

VOLUME 3

Fig. 16 A capa deste manual

Tema Geral Ldgica e raciocinio matematico.

Organizacdo e grafismo
O manual estd, a semelhanca do anterior, dividido em trés volumes, cada um se referindo a cada
um dos trés temas principais do programa. O 3° volume, que aborda o tema 3, Trigonometria e
numeros complexos, tem uma estrutura semelhante aos outros dois volumes.
Uma banda lateral azul surge quando ha anotagGes a fazer ao texto.
Os titulos n3o apresentam qualquer numeracdo, apresentando-se num tamanho maior de letra ou
simplesmente num tom mais carregado.
A cor utilizada oscila entre o verde, no realce de pequenas conclusdes ou formulas e o azul, que
surge quando sao dados exemplos de aplicagdes, notas historicas ou resolucao de problemas. A
cor da letra é praticamente sempre preto.

Este manual caracteriza-se por um grande nimero de aplicagdes dos temas que estao a
ser tratados, apresentando muitas conexGes a outras disciplinas e outros ramos da Matematica, tal
Como preconiza o programa no qual se baseia. As notas histdricas que surgem sdo pertinentes e

em numero equilibrado, inseridas no texto explicativo da teoria.
Andlise de alguns aspectos didacticos.

Este manual tem sempre uma actividade introdutéria, procurando que o aluno construa
o conhecimento, se aperceba dos conceitos que estao envolvidos e que percorra um pouquinho da

histéria dos matematicos que a fizeram. No caso dos nimeros complexos, a actividade baseia-se

na Histdria da Matematica e na evolucdo do conceito de nimero. A definicdo de nimero complexo
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7

€ apresentada na sétima pagina de exposicdo deste conteldo, seguindo-se as operagdes com 0s
numeros complexos.

Quanto a radiciagdo em C, tal como num manual anterior, surge um apontamento pertinente

guanto a utilizacao do simbolo Q/E :

Que significado atribuir a [z, sezE Cen = 2?

Em IR, qguando ha mais do que uma raiz, Cx representa, como se sabe, a raiz
positiva.

Em C, este critério ndo pode ser usado, nem ha, de um modo geral, razoes para
gue se destaque uma das n raizes relativamente as restantes.

Para resolver esta questdo, diz-se, por vezes, que yz é uma expressao que pode
tomar vdrios valores; no entanto, esta afirmacgao da origem a contradigdes.

Por exemplo, dizer que ,—1 pode tomar os valores i e — i seria 0 mesmo que afir-
mar que sao verdadeiras as proposicoes

e, entao, poderiamos concluir que i = — i, o que é falso.
Além disso, a utilizacdo do simbolo 'z, com z EC, pode conduzir-nos a intimeras
situagoes delicadas, como por exemplo;

Que significado atribuira Jiou a — {i?

A - TR 5 Bl i 3
Serd que \i=i?? Eserdque (i)’ =i’? Oque representa ,i*?

Como nao é possivel encontrar um critério que atribua significado preciso a \z
em C, ndo usaremos este simbolo.

Este assunto ndo s6 nao surge explicitamente em todos os manuais, como se utiliza o

simbolo de Q/E sem pensar que tal se pode referir a varios nimeros, como é explicado neste
paragrafo do Infinito 12.

Os exercicios que surgem nas bandas laterais que acompanham o texto explicativo sao de
aplicacdo directa dos conhecimentos adquiridos, com um grau baixo de dificuldade. Surgem
também exercicios resolvidos um pouco mais elaborados nas paginas finais do conteltido tratado.
Os exercicios finais englobam os conteldos tratados neste tema. Alguns exercicios apelam a
utilizagdo da tecnologia, a semelhanca do que é feito durante a exposicdo do tema. Ha ainda
exercicios indicados para resolugdo em grupo ou para pequenas pesquisas. Os exercicios sdo ricos
e variados, apresentando-se situagdes muito diversificadas.

Pelo que verifiquei, dos manuais analisados, este é o que faz o maior recurso a Histdria da
Matematica, em particular dos nimeros complexos. Os textos apresentados s3ao de autores

variados, como Bento de Jesus Caraca (do seu livro Conceitos Fundamentais da Matematica,
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Gradiva, 1988), Jaime Carvalho e Silva e Antonio Leal Duarte, bem como outros apontamentos
historicos que surgem ao longo do texto, das proprias autoras. As actividades propostas tentam
transmitir aos alunos algumas das dificuldades que foram surgindo aos matematicos, ao longo do
processo de descoberta destes nimeros. As actividades passam ndo so pela leitura e discussao de
textos originais, mas também pela aplicacao da férmula de Cardano como proposta de trabalho. As
autoras tém ainda a preocupacdo acrescida de se referirem aos matematicos portugueses
(Anastacio da Cunha, Bento de Jesus Caraca). Lamento que ndo haja referéncia a Gomes Teixeira,
que tanto contribuiu para o reconhecimento do nosso pais, neste e noutros ramos da Matematica.
Embora as autoras optem por introduzir rapidamente a definicdo de Nimero Complexo, esta
é perfeitamente contextualizada. Esta opcdo podera ser justificada pela necessidade de fazer
opgdes que se prendem com a gestdo do tempo, ja que esta é outra preocupagao que os autores

de manuais tém de ter.
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4.3 Sobre outras categorias para uma analise dos manuais escolares

Segundo Sa & al. (1999) interessa considerar trés categorias na analise de um manual: a de
natureza cientifica, a de natureza pedagdgica e a de natureza técnica. Se aquando da elaboragao
do manual ou da sua adopgdo interessa considerar estes trés aspectos, neste estudo debrugar-me-
ei em particular sobre a primeira categoria e um pouco sobre a segunda e tentarei medir o grau de
proximidade entre o desenvolvimento do tépico em analise nos manuais — 0s nimeros complexos

— e a respectiva evolugdo histdrica, em termos cronoldgicos.

Nas orientagGes de natureza cientifica, o citado estudo aponta como aspectos a considerar:

Conteldos correctos e actuais

Aspecto linguisticos (terminologia, vocabulario, estrutura ldgica das frases)
Exemplos adequados a idade e experiéncia dos alunos (meio envolvente)
Actividades correctamente concebidas

Fidelidade aos objectivos e conteidos dos programas

Nas orientagOes de natureza pedagdgica surgem ainda entre outros:

Equilibrio dos contetidos
Aspectos metodoldgicos (apelo a métodos expositivo- repetitivos, genéticos)
Importancia dada ou papel pedagogico atribuido a
Exercicios e outras actividades
Ilustracdes, gravuras, figuras e outros elementos

Informag0es cientificas
Mas antes de me debrucar sobre a avaliacdo dos manuais escolares no que respeita a estes

aspectos, interessa também explorar o papel desempenhado pelas definicdbes no

ensino/aprendizagem dos numeros complexos.
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e O papel das definicdes em Matematica

Em Matematica, enquanto estrutura cientifica, desempenham um papel fundamental dois
processos: 0 de definir e o de demonstrar; processos estes que, de resto, estdo na génese dos
sistemas axiomatico-dedutivos. No presente caso, estamos particularmente interessados nas
definicdes do conceito matematico de Nimero Complexo, quer por causa do papel que estas
desempenham no contexto geral do raciocinio matematico, quer também por causa dos problemas
de ordem educacional (no contexto de actividades lectivas) que as definicdes também acarretam.

Hoje em dia, na pratica do ensino dos conceitos matematicos, é frequentemente verem-se
defendidas (por exemplo: Freudenthal (1973) ou De Villiers (1998)) as chamadas abordagens
genéticas, em oposicao a sua apresentacdo numa forma fechada de “produto acabado”, pronto a
ser subsequentemente memorizado pelos aprendizes. Perante estes factos ndo é possivel ignorar-
se 0 processo, da responsabilidade do professor, de seleccao de uma “boa definicao” para um
determinado conceito matematico, como também ndo é possivel menosprezar-se o processo de
exposicao dos alunos a um conceito matematico através da sua definicdo, independentemente de

se optar ou ndo pela dita abordagem genética.

Sabe-se também, através de inimeros estudos conduzidos a este respeito (por exemplo:
Fischbein (1993)), que em Matematica, e muito particularmente em Geometria, os conceitos tém
muitas vezes uma natureza dual: a figural e a conceptual. Sendo assim ndo é dificil imaginar que
0s nossos alunos tém representagbes mentais do conceito, imagens visuais ou outras, mas nao
estdo preparados para, sozinhos, percorrerem um caminho de organizacdo de ideias conducente a
descoberta/invengao de uma definicdo para o conceito. Em teoria, segundo Freudenthal (1973),

existem em Matematica duas formas distintas de apresentar uma definicdo:

-Construtivamente: "... the algorithmically constructive and creative definition... models new
objects out of familiar ones”.

- Descritivamente: "... the describing definition... outlines a known object by singling out a

few characteristic properties”.

A definicdo pode pois ser introduzida no inicio e seguir-se o desenvolvimento da teoria, com
as suas caracteristicas e propriedades ou, construtivamente, ser apresentada apds o aluno
conhecer bem o ente com que estd a trabalhar. O aluno sentir a necessidade do novo conceito

podera ser uma abordagem que propiciara a abordagem historica.
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Por outro lado, qualquer definicao traz representagdes mentais ao aluno, que poderao diferir
segundo a introducdo feita. No caso dos nimeros complexos, essas representacoes poderdo ser
algébricas, geométricas,etc. O professor tem por isso de escolher o papel que a definicdo tera no
desenvolvimento dos contelidos e manter-se coerente. Por estas razdes escolhemos apresentar

uma tabela de analise deste ponto separadamente.

Aspectos que iremos analisar na definicdo de Nimero Complexo apresentada em cada manual:

e Construtiva/descritiva

e Componentes do conceito

e Representacdes/ Imagens produzidas
e Funcdo (da definicao)

e Caracteristicas (da definigao)
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Seguindo estes pontos, debrucar-me-ei sobre os livros dos quais foi feita na seccao anterior uma

andlise detalhada e que interpretam os diferentes programas desde 1950:
[1] ~"Compéndio de Algebra Tomo I - VI ano”, por J. Sebastido e Silva e J.D. da Silva Paulo,
[2] “Compéndio de Algebra 2° Tomo — 7° ano”, por J. Sebastido e Silva e 1.D. da Silva Paulo*®

[3] “"Compéndio de Matematica”, 1° volume, 2° tomo e também 3° volume, de José Sebastido e
Silva, 1975

[4] “Livro de texto 12° ano Matematica”, Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora,
1989

[5] M12 Matematica 12° ano, Machado, Armando & outros, Texto Editora, 1985

[6] “Livro de texto 12° ano Matematica”, 2° vol, Neves, Maria Augusta Ferreira e Brito, M. Luisa
Carvalho, Porto Editora, 1995

[7] “Livro de texto 12° ano Matematica”, Neves, Maria Augusta Ferreira & outros, Porto Editora,
1999

[8] "“Infinito 12 “ 3° volume, Jorge, Ana M.B. e outros, Areal Editores, 1999.

18 A andlise deste manual ndo ird ser incluida na tabela referente & definicdo, pois no programa de 7° ano consideravam-se
introduzidos os Numeros Complexos, ndo sendo apresentada qualquer definicdo. Mantemos a numeragao dos manuais
analisados para facilidade de comparacao nas grelhas seguintes.
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[11 [31 [41 [51 [61 [71 [8l
Construtiva/descritiva Descritiva Descritiva Descritiva Descritiva/ Construtiva Descritiva Descritiva Construtiva/Descritiva
Pag em que surge a 3@ 1a 1a 4a 2a 42 73
definicao

Caracteristicas A introdugdo do conceito | Supbe a existéncia | como  corpo | C como corpo | C como | Extensdo do conceito de | Extensdo do conceito

¢ feita pela necessidade | 4q corpo C. A sua 2 2 extensio  de ndmero; de numero. Existéncia
e isomorfo a IR“.|isomorfo a R-. )
de obedecer ao principio prova ¢é feita no final . o B B R de um novo simbolo —
de conservacio das Propriedades do | Primeiro sdo verificadas : nimero cujo
construca e | . ) . = -
) . da  construgdo de | i orfismo as propriedades das | Apresentagao ,
propriedades formais C } quadrado é um numero
- (Método  do | verificadas apés a . R2 de C. ,
Probl Resolvid Operagoes em . negativo.
roblema Resolvido) introducdo de C
Componentes do Extensdo de nimero Estruturas algébricas | ' como corpo | C como corpo Extensdo de | Extensdo de nimero Extensdo de nimero
conceito nimero
. 2 . 2
) isomorfo de IR isomorfo de R
O
% Representacdes Possibilidade de C  como corpo Os complexos como | Os complexos como | Entes com os | Entes com os quais se | Escrita do  mesmo
';5: extracgdo de raizes de RZ elementos de uma | elementos de uma | quais se pode | pode operar e que sdo | nUmero de formas
; ; isomorfo de " o ~ ~ .
indice par de numeros estrutura algébrica. estrutura algébrica. operar e que | solugdes de equagdes | diferentes.
negativos sdao solugdes impossiveis em C.
de equacgdes
impossiveis
em C .

Imagens produzidas Matematica Formal. A | Existéncia de | Manipulacdo algébrica | Possibilidades Possibilidades Dificuldades anteriores
definicdo é arbitraria, | solugdes da equagdo | dos novos entes operatdrias como: | operatérias Manipulagdo algébrica de | a existéncia dos
desde que obedeca aos | quadratica e clbica. adicdo, subtraccdo, | como: adicdo, | novos entes nimeros  complexos.
requisitos indicados Representagdo  no multiplicagao, subtracgao, Novas  possibilidades

plano.  Movimento radiciagdo, etc. | multiplicagdo, operatorias. Diferentes
no plano relacionado Impossibilidade de | radiciacdo, etc representacbes dos
com as operagoes ordenagdo. nimeros complexos.

Quadro 5 A definicdo
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Note-se que a definicdo formal pode nada acrescentar a compreensdo por parte do
aluno, do conceito. As imagens produzidas podem ou ndo ser alteradas pela introdugdo da
definicao.

Ha, no entanto, principios que uma definicdao tem de obedecer em nome dos principios
l6gicos:

i. O nome do conceito deve aparecer uma so vez na frase usada como definigdo;
ii. Na definicdo de um conceito s6 podem ser usados conceitos anteriormente
definidos;
iii.  Uma definicdo estabelece condicdes necessarias e suficientes;
iv. O conjunto das condigOes deve ser minimal;

v.  Uma definicao é arbitraria.

Mas também, segundo Poincaré (1909)

Para o fildsofo ou para o cientista uma boa definicdo € uma definigdo que se aplica a todos os
objectos a serem definidos e somente a estes; € a que satisfaz as regras da logica. Mas em
educacdo ndo € assim; é aquela que pode ser compreendida pelos alunos (p.123)

De um modo geral, vi que os autores dos manuais optam por apresentar cedo a
definicdo de ndmero complexo e s6 depois desenvolvem as propriedades que estes
apresentam. A introdugdo do estudo dos numeros complexos pode levar ao estudo das
estruturas algébricas ou ao alargamento do conceito de nimero, nomeadamente aos
quaternides de Hamilton, mas ndo parece ser esta a direccdo preconizada pelos autores dos
manuais consultados. De facto, este novo conjunto de nimeros é quase sempre apresentado

como o elo seguinte da cadeia NcZ c Q < R, e o estudo que se segue, no nivel seguinte,

€ o das estruturas algébricas e das suas propriedades. Este estudo estd, de acordo com o
programa actualmente em vigor, remetido para o Ensino Superior. Poucos alunos, mesmo
universitarios, terdo ouvido falar dos quaternides de Hamilton, mas a maior parte dos
licenciados que frequentou alguma cadeira de Matematica, ouviu falar de grupos, corpos,
anéis, etc.

Existem diferencas Obvias na apresentacao da definicdo, relacionadas pela abordagem
prevista no programa: Se em 1950 a introducdo dos complexos era feita pela extensao de
conceito de nimero, como no programa actual, a definicdo apresentada pelo Infinitol2 esta

correcta, de acordo com os principios analisados:
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Chama-se niimero complexo a todo o nlimero da forma a+biemque a€ R,beR e

iZ =—1 (Jorge, 1999,p.71)

Mas nos programas em que oS numeros complexos surgem como elementos de um
corpo (C), a definicdo tera de passar pelas operacGes introduzidas nesse conjunto de modo

que os seus elementos verifiquem as condi¢des para que C seja corpo.

Por exemplo, no manual M12, pode ler-se:

. 2 . ~
O conjunto IR°, quando considerado com estas duas operacdes costuma ser notado C.

Dizemos que C ¢é o corpo dos niimeros complexos e aos elementos de C damos o nome de

numeros complexos (Machado, 1985, p.72)
A diferenca entre as definicdes apresentadas traz representagdes diferentes aos alunos e

imagens mentais também diferentes. O modo de apresentacdo do conceito trara ao aluno

visoes diferentes do mesmo.
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- Outros aspectos na analise dos manuais

Podemos propor para anadlise dos manuais que interpretam o Programa, no que diz

respeito aos nimeros complexos, também os seguintes tdpicos:

Consideracdes de natureza cientifica

Erros de caracter cientifico

Aspectos linguisticos (terminologia, vocabulario, Estrutura légica das frases, Simbologia)
Exemplos que apresenta — adequagao ao aluno

Actividades correctamente concebidas

Fidelidade ao programa

Especificamente quanto aos numeros complexos:

Evolucdo do conceito ao longo do tempo
OrientagOes de natureza pedagogica (Metodologias que preconizam):
Proposta de leitura de textos originais
Utilizacdo de técnicas da época e comparacao com as actuais por exemplo, resolucdo de equagbes
Integram tecnologias
Os textos que enriquecem
Notas biograficas
Proposta de trabalho de pesquisa
Aspectos para além do programa devidamente assinalados
Aspectos optativos do programa
Desafios aos alunos
Equilibrio dos contetidos
Representacao no plano de Argand
Multiplicagao por i — rotagdo de 90°

Conexao com a analise vectorial

Nos manuais analisados poucos sdo os que reforcam a ideia da necessidade da existéncia
dos nimeros complexos. O que mais se alonga neste ponto, incluindo na sua abordagem varios
textos cuja leitura propiciardo aos alunos compreender um pouco do percurso histérico da
construcao deste novo conjunto de numeros, € o Infinito 12, embora opte por introduzir
imediatamente a definicdo e desistir da perspectiva construtiva que inicialmente parece querer

imprimir ao estudo.
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Tais opgoes, por parte dos autores dos diferentes manuais, poderao contribuir para a ideia
de que os nimeros complexos s3o uma invengao humana, e que ndo existem na realidade. O aluno
poderd vir a saber manipular estes niumeros, pode representa-los e até mesmo os aceitar, mas
tenho duvidas que nas condigGes do actual ensino — tal como vemos preconizado pelos manuais
analisados — venha algum dia a desempenhar estas “tarefas”/desafios com a consciéncia da sua

real existéncia.

Veja-se agora, em relacdo aos manuais referidos na pagina 98, uma grelha de andlise que
contempla aspectos mais gerais:
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Ano da [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] (8]
reforma e 1948 1948 1976 1983 1983 1992 1996 1996
indicagdo do Compéndio P. Editora M12 P. Editora P. Editora Infinito 12
manual
Orientagdo (Abordagem Generalizagdo da | Complexos como | Corpo Complexo Corpo Complexo Corpo Complexo Corpo Complexo | Histérica (resolubilidade | Histdrica
Programatica prevista) nogao de | raizes de equagGes algébrica) (resolubilidade
nimero do 2° grau algébrica)
Erros cientificos Nao Nado Nao Nado Nado O problema de | Pag 142 - O problema de | N&o
multiplicar multiplicar complexos na
complexos  na
forma \/n YA
forma Jz
(pag 194)
Terminologia Complexos ou | Complexos ou | Complexos ou | Complexos Complexos Complexos Complexos ou | Complexos
§ imaginarios imaginarios imaginarios imaginarios
B Estrutura das Frases Frases completas e | Bastante texto | Pouco texto. Frases | Frases elaboradas Frases simples. | Frases simples Texto elaborado.
> frases o .
£ ) completas e | elaboradas. explicativo. Frases | curtas e simples Pouco texto
= Tipo de texto.
3 elaboradas elaboradas e
O
a completas.
<
Simbologia a+bi a+bi a+bi a+bi a+bi; ,eiso a+bi; ,cis a+bi; peiso a+bi; ,eiso
Matematica
Exemplos Sim Sim Sim Sim Sim sim Sim Sim
adequados ao
aluno
Actividades S6 existem | S6 existem | Exercicios S6 existem exercicios Sim sim Sim Sim
correctamente exercicios exercicios
concebidas
Fidelidade ao Sim (livro Gnico) | Sim (livro Unico) Sim Sim Sim Sim Sim Sim
programa
Evolugdo do Sim Ndo é conteldo | Sim N&o Sim N&o N&o Sim
conceito ao rogramatico
longo do tempo prog
Introqugao do Q/; om n Nao se aplica Histdrico: Férmula Elementos do Corpo C Historico; Apresentagao Apresentagao dos | Histdrico
conceito o - P ,
© o de Cardan Construgao do corpo | dos ndmeros | numeros complexos
8 inteiro qualquer
B complexo complexos
£
[0
g Proposta de Nao Nado Nao Nado Nado N&o N&o Sim
p leitura de textos
g originais
5 Utilizagdo de N&o N&o N&o N&o N&o N&o Ndo Sim
B técnicas da
= época e
comparagdo

com as actuais
por exemplo,
resolugdo de
equagdes
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Notas Nao Sim Sim Nao Nao Nao Nao Sim
biograficas
Os textos que 71a74 211 a 220 158 Nado 69 a 70; N&o existem N&o p. 66 a 71; 77;
enriquecem (p.) 82; 92; 97 a 102 78; 87; 98; 103;
104
Integram Nao Nao Ha referéncias ao | Ndo Sim (p. 100 a 102) Nao Nao N3o neste item.
tecnologias .
desenvolvimento
da tecnologia (ex,
p.307, 3° vol.)
i Proposta de Nao Nao Nao Nao Nao Nao Pesquisa de biografias Nao
'gw trabalho de
1_% pesquisa
k<] Aspectos para Sim N&o existem Sim N&o existem Sim Sim Sim Sim
2 além do
programa
devidamente
assinalados
Aspectos Sim Sim Sim Nao existem Nao existem Nao existem Nao existem Nao existem
optativos do .
neste capitulo
programa
devidamente
assinalados
Desafios aos Nao Nao Nao Nao Sim (p.92,p.e.) Nao Nao nao
alunos
Representagdo N&o N&o se aplica Sim Sim Sim. Sim Sim sim
no plano de
Argand
Multiplicagdo por | Sim Nao se aplica Sim Sim Sim Sim Sim sim
i como rotagdo
de 90°
Conexao com a Sim N&o se aplica Sim Sim Sim ndo N&o sim
analise vectorial
Total de 19/314 Os Complexos | 1° volume: 30/275 34/383 50/526 55/450 (12%) 73/450 (16 %)
paginas (6%) surgem quando (11%) (9%) (9,5%)
dedicadas ao oportuno ao longo | 18/299 (6%)
tema/total de do capitulo (263 | 3° volume
péginas  do pégs.) 20/222 (9%)
manual
NOo de aulas Nao indicada Nao indicada Nao indicada Nao indicada Nao indicada Nao indicada 14 ( de 50 min) 14 (de 50 min)

previstas no
programa

Quadro 6 Outros aspectos da analise de manuais
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- Analise da grelha apresentada

A comparacdo de manuais referentes a diferentes épocas, diferentes autores e diferentes
programas ndo pode resumir-se a uma simples grelha de andlise. De facto, se itens como a
presenga ou nao de erros cientificos, a construcao das frases, a evolugao do conceito, etc., sdo
intemporais, existem outros que advém do desenvolvimento da tecnologia, da didactica e que
dificilmente fariam parte de épocas que ndo aquela dos manuais onde surgem.

Optei, no entanto, por me referir a todos itens para cada manual analisado.

Se quando o livro era Unico o problema da fidelidade ao programa ndo se punha, uma vez
que estava aprovado oficialmente, com a proliferacdo dos manuais podem colocar-se algumas
questdes: O que se entende quando se afirma que um manual é fiel ao programa? Se se trata de
abordar todos os itens listados no programa, podemos dizer que todos os manuais cumprem o
programa. Todos os manuais contemplam o desenvolvimento dos conteldos matematicos para
leccionacdo previstos no programa oficial. Mas se se trata de contemplar todas as competéncias e
todos os temas do programa, a questdo refina-se e teriamos que colocar algumas negativas na
analise apresentada. De facto, os autores parecem ignorar a importancia da evolucao histérica do
conceito, a necessidade de conhecer as mentes Matematicas que abordaram o conceito e ainda a
vantagem de conhecer textos originais. O uso da tecnologia na sala de aula também é
frequentemente menosprezado e pouco referido nos manuais. Evidentemente, este ponto tem
relevancia de alguns anos para ca, dado o desenvolvimento das calculadoras graficas e a
introducdo dos computadores nas escolas. Nao era de esperar que surgisse alguma actividade
envolvendo esta tecnologia num manual de 1960..., mas esperar-se-ia a sua inclusdo num manual
actual. De facto, embora a discussao existisse em torno da sua utilizacdo, ou nao, na sala de
Matemdtica, a sua concretizacdo e generalizacdo estava, nos anos 60 a umas décadas de ser
conseguida.

Também a resolucao de problemas é pouco desenvolvida em alguns manuais. As propostas
gue se encontram ndo sdo em numeros suficiente, nem de uma diversidade tal que se possa dizer

que a resolucdo de problemas é verdadeiramente fomentada pelos manuais escolares.

O facto de os numeros complexos serem actualmente o Ultimo item programatico na
leccionacdo do Ensino Secundario, leva necessariamente a tomada de decisGes por parte dos
autores dos manuais e dos professores que leccionam a disciplina. O tempo torna-se escasso, as
revisdbes para o exame nacional que se aproxima impdem-se e a leccionacdo dos numeros
complexos raramente se faz em todas as vertentes que porventura mais interessariam aos alunos.

A humanizacdo da Matematica sai a perder, o conceito de nimero &, por isso, prejudicado.
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O estudo/conhecimento de autores como Euler ou Anastacio da Cunha poderiam evitar

frases como:

As propriedades

o ﬁ.Q/Z=WZl.ZZ

Sdo verificadas sem qualquer restricdes (Neves, 1995, p. 194)
gue muito provavelmente se repetem exponencialmente nas aulas do nosso pais.

Dado que, como foi referido anteriormente, a A'/gebra de Euler, de 1707, continha ja um erro
na multiplicacdo de nimeros complexos e Anastacio da Cunha, nos seus Principios Matematicos
chama a atengdo para esta questdo da multiplicacdo de complexos, pareceria imperdoavel o
desconhecimento destes factos.

Contudo, a diferenca mais evidente que decorre da analise dos manuais esta no modo como
¢é feita a introducdo dos numeros complexos. Para |& da abordagem prevista no programa, o
enfoque na historia da descoberta destes nimeros é muito mais evidente no manuais [1], [5] e
[8]; nomeadamente Compéndio de Algebra, de . Sebastido e Silva e J. D. Silva Paulo, do M12 e
do Infinito 12. Por comparacdo com manuais que se referem ao mesmo programa, € reconhecida a
importdncia que os autores destes manuais ddo a contextualizagdo histdrica dos contetdos
apresentados. Existem manuais que apenas indicam alguns nomes sobre os quais os alunos
poderdo pesquisar, como os manuais [4], [6] e [7].

A proximidade da exposicdo do tema em cada um dos manuais e o modo como se
desenrolou a descoberta dos nimeros complexos é muito pouca. Ja antes tecemos consideracoes
sobre as condicionantes que se impdem aos professores e as decisdes que tém de tomar. Mas
cada vez mais importa que estas decisdes se tomem conscientes das vantagens que cada
metodologia traz aos nossos alunos. Nem todos os professores possuem uma formagao inicial em
Historia da Matematica capaz de os ajudar, de um modo eficiente a elaborar uma actividade para a
sala de aula, mas este nao pode ser um argumento defensavel quando se assiste a uma oferta
alargada desta tematica em termos de formacdo continua e, simultaneamente, se assiste a um
cumprimento dos critérios de progressdo na carreira docente a custa principalmente de formacoes
em &reas como “ O papel do Director de Turma”, * A organizacdo escolar”, “Fotografia”, etc., etc. E
aqui que a capacidade de investigacao de um professor tem de vir ao de cima: o que ele pede a

um seu aluno tem de ser sempre estudado por si proprio em primeiro lugar.
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Capitulo V

A Histdria dos Numeros Complexos na sala de aula

5.1 Histéria na aula de Matemaética

Segundo Man-Keung Siu (1996), um professor que utiliza a Historia da Matematica na sala
de aula é mais paciente e menos dogmatico, mais humano, e com uma mente mais aberta. A
introducdo histdrica permite assumir conjuntamente as questoes relativas a natureza dos objectos

matematicos e as caracteristicas do desenvolvimento matematico. Ela favorece

0 espirito critico ao constituir um saber verdadeiramente estruturante do
pensamento do aluno, pois fornece respostas a diversas questdes e abre outras
tantas novas questdes, sendo que respostas e questdes seguem o movimento do

progresso cientifico (Boye, Anne et al, 1998, p. 7)

A perspectiva histdrica fara o aluno compreender que a Matematica nao é feita de golpes de
génio, mas apenas de respostas audaciosas a um problema. Eventualmente, podera ajudar a

compreender que o desenvolvimento desta disciplina se faz em grande parte por tentativas de
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resposta a problemas do quotidiano e que estes encontram uma abordagem apropriada na

Matematica.

Habituados que somos hoje ao calculo literal, é-nos dificil medir com toda a sua plenitude
todas as transformacOes que introduzimos no desenvolvimento e mesmo na concepgao da

Matematica.

A utilizacdo de simbolos literais ndo € um artificio de forma, uma espécie de
estenografia especifica e eficaz. A letra vai libertar o pensamento da ancora da

realidade concreta. ( Boye, Anne et al, 1998, p. 9)

e Sobre a importancia da histéria dos niumeros complexos na aula da

Matematica

Os alunos do ensino secundario ndo passam pelas hesitacdes de Bombelli, antes de publicar
0os seus trabalhos, nem pelos escripulos Cartesianos, ou pelas audacias Gaussianas. Em
compensacao, parece-me desejavel que os alunos leiam alguns textos onde esteja presente a
construgdo da teoria dos nimeros. A histdria dos problemas ird certamente contribuir para uma
melhor percepcao do processo de construcdo dos conceitos, ao descrever as surpresas, as
limitagOes, as estratégias utilizadas para contornar o problema, o enquadramento na teoria mais
vasta. Acresce ainda a vantagem de que “Se o professor de Matematica pode e deve ser
competente em Historia da Matematica, ndo tem a responsabilidade de formar historiadores”
(Boye, Anne et al, 1998, pag 358)

A utilizagdo da Histdria da Matematica na sala de aula tem-se mostrado dificil de concretizar.
Algumas tentativas timidas tém sido feitas, mas pouco conhecimento se tem das experié€ncias
realizadas em Portugal. Num circulo de estudos on-line (na plataforma prof2000) que frequentei,
até Dezembro de 2004, sobre a Historia da Matematica na sala de aula tive oportunidade de
tomar conhecimento de algumas tentativas realizadas e do modo como decorreram. Houve
também espaco para a formulacdo de tarefas!®, baseadas na Histéria da Matematica e nos
programas em vigor, que nao chegaram a ser experimentadas em sala de aula. De qualquer
modo, os participantes foram unanimes em considerar que, apesar de dificil, a utilizacdo da
Historia da Matematica, na sala de aula, é muito Util e fértil. E claramente necessario, por parte
dos professores, um maior investimento neste assunto.

Muitas das vantagens da utilizagdo da Histdria da Matematica foram sendo referidas ao

longo deste estudo. Mas essas vantagens sdo transversais: alcancam-se ndo apenas com um

19 buas das tarefas formuladas podem ser vistas em http://www.prof2000.pt/users/amma/af33/TF/FT10a.htm e em
http://www.prof2000.pt/users/mosteiro/Pagina pessoal/fichaparatarefasete.htm

- 110 -


http://www.prof2000.pt/users/amma/af33/TF/FT10a.htm
http://www.prof2000.pt/users/mosteiro/Pagina pessoal/fichaparatarefasete.htm

A Histéria dos Numeros Complexos na sala de aula

contedo em particular, mas qualquer que seja o tema escolhido para utilizar a Histéria e

contribuem para a formacao integral do individuo. Sintetizando, algumas vantagens sdo:

v @9 9 9w @

Ajuda a aumentar a motivagdo para aprender
Humaniza a Matematica
O desenvolvimento histérico ajuda a ordenar a apresentacdo dos assuntos
no curriculo
Mostrar aos alunos como os conceitos se desenvolveram ajuda-os na sua
compreensao
Muda a percepgdo que os alunos tém da Matematica
Comparar o antigo e o moderno valoriza as técnicas modernas
Ajuda a desenvolver uma aproximagao multicultural
Proporciona oportunidades para realizar investigagbes
Os obstaculos ao desenvolvimento no passado ajudam a explicar aquilo que
os alunos de hoje acham dificil
Os alunos sentem-se melhor ao perceberem que ndo sao Unicos a terem
dificuldades
Encoraja os alunos a ir mais longe
Ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade
Torna a Matematica menos assustadora
Explorar a histéria ajuda a manter o nosso interesse e entusiasmo na
Matematica
Fornece oportunidades de realizacdo de trabalhos inter-curriculares com
outros professores ou disciplinas.
(Fauvel, 1997,p.17)

Existem varias formas de se usar a historia da Matematica na sala de aula. Algumas dessas

formas sao também apresentadas por Fauvel (1997,p.18):

Mencionar episodicamente os matematicos antigos

Fazer introdugGes histdricas aos conceitos que sdo novos para os alunos
Encorajar os alunos a compreender os problemas histdricos dos quais os
conceitos que estao a aprender sao resposta

Dar aulas de “Histéria da Matematica”

Apresentar exercicios na aula ou como trabalho para casa baseados em textos
matematicos antigos

Dirigir actividades teatrais que reflictam interaccao Matematica

Encorajar a criacdo de cartazes ou outros projectos com temas histéricos

Realizar projectos sobre a actividade Matematica local no passado
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e Usar exemplos criticos do passado para ilustrar técnicas e métodos

e Explorar mal entendidos/erros/visdes alternativas do passado para ajudar na
compreensao e na resolucado de dificuldades dos alunos actuais

e Optar por uma abordagem pedagogica de um tdpico em sintonia com o seu
desenvolvimento historico

e Ordenar e estruturar os temas do programa tendo em consideracdo o seu

enguadramento historico.

Mas é necessario ter em consideragao que

(1) A histéria da Matematica deve ser estritamente auxiliar e subordinar-se ao
ensino da Matematica

(2) S6 devem ser utilizados os aspectos que ajudem realmente o aluno

(G. Heppel, 1893 citado por Fauvel, 1997,p.18)

5.2 Obstaculos epistemoldgicos a aprendizagem do conceito de numero

complexo

“As questOes de existéncia, realidade, coeréncia ldgica, pdem-se a cada aluno
quando se iniciam os numeros complexos. Nao é suficiente defini-los de um
modo puramente formal e depois desenrolar a teoria. (...) Nao chega justificar a
introdugdo dos numeros complexos pela necessidade de uma equacdo do
segundo grau ter sempre solucdo. Este tipo de necessidade raramente convence
um aluno que foi sancionado durante anos por se esquecer que a raiz quadrada
de um nUmero a sé estava definida para a positivo. Dizer-lhe que a partir do 12°
ano®® mudam as regras do jogo e o que era verdadeiro sera falso a partir de
agora, podera ser desastroso para a imagem dada ao aluno da Matematica e da

ciéncia em geral. ” (Boye, Anne et al,1998, p. 7)

Para compreender a nova nogao € necessario ter presente as concepgdes Matematicas que
os algebristas do Renascimento possuiam sobre entidades numéricas: A nocdo de numero, ligada a
ideia de descontinuidade, e a de grandeza, ligada a ideia da continuidade. Esta distincdo
continuidade/descontinuidade estava revitalizada no periodo entre os séculos XVII e XIX, quando o

desenvolvimento do calculo infinitesimal, levantou a questdo de decidir se os infinitamente

20 Classe terminal, no original
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pequenos deveriam ser tomados como indivisiveis ou “quantidades evanescentes”. Os
infinitamente pequenos e os complexos surgiam como “ficcdes do espirito”( Boye, Anne et al, 1998,
p. 80)

Os Pitagdricos distinguiam entre nimero e grandeza: Tudo era nimero (inteiro) ou razao de
inteiros, o que levou a crise da racionalidade, aquando da descoberta dos nimeros irracionais. A
falta de representacdo numérica para a diagonal do quadrado estava em contradicdo ndo s6 com a
possibilidade de construcdo da mesma, mas também com o lema da Escola: “Tudo é nimero”.
Com efeito, para os Pitagdricos, o nimero ndo remetia para a arte de contar, um artificio de ordem
pratica, logistico, mas para uma concepcao metafisica de entidade numérica, portadora de uma
interrogacao filosodfica fundamental sobre a origem e geracdo das coisas. Os numeros e 0s
conjuntos exprimiam no seu sentido a harmonia e perfeicdo do cosmos.

Euclides, nos Elementos, nao define grandeza, define antes medida com ajuda de outra
grandeza. O comprimento ndo é mais do que uma razao entre duas grandezas do mesmo género,
homogéneas (comprimentos, superficies, volumes).

As operagdes de adicao, subtraccdao, multiplicacdo e divisdo sao definidas para certas
grandezas associadas aos objectos de geometria. A adigdo (ou subtraccao) de 2 segmentos € um
segmento, o seu produto um rectangulo ou um volume e podemos repetir uma grandeza um certo
numero de vezes. Entdo adicionar € juntar, subtrair é tirar uma parte de um todo, um todo maior
que a parte, concepcao que entra em contradicdo com a ideia de que um nimero possa ser

“menos que nada”.

Em suma, a questao de definicdo de nimero preocupou sempre os matematicos, que
tentaram utilizar as palavras nimero, grandeza e quantidade para contornar as suas dificuldades
conceptuais de aceitacdo de novas entidades. Jean le Rond d’Alembert (1717- 83) atribui a Newton

a seguinte classificacao:

M. Newton define mais precisamente o nimero, ndo pela multiplicidade
de unidades, como Euclides, mas a relagdo abstracta de uma quantidade em
relagdo a outra da mesma espécie, que toma por unidade; depois desta ideia,
divide os nUimeros em trés espécies: os numeros inteiros, (...) os numeros
quebrados ou fracgGes e os ndmeros surdos ou incomensuraveis”( Boye, Anne et
al, 1998, p. 97)

Descartes, na sua Geometria, trata as raizes complexas por “imaginarias” (dando origem a

esta terminologia), afastando-as para o dominio da imaginacdo e consagrando a dificuldade dos

seus predecessores em integrar estas novas entidades.
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Se as raizes negativas das equacGes suscitam ainda desconfianca, a
possibilidade, demonstrada por Descartes, de substituir as raizes negativas por
uma mudanca adequada de varidvel, parece atribuir a intervencao ao modo de
pOr o problema, mais do que a uma existéncia em si de tais entidades. (Boye,
Anne et al, 1998, p. 103).

A interpretacao dos numeros negativos, em termos de débito, afasta a dificuldade em aceitar
os calculos com nimeros “menores que nada”. O problema surge com a utilizacdo do simbolo — :
simbolo de subtraccdo e simbolo de nimero negativo. (E interessante apontar aqui que esta
problematica se tornou a reavivar com a utilizacdo das calculadoras, ja que estas fazem a distincao
entre os dois sinais de menos. os alunos tém de perceber muito bem de que situagdo se trata,
utilizar paréntesis se necessario, sob o risco de obterem um resultado completamente errado.
Talvez fosse uma boa ocasido para lhes transmitir que este problema também existia no século
XVII, embora por razoes diferentes).

No campo operatorio as transformagdes conceptuais para a aceitacdo dos complexos tém de
ser ainda mais radicais: Por exemplo, o argumento da soma nao é a soma dos argumentos, as
partes reais e imaginarias do produto nao sdao os produtos respectivos das partes reais e
imagindrias. E necessario renunciar a relacdo de ordem e, por outro lado, dissociar a relacdo de
ordem das operacoes. A representacdo geométrica das operagbes implica uma concepgao dinamica
dessas mesmas operacoes: a adicao associada a construcdo do paralelogramo de forgas paralelas
estudadas em mecanica e a multiplicagdo apoiada na rotacdo em torno da origem das
coordenadas. Considerados geometricamente, os complexos tém lugar num plano concebido
dinamicamente, onde traduzem movimento.

Para garantir a permanéncia das operag0es e a universalidade da sua validacdo em todas as
interpretacdes é necessario considerar apenas o caracter simbolico das operacoes, trata-las como
leis e clarificar as condi¢des de validade no momento de interpretacdo de resultados.

Considerados do ponto de vista algébrico, a definicdo das mesmas operagdes passa por um
desdobramento, pois é necessario considerar a parte real e imaginaria, ou médulo e argumento e

distinguir entre igualdade dos proprios nimeros e igualdade dos seus modulos.

Tudo se passa como se fosse na coeréncia tedrica de varios niveis de
linguagem que se encontrasse tecido o significado dos nimeros complexos. (...)
esse significado passou por uma renovacdao profunda do significado das
operacGes e pela colocagdo em evidéncia das ligagdes estruturais entre a
definicdo dos objectos matematicos e das operagGes onde eles surgem. ( Boye,
Anne et al, 1998, p. 117).

Outro problema que surge com frequéncia aos nossos alunos surgiu também a

matematicos de renome: a utilizagdo do simbolo Q/E e o0 seu significado. De facto, sabemos que
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0 numero de raizes de um complexo € igual ao indice dessa mesma raiz. Entdao é necessario
extremo cuidado quando multiplicamos complexos na forma algébrica, pois ndo estamos a
multiplicar dois nimeros: estamos, de facto, a multiplicar os elementos de dois conjuntos.

Nao posso, portanto, concordar com a afirmagao de alguns autores de manuais, que
escrevem: {/z,.8/z, ={/z,.Z, e elogio a nota referente a este aspecto que outros optam por

incluir, chamando a atencdo dos alunos para as notagdes que utilizam.
Estudar como as notacdes evoluiram permitir-lhes-a perceber a forca das mesmas, mas

também os problemas que podem surgir e que foram encontrados ao longo dos tempos.
5.3 Actividades para a sala de aula

Apds a analise dos manuais no capitulo anterior, mais concretamente no respeitante ao
estudo dos nimeros complexos, consciente dos desafios que se colocam aos nossos alunos e dos

objectivos da disciplina, consagrados em documentos como as Normas, o Programa de

Matematica actualmente em vigor e outros, coloquei-me a quest3o:

Concretamente, que actividades posso apresentar aos meus alunos, que aproveitem

as vantagens da utilizac3ao da Historia da Matematica?
Serdo apresentados alguns exemplos que ilustram algumas das sugestdoes de Fauvel

(1997) acima enumeradas.

- Um problema extraido da algebra de Pedro Nunes:
(adaptado de Infinito 10, p.31)

Lé o seguinte texto, extraido do Libro de Algebra, de Pedro Nunes
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65. Partamos .12. en tales dos partes d la raiz de la vna multipli-
cada por la raiz de la otra, haga .5. Pornemos la vna parte ser.1. co.
y sera luego la otra .12.10i.1. co. y las sus raizes seran R.I. co. y
R.12. 1 .1. co. y multiplicando la vna por la otra haremos R.v.12. co. =5
m.1.ce. que seraygual a .5. Ygualaremos multiplicido la raiz por si
misma, y el numero .5. por si mismo, y haremos .12.co. i .1, ce.
yguales a .25. y restaurando lo diminuto, resultaran .12. co. yguales
a .1.ce. p.25. que es la tercera de las compuestas. La mitad de las
cosas es .6., que multiplicados en si, hazen .36., de los quales sacado 3o

*P.1z5r .25, quedaran .11. y sacaremos de .6. la raiz de .11., y quedara* .6.

th R.11. por valor de la cosa, que sera la vna de las partes, y la otra
sera .6. pR.r1. Assique R.v.6. i R.11. multiplicada por R.v.6.pR.11.
hara .5., y la experiencia assi lo dize, porque multiplicando estas dos
raizes vna por otra, haremos R.25. Por conjugacion simple, que es
menos obra, podremos tambien hazer esto. Porque pornemos d lavna
parte es .6. p 1. co. y la otra sera luego .6. 111 .1. co. y multiplicaremos
por tanto R.v.6. p .1. co. por R.v.6.1i1.1. co. y haremos R.v.36. . 1.
ce. que ha de ser ygual a.5., y los sus quadrados tambien seran yguales
s..36. 1M .1. ce. serd yguales a .25. Ygualaremos restaurando lo dimi- 40
nuto, y quedaran .36. yguales a .1. ce. p .25. v sacando lo superfluo,

resultard finalmente .11. yguales a .1. ce, que es simple conjugacion.

L3
L

— 210 —

Partiremos .11. por .1., y vernan los tismos .11, por valor del censo,

Yy sera luego la cosa R.11. assi que la parte mayor sera .6.p R.11. y
la otra sera .6. m R.11.

1)

2)

3)
4)

5)

6)
7)
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Sublinha, no texto, as palavras que pensas traduzirem operacbes Matematicas e

procura entender o seu significado;

A resolucao deste problema esta descrita de um modo muito diferente do actualmente

utilizado. Qual a diferenca mais evidente?

Traduz em linguagem moderna o problema e resolve-o

Compara a resolucao de Pedro Nunes com a tua. Ha alguma semelhanga entre as duas

resolucoes?

Compara o conjunto-solucdo obtido em cada resolugdo. Que concluis?

Propde uma explicacdo para o que constataste.

Procura conhecer um pouco mais da vida e obra de Pedro Nunes, grande matematico

portugués. Algumas fontes de informacdo poderao ser:
http://www.apm.pt/gt/gthem/PedroNunes/PedroNunes.htm

Histdria concisa das Matematicas, de Dirk J. Struik

Histdria da Matematica, de Carl B. Boyer


http://www.apm.pt/gt/gthem/PedroNunes/PedroNunes.htm

A Histéria dos Numeros Complexos na sala de aula

- Resolugéao da cubica: Para qué? Como?

A sequéncia de actividades seguinte, disponivel on-line, foi formulada como tarefa, durante
a presente investigagdo, em Dezembro de 2004 num Circulo de Estudos sobre Histéria da
Matematica com o Cinderella, com o formador Dr. José Miguel Sousa, e pretendia aliar a
Historia da Matematica com o Programa de Matematica do Ensino Secundario e os nimeros
complexos. Contém uma pequena introducdo para professores, o enunciado das tarefas e
alguns comentarios destinados a professores. Embora esteja ainda disponivel on-line,

transcrevo uma parte desse trabalho por mim efectuado.
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¢ Uma construcao de um eneagono segundo Al-Biruni
(adaptado de “L’origine algébrique”, de Boye, A. et al, (1998). Images, Imaginaires, Imaginations, Une perspective

historique pour I’introduction des nombres complexes)

Por volta do ano mil, o persa Al-Biruni utilizava o teorema de Ptolomeu para construir um

eneagono, a partir de uma solugdo aproximada de uma equacdo do 3° grau. Vamos ver como:

1. Por volta de 150 d.C., o astrénomo grego Ptolomeu enunciava:

Seja um quadrilatero qualquer PQRS inscrito num circulo; Sejam as diagonais [PR] e [QS]. (..) O
rectdngulo construido sobre [PR] e [QS] é igual aos dois rectdangulos de lados opostos [PQ], [RS] e

[PS], [QR].

Este enunciado é conhecido pelo teorema de Ptolomeu:

Num quadrildtero inscrito num circulo, o produto das diagonais € igual @ soma dos produtos dos

lados opostos.

Escreve, em linguagem Matematica, a relagdo expressa por Ptolomeu.

2. Seja ABCDEFGHI um enedgono. Aplica o teorema de Ptolomeu aos quadrildteros ABDE e

ABCD e escreve duas relagbes entre estes elementos do eneagono.

3. Seja M o ponto de intersec¢ao de [DH] e [AE].
3.1) Demonstra que o triangulo EDM é equilatero;

3.2) Demonstra que ABDM é um paralelogramo.

4. Al — Biruni Considerava que cada lado do enedgono era igual a 1 , e que a pequena diagonal
BD era desconhecida. Designando BD por x, deduz que x era a solugao da seguinte equacao do 3°
grau: X*=1+3x

5. Al — Biruni deu a solugdo aproximada com a notacdo sexagesimal utilizada habitualmente
pelos astronomos:
1052'45"47"'13"". Quer dizer,

52 45 47 13
It —t—t——t+—
60 60° 60° 60

Compara este valor com uma solugdo decimal aproximada a 10 : 1,879385241
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6.  Aplica os resultados de Al — Biruni para construir um eneagono de lado 60 mm.

Na seguinte actividade, é proposta outra construcdo do enedgono. E devida a Abu-I-Gud,
matematico arabe do século XI.
Abu-I-Gud retoma a problematica de Al-Biruni, mas ao contrario. Com efeito, ele considera que o
lado é desconhecido mas que a grande diagonal é igual a unidade. Ele obtém também uma
equacdo do 3° grau. O estudo geométrico que precede é interessante, pois pode-se aplicar, em

teoria, a construcdo de outros poligonos regulares.
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¢ Uma construcao de um eneagono segundo Abu-I-Gud
(adaptado de “L’origine algébrique”, de Boye, A. et al, (1998). Images, Imaginaires, Imaginations, Une perspective

historique pour I’introduction des nombres complexes)
No século XI o matematico arabe Abu-I-Gud expds uma construcdo de um eneagono regular, a
partir de uma equacao do 3° grau. Vamos seguir 0s seus passos, com a notacdo moderna:

Seja ABCDEFGHI um eneagono. Abu-I-Gud considerava a linha quebrada BPQR da figura abaixo tal
que AB=BP=PQ=QR

1 — Justifica que o triangulo ABF é isosceles;
2 - Considerando os angulos dos diversos triangulos formados, indica, em graus, o valor dos
angulos do triangulo QRF. O que concluis?
3 - Compara os triangulos FAB e BAP. Dizemos que esses tridngulos sdo semelhantes. Deduz que
AP 2B
AB AF (1)
FT_FU
4 — Tracemos as perpendiculares BT e RU. Deduz-se que FB  FR (2)

Exprime FT e FU em fungdo de FA e AB

Yy = = 1— — 1= —=
(sugestdo: FT = FA—EAP e FU = E(FB - BQ)
5 — Abu-I-Gud considerava que FB era igual a unidade e que AB era desconhecido. Se notarmos

por x esse comprimento, deduz uma relacao verificada por x, utilizando (1) e (2).

6 — Efectua um estudo semelhante para o pentagono regular. Qual é a equacao verificada?
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e A férmula de Cardano
(adaptado de Teaching sixth form mathematics with a historical perspective, Friedelmeyer, 1990)

1. Considera a equacdo x°> =6x +6 (1)

6
1.1 Coloca-a na forma X2 =6+ —
X

6
1.2 Considera as funcBes de expresso geral £ (x)=x* e g(x)=6+—. Traca, no mesmo
X

referencial, o grafico das duas funcoes.
1.3 Existe algum ponto de interseccdo dos dois graficos? Indica uma janela de visualizacao que
permita dizer qual o nimero de pontos de intersecgao.

1.4 Indica um enquadramento para o(s) valor(es) da(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de intersecgdo.

1.5 Considerando a fungao /7(X) = Xx° — 6Xx — 6mostra que a solucdo da equacdo (1) é maior do

que \/E . (Sug. Analisa o sinal da derivada)

1.6 No século 16, Cardano, um proeminente Matematico, usava a formula

2 3 2 3
X=3 ﬂ+ a) (P +3 a_ (9] _[P para resolver as equacoes do tipo
2 2 3 2 2 3

x% = PX + @ . Indica, assim, o valor exacto da solugao da equagao.

1.7 Aplica a mesma férmula para calcular as raizes de x° =15x + 4. O que verificas?
1.8 Verifica graficamente que a equagdo tem trés solucoes reais.

1.9 L€ o seguinte exemplo:

A equacio X° +3x =14admite a solucdo x=2. Aplicando a férmula da Cardan, no entanto,

obtemos o resultado x = 3/7 + 5\/5 + 3/7 — 5\/5 . Se encontrarmos dois valores « e [ tais que
3
(7 i5\/§) = (a J_rﬂ\/z) sera facil verificar a igualdade desses dois valores. Neste caso, « =

£ =1

Mostra, aplicando este método, que a equacdo da alinea 1.7 admite a solugcdo x=4.
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- A Concoéide de Sluse

Tridngulos Semelhantes

Dois triangulos dizem-se semelhantes quando tém os lados proporcionais dois a dois e os dngulos

homologos iguais.

Prova-se que se dois triangulos

Tém dois angulos iguais, cada um a cada um, ou
tém dois lados proporcionais, cada um a cada um, e o angulo por eles formado igual, ou

tém os trés lados proporcionais

entdo sao semelhantes.
1.1) Diz, se os seguintes pares de tridngulos rectdngulos sdo ou ndo semelhantes:

Identifica os elementos do triangulo que te permitem justificar essa semelhanca.

a)ADC e EFG b) IHK e TIK
D F H
] g ] KV\I
c)RNO e QNP d)KLM e UST

P T 4 U

o} ] 3 2

/\M :
4 6
N K 8
' R

1.2) Identifica, nos trés triangulos desenhados na figura,
0s elementos que permitem justificar que os triangulos sao

semelhantes.

1.3) Justifica, por palavras tuas, apoiando-te na figura anterior, a afirmacao "Em qualquer

triangulo rectangulo, a altura relativa a hipotenusa divide-o em dois triangulos semelhantes entre

III

si, e cada um deles semelhante ao triangulo origina

1.4
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1.4.1) Com as medidas do exemplo anterior concretiza a frase seguinte: “No tridangulo ABC, o

segmento da altura do tridngulo € meio proporcional entre os segmentos de recta AD e DC”.

1.4.) Explica porque se pode dizer que “Um segmento de recta de medida k € meio proporcional
a k
entre outros dois de medidas a e b, quando m = b ou ab=k?*"

1.5) Vamos agora usar o Geometer’s Sketchpad para “fazer” historia.

Seja AB uma recta e O um ponto dado que ndo pertence a recta dada. Sobre cada uma das rectas

OC que passam por O, tomemos, a partir do ponto C, ( ou seja, onde a recta OC intersecta AB), na

direccio de OC, um segmento [CD] tal que OC x CD =k?, sendo 4 uma quantidade dada. Onde

podera estar D? Qual é o lugar geométrico dos pontos D?

Sug: Procura perceber em que € que a revisdo feita anteriormente te pode ajudar na construcdo

da figura

1.5) Construiste a Concodide de Sluse! Sobre -
ela, procura responder as seguintes questoes:

1.5.1) Em que século viveu Sluse? Procura
na Internet dados sobre outros Matematicos que
tenham estudado a Concdide, ndo esquecendo
0s matematicos portugueses.

1.5.2) O que é uma concdide?

1.5.3) Faz variar a medida de alguns dos
segmentos de recta. A Concdide tem sempre o
mesmo aspecto?

Podes procurar ajuda na Internet:

http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/,

http://es.rice.edu/ES/humsoc/Galileo/Catalog/Files/sluse.html

http://webs.ono.com/usr004/rpe/corbes.htm,
http://www.museoinformatica.it/SITE%20FAUSTO/CULTURALE/encyc.htm
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- O velho problema dos pontos médios dos lados de um quadrilatero

Mostra que num quadrildtero qualquer os pontos médios dos lados sdo vértices de um

paralelogramo.

Esta actividade pode ser encontrada na Brochura T7rigonometria e numeros complexos,
editada pelo Ministério da Educacdo. Ja havia sido apresentada uma resolugao recorrendo a um
problema de geometria dinamica, mas pode ser também resolvido com recurso aos numeros
complexos. Trata-se de um exemplo que traduz “a perspectiva unificadora dos complexos”.
(Loureiro, 2000). Muitos matematicos consideram que os numeros complexos podem ser um tema
aglutinador, ao darem oportunidade de rever sistemas de nUmeros, vectores, trigonometria,

geometria e outros tdpicos, para ndo falar de uma visao de funcdes elementares. (Loureiro, 2000)

Resolucdo da actividade

A
M
B
N
D P c

Para simplificar, vamos trabalhar com a mesma designagao para cada ponto e para o ndmero
complexo que ele representa num referencial fixado. Neste caso, os niUmeros complexos A, B, C,
D, M, N, P e Q. Também para simplificar, vamos ja traduzir a hipétese e a tese em linguagem de

nimeros complexos e da maneira mais econdmica possivel.

. A+B B+C C+D D+A
Hipdtese: M == N="5";P="5"eQ=">

Tese:N-M=P-Q

Demonstracao:
B+C A+8B C+D D+A
N-M ="%"-"3 P-Q="7"-"3

_B+C-A-B _C+D-D-A

- 2 - 2

_C-A _C-A

-2 -2

logo

N-M=P-Q
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Capitulo VI — Epilogo/ Conclusbes

Abordarei esta ponta final do trabalho com reflexdes de duas naturezas: uma mais local
onde tentarei, a partir dos estudos que efectuei, responder as questdes especificas que fui
enunciando e que foram surgindo ao longo do periodo de tempo que dediquei a esta investigacao;
depois tentarei ir um pouco mais longe e abordarei as conclusdes de um ponto de vista mais global
onde tentarei fazer uma andlise mais filoséfica mas, acredito, que igualmente fundamentada, dos
ensinamentos que recolhi deste percurso, nem sempre linear, de aprendizagem/maturacao
profissional. Finalmente reflectirei sobre as possiveis investigagGes futuras e pelas quais ganhei

também entusiasmo no seguimento do presente estudo.

Assim, e relativamente as questdes que me propus estudar, algumas respostas poderao ser

agora dadas.
Na Introdugao foram levantadas as seguintes questdes:

- Quais sao os factos relevantes da histéria dos numeros complexos que

podem contribuir para uma construcao mais proficua do conceito de niumero?
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- Quem foram os principais intervenientes no processo de
descobertaZinvencdo dos numeros complexos? E ainda: Qual o papel que
desempenharam no desenvolvimento destes niUmeros?

- O que deve ser transmitido aos alunos, de modo que eles percebam que a
Matematica evolui a partir do caracter criativo e das certezas dos que a esta
disciplina se dedicam, mas também por causas relacionadas com a necessidade

das popula¢des e com inumeras dudvidas dos que com ela trabalham?

No Capitulo III tivemos oportunidade de conhecer o contributo de matematicos como
Cardano, Bombelli, Wessel, Argand e Gauss na descoberta dos niumeros complexos. No caso de
Portugal, foram referidos matematicos como Pedro Nunes, Anastacio da Cunha e Gomes Teixeira.
As dificuldades experimentadas, a descoberta de como representar geometricamente estes
numeros, por exemplo, sdo questdes que devem ser explicadas aos alunos, para que possam
entender como evolui a Matematica e, em particular, como foram descobertos os nidmeros
complexos. A referéncia aos matematicos portugueses e ao seu prestigio internacional contribuira
também para a formagdo de uma desejavel identidade e de um orgulho nacional que todos nds
partilhamos quando sabemos que os portugueses também fizeram “historia”.

No capitulo V tentei dar exemplos do papel da Histéria da Matematica na sala de aula e
como é que a utilizacao de textos/fontes antigos nos permite ensinar contelidos programaticos e
mostrar ao aluno a evolucdo da disciplina. Mostrei ainda como é que as “novas” tecnologias se
podem interligar com a “velha” Histdria, numa ligacdo natural como no exemplo da Concdide de
Sluse; abrem-se, deste modo, novas perspectivas quer a professores, quer a alunos. Direccionar o
aluno na pesquisa sugerindo bibliografia e outras fontes de informacdo crediveis, pode ser uma
ajuda preciosa que o professor oferece ao aluno como forma de fomentar o seu entusiasmo pela
disciplina. Mas o conhecimento em primeira-mao, por parte do professor, dessa bibliografia
também nao pode ser minimizado, em vez do mais comum recurso a listagens que outros

sugerem.

- Quais as transformacfes/adaptactes que o conceito de nimero complexo

sofreu, desde a sua descoberta histérica até a forma como é tradicionalmente

ensinado na actualidade?

A resposta a esta questdao passa pela andlise feita nos capitulos I, II e IV, pela necessidade de
compreensao dos curricula, do conhecimento dos Programas Oficiais e pela analise de manuais
escolares. O contexto em que estes Ultimos surgem esta relacionado com os outros dois elementos
e so fazem sentido juntos.

Ora, na andlise que efectuei, verifiquei que a evolucdo histérica do ndmero é

frequentemente minimizada nos Programas e nos manuais que os interpretam, ndao surgindo de
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todo em outros casos, parecendo todavia estar a ganhar alguma importancia nos actuais
programas e manuais. Como corpo complexo, como ampliacdo de IR ou como intervenientes em
problemas de resolubilidade algébrica, a aprendizagem dos nimeros complexos, por parte dos
alunos do ensino secundario, sé tem a ganhar com esta Ultima abordagem. Esta parece-me ser a
gue melhor permite o envolvimento com a Histéria da Matematica e que melhor consegue
relacionar o tema com outros itens programaticos anteriormente abordados, como a geometria, a

algebra, etc.

- Que competéncias matematicas aspiramos desenvolver no aluno com o ensino

dos numeros complexos?

O facto de os nimeros complexos permitirem varias conexdes a outros ramos da Matematica
pode contribuir para que o aluno desenvolva competéncias ndo s6 no dominio da manipulacdo
algébrica destes nimeros, mas também na sua visualizacdo geométrica, nas transformagbes
geométricas como a rotagao e translagdo, na compreensdo da construcdo do sentido de nimero,
etc. Nao esquecendo que as calculadoras usadas no 12° ano facilmente convertem ndmeros
complexos escritos na forma algébrica para a forma trigonométrica e vice-versa, a competéncia
algoritmica/mecanica perde porventura importancia e relnem-se, deste modo, as condigGes para
gue se chame a atencao do aluno para, por exemplo, a geometria ou a Historia.

Também no capitulo V foram referidas as vantagens da utilizagao da Historia da Matematica na
aula de Matemdtica. Sendo essas vantagens transversais e portanto aplicaveis na leccionacao de

qualquer item, relembro agora novamente algumas delas:

- Explorar a histdria ajuda a manter o nosso interesse e entusiasmo na Matematica
- Mostrar aos alunos como os conceitos se desenvolveram ajuda-os na sua compreensao

- Oferece oportunidades para a realizagdo de investigagoes.

No capitulo II foram analisadas algumas questGes relativas aos numeros complexos, de
exames nacionais. Mostrei algumas diferencas entre as questdes de exames mais antigos e as de
exames mais recentes. Neste vemos claramente o crescer da importancia da representacdo
geométrica, aliada as transformagGes geométricas e da compreensao da necessidade destes
numeros. O facto de os alunos poderem utilizar a sua calculadora grafica em exame retira alguma
importancia a manipulagdo algébrica. Mas as questdes continuam sem avaliar verdadeiramente se

o0 aluno compreendeu o conceito global de nimero.

No Capitulo I interroguei-me se:
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-Terd justificacdo a presenca dos numeros complexos nos curriculos de todos os
alunos? Seré necessario que todos os alunos tenham conhecimento da existéncia
de outros nimeros para além dos reais?

Que sentido de numero importara criar/desenvolver nos alunos de Artes, por

exemplo? Ou nos alunos de Humanidades?

No capitulo II a questdo surgia na continuagao da anterior:

Quais sdo as razdes para a presenca, ho Programa da disciplina de Matematica,
dos numeros complexos? O que leva a sua inclusdo nos Programas da disciplina?

Compreensao do conceito de niumero?

Definicdo de operacdes entre novos “entes”?

Oportunidade de humanizar a Matematica através da Histoérica?

Compreender que ainda ha muitas possibilidades para o conhecimento humano e

que ainda ha novos campos na Matematica por explorar?

Foi referido que no programa de Matematica B ndo figurava explicitamente o tema dos
numeros complexos. Mas o facto de conhecerem estes nimeros sera para alguns alunos o concluir
de uma aprendizagem sobre a evolucdo do nimero, um ponto de chegada de uma caminhada de
12 anos. Um local onde os saberes podem ser revisitados, repensados sob um novo angulo, o das
conexdes a outros temas, o da possibilidade de novas demonstragdes. Para outros alunos, os que
estudam mais profundamente o assunto e que continuardo a estudar no ensino superior, este é um
ponto de partida para novos saberes: A Anadlise Complexa, a electrotecnia, as artes, a fisica, etc.,
precisam dos numeros complexos e os alunos gostardao de saber que ainda ha muito para
descobrir, aprofundar, demonstrar...

Por Ultimo, parece-me poder afirmar que os professores que conhecem a Histéria da
Matematica, que conhecem as personalidades, as suas obras e as suas duvidas, que sabem que os
conceitos nao surgem num estalar de dedos, que compreendem as razoes que levam a que 0s
matematicos ndo aceitem facilmente novas identidades, podem ser melhores professores. Mais
cultos, mais humildes, mais humanos, mais compreensivos, mais condescendentes, compreenderao
mais detalhadamente melhor as dividas e erros dos alunos, pois elas ja passaram pelas suas
maos, no estudo historico que efectuou. Mas também sdo porventura mais exigentes: esperardo
que os seus alunos se entusiasmem tanto quanto eles e que este interesse conduza a niveis de
conhecimento superiores, enfim ao sucesso.

Os alunos gostarao de saber que os grandes génios também tiveram as suas duvidas e os
professores reconhecerdo no ensino dos nimeros complexos algumas dificuldades que, as vezes,
até parecem sequer imaginar quando a énfase se coloca somente na técnica, no “como se faz” em

vez do” porque é que se faz”; por exemplo
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- Gauss estudou as geometrias nao-euclidianas durante mais de 50 anos, sem nunca ter
publicado sobre o assunto e os nossos alunos certamente gostarao de partilhar esse sentimento de
“dificuldade” com Gauss mas, muito em particular,

- a Histéria dos numeros complexos surge povoada de exemplos de pessoas
reconhecidamente inteligentes a quem afinal também custou aceitar factos provenientes destes
novos campos do saber: Anastacio da Cunha chamava “expressdes absurdas” aos numeros
complexos; Descartes, disse que eram “imaginarios”. Gomes Teixeira, incidentalmente, até definiu

uma relagao de ordem em C.

Registaram-se as mudangas no ensino dos nimeros complexos desde 1950 até ao presente
em Portugal. Os estudos feitos a este propdsito (relacionados com os programas oficiais e estes
com os curriculos) permitem constatar que: apos a Matematica Moderna ter sido abandonada, os
programas de Matematica passam, pelo menos em teoria, a dar mais relevo a geometria, as
aplicagdes na vida real, preconizam a utilizacdo de tecnologias, apoiam-se na resolucdao de
problemas como metodologia de ensino e assiste-se a uma desvalorizagdo do chamado
“formalismo” substituido por uma=grande énfase na compreensao dos conceitos matematicos.

Surge, assim, como crucial, a necessidade de envolver o professor de Matematica da
actualidade no desenvolvimento do sentido critico nos alunos, num saber verdadeiramente
estruturante do pensamento e, em particular no que se refere aos nimeros complexos, no

envolvimento efectivo dos alunos na descoberta do sentido do nimero.

A ideia de que um Matematico pode, arbitrariamente, mudar as regras do jogo de tempos a

tempos e fazer, por exemplo, com que a equacdo X’ +1=0 passe a ter solucdo, acarreta
necessariamente o sentimento de arbitrariedade na disciplina de Matematica e nao esta, por
raz0es que tive oportunidade de esclarecer ao longo desta investigagdo, concordante com o
envolvimento efectivo do aluno nas matérias que aprende nem com a énfase destacada na
compreensao dos conceitos. Parece, acima de tudo, importante que o aluno sinta a necessidade
interna da aprendizagem do conceito: a invengdo Matematica pode permitir ultrapassar um
obstaculo de aprendizagem, mas tal ndo pode ser conduzido de um modo arbitrario, injustificado;
existem, em particular, consideracbes de ordem filosofica, fisica, etc. que devidamente
incorporadas na aprendizagem retiram a arbitrariedade com que, muitas vezes, camuflamos o

ensino dos conceitos matematicos.
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Ora o estudo de textos antigos afigura-se imprescindivel neste desafio de ensino dos
numeros complexos: permite esclarecer o saber actual e pode contribuir para ajudar o aluno a ir
mais longe; guiado por questdes que se puseram a outros, ajudado/acompanhado pelas
dificuldades que outros sentiram teremos o aluno finalmente capacitado para agarrar a
complexidade do conceito. Compreender porque foi dificil, ao longo dos tempos, que os
matematicos aceitassem os nimeros complexos, permitird, em suma, conhecer um pouco mais da
historia do pensamento matematico mas, acima de tudo, podera ajudar o aluno na
compreensao/construcdo do conceito de nimero complexo, em primeira instancia, mas também do

conceito lato de niimero.

Ha, por conseguinte, aspectos histdricos que ndo podem ser esquecidos aquando da

leccionacdo dos nimeros complexos, no 12° ano, nomeadamente:

i) A evolugdo histdrica da resolugdo da clbica, através dos seus protagonistas:
- A importancia da resolugao da equacao; Métodos de resolucdo da equacao

- O papel de Scipion del Ferro, Tartaglia e Cardano.

ii) O surgimento dos numeros complexos:

- Os contributos de Cardano e Bombelli.

iii) A representagao geométrica dos complexos:

- O papel desempenhado por Wessel, Argand e Gauss.

Ha ainda relevantes indicacdes lectivas que se podem retirar do estudo conduzido,

nomeadamente:

- A importancia da representagao figurativa dos numeros complexos, na consolidagdo
histérica do conceito

- A evolucdo do conceito de nimero

- A conexdo entre os numeros complexos e a geometria

- A ligagao dos nimeros complexos a andlise vectorial; mas também

- A utilizagdo de programas de geometria dindmica como ferramenta actual no ensino dos
numeros complexos, ou

- O estudo/revisita as transformagGes geométricas, no contexto aplicacdo de numeros

complexos.
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Nas palavras de Liang-shin Hahn,

"0 desenvolvimento da geometria projectiva mostra que os numeros
complexos s30 também indispensaveis na geometria. A medida que a
investigacdo avanca, tem-se tornado cada vez mais claro que para compreender
verdadeiramente a Matematica, mesmo que seja s6 o calculo, o campo dos
numeros reais € estranhamente estreito, e é imperativo que trabalhemos com os
ndmeros complexos para atingir a uniformidade e a harmonia.” (Hahn, 1994, p.
2)

Os manuais tém, como se viu, um papel fundamental na leccionagao do tema. “Embora o
manual escolar ndo seja o Unico instrumento educativo a que o aluno tem acesso para procurar e
referenciar informacdo, € certamente um dos instrumentos que Ihe estd mais préximo”. (Silva,
2003)

No capitulo IV detive-me detalhadamente sobre alguns dos manuais escolares adoptados nas
escolas, desde 1950. Foi feita uma andlise do modo como a definicdo de nimero complexo era
introduzido em cada um deles, quais as componentes do conceito que valorizavam e que imagens
produziam ao leitor. Assim, um manual reforca o facto de a definicdo ser arbitraria (Compéndio de
Algebra), outros insistem na manipulagao algébrica (Livro de Texto 12° ano Matemadtica, 1989 e
1995), e no manual analisado em Ultimo lugar (Infinito 12) surgem, de um modo expressivo, as
diferentes representacdes dos numeros complexos. Acima de tudo assiste-se a uma descrigdo
detalhadissima da componente algoritmica associada aos nimeros complexos; a um “formalismo”,
um tanto desajustado (atendendo as directivas programaticas) do desejavel e a uma arbitrariedade
de informagdes conceptuais que podem ndo contribuir (porventura atrapalham) a compreensao do

conceito que aspiramos transmitir aos nossos alunos.

O modo como s3o apresentados os conteiidos é também determinante na construcdo do
conhecimento e das imagens de um conceito. Embora o programa actual enfatize a utilizacdo da
Historia da Matematica e em particular no que respeita aos nimeros complexos, a verdade é que
este estudo também permitiu concluir que, as mais diversas razoes conduzem a que raramente
essa informacgdo/metodologia é desenvolvida plenamente para o caso dos nlimeros complexos.

A analise que efectuei incidiu também sobre outros aspectos dos mesmos manuais. Entre
outros, destaco a identificacdo de erros cientificos, a comparacdo entre a apresentagao dos
contelidos nos manuais escolares e a evolugao histdrica dos mesmos conteldos. O manual
condicionard certamente a actuagdo, por parte do professor, porquanto apresenta diferentes
valorizagbes de cada componente. A maior parte dos manuais ndo apresenta, objectivamente,
afirmacg0des que possam ser classificadas de erros cientificos. A Unica falha que detectei a este nivel

surge apenas em dois manuais, (Livro de Texto 12° ano Matemadtica, 1992 e 1996) e prende-se
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com a multiplicagdo de nimeros escritos na forma Q/E . Outros autores evitam esta forma de
escrita, declarando-o expressamente, se bem que ndo justificam claramente a sua opcao.

Também a comparagdo que conduzi no que respeita a evolugdo/apresentacdo cronoldgica
do tema dos nimeros complexos na Histéria da Matematica e nos manuais deixa antever que ha
ainda algum trabalho a desenvolver por parte de alguns dos autores. Enquanto nos manuais mais
antigos se justifica que este ramo da Matematica ndo surja como instrumento pedagdgico explicito
(as vantagens da utilizagdo da Historia da Matematica s6 comecaram a ser estudadas na década
de 70), dos manuais mais recentes esperar-se-ia uma maior preocupagao com o modo como sao
transmitidos aos alunos os novos conceitos e as referéncias histdricas correspondentes. O manual
Livro de Texto 12° ano Matemadtica, 1996 é por estas razoes um exemplo a evitar: O modo
escolhido para introduzir os nimeros complexos tem poucos ou nenhum pontos de contacto com a
Historia. Ja o manual Infinito 12 adopta claramente a postura oposta, apresentando/explorando
varias das dificuldades que surgiram ao longo do tempo.

Existiriam muitos mais manuais escolares actuais para analisar, mas acredito que a mais
valia dessa analise pudesse, por um lado, ndo trazer muitas coisas diferentes daqueles que foi
possivel identificar na amostra analisada e, por outro lado, acabar-se-ia entdo com um estudo
porventura demasiado longo e menos atento a outras questoes que também tivemos em linha de
conta (os exames, por exemplo). Os oito manuais que analisei permitiram dar uma perspectiva da
evolucdo do ensino, culminando nos actuais, de que escolhi dois, que acredito serem os mais

adoptados em Portugal®.

Segundo Abrantes, Serrazina e Oliveira, (1999) “Todos os alunos devem adquirir uma
compreensao global do nimero e das operacoes a par da capacidade de usar essa compreensao de

maneira flexivel.”
Ainda segundo os mesmos autores,

“Este sentido de nimero — como diversos autores lhe chamam — ndo é algo que
se aprenda de uma vez por todas numa dada fase do percurso escolar dos
alunos, mas sim uma competéncia genérica que se desenvolve ao longo de todo
0 ensino obrigatdrio e ndo obrigatdrio e mesmo ao longo de toda a vida.”
(Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999, p. 46)

Depois do estudo que efectuei, acabei convencida de que o capitulo dos nimeros complexos

nao tem efectivamente merecido a devida reflexdao, pelos professores, sobre o modo de ser

21 N . ,
No momento de fecho deste trabalho, comegam a chegar as maos dos professores novos manuais para o 12° ano. Sera
obviamente interessante comparar as alteragdes que os respectivos autores entenderam efectuar.
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adequadamente leccionado. A sua posicdo, no final do programa de Ensino Secundario, poderia
favorecer um “final em grande”: por si sé o fechar de um ciclo e de uma compreensdo a um nivel
mais elevado e mais globalizante do conhecimento alcancado em 12 anos de percurso escolar
justificariam esse esforgo mas, por outro lado, esta mesma fase poderia significar o “abrir de
portas” a curiosidade, ao querer saber mais. Ora 0s numeros complexos — quero acreditar que
numa escolha consciente por parte dos conselheiros especialistas dos legisladores — cumprem essa
dupla funcdo de “final em grande”: sao pontos de chegada (o fecho do conceito de nimero) e
pontos de partida (o abrir de portas para o estudo de areas tdo reconhecidamente importantes

COmo 0 s3o as engenharias ou as ciéncias, em geral).

“Ndo basta aprender procedimentos; & necessario transforma-los em instrumentos de

pensamento.” (Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999, p. 47)

O Futuro

Os numeros complexos, como tema aglutinador, tém sido menosprezados face aos timings
em que s3o leccionados. E necessario compreender a riqueza que o seu estudo traz aos alunos em
vérios campos da Matematica, como seja a Algebra, a Geometria ou a utilizacio de novas
tecnologias, etc.

O trabalho de pares entre professores torna-se fundamental no desenvolvimento de tarefas
a implementar na sala de aula. Os exemplos que foram apresentados ndao foram experimentados
em ambiente de sala de aula, pelo que sera necessario reflectir sobre o melhor meio de o fazer e

quais as alteracdes/melhoramentos a introduzir.
Ficam portanto, adiadas, varias questdes, com timings claramente diferenciados:

1. Como optimizar, de um modo completo, a leccionagao deste contetido?

2. Que tipo de actividades podemos propor, em alternativa ao estado actual, aos
alunos? Destas, como envolver a Historia da Matematica?

3. De que modo é construido, desde o ensino basico, um percurso coerente para a
compreensao do conceito de nimero?

4. Que sentido de nimero poderdao desenvolver os alunos, se modificarmos o modo de
leccionar, minimizando a componente algoritmica e valorizando a intuicdo, a

componente geométrica, a compreensao?
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5. Em que medida a aquisicdo deste saber contribui para a construcdo de uma ideia
diferente da que muitos alunos possuem hoje, algoritmica, mecanizada em vez de

instrumento do raciocinio?

E sobre este tipo de questdes que procurarei reflectir em estudos posteriores.
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Anexo 1

Introdugdo a tarefa “Resolucdo da cubica: Para qué? Como?”
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Introdugdo?®

Uma das razbes da falta de interesse pela Matematica e portanto do insucesso nesta
disciplina pode residir na imposicdo que € feita ao aluno, das nogbes bem estabelecidas e bem
construidas, duma obra bem feita, que ele nao tem mais do que utilizar. A necessidade interior da
construcdo das suas etapas, as bifurcacdes possiveis, as hesitacdes, sdo totalmente desconhecidas;
a intervencdo humana torna-se misteriosa, o sentimento esta ausente da Matematica. O bom aluno
em Matematica é aquele que sabe aplicar as regras, que assimilou o jogo do raciocinio. E se se
coloca o porgué das regras, uma resposta coerente sera, por uma ideia vulgarmente transmitida,
gue a construcao da Matematica se efectua a partir de regras bem estabelecidas, os famosos
axiomas e que, de tempos em tempos, um matematico muda as regras do jogo, como se ira ver.
Classicamente, o professor de Matematica contard que um dia os Matematicos decidiram que a

equagdo x*+1=0 teria de ter uma soluggo: inventaram /!

Quais serdo os estragos provocados por esta introducdo dos nimeros complexos? A
brutalidade da ruptura cria um maleficio que ndo se recompora. A ideia da arbitrariedade em
Matematica fica ainda reforgada. E normal, para um aluno do secundario, que uma equagao possa

nao ter solugdo. Porqué entdo inventa-la?

E necessario o esforco para jamais introduzir uma nogao sem a sua necessidade interna; a
invencao Matematica deve ser capaz de transpor um obstaculo. O matematico tem, por vezes,
muitas maneiras de transpor um obstaculo; tem de fazer escolhas, que raramente sdo arbitrarias,
mas guiadas por consideragGes filosdficas, até fisicas, pois o desenvolvimento da Matematica ndo
se faz fora do homem ou do seu meio ambiente.

A descoberta dos nimeros complexos fornece uma ocasido privilegiada de aplicar este
principio de ensino. Ai podemos fazer sentir aos alunos o que pode ser uma invengao em
Matemadtica: porque um novo conceito foi criado? Como evoluiu? Quando adquiriu um verdadeiro

estatuto matematico? Como podemos ir mais longe e fazer outras descobertas Matematicas?

Faz sentido, portanto, respeitar a ordem cronoldgica e centrar o trabalho na problematica

da resolucao das equagdes de 3° grau. Trata-se de colocar em relevo que foi o problema da

resolucdo da equacdo de terceiro grau que originou a criacio do objecto V—1 e n3o, como

poderiamos pensar a partida, a resolugao de equagdes de segundo grau.

2 Adaptado de “L’origine algébrique”, de Anne Boye em Boye, A. Clero, J.,Richard, M., Friedelmeyer, J.,
Hallez, M., Hamon, G., Kouteynikoff,O.,Thiron, M., Verley, J., (1998). Images, Imaginaires,

Imaginations, Une perspective historique pour I’introduction des nombres complexes, IREM, Ellipses
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Quatro etapas tém de ser consideradas, numa abordagem historica:

1. As tentativas mais ou menos frutuosas de resolucdo de equagGes de 3° grau, através
de resolucbes geométricas de matematicos arabes, como Al-Biruni, Abu-I-Gud e Omar Khayyam;
depois a pesquisa das formulas pelos Matematicas da renascenca italiana, em particular Scipione
del Ferro , Tartaglia e Cardano;

2. O trabalho de Rafael Bombelli

3. A entidade imagindria necessaria para a coesao das regras algébricas, a partir de
Albert Girard e René Descartes

4. Os trabalhos de Argand, Wessel e Carl Gauss,

N3o se trata, nas actividades propostas, de fazer um trabalho sobre a histéria da ciéncia; o
estudo de textos antigos deve sobretudo esclarecer o saber actual, de ajudar os alunos a ir mais
longe, guiados por questdes que se colocaram a outros, para que possam agarrar a complexidade
da construcao histérica do saber, e a relativizacdo desse mesmo saber. Conhecerdo a Matematica
dos grandes sabios do século XVI. Utilizardo os seus conhecimentos e a facilidade das notagbes

para tirar mais proveito dos textos que lhes sao propostos.

O Programa de 12° ano contempla cerca de 20 aulas para o Tema III, incluindo-se neste a
Trigonometria e os nimeros complexos
Se ¢é facil encontrar nesta parte do Programa referéncias a utilizacdo da Historia da Matematica,
nao é tdo facil encontrar tempo para, com o aproximar do término do ano lectivo, tratar os
numeros complexos com as referéncias que deveriam ser feitas. SO um professor que tenha
conhecimento e gosto pela Histéria da Matematica e que esteja plenamente convicto das

vantagens da utilizagdo da Histdria da Matematica encontrard modo de o fazer.

Ainda que traduzidos algebricamente, alguns dos numerosos problemas classicos resumem-

se a resolucdo de equacdes do 3° grau. E assim, por exemplo, com a trisseccdo do angulo, a

duplicacao do cubo, ou a construcdo de poligonos regulares. Para exemplificar esta questdo, vamos
ver dois exemplos da construgao do eneagono regular, i.e., um poligono regular de nove lados.

Esta construcao pode com efeito ser relacionada com a trisseccdo do angulo, pois o angulo

sobre o qual vemos um dos lados do eneagono dum ponto do circulo circunscrito é de 200, isto &,

o terco de 60°. Os antigos gregos preocuparam-se com o problema geral da trisseccdo do angulo e

Papo (séc. IV) transmitiu-nos trés métodos, cada um deles utilizando secgdes conicas. Encontramos
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também estas Ultimas nas resolugbes geométricas das equacgdes do 3° grau propostas por Omar
Khayyam.

Por agora, o persa Al-Biruni € quem nos convida a utilizar o teorema de Ptolomeu para

construir um eneagono regular a partir da solucdo aproximada duma equacao do 3° grau.
Os problemas de angulos eram essenciais em astronomia e Ptolomeu serviu-se do seu

teorema para construir as tabelas de cordas (antepassadas das nossas tabuas trigonométricas). Al-

Biruni era também astronomo. Matematica e Astronomia estdo assim relacionadas.
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Comentarios para professores (Uma construcdo de um enedgono segundo Al-Biruni)

Como foi dito na introdugdo desta tarefa, ha necessidade que os alunos se apercebam da
importancia da necessidade da resolucao da cubica.

Esta actividade 1 pretende inicia-los nessa problematica, sentindo algumas dificuldades, tal como
outros matematicos.

Na actividade original, em francés, sao utilizadas apenas as letras, em maiusculas, dos pontos que
constituem as extremidades dos segmentos de recta, para indicagdao do comprimento do segmento
de recta.

Por facilidade de escrita, usarei nestes comentarios para professores também essa notagao.

Actividade 1
1) PR.QS=PQ.RS+QR.PS
2) BE.DA=BA.DE+BD.AE e AC.BD =AB.DC + BC. DA
3.1) poderdo ser Uteis as figuras:

C o}

Para provar que o triangulo é equilatero poderdo usar-se as relagdes entre os angulos inscritos
num arco de circunferéncia

3.2
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Novamente se poderdo usar as relagdes entre angulos e arcos de uma circunferéncia

4.
Podemos escrever sucessivamente as igualdades:

AC.BD=BC.AD + AB.CD ou x.x = 1.AD + 1.1, isto é, AD =x>-1

AD.BE = AE.BD + AB.DE ou AD.BE = (x+1).x + 1.1, isto é, AD.BE = (x+1).x +1.1
BD.CE =BC . DE + CD . BE ou x.x =1.1 +1.BE , isto é , BE =x*-1

Donde é facil deduzir que

(A-1)(x*-1)=x’+x+1

X*-3x*-x=0 e uma vez que a solu¢do x=0 n3o tem interesse, obtemos

X*=1+43x

6.

Comentarios para professores (Uma construcdo de um enedgono segundo Al-Biruni)

1. Considerando o eneagono regular, AF e BF serdo duas cordas iguais da circunferéncia.

2. O triangulo QRF é isdsceles. As amplitudes dos angulos em Q, R e F sdo, respectivamente,
209, 14009, 20°.

3. Como os dois triangulos s3o isdsceles, é facil decidir quais os lados proporcionais

4. FB=FQ+QBo FB=2FU+ABo FU=—""—"oFU=""
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E também,

— 2FAxTA=AB < AB =2FA(FA-FT)o FA-FT
Como AP =2AT temos que 2FA
__ _ ARt 2
SFT-FA-2B L Fro1-X
2FA

X 1-x
5. daigualdade (2) temos que __ 2 _

=—2 o x+1=3x
X

6. xX>+1=2x
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