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Papa, sempre nos dixeches que che encantarfa ver como nos graduadbamos.

Este traballo vai por ti.






Traballo proposto

Area de Coiiecemento: Alxebra

Titulo: Sobre a Xeometria e Topoloxia das Curvas Alxébricas

Breve descricion do contido

Este traballo é fruto de conversas co profesor Manuel Pedreira ante
a mina proposta de realizar un TFG onde se relacionen conceptos e
resultados co estudado no grao. Por exemplo topoloxia de superficies,
estructuras alxébricas, xeometria de superficies e incluso algin que
completase a mifnia formacion. Deste modo, nestre traballo realizarei
un estudo clasico das curvas alxébricas proxectivas: curvas alxébricas,

modelos da curva no plano e a superficie de Riemann asociada.

Recomendacions

Ter unha minima base sobre conceptos basicos de xeometria alxébri-
ca, como por exemplo os conceptos cursados na asignatura Alxebra,

numeros e xeometria de cuarto curso do grao de matematicas.

Outras observacions
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Resumo

O traballo centrarase en probar que o xénero topoldxico dunha curva alxébrica proxectiva
coincide co xénero aritmético de Clebsch-Noether, entendendo o primeiro deles como o xénero
topoloxico da sta superficie de Riemann asociada. Comezarase vendo a existencia do modelo non
singular dunha curva. Posteriormente, obtense que tal curva lisa pode ser encaixada isomorfica-
mente en P3 e, dende aqui, esta pode ser proxectada ao plano nunha curva con nodos ordinarios
como unicas singularidades. Esta resultard ser un modelo birracional da orixinal. Chegados a este
punto poédese definir o xénero aritmético. Utilizarase a proxecciéon da curva con s6 nodos ordi-
narios como singularidades sobre unha recta P para o calculo dunha triangulacion da superficie

de Riemann asociada & curva. Este feito permitird obter a igualdade dos xéneros.

Abstract

This document focuses on proving the equality of the topological and the arithmetic genus of
an algebraic proyective curve, understanding the former as the topological genus of its associated
Riemann surface. We start by proving the existence of a non singular model of a curve. Then, we
obtain that said curve can be projected isomorphically into P? and, from there, can be projected
into a plane in a curve with only ordinary nodes as singularities. This curve will be a birrational
model of the initial one. Given all of this, the arithmetic genus can be defined. We will use the
proyection of the curve with only nodes as singularities into a line to calculate a triangulation
of the Riemann surface associated to the curve. This fact will lead us to obtain the equality of

both genus.

IX






Introducién

Sen duabida algunha, un dos resultados mais importantes da xeometria alxébrica é o teorema
de Riemann-Roch. Hoxe en dia este resultado pddese enunciar con toda xeneralidade grazas 6s
traballos de Hirzebruch, Grothendieck, e Fulton-MacPherson. O estudo da xeometria alxébrica
ten o seu limiar na década de 1830 |[JC31] cos traballos de J. Pliicker sobre as curvas alxébricas
planas. Pliicker, sendo o primeiro matemaético en estudar a xeometria proxectiva polo método
analitico, obtén relaciéns entre o grao da curva e as ordes das stias posibles singularidades. Fai
intervir tamén a sia curva dual; é dicir, a curva do plano proxectivo dual que parametriza as
tanxentes da curva orixinal. Porén, o mais importante do traballo de Pliicker é procurar un
invariante que dea conta de canto de lonxe unha curva estd de ser parametrizable; é dicir, de
ser racional. Para isto, introduce por primeira vez o concepto de deficiencia dunha curva plana
que ten como singularidades nodos e cuspides. Este concepto serd xeneralizado case ao mesmo
tempo por Clebchs, facendo uso da cota de MacLaurin para a contribucién das singularidades
ordinarias dunha curva plana en relaciéon co seu grao. Ainda asi, o feito de que a deficiencia
definida deste modo poida chegar a ser un invariante birracional, terd que agardar ao traballo
de Noether [MN83|, no que introduce o concepto de isomorfismo birracional, facendo uso das
transformacions de Cremona no plano proxectivo. Proba que nunha clase birracional de curvas
planas, existe unha deficiencia minima e, tal deficiencia, si que é un invariante birracional que se
chamara zénero aritmético. A siia expresion en funcién do seu grao e as ordes das singularidades
foi obtida independentemente por Clebchs. Actualmente, a formula do xénero aritmético dunha

tal curva alxébrica conécese como formula de Clebsch-Noether.

Por outra banda, o estudo das curvas alxébricas do plano proxectivo foi feito indirectamente
por B. Riemann [BR57]. O seu achegamento vén do estudo da teoria de funcidns abelianas. A
idea de Riemann é procurar un modelo proxectivo que chamou superficie de Riemann, que vén a
ser unha variedade analitica complexa 1-dimensional. Agora ben, pensada como unha superficie
real, ¢ unha superficie compacta, conexa e orientable; en consecuencia, topoloxicamente isomorfa
a unha esfera cun certo nimero de asas, g, que é o zénero topolozico da superficie de Riemann. O
traballo de Riemann, parte da procura deste xénero dentro da xeometria analitica da variedade

complexa. O resultado ¢ que dito xénero coincide co que Riemann chama zénero zeométrico, py,

XI



XII INTRODUCION

que é o maximo nimero de 1-formas holomorfas linearmente independentes definidas sobre a
variedade analitica complexa 1-dimensional. O método estd ben explicado no libro de Briesker-
Horrer, [BK86|. Esencialmente a idea de Riemann ¢é semellante 4 de Pliicker. Dar conta de que
é o que diferencia analiticamente unha superficie de Riemann de xénero g, C, dunha esfera. O
obxectivo de Riemann ¢ estudar os posibles revestimentos C — P!, procurar unha relacién
entre as caracteristicas de Euler-Poincar-Poincaré e expresar dita relacién en termos analitico-
xeométricos. De feito, o traballo de Riemann, foi xeneralizado por Hurwitz para revestimentos
entre dias superficies de Riemann calesquera, obtendo a conecida como fédrmula de Riemann-
Hurwitz. A primeira version do Teorema de Riemann foi probar que o xénero topoloxico coincide
co xénero xeométrico. O resultado que hoxe se conece como Teorema de Riemann-Roch, non se

alonxa deste punto de vista.

Realmente, quen pon orde no estudo do Teorema de Riemann-Roch, é Max Noether. Noether
IMNS83] ¢ o primeiro en refacer todos os resultados de Riemann dende o contexto proxectivo.
Introduce o concepto de sistema linear e completo nunha curva alxébrica con singularidades or-
dinarias; de feito nunha curva lisa, probando a stia existencia. Noether relaciona a desigualdade
de Riemann co concepto de zénero de Weierstrass, de onde distingue os 0—ciclos da curva (hoxe
cofiecidos como divisores) en duas familias: divisores non especiais, que son aqueles para os que
se da a igualdade de Riemann; e os divisores especiais, que son aqueles para os que se ten unha
desigualdade estrita. Neste segundo caso e canda o seu discipulo Brill, dan unha interpretacion
proxectiva do termo corrector de Roch, facendo uso do divisor candnico que obtefien como un
divisor especial maximal. Xorde asi a chamada teoria de Brill-Noether de sistemas lineares es-
peciais que ainda é obxecto de estudo na actualidade. Noether proba a igualdade de todos os
invariantes que xorden no estudo simultaneo de superficies de Riemann e de curvas alxébricas:

xénero topoldxico, xénero xeométrico, xénero aritmético e mesmo o xénero de Weierstrass.

No libro de K. Kendig [K77], podese atopar a relacién entre as curvas alxébricas planas e as
superficies de Riemann. A Superfice de Riemann, como variedade complexa 1-dimensional, pode
considerarse o modelo abstracto dunha clase birracional de curvas alxébricas. Proxectivamente
unha Superficie de Riemann é unha curva lisa, que é o modelo non singular e proxectivo desa
clase birracional de curvas. Son moitos os libros que traballan directamente con superficies de
Riemann para chagar ao chamado Teorema de Riemann-Hurwitz. O desenrolo é longo e mesmo
pesado. Agora ben, un pode considerar o modelo non singular proxectivo, que é dnico, para
unha clase birracional de curvas alxébricas, e estudar as posibles proxecciéns da curva no espazo
ordinario P2, logo unha boa proxeccién no plano P?, e xa no plano procurar unha proxeccioén a
unha recta P!. Traballando ca estrutura topoldxica desta proxecciéon podese calcular directamente
a relacion entre as caracteristicas de Euler-Poincaré da curva e de P!, facendo intervir o xénero
aritmético da curva en funcién das singularidades da curva plana e dos puntos de ramificacion

da proxeccién, chegando & igualdade do xénero aritmético e do xénero topoléxico.



INTRODUCION XII1

O obxectivo deste traballo é expor unha proba xeométrico-alxébrica de que o xénero topo-
loxico coincide co xénero aritmético facendo argumentos rigorosos, mais baseados nas técnicas
hiperespaciais introducidas por Corrado Segre e Eugenio Bertini [B23| ao cabo do século XIX
e comezos do X X. Todo o que se precisa para a proba, exponse ao longo do traballo nun total

de tres capitulos, sen ter en conta o capitulo introdutorio (Capitulo @

No Capitulo[I] probase a existencia do modelo non singular proxectivo dunha curva alxébrica.
O resultado era cofiecido por Noether, ainda que non deu unha proba explicita. Kronecker demos-
trouno e, xa co uso dos métodos hiperespaciais, Albanese, argumentou unha demostracién que
esencialmente di: na clase birracional de curvas alxébricas p6dese considerar un modelo plano,
e mesmo con singularidades ordinarias. Facendo uso dunha inmersion de Veronese nun espazo
proxectivo de dimensién o suficientemente grande, tense unha imaxe espacial da curva mais, polo
isomorfismo, ten singularidades. A cuestion é facer uso de proxeccions que sexan birracionais e
polo tanto conservan o xénero aritmético da curva, pero baixan o grao da curva inmersa. Tales
proxecciéns fanse sucesivamente dende os puntos singulares da curva, que son un namero finito.
O grao da curva vai baixando estritamente, mais sempre acotado inferiormente polo xénero arit-
mético, que é non negativo, polo que necesariamente se chega a un modelo birracional liso. O
método aquf exposto é importante xa que, hoxe en dfa, a desingularizacién dunha curva alxébrica
faise polo método de explosionar as singularidades. Dalgan xeito, un para desingularizar a curva
coa explosién, resolve as singularidades subindo a curva a un espazo, mentres que co método
de Noether-Kronecker-Albanese, a idea é case oposta; 1évase a curva singular a un espazo de

dimension grande e dende ali proxéctase dende os puntos singulares.

No Capitulo 2] estadanse as proxecciéons dunha curva lisa proxectiva a espazos de dimension
inferior. O estudo é moi clasico, mais leva implicito conceptos que logo a alxebra dos anos 60
teria moi en conta. Por citar un exemplo, o concepto de wariedade de incidencia non é mais que
o concepto de obzecto universal en teoria de categorias. Neste capitulo trabéllase o concepto de
variedade secante a unha curva e iltstrase xeometricamente como xorden os isomorfismos usando
a linguaxe da xeometria analitica complexa e diferencial. En realidade estase a comprobar que as
boas proxecciéns ata P2 son o que en xeometria diferencial se cofiece como submersions. Na argu-
mentacién vese como o feito de que a diferencial dun morfismo sexa inxectiva, permite afirmar,
polo teorema da funcién inversa, que se estd ante un isomorfismo local. No caso de proxectar
dende P3 sobre o plano P2, faise uso dun resultado forte e importante, debido a Corrado Segre
[DMT6]: a clausura dun conxunto na topoloxia de Zariski, coincide con facer a clausura na topo-
loxia clasica. Este resultado, permite atopar unha boa bisecante e de feito un ntmero finito delas,
para que unha curva lisa en P? se poida proxectar birracionalmente no plano, tendo unicamente
nodos como singularidades ordinarias. Finalmente, a proxeccién dunha curva proxectiva plana,
tendo unicamente nodos como singularidades, sobre unha recta, permite ver explicitamente na

proxeccién como xorden os puntos de ramificacién e atopar unhas relaciéns numéricas que levan
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implicito o xénero aritmético da curva.

Xa no Capitulo [3] exponse a proba da igualdade entre o xénero topoléxico e o xénero aritmé-
tico. Para iso, nunha primeira seccién introdticese o concepto de xénero aritmético dunha curva
plana. A formalizacién mais sinxela débese aos traballos de Pliicker, Clebchs e Noether [SR49],
partindo da idea de atopar un invariante que dea conta de canto unha curva alxébrica plana se
alonxa de ser racional. O primeiro concepto que xorde é a deficiencia dunha curva plana. Para
lograr un invariante birracional, Noether estuda o comportamento da curva ante as transforma-
cions de Cremona do plano, Bir(P?). O grupo deste tipo de transformaciéns, est4 xerado polas
chamadas transformacidns cuadrdticas estandar. Noether proba que a partir dunha tal curva con
singularidades calesquera, unha transformacion cuadratica da lugar a outra curva con deficiencia
menor ou igual que a deficiencia da curva orixinal e, de feito, a deficiencia deixa de baixar can-
do se chega a unha curva con singularidades ordinarias. Asi, nunha clase birracional de curvas
planas existe unha deficiencia minima que é o que Noether chama zénero aritmético da curva,
que é un invariante birracional. Resulta interesante amosar o método de Noether, xa que nel esta
implicito o concepto de explosién nun punto, ainda que a transformaciéon cuadratica estandar é
realizada no plano proxectivo. Por este feito, Noether xa tina admitido que calquera curva plana
C con singularidades ¢ birracional a unha curva lisa proxectiva C nun espazo de dimensién maior

ou igual a tres.

Na segunda seccién do capitulo faise uso dos resultados do Capitulo 2] A partir dunha curva
lisa pédese chegar, na stia clase birracional, a unha curva plana tan sé con nodos como sin-
gularidades e logo proxectar xenericamente, nese plano, a unha recta L = P'. Calculando a
caracteristica de Euler-Poincaré da curva C en funcion da caracteristica de Euler-Poincaré, o
grao e os puntos de ramificacién da proxeccion, obtense a igualdade g = p,. Na derradeira sec-
cion faise unha exposicién das diferentes nociéns de xénero para unha curva plana ou espacial,
xa que son invariantes birracionais para a curva. Demostrarase, na seccién previa, que o xénero
topoldéxico é igual ao xénero aritmético da curva plana. Historicamente este resultado foi obtido
por Noether como consecuencia do seguinte: sendo C unha variedade complexa 1-dimensional,
Riemann estuda o espazo vectorial de 1-formas holomorfas definidas sobre C, e o seu primeiro
resultado é probar que a dimensién dese espazo vectorial, que chamou xénero xeométrico py,
coincide co xénero topoléxico g. Débese a Noether identificar o espazo vectorial de 1-formas ho-
lomorfas sobre C C P? pensada como unha curva do plano de grao d, co espazo de formas de
grao d — 3 que son as ecuacions das curvas adxuntas 4 curva C e que a dimension deste espazo €

o xénero aritmético p, da curva C. Tense asi a igualdade dos tres xéneros g = p; = pa.

No traballo explicase con detalle o comentado nesta introduciéon. A maioria das ideas e dos
resultados estan sacados do libro de Mumford [DM76]. Primeiro comézase cun capitulo inicial

para exponer resultados e definiciéns imprescindibles para o correcto seguimento do escrito.



Capitulo 0
Definiciéns e resultados previos

Todas as definicions e resultados deste capitulo p6dense ver con moito mais detalle nos libros
de W.Fulton [WFETL), de Miles Reid [MR88| e de R. Hartshorne [RHTT].

0.1. Espazo Proxectivo P{.. Conxuntos alxébricos

Comézase definindo o espazo proxectivo que serd onde se traballari ao longo deste traballo.

Para iso, definese antes de nada o espazo afin:

Definicién 0.1 (Espazo afin). Sexa K un corpo. Dendtase por A™(K), A, ou simplemente A™
cando se sobreentende cal é o corpo K, ao produto cartesiano de K consigo mesmo n veces. A™

serd o conxunto de n-tuplas de elementos de K e colliecerase como o n-espazo afin sobre K.

Definicién 0.2 (Espazo proxectivo). Sexa K un corpo. Definese o n-espazo prozectivo sobre K,

%, P"(K) ou simplemente P, como o conxunto de todas as rectas que pasan por (0,0, ,0) €
A?{H. Calquera punto = = (xg,...,2,) distinto do vector nulo, determina unha tnica recta
{(Azg, ..., Azp) : A # 0} e dous puntos distintos, = e y, determinan a mesma recta se existe
unha, constante non nula, A # 0, tal que x; = Ay; con i = 0,...,n. Se un punto P € IP%{ esté
determinado por (zo,...,z,) € Al dirase que (zo,...,2,) son as coordenadas homozéneas e

denotaranse por (zg : - : Tp).

Notese que se U; := {(zg : - : @) : 2; # 0}, todo punto P € U; pode ser escrito como
P = x%_(:z:o st my) = (z : -+ 010 al). Intdese asi como se pode pasar do espazo

Zo L4 Tn

proxectivo a calquera das cartas afins A" de coordenadas (;, ey E ?>, que se denotard
k2 k2 1

por A7 .. - Estes procesos son os procesos de homozreneizacion e deshomozeneizacion.
n

T TV 0 s
ZTg k73 z;

Tq



2 0. Definicions e resultados previos

Definiciéon 0.3 (Homoxeneizacion). O proceso de homozeneizacion con respecto & variable x;,
consiste en pasar dende a carta afin A" ao conxunto U; mediante a seguinte aplicacién

i A" — U; definida por ;(aq,...,an) = (a1 : - :aj—1: 1:a;: - :ap)

Definiciéon 0.4 (Deshomoxeneizacion). O procedemento de deshomozeneizacion con respecto &
variable z;, consiste no inverso do anterior, é dicir, en pasar dende o conxunto U; 4 carta afin A"
mediante a seguinte aplicacion ¢;: U; — A™ dada por ¢;(zg : ... : &) = (i—?, s %, s %) e A"

Noétese que ¥; e ¢; son inversas, logo existe unha correspondencia 1-1 entre os puntos de

n

A™ e os puntos de U;. Ademais, como P" = |J U;, enton, o n-espazo proxectivo, estara cuberto
por n + 1 espazos afins n-dimensionais. A Z;r(l)terior correspondencia entre os conxuntos U; e
0s n-espazos afins, permite ver o n-espazo proxectivo como variedade analitica, con aplicaciéns

racionais de transicion i—l O n-espazo proxectivo tamén se pode ver como a uniéon dunha carta
J

affn co seu hiperplano do infinito, Hs. Por convenio, témase U, para definir H.,:
Hoo =P"\U,={(x0: :2p) : &, =0}.

A correspondencia (zg : -+ : xp—1 : 0) <> (g : -+ : 1) amosa que Hy, pode ser identificado con
P! e, polo tanto, P"* = U,, U Hy,, obténdose que o n-espazo proxectivo é a unién dun n-espazo

afin (carta afin) co seu correspondente hiperplano do infinito.

» Cal é o motivo de considerar, neste traballo, como espazo de estudo o n-espazo

proxectivo complexo?

Ao longo deste traballo témase como corpo K, o corpo dos numeros complexos, C. O motivo
é moi sinxelo: as curvas alxébricas, non deixan de ser mais que o conxunto de ceros comiins dun
numero finito de polinomios. Ao considerar un corpo alxebricamente pechado, como o é C, nunca
se chegard a unha situacién na que o conxunto de ceros dados por un polinomio non constante
sexa baleiro. O motivo de considerar espazos proxectivos é que, tales espazos son compactos,
facendo que o estudo das curvas sexa mais completo e podendo chegar a resultados mais xerais.
De aquf en diante, denétase simplemente por P o n-espazo proxectivo complexo, P%, pois serd

0 espazo no que se traballaré.

Definicién 0.5 (Polinomio homoxéneo). Un polinomio homozéneo ou forma de grao d,
F € K|z, ..., zy], onde K|z, ..., x,] denota o anel de polinomios con coeficientes en K e variables

xQ, --. , Tn; € un polinomio de ecuacion

_ 20 1,
F= E Qig-in T = Ty’

onde a;,..;,, # 0 soamente se ig + - + 1, = d

Algun resultado importante relacionado con polinomios homoxéneos, méstrase deseguido.
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Proposicion 0.6.

1. Se f € un polinomio calquera, ten unha Unica expresion
f=F+F +-+Fy
onde cada Fy é un polinomio homozéneo de grao d, sendo d =0,1,...,N.
2. Se F é un polinomio homoxéneo de grao d, enton
F(Axg, ..., Axn) = NF (20, ..., 2,) VA #0 € K

Ademais, se K € infinito, entén a outra implicacidn mantense.

3. Se F(xo,x1,...,xy) € un polinomio homoxéneo de grao d, entén verificase a férmula de
Euler: oF oF oF
dF(xO’”Tl"x”):%x0++£xl++ai%xn

Definicién 0.7 (Conxunto alxébrico proxectivo). Dado S un conxunto de polinomios homoxé-
neos en K|z, ..., x,], dendtase por
Z(S)={PeP": f(P)=0VfeS}=()2Z(f) CP"
fes
ao conxunto de ceros comins a todos os polinomios de S. Un subconxunto X C P" é un conzunto

alzébrico prozectivo se X = Z(S) para algin conxunto de polinomios S.

Un exemplo de conxunto alxébrico proxectivo é o seguinte:

Exemplo 0.8. Se Z(F) := {(zo,x1,...,Tn) € P" : F(x0,x1,...,7n) = 0}, Z(F) dise unha hi-
persuperficie de grado d, sendo d o grao do polinomio homoxéneo F. Dito grao interprétase
xeometricamente como o numero de puntos distintos nos que a hipersuperficie atopa a unha
recta xenérica r (no sentido de que tal recta non é tanxente en punto algun, nin estd contida
na hipersuperficie). O exemplo mais sinxelo de hipersuperficie é unha curva plana definida por

F(zg : 21 : 22) = 0 no plano proxectivo P2.

Restrinxindo un conxunto alxébrico proxectivo a unha carta afin, obtense un conzunto alzé-
brico afin que estard xerado por polinomios en K[z, ..., 2y, en xeral non homoxéneos. Notese
que para pasar de conxuntos alxébricos afins a proxectivos, e viceversa, poden empregarse 08
procesos de homoxeneizacién e deshomoxeneizacién. En xeral, salvo que se diga o contrario,

consideraranse conxuntos alxébricos proxectivos.

Definiciéon 0.9 (Conxunto alxébrico irreducible e Variedade). Un conxunto alxébrico proxectivo
(resp. afin) X, dise irreducible se non existe unha descomposicion C = X7 U X5 de modo que X7,
X9 € X son conxuntos alxébricos. Noutro caso, dise reducible. Un conxunto alxébrico proxectivo

(resp. afin) irreducible chamarase variedade alzébrica prozectiva (resp. afin).



4 0. Definicions e resultados previos

Definicién 0.10 (Dimension dunha variedade). Dada unha variedade alxébrica (proxectiva), V|

as seguintes duas definiciéns de dimensién dunha variedade son equivalentes:

1. Definese a dimensién de V como o maior natural, k, para o cal existe unha cadea de
pechados irreducibles da forma Vo C Vi C - C Vg C Vi = V.

2. Existe un aberto U C V tal que para todo P € U, dimTp(V) = k, sendo Tp(V') o espazo

tanxente a V' en P. Tal natural k, serd a dimension da variedade alzébrica V.

Definicién 0.11 (Curva alxébrica proxectiva). Chamase curva alzébrica prozectiva a un conjun-
to alxébrico irreducible C C P" de dimensién 1. Cando n = 2, unha tal curva alxébrica esta
definida por un polinomio homoxéneo irreducible F(xq,x1,x2) = 0. Unha tal curva, é o que se

coniece como curva plana.

Definiciéon 0.12 (Curva alxébrica afin). Una curva alxébrica afin seréd a restricion a unha carta

affn A" C P" dunha curva alxébrica proxectiva.

Observacion 0.13. Unha curva alxébrica C C P”, sendo n > 3, nunca esta definida por unha tinica
ecuaciéon polinémica homoxénea. Unha variedade xerada por un tnico polinomio ten dimensién
n — 1 e por ser n > 3, a dimensién de tal variedade é sempre maior que un. Asi, unha curva

alxébrica en P" vir4 xerada por un conxunto de polinomios.

Un dos motivos polos que se considera unha topoloxia nun conxunto é para ser capaz de ter
vecinanzas dun punto. En ocasions, isto permitird desfacerse dun conxunto (que non contén ao

punto) onde ocorre algo non desexado. Deste xeito, considérase a topolozia de Zariski.

Definiciéon 0.14 (Topoloxia de Zariski). Dado un conxunto alxébrico X, a topolozia de Zariski
en X definese como segue: un conxunto U C X é aberto se X \ U é un conxunto alxébrico. En

particular, os pechados na topoloxia de Zariski son os conxuntos alxébricos.

Observacion 0.15. A importancia dos conxuntos alxébricos é que con respecto 4 topoloxia clésica,
ademais de ser pechados, son compactos. Mais ainda, un resultado importante de Corrado Segre
(podese ver no libro de Mumford, [DMT76]), di que se Y C P™ é un subconxunto calquera, a sua

clausura na topoloxia de Zariski, coincide coa clausura na topoloxia clasica.

Alguns exemplos de pechados na topoloxia de Zariski son as curvas alxébricas ou os puntos.
Ademais, considerando esta topoloxia, o conxunto de puntos singulares dunha hipersuperficie
dada por Z(F') C P™, que se denota por Sing(Z(F)), onde F é un polinomio homoxéneo do anel
de polinomios C|xo, ..., 2], € un pechado propio, pois tales puntos conséguense como solucion
do sistema de ecuacions g—i = 0. En consecuencia P" \ Sing(Z(F')) é un aberto denso.

Un concepto importante relacionado cunha variedade alxébrica, V' C P", é o seu grao, que

xeneraliza o grao dunha hipersuperficie visto anteriormente no Ezemplo [0.8]
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Definiciéon 0.16 (Grao). Dada unha variedade alxébrica k—dimensional V' C P", definese o seu

grao como o nimero de puntos distintos, d, nos que corta a V un subespazo xenérico P*~* ¢ P".

Definiciéon 0.17 (Curva polar). Sexa C C P" unha curva alxébrica de ecuacion F'(xg, x1, ..., Tn) =
0. Denominase curva polar de C respecto do punto O = (ap : a1 : - : o) ¢ C e dendtase por

Polar(O,C) 4 curva definida pola ecuacion:

OF OF OF
81’0

Qg -
8951

0.2. Singularidades dunha hipersuperficie

Para introducir o concepto de singularidade, comézase no caso de curvas planas e despois
xeneralizase para o caso dunha hipersuperficie. O que se mencionara sobre este tipo de curvas,
podese ver de modo mais detallado no libro de W. Fulton [WET1]. Formalmente podese definir
unha curva alzébrica plana como unha clase de equivalencia de polinomios non constantes dentro
da relacion de equivalencia dada por, f ~ g < 3\ # 0 tal que f = Ag. Unha curva plana esta
xerada por un dnico polinomio (salvo clase de equivalencia) e o grao da curva coincide co grao
do polinomio en cuestién. Unha tal curva alxébrica pode ter puntos de non diferenciabilidade.

Ditos puntos son os que se conecen como singularidades da curva:

Definiciéon 0.18 (Puntos singulares e lisos). Dada C C P? unha curva plana proxectiva, definida
polo polinomio homoxéneo de grao d, F(zg,21,22). Un punto P = (a : b : ¢) € C dise liso ou
simple se algunha das derivadas parciais, %(P)’ ¢ distinta de cero, para algun i € {0, 1,2}.

Nesta situacion, definese a recta tanzente a C no punto P como a recta de ecuaciéon

OF OF oF
—(P — —(P -b)+—(P —c)=0.
(%O( )(z0 a)+a$1( )(z1 )+81:2( )2 —c)
Noutro caso, é dicir, cando c%) = aTFl = % = 0, o punto dise singular ou maltiple.

Faise un abuso de linguaxe e denotarase, indistintamente, por F' ou por C & curva correspon-
dente aos ceros do polinomio F'. Asi, un punto P € C ou P € F sera un cero do polinomio F.
Suporase de aqui en diante que P = (1:0:0), é dicir, o punto (0,0) na carta afin de coordena-
das 71,72 Definese agora o concepto de multiplicidade dun polinomio nun determinado punto.

0’ o
Este concepto ¢ unha propiedade local, polo que se define sobre a curva de ecuacion f(x,y) =0
xr1

2 ondex =% y= % e f é o polinomio resultado de deshomoxeneizar

pensada na carta afin A7 o

F.

Definiciéon 0.19 (Multiplicidade de f en P). Sexa f unha curva, P = (0,0). Escribese f como
suma de formas: f = F,, + Fj41 + -+ + Fy onde cada F; é unha forma en K[z,y| de grao i e

F,, # 0. Definese m como a multiplicidade de f en P e dendtase por mp(f) = m.
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Desta definicion sacase en claro que P € f se e s6 se mp(f) > 0 e tamén que P serd un
punto simple, se e s6 se mp(f) =1 (neste caso F; = 0 serd a recta tanxente) e serd multiple no
caso de que my,(f) > 1. En particular se mp(f) = 2 dise que o punto é mdltiple de orde dous
ou que é un punto dobre, se mp(f) = 3, P serd miltiple de orde tres ou un punto triple, e asi
sucesivamente. Agora ben, como Fy, é unha forma en duas variables, podese escribir F,, = [] L}’
onde as L; son as ecuaciéns homoxéneas das tanxentes principais pasando polo punto P, todas

elas distintas, e onde os r; suman m, que é o grao do polinomio homoxéneo.

Definicién 0.20 (Punto multiple ordinario). Na situacion anterior, dise que o punto P € F é
un punto mailtiple ordinario de orde m se F,, ten m tanxentes principais distintas (simples) no

punto.

Se P é un punto dobre e ordinario, dirase que P é un nodo. De ser un punto dobre mais con
tanxente dobre, P serd unha ciuspide e no caso de ter un punto P con multiplicidade catro e

dias tanxentes dobres, entén estarase ante un tacnodo.

Definicién 0.21 (Inflexion). Un punto liso, P, dunha curva, C, é un punto de inflexion ou é unha
flexidn se a recta tanxente 4 curva en P, corta en dito punto con multiplicidade maior ou igual
que tres. Se tal multiplicidade é exactamente tres, dirase que o punto é un punto de inflexion
ordinario ou unha flexion ordinaria. Representarase por Flex(C), ao conxunto dos puntos de

inflexién da curva C.

Xeneralizase todo o comentado sobre curvas planas, para hipersuperficies, Z(F') C P", é dicir

conxuntos alxébricos xerados por un @nico polinomio homoxéneo, F":

Definicion 0.22. O punto Q = (ag : a1 : - : a,) dise punto liso para a hipersuperficie Z(F')
precisamente se existe ¢ € {0, ...,n} tal que g—i(Q) # 0. En tal caso, chamase hiperplano tanxente

& hipersuperficie en @) e dendtase por T(Z(F')) ao hiperplano de ecuacion:

gi((o?) (zo —ag) + - + 21}:: Q) (x; —a;) + -+ g;i(@ (& —an) =0

Con maior xeneralidade, pédese definir o que é un punto singular de multiplicidade s, @, para
a hipersuperficie Z(F). Tal punto satisfai por definicién que todas as parciais de F'(xg, x1, -+ ,Zp)

de orde < s — 1 sse anulan no punto Q.

Un punto singular @ = (1 :0... : 0) de multiplicidade s, esta caracterizado xeometricamente
porque toda recta r pasando por @, corta 4 hipersuperficie nese punto con multiplicidade > s e,
de feito, existen rectas cortando con multiplicidade exactamente s. E sinxelo ver isto tomando
a restricion da hipersuperficie 4 carta afin xg = 1 con coordenadas afins y; := ;—é A ecuacion
da hipersuperficie nesta carta coordenada coincide co seu desenrolo de Taylor en torno 4 orixe

e sendo ) un punto singular de multiplicidade s, tal desenrolo comeza coa parte homoxénea de
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grao s correspondentes as parciais de orde s. Deste modo, cualquera recta pasando por @) con
ecuaciéns parameétricas y; = b;t, ¢ = 1,...,n ten en comiun coa hipersuperficie a solucién t* = 0;

é dicir, a recta e a hipersuperficie cértanse en () con multiplicidade s.

Definiciéon 0.23. (Cono tanxente) Dado un punto singular @ € Z(F') de multiplicidade s,
denominase cono tanzente d hipersuperficie en () ao lugar xeométrico das rectas que cortan a
Z(F) en @ con multiplicidade > s + 1. Denétase por Ea Z(F) © @ 802 ecuacién vén dada pola

nulidade da forma homoxénea de grao s, consistente nas parciais de orde s evaluadas no punto

Q.

Xa un derradeiro resultado ten que ver co concepto de curva dual asociada a unha curva plana
C C P2 Para cada punto liso P € C considérase a recta tanxente Tp(C) C P2, que, dualmente,

define un punto P* := [Tp(C)| no plano proxectivo dual. Tense a seguinte definicion:

Definicién 0.24. Dada unha curva plana C C P?, chamarase curva dual C* 4 clausura de Zariski

da imaxe da aplicacion regular P € C \ Sing(C) — P* € (P?)*.

Teorema 0.25 (Teorema de Reflexividade de Corrado Segre). Seza C C P? unha curva plana,

e sexa C* C (P%)* a sia curva dual. Entén, ao facer novamente a curva dual, (C*)* = C.

0.3. Teoria de intersecciéon de curvas

Procédese agora a facer unha breve descripcién sobre algunha definicién e resultado impor-

tante sobre a Teoria de interseccién de curvas alxébricas proxectivas.

Definicién 0.26 (Multiplicidade de interseccion). Dadas duas curvas planas irreducibles C e
D, de graos n e m e ecuacions F(xg,z1,22) = 0 e G(xg,x1,x2) = 0. Definese a multiplicidade
de interseccion de C e D no punto P = (7y0,71,72) como a multiplicidade alxébrica da raiz

P = (70,71, 72) no polinomio resultante, Resg, (F, G).

Un resultado fundamental na teoria de interseccién para curvas proxectivas é o teorema
de Bezout. Botarase man deste resultado en numerosas ocasiéns ao longo de todo o traballo.
Primeiro entnciase o resultado para curvas planas proxectivas. Pddese consultar o libro de W.
Fulton [WETI1], para mais detalles.

Teorema 0.27 (de Bezout para curvas planas). Sezan C e D dias curvas planas prozectivas
definidas polos polinomios F' e G, respectivamente. Suponse que C ten grao n e D ten grao m.

Astimese que as curvas non tefien componentes comiuns. Enton

Z mp(C,D) =m-n

PeCND
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Corolario 0.28. Calquera par de curvas planas prozectivas, tefien interseccion non baleira.

Corolario 0.29. Se C e D son curvas altébricas prorectivas zeradas polos polinomios F e G,

respectivamente, e non tenen componentes comins, enton:

S mp(F)-mp(G) < deg(F) - deg(G).
PeCND

Corolario 0.30. Se a interseccion de dias curvas alzébricas proxectivas son un total de n-m

puntos (sendon e m o grao de cada unha das curvas), enton tales puntos son todos simples.

Corolario 0.31. Se dias curvas de graos n e m tenien mdis de n - m puntos en comun, enton

tenen unha componente comain.

Un resultado adicional importante para a comprobacién do teorema de Bezout para curvas
planas, de forma explicita, e que permite calcular a multiplicidade de interseccion mp(C,D) é o

seguinte:

Proposicion 0.32 (Desigualdade fundamental). Sezan C e D dias curvas prozectivas e P €

CN7D, enton verificase:

mp(C,D) Z mp(C) . mp(D)

e dase a igualdade precisamente se C e D non tenen tanzentes principais comiins no punto P.

Noétese que todos estes resultados non se poderian obter, en xeral, para curvas alxébricas
afins, pois o teorema de Bezout non se verifica no plano afin. Por exemplo, en A? duas rectas

paralelas non se cortan en punto algtin, mais o teorema de Bezout di que o fan nun tnico punto.

Pédese enunciar unha versién xeral do teorema de Bezout, mais antes é preciso dar unha

definicion:

Definicion 0.33. Duas subvariedades Z e W cdrtanse propiamente en P™ precisamente se cada

componente irreducible do conxunto alxébrico Z N W ten dimensiéon dim(Z) + dim(W) — n.

Teorema 0.34 (de Bezout). Sexan Z,W C P"™ diuas variedades alrébricas proxectivas de dimen-

sions k e k'. Supénase que k+ k' >n e que Z e W se cortan transversalmente. Enton:
deg(Z NW) = deg(Z) deg(W)

En particular, se Z e W se cortan propiamente e k-+k’ = n, a igualdade garante que a interseccidn

ZNW consiste en deg(Z) - deg(W') puntos.
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0.4. Aplicaciéns racionais e birracionais

Ao longo do traballo estiidanse modelos birracionais de curvas. Estes conséguense aplicando
unha aplicacién birracional a dita curva, polo que seré preciso definir este concepto. Estas defini-
cions, en particular, estan sacadas do libro de Miles Reid [MRS8S]. Primeiro definese o concepto
de funcidn racional nunha variedade alxébrica, obténdose o corpo das funcidns racionais. Este

concepto serd empregado para definir as aplicacidns racionais entre variedades.

Definicién 0.35 (Funcién racional). Considérase V unha variedade alxébrica proxectiva, unha
funcion racional en V é unha funcion parcialmente definida F': V' — — K dada por F(P) = %,

onde G, H € K|z, ..., x| son polinomios homoxéneos de igual grao d.

Notese que se H(P) # 0, o cociente esté ben definido pois a imaxe mediante a aplicacion asi

dada non depende de representante:

G(A(@o, ..., xp))  NG(mo,...,xn)  G(z0,...,T0)

F(Xzo, ..., 7)) = H\zo, .., 2n))  NH(zo, ..., Tn) - H(zg,...,Tp)

) / . ., . A
Ademais, % e % definen a mesma aplicacién racional se e s6 se:

!
% = % & GH =G'Hs GH' -G'H=0< G(P)H(P)-G'(P)H(P)=0,VP eV

Asi, o conxunto de funciéns racionais é o corpo
G ) .
K(V)= {E : G, H € K|z, ..., zy] homoxéneos de igual grao e H(P) #0, VP € V}/ ~

onde ~ é a relacion de equivalencia definida por

G G

7N7<:>GH/_G/H:O

H H
Definicién 0.36 (Funcion regular). Dada F' € K(V) e P € V, dise que F ¢ reqular en P se
existe unha expresiéon F = % onde GG, H son polinomios homoxéneos do mesmo grao, tales que

H(P) # 0. Se F' é regular en todo punto de V, entéon F' é unha funcién regular.

Definiciéon 0.37 (Aplicacion racional). Se V' C P™ ¢ unha variedade alxébrica, unha aplicacion

racional serd unha aplicacion (parcialmente definida) da forma:

VPt —— P
P +—— (Fy(P): Fy(P):-: Fy,(P))

onde F; € K(V). Esta claro que tal aplicacion deixa de estar definida onde F; = 0 para todo

1=0,...,m. Asi, a definiciéon de aplicaciéon regular serd a seguinte:
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Definiciéon 0.38 (Aplicacion regular). Unha aplicacion racional F': V. — — P™ é regular no
punto P € V se existe unha expresion F' = (Fy, F1, ..., F),) tal que cada F; é regular en P no
sentido da Definicion (0.35)), e polo menos un dos F; é non nulo en P. De verificarse para todo

punto de V', entén F' serfa unha aplicacion regular.

Definiciéon 0.39. (Morfismo). Por un morfismo ¢ : V.— W entre duas variedades alxébricas,

entenderase unha aplicacion racional ¢: V — W que é regular en todo punto P € V.

Relacionado con esta definicién tense o seguinte resultado cuxa proba se pode ver no libro
de I. Shafarevich |[SH88|, Capitulo I, Seccién 5.2:

Teorema 0.40. A imaze dun pechado mediante un morfismo p: V. — W enitre variedades

proxectivas € un pechado na topolozia de Zariski.

Definicién 0.41 (Aplicacion birracional). Sexan V e W duas variedades alxébricas (afins ou
proxectivas) irreducibles. Enton unha aplicacion racional, F': V. — — W, é birracional ou é unha
equivalencia birracional se ten unha inversa racional. Isto é, se existe unha aplicacién racional
G:W — = V tal que FFoG = idy e G o F = idy. Unha segunda definiciéon equivalente de

aplicacion birracional seria:

F:V — — W ¢éunha aplicacion birracional se e s6 se existen abertos U C V e U’ C W tales

que ao restrinxir F'a U, F': U — U’ é un isomorfismo.

Un resultado importante neste sentido é que unha aplicacién regular F' : P* — P™ é unha
composicién dunha inmersién de Veronese, unha proxeccién dende algin subespazo linear, e un
automorfismo de P™. Este resultado aparece por primeira vez no Tratado de E. Bertini en [B23]
e contemporaneamente en [RH77| no Capitulo I1, Exercicio 7.3. Demostrarase na ultima seccion
deste capitulo. A continuacién exponse o que se entende por prozeccion dende un punto e por

inmersion de Veronese.

0.4.1. Proxecciéns dende un punto

Considérase Q@ = (0:0: - : 1) € P" e o hiperplano H = P"~! que non pasa por Q, definido

por z, = 0. Definese a proxecciéon con centro en () como a aplicacion:

TQ: P*\ {Q} — H=PpP"!
X=(xorx1:12n) +— mQ(X):=(xo:a1::Tp_1)

A aplicacion proxeccion é unha aplicacion racional e ademais, ¢ un morfismo no aberto P™\ {Q}.
Xeometricamente, asociase a un punto X o punto de intersecciéon da recta QX co hiperplano

H C P™. Nétese que se obtén unha correspondencia biunivoca entre os hiperplanos de P! e os
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hiperplanos de P" que pasan por Q. Ao restrinxir 7 a unha variedade V, atépase que as fibras
desta proxeccion son agora finitas pois, nunha recta [, o conxunto alxébrico V N[ é finito a non
ser que | C V. A proxeccién mg(V) C P™ é unha variedade alxébrica da mesma dimensién que
V, e o seu grao é o de V menos o namero de puntos de V' na recta proxectante xenérica. Notese
que mo(V) C P™ é un pechado xa que, as stas ecuacions, obtéfiense das ecuacions de V' maéis as

ecuaciéns da proxeccion.

Supéiiase C C P? unha curva plana e mo: P2\ {Q} — H = P! unha proxeccién con centro

O ¢ C. En tal caso, podese definir o seguinte concepto:

Definicién 0.42 (Punto de ramificacion). Sexa mp: C — H = P! a restricion de 7o 4 curva C.

Un punto liso P € C dise de ramificacidn se a recta proxectante OP é tanxente a C no punto P.

0.4.2. Inmersiéns de Veronese

A inmersiéon de Veronese foi historicamente o modo no que os clasicos producian variedades
alxébricas racionais. Definirase unha aplicacién regular en todo punto entre dous espazos proxec-
tivos. Por unha banda, o espazo proxectivo numérico o habitual P”, e por outra banda, o espazo

proxectivo (PV)* := P((C[zo, ... , 74]q)*) dual do que parametriza as hipersuperficies de grao d.

Se Clzo, 1, ... , Tn|d = <:I:6l,xg_1:n1, o xd) ) definese:
Und : pn — (IP’N)* :=P((Clzg, z1, - ,xpla)*)
r=(To: a1 n) > Vpalr) = levy] = (28 s 2l ey o 2d)
onde ev; : C[Xo, X1, ,Xp]a — C é a forma linear que consiste en evaluar no punto z as

hipersuperficies de grao d. Esta aplicacién estd ben definida en todo punto xa que sempre existe
unha forma homoxénea de grao d que non se anula nun punto dado x, basta considerar o produto

de d hiperplanos que non pasan polo punto zx.

Restrinxindo s cartas coordenadas, comprébase que esta aplicaciéon é un isomorfismo local
ou mergullo local no sentido da xeometria diferencial. E dicir, a aplicacién é un homeomorfismo

e a diferencial en todo punto é inxectiva.

4

A imaxe desta aplicacion ¢ unha variedade racional V4" de dimensiéon n e grao d". O grao
de V,fln, definese como o niimero de puntos de an con un subespazo Ly_, = PN™" = H; N
Hy NN H, C PN xenérico interseccion de n hiperplanos H;. Agora ben, dado un hiperplano
H c PN, v~ (H) C P" & unha hipersuperficie de grao d e as n hipersuperficies v~ (H;) C P

cortanse transversalmente en d" puntos, polo Teorema de Bezout.

Os clasicos buscaban o que chamaban boas prozeccions de variedades Z C P". Unha boa

proxeccién era aquela proxecciéon que permitia construir unha variedade birracional a partir
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doutra dada. Isto significa que mediante mp, dous abertos U C Z y V C mp(Z) son isomorfos.

Por tanto, débese verificar:

1. Para cada punto @ € U, a recta OQ tan s6 ten en comin con U, o punto Q). Equivalente-

mente, dita recta non é bisecante a Z no aberto U.

2. Ademais a diferencial dg(mp) € inxectiva, o que significa que o espazo tanxente T (Z)
se aplica inxectivamente no espazo proxectado P?~!. Xeometricamente estase a dicir que

ningunha das rectas tanxentes a Z en () é unha recta pasando por O.

Vese asi que ser birracional é, en esencia, a existencia dun isomorfismo local. Cando a proxeccion
define un isomorfismo, estd definindo un isomorfismo local en todo punto Q € Z da variedade.
Asi pois, o criterio de existencia de mergullos era algo moi conecido para os clasicos, empregando

proxeccions.

Teorema 0.43 ( Criterio de inmersion para variedades.). Sexza V' C P™ unha variedade prozectiva
e Q & V un punto dende o cal se realiza unha proveccion a un hiperplano P*~' = H que non

pasa por Q. A prozeccion é unha inmersion de V precisamente se:
1. O punto Q non estd en recta bisecante algunha d variedade V'; é dicir, Q ¢ Sec(V).

2. O punto Q non estd en ningunha recta tanzente ¢ variedade V'; é dicir, Q ¢ Tan(V')

0.4.3. Inmersions de Segre

No empleo dos métodos hiperespaciis na xeometria alxébrica, hai dous tipos de inmersiéns

importantes. Unha delas é a inmersion de Veronese, e a outra é a inmersidn de Segre.

Definicion 0.44. Sexan P" con coordenadas homoxéneas {xo,...,zn} ¢ P™ con coordenadas
homoxéneas {yo, ..., Ym }, dous espazos proxectivos. Sendo N = (n+ 1)(m + 1) — 1, chamarase

inmersion de Segre ao morfismo definido do seguinte xeito:

Snm P" x P — PN
(ot an) X (Yo i :Ym) > (ToYo: - Ty TnlYm)
Considerando un polinomio bi-homoxéneo G(xo, ..., Tpn; Yo, .-, Ym) Nos dous conxuntos de
variabels {zg,...,zn} e {vo,...,Ym}, mediante a inmersion de Segre, dito polinomio produce

outro homoxéneo nas variables {wiyj; 1<i<mn;1<j<m}. A inmersion de Segre permite a
construcién de lugares xeométricos definidos paramétricamente, como por exemplo a variedade

secante ou lugar xeométrico das rectas secantes a unha curva hiperespaciai C C P™.
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0.5. Morfismos entre espazos proxectivos

Nesta seccién probase un resultado clasico importante que aparece xa no libro de E. Bertini
[B23]. Contemporaneamente podese ver en [RH77|, no capitulo I1, exercicio 7.3. Este resultado
é moi empregado nos métodos da xeometria alxébrica hiperespacial, e de feito neste traballo
utilizarase para probar a existencia do modelo liso dunha curva alxébrica. A resoluciéon deste
exercicio na linguaxe do [RHT77|, fai uso da teoria de feixes, mais co fin de evitala, exponse a

seguinte demostracion:

Proposicion 0.45. Seza p: P* — P™ un morfismo. Entdn verificase:

1. Ou ben (P™) é un punto; ou m > n e dim(p(P")) = n.

2. No segundo caso, @ obtense como unha composicion de :

Unha d—inmersion de Veronese para un tinico d > 1 ben determinado.

Unha prozeccion linear, PN \ L —s P™,

Unha prozectividade ou automorfismo, P — P™.
Ademais, neste sequndo caso, o morfismo ¢ : P — o(P™) ten fibras finitas.

Proba. Como ¢ é unha aplicacion pechada e P™ é irreducible, a imaxe o(P™) C P™ é un pe-
chado irreducible. Polo tanto, ou ben ¢(P™) é un punto, ou ben ¢(P™) é un conxunto alxébrico

irreducible (variedade alxébrica) de dimension 7.

Polo concepto topoloxico de dimension e sendo n = dim(P"™), existe unha cadea maximal de
pechados irreducibles:
{Pt=Y1CY, G- CY,=P"

Aplicando ¢, tense unha cadea de pechados irreducibles:
{o(P)} = (Y1) € p(¥2) C ... Cp(Yn) = p(P") S P

Nesta cadea pode acontecer que ¢(Y;) = ¢(Yj41), para algin 1 < j < n. En consecuencia,
r < n. Tamén pode acontecer que para conseguir unha cadea maximal en P™ se tenan que
engadir pechados irreducibles no contido ¢(P") C P™. Isto é, » < n < m. Para chegar a probar

[, débese chegar & seguinte igualdade r = n, para o que se probara que r > n.

Se H C P™ é un hiperplano, logo unha variedade de codimensién 1; entén ¢~ '(H) tamén é
unha variedade de codimensién 1, xa que se fose ¢~ 1(H) = P", daquela o(P") C H = P~ 1,
entén pddese suponer que a imaxe de ¢ é non dexenerada, ¢ dicir, non est4 contida en hiperplano

algtn. Polo tanto, ¢~ 1(H) C P" ¢ unha hipersuperficie dun certo grao d.
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Sendo r = dim(¢(P™)), pola caracterizacion xeométrica do grao, r é o natural méis pequeno
tal que a sua intersecciéon cun subespazo xenérico de codimensiéon m — r — 1 é baleira. Isto é,
sexan Hy, ..., H, hiperplanos xenéricos en P™ tales que Ho N Hy N - N H, N @(P") = (). Sexan
Z; := o~ Y(H;) C P™ hipersuperficies de grao d, enton ZoN Zy N -~ N Z, = (). Pola dimensién da

interseccién de variedades nun espazo proxectivo tense
dim(ZgﬂZlﬁ...ﬁZT):n—r—lg -1,

xa que, polo teorema de Bezout (Teorema (0.34), se dim(ZyNZ1N...NZ,) =n—r—12> 0, entén
ZoNZiN-NZ.# 0. Polo tanto, n —r — 1 < —1, & dicir r > n.

Para probar [2| utilizase que para o morfismo ¢, sendo ¢(P") C P non dexenerada, exis-
te unha correspondencia 1-1 entre as seccions hiperplanas de ¢(P") e un certo sistema li-
near A := |Z := ¢ '(H)| de hipersuperficies de grao d no espazo proxectivo P". E dicir,
A :=P(W) é un subespazo linear proxectivo do sistema linear e completo de hipersuperficies de
grao d, P(Clxg, ..., zy]q). De aqui tense que existen polinomios homoxéneos de grado d, sexan
{Fo(zo, ..., Tpn), -y Fm(x0, ..., x5)} tales que ¢ ven definida nun aberto denso U C P™ como a
aplicaciéon dada por:

PeUCP" — p(P) = (Fo(P) : - : Fp(P))

Suponase que dim({Fo(zg, ..., Zn), .., Fm(zo,...,xn)}) = k + 1 e que a base do subespazo ven
dada polos k + 1 primeiros polinomios. Ampliase {Fy(xo, ..., xy), ..., Fx(xo, ..., Ty)} a unha ba-
se {Fo(20,-+,Tn);s o s Fi(T0, o s Tn), Gry1(T0, - Tn);s o, Gn(a) (0, - s Tn) } do sistema linear e
completo P(Clxo, ..., Tn]d), sendo N(d) 4+ 1 := dim(Clzo, ..., zn)aq)-

Sexa {Yo, -+ Yks Yk+1, - » YN(d)} @ base dual da base canoénica en Clxo, ..., z,]q definida por

{to = af,t1 = a3 ey ts = ad tag, .ty = x%}, e considérese o subespazo L C PN (@)
definido polas ecuaciéns yo = y1 = ... = y = 0. Sexa v, 4: P" — PN(@ 3 inmersion de
Veronese. Sexa 7 : PN(@ \ L — P* a proxecciéon de centro o subespazo L. Sexa P¥ —s
P* a restricion da proxectividade de PV(@ inducida polo cambio da base canénica & base

{F@($0, ,xn), ,Fk(:lio, ,a:n), Gk+1(.r(), ,mn), ceey GN(d)(an ,xn)} no espazo (C[CIJ(), ,a:n]d).

Lémbrese que os polinomios {Fii1(o,...,Zn) ..., Fm(xo,...,x,)} son combinaciéon linear dos
{Fo(zo,...,zpn), .., Fx(zo,...,zn)}. Enton a composicion que garante [2] na proposicion é:
p* —» PNO\L - P P* — P

z — (to: - :tN(d)) = (to: i tg) = (Fo(z) @ - Fi(z)) — (Fo(z) 2 F(x) @ Fppq(z) @ Fip(2))

onde z = (xo, ..., &, ). Finalmente, a proba de que o morfismo ¢ : P — o(P") ten fibras finitas
é consecuencia de que factoriza nunha inmersién de Veronese, que é un isomorfismo na imaxe, e

nunha proxeccién con centro un subespazo, que sempre é de fibras finitas.



Capitulo 1

Existencia do modelo non singular

dunha curva

Neste capitulo, deméstrase que toda curva alxébrica proxectiva ten un modelo birracional
non singular. Comézase comentando, brevemente, un método hiperespacial para curvas planas
que permite obter modelos non singulares. Finalmente, procédese coa demostracion do resultado

principal deste capitulo: O teorema de Noether-Kronecker-Albanese.

Dada unha curva alxébrica plana, C' C P?, existe un modelo birracional C que se consegue
mediante transformacions cuadriticas elementais con unicamente singularidades ordinarias['| Me-
diante o concepto de explosion do plano nun punto, pdédense resolver as singularidades ordinarias
de forma sucesiva e, dado que estas son un nimero finito, obtense un modelo birracional non sin-
gular. Realmente, o concepto de explosion non aparece ata Bertini [B23], onde o uso dos métodos

hiperespaciais toma forma na xeometria alxébrica.

Noether [MN83] xa demostrara que toda curva alxébrica posee un modelo birracional liso e
tamén intuira o proceso de explosién xa que, para curvas alxébricas planas, estd implicito no uso
da transformacién cuadratica elemental no plano. A formulacién do teorema debido a Noether e
posteriormente redescuberto por Kronecker e Albanese [A24], ten moita relacion coa formulacion
alxébrica de Brill-Noether do teorema de Riemann-Roch. En esencia, Riemann-Roch calcula para
unha curva alxébrica plana a dimensién do espazo de formas ou trazas das curvas de grao r sobre
a curva dada C C P2. No tltimo capitulo do libro de W. Fulton [WEFTI] atépase unha explicacion

con maior detalle.

O que Riemann [BR57| estuda como teoria de funciéns abelianas definidas sobre unha va-

riedade complexa 1-dimensional; unha vez reformulado por Noether, non é méais que a teoria de

!Este proceso comentarase no Capitulo [3| ao introducir o xénero aritmético.
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funciéns alxébricas definidas sobre unha curva C C P2. En realidade, as tnicas funciéns holo-
morfas definidas en P! son as funciéns constantes. Un pode construir funciéns meromorfas ou
o seu andlogo alxébrico de funciéns racionais sobre C. Esencialmente unha funcién racional en
C C P? vén dada por un recubrimento aberto, C = |JU,, xunto con pares (Us, @s), onde ¢,

é un cociente de polinomios homoxéneos de igual grao, ¢, = fo o go non identicamente nulo;
«@

g
de feito é inversible nalgin aberto contido en U,. En particular cando 8 # «, nalgun aberto
contido en U, N Upg, a aplicacion o lo g, ¢ un isomorfismo. Ao considerar tales obxectos, tense
o corpo de funcions racionais K(X) e cando X é irreducible, resulta que X e Y son birracionais

precisamente se K(X) ~ K(Y).

Cando C C P" é unha curva, tense un corpo de funciéns racionais, K (C), e o feito de que C
tefia dimensién topoldxica un, tradicese en que nun aberto afin U C P", C N U é unha curva
afin con anel de coordenadas A[C N U], tendo dimension de Krull|igual a un. Por definicion de
funcion racional, resulta que K(C) é o corpo de fraccions de A[C N U] e a lisitude de C en todo
un aberto de C, xunto co teorema da funciéon inversa, permite concluir con que K(C) é unha
extension alxébrica de K (t), sendo ¢ unha variable e unha base de transcendencia. De feito, dada
K(t) C K(C), existe un elemento, u, chamado primitivo, que é alxébrico sobre K (t) e a relacion
de dependencia alxébrica F'(t,u) = 0 é a ecuaciéon dunha curva plana afin cuxa complementacion

proxectiva ten un corpo de funciéons K (u) e a curva F'(¢,u) = 0 é birracional coa curva inicial C.

Polo tanto, é o mesmo falar de clases de equivalencia birracional de curvas alxébricas planas,
que de corpos de funciéns K O C con grao de transcendencia un. Dito isto, o seguinte resultado

é fundamental:

Teorema 1.1. (de Noether-Kronecker [MN83]) Toda curva alzébrica plana C C P2, ou con maior
zeneralidade, para todo corpo de funcions K O C con grao de transcendencia un; existe unha

curva non singular X C PN tal que o seu corpo de funcions racionais ¢ K(X) = K.

Na seccién 1.1 deste mesmo capitulo, exponse unha demostraciéon o mais préxima posible &
argumentacion de Noether. Esta formulacion segue a Albanese e utiliza un resultado fundamental

na xeometria alxébrica, probado no capitulo anterior na Proposicion [0.45}

» Todo morfismo proxectivo, P* — P™, é a composicion dun encaize de Veronese,

Und: P — PN xunto cunha proxeccion PV(@ — P galvo unha proxectividade de P™.

En xeral, dado un espazo proxectivo P" con coordenadas homoxéneas {xo, ..., z,} € sendo
Clxo, ..., xy] 0 anel de polinomios nesas variables, se { F,,(zo, ..., z) } € unha familia de polinomios
homoxéneos de graos d,, entéon estas ecuacions Fy(zg,...,x,) = 0, e en consecuencia o ideal
ax = (Fy), definen un conxunto alxébrico proxectivo X C P". Como Clzy, ..., z,] ¢ graduado,

A T 2 T .2 . : .
tamén ay := EBag() 0 ¢, sendo ag() as ecuaciéons ou polinomios homoxéneos de grao r que se

r>0

2A dimensién de Krull é o equivalente alxébrico do concepto de dimensién topoléxica dunha variedade.
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anulan en X. En consecuencia, sendo S(X), := C|xo, ... ,:L'n],./a();), este & o espazo vectorial das
formas (polinomios homoxéneos) de grao r non identicamente nulas en X e o proxectivo P(S(X),)
é 0 espazo parametrizando as hipersuperficies de grao r, que deixan unha traza ou subconxunto

alxébrico de codimension igual a un en X. Tense un anel graduado, S(X) := @ S(X),, que se
r>0
chama o anel de coordenadas homozéneas do conzunto alzébrico X, e nel, os ntimeros a,(X) :=

dimcS(X),, dan conta das propiedades do encaixe X C P". O caracter proxectivo de S(X) é
evidente. Por exemplo, se P! C P? é unha recta, tense S(X) = C[zo, 21, 72]/(2,), sendo zo = 0 a
ecuacién da recta. Deste modo, o anel de coordenadas homoxéneas dunha recta é o dominio de
factorizacion tinica Clxy, o). Claramente, unha curva normal racional, vy : P! — P? sexa C¢,
¢ isomorfa a P! pero, como curva en P9, o seu anel de coordenadas non ¢ isomorfo a Clyy, a].
Por exemplo, vo : P! — (2 : tu : u?) € P? é unha conica lisa; é unha hipersuperficie en
P2(z0 : 21 : 72) de ecuacién zowy = 23 e o anel de coordenadas é Clzg, 1, 22]/(Tox2 — 23), que
non é un dominio de factorizacién tnica pois, considerando z; = x; mod(xoze — %), o elemento
wore = a2 ten dous representantes distintos. Polo tanto, estudar o encaixe é, en certo modo,
entender o xeito no que a curva modelo X C P", é trazada polas hipersuperficies de grao dado,
¢ dicir S(X), = Clxy, ... ,xn]r/a(;) .

O feito fundamental é que as dimensions a,(X) = dimcS(X),, cando r >> 0, aparecen como
valores dun polinomio numeérico. No caso dunha curva, dito polinomio, sexa px(r), é tal que para

r >> 0 enton, px(r) = a,(X) = dimcS(X), ten unha expresion en funcion de:

= O grao da curva X C P™.
= O grao r das hipersuperficies en cuestion.

= O xénero aritmético da curva X C P", entendendo como tal o xénero dunha proxeccion
xenérica (birracional) de X, C, ao plano. Probarase no Capitulo , que a curva C, pode
ser obtida unicamente con nodos ordinarios. Deste xeito, o xénero aritmético da curva,

conécese como:

PalC) = 5(d— 1)(d~2) ~ k

sendo d o grao de C e k o ntimero de nodos.

Este resultado é fundamental, de feito é parte da versién forte do teorema de Riemann-Roch
(poédese ver no libro de Mumford [DMT76]):

Teorema 1.2 (Teorema de Riemann-Roch). Se X C P" ¢ unha curva alzébrica, entdn para
r>>0
px(r) =deg(X) -r+1—pu(X) =dimcS(X),

Onde po(X) € o xénero aritmético. De feito, pddese escoller r de tal forma que

deg(X) -1 > 2po(X).
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Quérese utilizar excepcionalmente este resultado para probar o teorema de Noether-Kronecker-
Albanese. A argumentacion que se utilizara débese a Albanese [A24]. E un exemplo explicito de

como os clasicos razoaban inclusive con ideas contrapostas:

1. Se unha curva C C P" ten singularidades, é porque esta inmersién non é a correcta dentro
da clase birracional da curva; dito doutro xeito, C esté proxectada dunha curva lisa, C, nun

espazo de dimensién superior.

2. Un pode atopar un modelo liso non dexenerado dunha curva C, é dicir, o modelo liso de C,

sexa, C, tal que o subespazo proxectivo méais pequeno que contén a C, é P™.

Isto altimo non debe levar a confusién co feito de que toda curva lisa X C PY pode ser
proxectada isomorficamente en P3 (tal proxeccién sera estudada no Capitulo , e aqui estd o
punto de vista contraposto a [l Fixado o xénero aritmético e se X C PV & singular, podese

proxectar dende os puntos singulares para obter unha curva X’ C PV que chegara a ser lisa.

Darase unha demostracion clasica de que toda curva alxébrica proxectiva C C PV, ten un
modelo birracional non singular. Para ser autosuficientes, demostrase practicamente a totalidade
dos resultados e argumentos utilizados polos clésicos, empregando unha linguaxe contemporanea.

Comézase vendo un resultado previo:

Proposicién 1.3. Seza C C P? unha curva irreducible non dezenerada. Entén deg(C) > d e se

deg(C) = d, enton C é unha curva racional normal.

Proba. Que C sexa non dexenerada significa que C C P4 non esta contida en ningan hiperplano.
Polo concepto de grao, este é o niimero de puntos distintos nos que un hiperplano xenérico
(é dicir, non garda posicion particular ca curva; por exemplo, que non é tanxente nin pasa por
puntos singulares) corta & curva C. Tamén se pode interpretar como o ntimero de puntos contados
con multiplicidade, nos que un hiperplano calquera corta a C. Polo cal, sendo C non dexenerada,
para todo hiperplano H C P? C N H é un ntmero finito de puntos. De feito, calesquera d
puntos distintos Pi, ..., Py de C, xeran un hiperplano H ~ P! De non ser asi, xerarian un
subespazo linear L C H, contido nun hiperplano. De forma explicita, sexa L = (P, ... P;) onde
dimL = k < d. Podese escoller P, ..., Pjtales que P, ¢ Le P, ¢ L+ (P ,....,P ;)
coni=2,..,d Sexal= (P ,..,P)) asi, H= L+1I &un hiperplano pois L e I son disxuntos,
logo dim(H) = dim(L) + dim(I) = k+d—k —1 = d — 1. Agora ben, L e C tehen polo
menos d puntos comins e C e I comparten como pouco d — k puntos. Deste modo, como k < d
(= —k > —d), tense que #(HNC) > d+d—k > d. Agora ben, polo concepto de grao e
polo teorema de Bezout, necesariamente H contén unha componente conexa de C e por ser esta

irreducible entéon H contén a C, en contradiciéon coa hipotese de que C é non dexenerada. Acabase
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de probar que calquera d puntos de C, xeran un hiperplano. Necesariamente, este cortard a C en

polo menos d puntos. En conclusion deg(C) > d.

Para a segunda parte, é dicir, se deg(C) = d, ent6n todo hiperplano H C P? corta a C en
d puntos contados con multiplicidade mais, sendo o hiperplano xenérico, cortarid en d puntos
distintos. Fixase un subespazo linear A C P? de codimension dous. A = ({P1, ... P;_1}) xenerado
por d — 1 puntos xenéricos sobre a curva C; entén, os hiperplanos H contendo a A son da forma
H=A+ Py = ({P1,... Pj_1; Pg}). Cada un destes hiperplanos H corta & curva C nun punto
mais, denotado por Py, que depende do hiperplano. Estes hiperplanos son un feixe linear; isto é,
estan en correspondencia biunivoca cunha recta P'. Tense logo unha parametrizacion da curva

da forma: [H] € P* — Py € C, e polo tanto a curva é racional. O

Reformulase a continuacién o resultado anterior:

Proposicién 1.4. Unha curva C C P2, irreducible e non dezenerada, satisfai:

def(C) >d—dim(C)+1=d

1.1. Teorema de Noether-Kronecker-Albanese

Teorema 1.5 (de Noether-Kronecker,1871 (Abanese 1924)). Toda curva alzébrica prozectiva

X CP” ten un modelo birracional non singular.

Proba. Sexa a curva X C P". Utilizaranse os encaixes de Veronese en P", definidos mediante
os sistemas lineares e completos de hipersuperficies de grao r. k dicir, considéranse as variables

Qn

Zo, ..., Ty € para cada o = (p, ..., ) tal que g + -+ + o, = r, formase o monomio xy° - %

Enton Clzo, ..., zn)r = (23”25 : g + ... + oy, = 7). Sexa:

r+n

n n

N(r) = (

> = dimClzg, ..., zp], = dim{xy® - )" g+ ...+ =7)

Construese o morfismo:

Unr: P" — PN

(xo S een s ;L-n) — ( . xS‘O x%n : )

onde os monomios estén ordenados lexicograficamente. Ademais, tense a igualdade PN() =

P(Clzo, ..., zp]}) € v, definese enviando o punto P = (Fy : -+ : P,,) en [evp] onde

Evp: (C[xov"wm’fJT — C
(450 - 287) +— cuplag? ) = (zo(P) - za(P)O0).
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Ocorre que vy, : P* — PN() & unha mergullo pechado ou, 0 que é 0 mesmo, un encaixe ou un

isomorfismo regular na imaxe, v, ,(X) = X (0) C PN ()

No espazo vectorial C[zg, ..., ], denotarase por Yo := Yag..a, a coordenada dual correspon-
dente ao monomio (zg° -+ z3"), de forma que se {ya = Yao...an, } SO0 coordenadas homoxéneas en
PN() | mediante o encaixe de Veronese Ung: P — PN(") | tense unha correspondencia biunivoca
entre hiperplanos en PN con ecuacion Y caYa = 0, € as hipersuperficies ) cqz(® - 2im =0
en P". En particular, dada X C P" e sendo X(0) = v,,(X), a sta imaxe isomorfa en PN(),

tense unha correspondencia biunivoca entre:
1. Hiperplanos 3" ca¥a = 0 en PN contendo a X (0) ¢ PN().
2. Hipersuperficies Y cqxy® -+ 29" de grao r, contendo & curva orixinal.
Sexa L C PN ¢ subespazo linear mais pequeno que contén a X (0). L é a proxectivizacion do
subespazo definido polas trazas en X definidas polas hipersuperficies Clxo, ..., Zn]r/d’ . E dicir:
dim(L) + 1 = dimcClxo, ..., zp|r /0y = px(r) =7 deg(X) + 1 — pa(X),

onde a ultima igualdade vén de aplicar o teorema de Riemann-Roch (Teorema [1.2). Por ser vy, ,
un isomorfismo, claramente p,(X) = p,(X(0)) e, pola caracterizaciéon do grao, o grao de X (0) é
o ntiimero de puntos de interseccién de X (0) cun hiperplano xenérico de PV (") ¢ polo tanto coas

solucions de > cayq = 0, sendo ¢, xenéricos. Méis ainda:
deg(x0)) =# (XN 2 (Seare ) )
=#|XnZ <an3:8‘° xﬁ"))

a

= deg(X) - deg <anx°‘>
o
onde a ultima igualdade se obtén ao aplicar o teorema de Bezout (Teorema sendo z¢ =
xg -z, Asi, se deg(X) = d enton:
deg(X(0))=r-d
Recérdese que
dim(L)+1=px(r) =r-deg(X) +1—po(X)=7r-d+1—p.(X),

logo,
dim(L) =1 -d — pe(X).

E dicir, tense un modelo X (0) € P74P«(X) ~ [, ¢ X(0) ten grao r - d. Por construcion X (0) é

non dexenerado en L e pddese aplicar a Proposicion [1.3}

deg(X(0)) > 7 - d — pa(X)



1.1. Teorema de Noether-Kronecker-Albanese 21

En particular, como deg(X(0)) = r - d, demoéstrase que o xénero aritmético ¢ non negativo
(pa(X) > 0). Deseguido, argumentarase que tomando r >> 0 se pode conseguir que o modelo
X (0) sexa non singular. En efecto, supénase que X (0) ten un punto singular, g € X(0). Por
definicion de punto singular, existe un natural, mult,,(X(0)) > 2, tal que toda recta pasando
por tal punto, faino con multiplicidade maior ou igual a mult,,(X(0)) e dase a igualdade para
a recta xenérica. As rectas que o fan con multiplicidade maior estrita forman o cono tanxente a
X (0) en zp. O importante é que de todas as rectas pasando por xy as rectas xenéricas cortan
en xo con multiplicidade exactamente mult,, (X (0)). Estas rectas pasando por xg, son as rectas
proxectantes da proxecciéon de centro zy sobre un hiperplano H = PN()~1 que non pasa polo
punto g, m: PN — {20} — PN)=1 Notese que se estd a proxectar dende un punto singular.

Estudase a proxeccién de X (0) no hiperplano.

T IP’N(T)f{:L“o} —s PN()-1
X(0) = {zo} — X(1)

Agora verase como cambia o grao de X (1) e como o fai o xénero aritmético, ao proxectar dende
un punto singular. Primeiro estiidase o caso dunha proxeccién dende un punto que non esti na

curva.

Nunha proxeccion 7': PV — {2} — PV~! existe unha correspondencia biunivoca entre os
hiperplanos en PV~1 e os hiperplanos en PV pasando por z. En efecto, dado H ¢ PN~ como
x ¢ PN-1 enton, (H,z) € un hiperplano en PN pasando por z. Reciprocamente, se H' c PV ¢
un hiperplano pasando por z, entén é posible escribir H' como segue: H = (H” xz) sendo H”

un hiperplano en PY=!. Como x ¢ PN~1, H' nPV~! = H”, que sera un hiperplano en PV~

IP)Nfl

Na proxeccion 7' : PN — {z} — PN=1 suponse agora que x ¢ X, sendo un hiperplano

xenérico que non contén ao punto z. Se X’ € PN~ ¢ a curva proxectada e H ¢ PV~1 ¢ un
hiperplano xenérico, entéon H N X’ é un conxunto finito de puntos de cardinalidade igual a
d = deg(X'). Agora ben, cada un dos hiperplanos H proporciona un hiperplano (H,z) c PV
e X N (H,x) consiste en deg(X) puntos contados con multiplicidade. Se H N X' = {y1, ..., ya},
claramente, os deg(X ) puntos de X en X N (H, ) estan sobre as rectas proxectantes Zy; UTyz U

U Tyg.

Polo principio de continuidade de Poncelet, o namero de puntos contados con multiplicidade

sobre a recta Ty; ¢ constante. Este nimero de puntos é o grao do morfismo proxeccion 7’ e ast:
deg(X) = deg(n') - deg(X"), con ' : PV — {z} — PN—1L,

cando se toma deg(n’) = > mult. (Ty;, X), onde mult.,(Ty;, X) denota o nimero de inter-
Z2;€EXTY4
seccion co que a recta Zy; corta a curva X no punto z;. Por exemplo, cando z; € X é un punto

liso, mult., (Ty;, X) =1 e toda recta xeral pasando por z; corta a X en z; con multiplicidade un.
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Figura 1.1: Proxecciéon de X C P" dende z a PN~! ¥ x.

Para ser ilustrativo, se X ¢ unha curva, dicir que mult,, (7y;, X) > 2, significa que a recta 7y;
é tanxente 4 curva X no punto z;. Isto ocorrelle & recta tanxente nun punto liso z; € X, mais

tamén a calquera recta pasando por z; € X cando este é un punto singular.

Cando z é un punto xenérico respecto da curva X ou, o que é o mesmo, se £ non esta
no pechado definido polas tanxentes a X nun punto liso e tamén multitanxentes e tanxentes
a un punto singular; ocorrerd que calquera recta pasando por x corta a X nun fnico punto
con multiplicidade un. Deste modo, lograse que a proxeccién sexa un isomorfismo entre X e
X’ C P3. Proxectando a P? a mellor situacién que se pode chegar a obter é conseguir un punto
x polo cal hai ao sumo un naumero finito de bisecantes propias tales que, ao proxectar a recta, as
tanxentes en cada un dos puntos de corte son distintas. En tal caso, dirase que tales bisecantes

son bisecantes estacionarias.

Deseguido analizase que ocorre cando x € X é un punto liso e que ocorre cando x € X é un

punto singular, na proxeccién con centro x:

» Se o punto x € X é liso, toda recta proxectante pasando por x corta con multiplicidade
un e ao facer a proxeccion m: X — {x} — 7(X — {z}) = X/, obtense unha curva, X', de grao

exactamente unha unidade menor que o grao da curva orixinal, X.

» No caso de ser € X un punto singular (de orde dous), enton mult,(X) > 2, e agora a
recta xenérica pasa por x con multiplicidade exactamente dous e hai un ntimero finito de rectas
cortando cunha multiplicidade maior estrita a dous. De forma anéloga, se mult,(X) > k (o
punto é singular de orde k), entén a recta xenérica pasando por x corta a X con multiplicidade
de interseccién exactamente k e un namero finito delas corta con multiplicidade maior estrita a
kE ( multy(X) > k).

Ao proxectar dende un punto singular de orde k mediante 7: X — {z} — 7(X — {z}) = X’
o grao da curva X’ baixa en mult,(X) = k con respecto ao grao de X. Tense asi a seguinte

relacién:

deg(X) = deg(r) - deg(X') + mult,(X) > deg(r) - deg(X') + 2
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A continuaciéon, dado que o polinomio de Hilbert, px(r) , ten un valor dado por (Ver Teorema

12):

px(r) =r-deg(X)+1— pa.(X),

Vese que o feito de poder escoller » >> 0 para un encaixe de Veronese, v, ,: X C P" — PN,
obtendo unha imaxe isomorfa X(0) := v,,,(X); permite concluir que de ser X(0) singular,

proxectando dende o punto singular xg € X (0), é posible conseguir:

1. A proxeccion 7z, : X (0) — {xo} — X (1) := mp(X(0) — {x0}) €& birracional.
2. Nun ntimero finito de pasos chégase a que X (k) é lisa.

O punto esencial é entén garantizar que isto ocorre cando r >> 0. Quérese demostrar por

reducién ao absurdo e, para chegar & contradiciéon, exprésase a condicién r >> 0, en funcién de
Pa(X).

Reenunciase o resultado ponendo condiciéns técnicas sobre como debe ser r >> 0:

Lema 1.6. Seza d = deg(X) e sexa r >> 0 tal que
dimS(X), =px(r) =7r-d+1—pa(X)

e suponase tamén que
r-d>2-pg(X)

Enton seque a ser certo e

Proba. (1) Probarase que my,: X(0) — {zo} — X (1) é birracional, ou o que é o mesmo que

deg(mz,) = 1. Supénase que deg(my,) > 2. Polo antes razoado:
deg(X(0)) > deg(may)deg(X (1)) +2 > 2deg(X (1)) +2

Reescribindo o anterior,

deg(X(0)) — 2 > 2deg(X (1)) = deg(X (1)) < d€9<X(20>)—2

Agora, con 7 >> 0, utilizase o encaixe de Veronese de forma que o teorema de Bezout garante
que deg(X(0)) =r-d, é dicir:

deg(X(1)) < 272 (1)

Agora a cuestion esta en chegar a unha contradicion co grao de X (1) tendo en conta que X (0) C
PN = prd=pa(X) e que X (1) c Pd=Pa(X)=1 Aplicase a Proposicion :

deg(X(1)) 2 r-d—pa(X) -1
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Como se considera que r >> 0, podese aplicar que r-d > 2 - p,(X) e tense que

r-d—2
2

<r-d—pe(X)—1 (1.2)

En efecto, no caso contrario:

r-d—2

>rod—1—p(X)=7r-d—2>2r-d—2—2p,(X) =1 -d < 2py(X)

en contradicion coa hipotese de que 7 - d > 2p,(X). En conclusion, por (1.1]) e por (1.2} :

r-d—2
2

deg(X (1)) < <red—pa(X) -1

chegando asi a unha contradicién pois deg(X (1)) > 7-d — pa(X) — 1 e deg(X(1)) < r-d —
pa(X) — 1 o cal non é posible. En consecuencia, necesariamente, deg(m,,) = 1 ou o que é o

mesmo, g, : X(0) —{zo} — X (1) é birracional.

(2) Por ser my,: X(0) —{zo} — X (1) birracional, X (1) ¢ unha curva de xénero aritmético
pa(X), sobre o cal se volve a aplicar 0 mesmo argumento que para X (0) no caso de non ser lisa.
Se, reiteradamente, se ten que X (7) ten un punto singular, z;, considéranse as proxecciéons dende

ditos puntos:
X(0) c prd-raX) Tro, X(1) ¢ prdpa(X)=1 Te | Tks2 X(k—1) i X (k) C Prra-—pa(X)—k
Como se estad a proxectar dende un punto singular, sendo cada m,, birracional:

deg(X(k)) =deg(X(k—1)) —multy, ,(X(k—2))
<deg(X(k—1))—2=deg(X(k—2)) —multy, ,(X(k—3))—2

<deg(X(k—2))—2—2=deg(X(k—3)) —multy,_,(X(k—4)—2-2 (1.3)
< deg(X(0)) =2k =r-d—2k.
Ademais, X (k) C Pmd=Pa(X)=k ¢ aplicando novamente a Proposicion
deg(X (k) > r-d—pa(X) — k
e xunto con ,
red—po(X) —k <deg(X(k)) <7-d—2k =k < pa(X)

Polo tanto, despois de como moito p,(X) proxeccions, conséguese un modelo non singular. [



Capitulo 2
Proxeccion dunha curva a P3, P2 e P!

Neste capitulo, estudaranse as proxecciéons dunha curva C C P ao espazo proxectivo (P3),

ao plano proxectivo (P?) e por tltimo 4 recta proxectiva (P').

2.1. Proxecciéon dunha curva lisa de P* a P? e a P2

Sexa C C P unha curva alxébrica lisa e estiidase a existencia dun punto x € P™ tal que:

1. x ¢ U Tu(C); onde T, (C) é a recta tanxente a C en u € C.
ueC

2. x unicamente estd nun namero finito de bisecantes w;v;; 1 <1i < k

3. Para todo ¢ con 1 < i < k, w;v; non é trisecante.

4. Para todo ¢ con 1 <1 <k, os planos 2Ty, (C) e T3, (C) son distintos, equivalentemente, a

bisecante é non estacionaria.

Notese que se n = 3 e tal punto = existe, ao considerar a restricién da curva C C P3, para a
proxeccion ao plano, p, : P2 —{x} — P2, esta proporciona un morfismo, p,: C — p,(C) :=C' C
P2, onde C’ é unha curva plana. Por [2| tense que C — {u1, ... ,ux} — C' — {pu(u1), ..., pu(ug)} &
un morfismo 1-1 e por(l} aplica a recta tanxente T, (C) isomorficamente na recta tanxente T,/ (C),
onde u' = pg(u). Polo tanto, C—{uy, ..., ux} —> C'—{pz(u1), ..., px(ug)} ten diferencial inxectiva
e tamén é biunivoca. Polo teorema da funcién inversa no caso analitico complexo, existen dous
abertos isomorfos: U = C — {u1,...,ux} e U = C" — {py(u1), ..., pz(ug)}. Por [3| para cada i
con 1 < i < k, a recta u;v; é bisecante. Isto implica que se w; = px(u;) = pe(v;) = ww; NP2
atopase que p; ! (w;) = {u;,v;}. A propiedade . establece que as rectas tanxentes Ty, (C) e Ty, (C)

son proxectadas en rectas distintas pasando por w;. Ademais, como u;,v; € C son puntos lisos,

25
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existen vecinanzas e,,, &,; € aplicacions analiticas ;,1; tales que:

wir A — 5uiﬂC Vit Ay — eviﬂC
0 — cpi(O):ui 0 — wi(O):Ui

son biholomorfas. Compotiendo coa proxeccidon p, séguese a ter aplicaciéns biholomorfas:
peowi: A s oe,nC 2o, nC
proti A e, NC 22 &, NC

de forma que (g4, NC") N (€, NC') = {w;} e

T,

k3

Tw;(Ew; NC") = imaxe mediante p, o ¢); de T, (C)

(ew; NC') = imaxe mediante p, o p; de Ty, (C)

E dicir, |3l afirma que w; € C éun punto singular de orde exactamente dous e, por , tal punto é
un nodo pois ten tanxentes distintas (nunca pode ser unha cuspide). O feito de que a imaxe de
Pz © @i, Dy © Y sexan dias ramas analiticas ao redor de w;, tamén é consecuencia de [} De feito,

unha vecifianza o suficientemente pequena de w;, é imaxe de dtas vecinanzas de u; e v; en C.

Quérese probar que un tal punto € P3 existe e que o conxunto formado por tales puntos
¢ un aberto na topoloxia de Zariski en P3, complementario dun pechado, Z C P3, definido por
ecuaciéns polinémicas. Para iso, considérase o produto cartesiano C x C como un conxunto de
parametros; se (u,v) € C x C onde u # v, a recta uv é bisecante. No caso de que u = v, podese

identificar via o morfismo diagonal,

A: C — CxC
u — (u,u)

coa recta tanxente T3,(C). Deste xeito, C x C \ A, parametriza as rectas secantes aC e A C C xC,

parametriza as rectas tanxentes. Considérese:

P"x (CxC)DI:= {(P(u,v)) €P*x (CxC):Pecuv}
= {(P,(u,v)) € P" x (C xC) : P,u e v estan alinados}
= {(P,(u,v)) € P" x (C xC) : rang(P;u;v) < 2}.

I conécese como wariedade de incidencia. A condicion rang(P;u;v) < 2 estd definida por ecua-
cions alxébricas: considerando (P;u;v) € M (41)x3 @ matriz formada polos tres puntos colocados
por columnas, tense que rang(P;u;v) < 2 se e 86 se todos os menores 3 x 3 en (P;u;v), tehen
determinante nulo. Tales determinantes definen polinomios multi-homoxéneos e, de feito, homo-
xéneos logo de componer ca inmersion de Segre.Deste xeito I C P™ x (C x C) é un pechado na

topoloxia de Zariski. A continuacién, considérase a proxeccion sobre os dous ultimos factores:

P'x(CxC)>I % CcxcC

772_31 (u,v) — (u,v)
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onde 53 (u,v) = {(P, (u,v)) €P"x (CxC) : P € uw} ~ P! Vese asi que I é un P'-fibrado sobre
C x C, de dimensi6n igual a tres. Convén non confundir I, coa imaxe pola primeira proxeccion.

I é a unién disxunta das rectas bisecantes e tanxentes & curva C:

—1
|_| Tos (U, ).
(u,v)eCxC
Tales rectas visualizadas en P™ forman a variedade secanite a C e correspéndense coa imaxe de [

mediante a primeira proxeccién,

m: ICP"x(CxC) — Pm
I — m () = Sec(C)

onde Sec(C) denota o lugar xeométrico das bisecantes e tanxentes. Como m; é unha aplicacion

pechada, pois é unha proxeccién, a imaxe de I é un pechado. En consecuencia
dim(m1(I)) = dim(Sec(C)) < dim(I) = 3.

Polo anteriormente dito, se n > 3 obtense un pechado propio Sec(C) C P™ e existira un aberto
U :=P" — Sec(C) onde cada punto x € U verifica:

1. z non esta en |J 7T,(C).
ueC

2. x non estd en secante algunha de C.

Entén, ao tomar un punto x € U, considérase a proxeccion p,: P* — {z} — P"~! e asi, para
cada u € C, py(u) = uz NP1 & un tnico punto. En consecuencia, tratase dunha aplicacién 1-1
que aplica a recta tanxente a u na recta tanxente a p,(u). Deste modo, dada unha curva lisa,
C C P, con n > 3, esta pode ser proxectada isomorficamente a P*~! e, se n — 1 > 3, & posible
volver a proxectar isomorficamente obtendo de novo unha curva lisa isomorfa 4 anterior. Asi,
de forma sucesiva, un é capaz de empregar este argumento ata finalmente conseguir encaixar
isomorficamente a curva lisa de P™ en P3. Notese que ao acadar P3, o argumento anterior xa
non é valido. De ser dim(Sec(C)) = 3, implicaria que Sec(C) = P3. En consecuencia, tal aberto,
U, non existiria. En definitiva, queda probado que toda curva lisa de P"™ onde n > 3, pode ser

encaixada isomorficamente en P3.

2.1.1. Existencia dunha boa bisecante

Regrésase ao caso n = 3. Agora tal e como xa se comentou, poderia ocorrer que Sec(C) = P3,

co cal o que se quere probar agora é o seguinte:

» "Que unha secante & curva C sexa trisecante ou estacionaria, € unha propiedade pechada

e estrita".
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Equivalentemente,

» '"Existe unha bisecante, wv, a C que non é trisecante nin estacionaria. Ademais, esta

propiedade é aberta, é dicir, nun entorno desta, todas as bisecantes tefien a mesma propiedade."

O conxunto parametrizando bisecantes € C x C — A. Recordese que o conxunto A parametriza

as tanxentes, que son unha familia 1-dimensional. Dentro de C x C — A considérase:

T := {trisecantes en C x C — A}
= {(u,v) : ou ben wv corta a X nun terceiro punto ou ben é tanxente en u ou v}

B := {secantes a X contidas nun plano bitanxente a X (secantes estacionarias).}

Xeometricamente, os elementos de T' e 8 correspéndense coas seguintes situaciéons:

w u \Y
(a) Exemplo de bisecante estacionaria. (b) Dous casos de trisecantes.

Figura 2.1: Bisecantes estacionarias () e trisecantes (7'.)

~

T e 8 son subconxuntos pechados de C x C — A. En efecto, wv é estacionaria precisamente
se T,(C) e T,(C) se cortan ou, de forma equivalente, se xeran un plano (son coplanarios). Isto
tradiicese en condiciéns de rango sobre o sistema de ecuaciéns e, polo tanto, na nulidade de
determinantes. En conclusion, § C C x C — A pode ser xerada por un sistema de ecuacions
polinémicas polo que serd un pechado na topoloxia de Zariski. Analogamente, que v corte a
X nun terceiro punto distinto de u e v é unha condicién de colinearidade, logo de nulidade de
determinantes e, que sexa tanxente a X en u ou v, é tamén unha condicién alxébrica. Asi,
tamén é un pechado. En definitiva, tense que TU 8 C C x C — A é un pechado na topoloxia de

Zariski. Falta ver que tal pechado é propio, para o que se probara o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Se C C P? ¢ unha curva lisa e irreducible, para o zenérico (x,y) €C xC — A, a

bisecante Ty non € trisecante e non é estacionaria.

O resultado anterior establece dous feitos importantes:

1. Existe unha bisecante Ty, onde x,y € C, que non é nin trisecante nin estacionaria. Chama-

rase boa bisecante a calquera bisecante cumprindo o anterior.
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2. Tales boas bisecantes forman un aberto, equivalentemente, se (z,y) € C x C — A é tal que
zy verifica [I|Enton, nun entorno de (z,y) € C x C — A, o suficientemente pequeno, todo

par (z/,4") verifica que x’y’ é unha bisecante con idénticas propiedades.

Deseguido constriese unha boa bisecante. Sexa C C P? unha curva lisa e sexa 2 € C un punto
da curva, denotarase por | := T,(C) a recta tanxente a C no punto z. En P3 un pode escoller
P! c P3 de forma que P! N1 = () (se | se corresponde a un 2-subespazo Vo C C*, bastar4 tomar

o seu coplementario, sexa Vi, tal que Vo @ Vo = C*. O proxectivo P(V3) é a recta P! buscada).

Nesta situacion considérase a proxeccion de P2 a P! con centro [, m: P3 — {I} — P!. Como
P! N = (), ambas rectas nunca serén coplanarias (nunca estaran contidas no mesmo plano de
P3). Polo tanto, sendo y € P3 — {I} un punto, o plano {y,l) non contén a P! logo corta a este

nun tnico punto m(y) := (y, 1) N P!, Considérase a restricién de m; & curva C.

m: C—-{InC} — P!
y — m(y) = (y,1) NP

Como o obxectivo é proxectar unha curva C C P? ao plano, pédese supofier que esta non é plana
pois, o caso contrario seria trivial. Nétese que m; é sobrexectiva: se a € P!, o plano («,[) non
contén a P'. En particular, existe unha correspondencia 1-1 entre os planos de P? contendo a [ e
os puntos de P'. Asi, tales planos son un feixe (familia 1-dimensional de planos) parametrizado

por PL. Notese que:
{IcP’CP} & {CPCC®cC « {C¥/C?cC?/C? « {C' cC?}~P!

Mais ainda, como C non é plana, para cada plano H C P, C N H é un pechado propio en C,
logo un numero finito de puntos. De non selo, C N H serfa todo C. En consecuencia, C C H,
contradicindo a hipo6tese de que a curva non é plana. O teorema de Bezout garante que C N H
é un numero finito e constante de puntos contados con multiplicidade. Este niimero é o grao da
curva. En particular, se o € P!, sexa (a, 1) un plano, entén (o, 1) N C = {x,y1, ..., yp} = Wfl(a).
Algin dos y; # x verifica que y; ¢ [. En efecto, se {x,y1,...,yr} C [, enton [ contén deg(C) puntos
de C. Por conseguinte, dado z € C — {l}, tense que CN(z,1) son deg(C) + 1 puntos, contradicindo

o teorema de Bezout. A existencia da bisecante non estacionaria é consecuencia do seguinte lema.

Lema 2.2. Eriste a € P! tal que Vy; & 1, y; € Wfl(a) ={z,y1,...,yx} Sse verifica que

Ty, (C) & (1)

Primeiro realizase unha breve interpretacion do resultado e posteriormente demdéstrase.

» Interpretacion: Como T,,(C) ¢ (a,l) enton T,,(C) Nl = . Asi, é posible proxectar

T,,(C) con centro [. Efectivamente, para cada punto z € Ty,(C), (2,1) non contén a Ty, (C).
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Isto implica o corte nun tnico punto, T,,(C) N (z,1) = {z}, que esta en correspondencia con
m(yi) = m(z) = (yi, 1) N PL, ¢ dicir, T, (C) proxéctase isomorficamente en P1. Estase a dicir que
ao considerar localmente o morfismo 7; nunha vecinanza de y;: e(y;) N C Ty P, a diferencial
dy, (m) aplica T, (C) isomorficamente en Plou, o que é o mesmo, m é un isomorfimo local en y;.
Agora ben, T,,,(C) N 1 = T,,(C) N T(C) = 0, o que significa que tales rectas tanxentes non son
coplanarias, equivalentemente, Ty; € bisecante mais non é estacionaria. A continuacién procédese

coa demostracion.

Proba do lema De non verificarse o resultado, teriase que para todo a € P!, existe
Yo € T (), Yo ¢ | de forma que T, (C) C (I,a). En consecuencia obtense unha familia 1-
dimensional de puntos y, € C (o € P!) de modo que Ty, (C) corta a I. Débese buscar unha
contradicién con algunha das hipéteses e, por reducién ao absurdo, o lema queda probado. Isto

é o que se leva a cabo a continuacién.

Fixase en [ = T,(C) dous puntos R, S € [, ambos non pertencentes & curva C e proxéctase C
dende R sobre o plano (P!, S). Como y,, ¢ [, ao proxectar C dende R, mp(ya) = RyaN{P', S) = 2z,
¢ un punto variando nunha curva plana, ' C (P!, S), tal que Ty, (C) ¢ proxectada en T%, (C').
Agora ben, todas estas rectas tanxentes pasan polo punto S. A curva C ten infinitos puntos {y, }
no cono de vértice R e base a curva plana C’, logo C esta contida en dito cono. De probar que C’
é unha recta, estarfase a afirmar que a curva C é unha curva plana, chegando asi 4 contradicion

que se buscaba. Deste xeito, a demostracion do lema redidese a demostrar o seguinte lema:

Lema 2.3. Sexza C' C P? unha curva plana tal que posee unha familia 1-dimensional de rectas

tanzentes pasando por un punto S, entén C' é unha recta.

Proba. Considérese a curva dual de (', isto é, a clausura de Zariski da imaxe da aplicacion:
? )

C'\ Sing(C') cP* — (P)*
Q — [Tp(Ch)]

onde [T (C')] indica o punto en (P)* que representa 4 recta tanxente a C' en Q. Dado S € P?) o

feixe de rectas pasando por S en P? est4 representado polo propio punto S = (ag : o : ag) € P2.
2 2
Isto ¢, sexa > 7;z; a ecuacion dunha recta en P2, se S estd na recta, entéon > y;a; = 0. Podese
i=0 i=0
visualizar canonicamente (v, a1, a2) € C? = (C3)** como a forma linear

(g, 1, 2): (C3)* — C
(Yo,y1,92) —— oyo + a1y1 + a2ye
de modo que dado (y0,71,72) € (C?)*, & dicir (yo : 71 : 72) € P(C3)* =: (P?)*, este é un punto
representando unha recta en P2, a de ecuacion yozg 4+ 171 + y2r2 = 0. Identificase (o, a1, as)

co seu nucleo ker = {(v0,71,72) : Yoo + 101 + Y200 = 0}, entén ker € un espazo 2-dimensional
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en (C3)*, o que equivale a unha recta en (P?)* cuxos puntos se corresponden co feixe de rectas

en P2 pasando por S = (ap : aj : ag). Procédese coa demostracién do lema:

Se C' C P? satisfai que case todas as tanxentes a C’ pasan por S, entén, tales rectas, forman

parte do feixe de rectas pasando por S. Asi pois, a imaxe de

C'\ Sing(C') cP* — (P)*
Q — [Tp(C)]

est4 contida na recta (P!)*, parametrizando o feixe de rectas pasando por S. Como a imaxe
dun irreducible €’ é un irreducible, ou ben a imaxe de C’' é toda a recta, ou ben é un tnico
punto dela. O primeiro caso non é posible debido ao feorema de reflezividade de Corrado Segre:
((C)*)* =C'. Se (C")* ¢ a recta citada, enton o seu dual ¢ un punto. Por conseguinte, C' = S o
que é completamente falso. En consecuencia, (C')* é¢ un punto da recta e todas as tanxentes a C’

redicense a unha tnica recta, e en definitiva, C’ é unha recta. OJ

» Conclusion: Existe a € P! tal que para todo y; € Wfl(oz) ={z,y1,...,yx} de forma que
yi ¢ 1, enton T, (C) ¢ (I, z), ou o que é o mesmo Ty, (C) N T, (C) = 0. Isto establece que (z,y;) ¢
unha secante non estacionaria nos puntos x e y;. A continuacion, vese que a propiedade de ser

non estacionaria é aberta.

Proposicion 2.4. Na situacion anterior, a propiedade de que (x,y;) define unha secante non
estacionaria en T e y;, matense infinitesimalmente. E dicir, ao mover Ty; nunha vecinanza cldsica

dentro dunha variedade secante, a secante mantense non estacionaria.

Proba. E suficiente probar que dada Ty;, ao moverse nunha vecinanza do punto z, é dicir, cando
2’ tende a x, ¥’ — x, a bisecante x’y; tampouco estaciona en x’ nin en y;. Intercambiando o

papel de x co de y; obteriase o mesmo.
Toémense coordenadas locais nunha vecinanza de z. Isto é, sexa

¢ |zl<e — C
0 — ¢(0) ==

Verase que se (z,y;) non estaciona, entéon ¢(z)y;, cando z tende a 0 (2 — 0), tampouco. Supo6-
fiase que sendo z tal que z — 0, Ty, (C) e T, (C) se cortan. Nese caso Ty, (C) C (Ty.)(C), ys)-
Agora ben, cando z — 0, ent6n ¢(z) — = e, na topoloxia clasica, (Ty(,)(C), yi) — (Tx(C), yi)-
Asi:

Hm (T2 (C), yi) = (Tz(C), yi)-

z—0
Como T, (C) C (Ty(2)(C), i), tameén T, (C) C lim,0(Ty(2)(C),yi) = (Tx(C),yi) polo que (z,y;)

non seria estacionaria. O
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Tan s6 falta ver que tal bisecante non estacionaria, non é trisicante e que esta propiedade é

aberta. Comprobarase deseguido.

Proposicién 2.5. A bisecante Ty1, construida como no Lema , non € trisecante.

Proba. Recordese que a bisecante (x, 1), se escolle de forma que existe o € P! tal que 7Tl_1(04) =

{z,y1,...,yx} = (o, 1) N C. Utilizase o anterior para ver que a bisecante non é trisecante.

Como Ty C (a, 1), se é trisecante a C, existe un terceiro punto entre os yo, ...,y de wfl(a),
tal que estd na recta Tyy. Suponse que y9 é tal punto. Nese caso ys ¢ | = T,(C), pois do contrario,
| = Tyr = Tyz mais y1 ¢ 1. Asi, polo Lema ([2.2)), Tyz é non estacionaria en x e yo. Esta propiedade

contradird o feito de ser trisecante.

Ante todo, Ty1y2 C (a,l) e, ademais, o nimero de puntos de {«, ) N C proporciona o grao da
curva C. Por continuidade, ao mover infinitesimalmente Zy1yz, mantendo y; fixo, a recta segue
a ser trisecante. E dicir, existe {z,} — 0 tal que ¢(z,) — = e a recta ¢(2,)y1, mantense trise-
cante; contén un terceiro punto y5 € C tal que {y4} — y2. Considérase o plano (¢(zy),z,y1),

que contén a xyy, logo contén tamén a ys.

Cando {z,} — 0, ¢(2n,) — x € li_r}r(l)(gb(zn),a?,yl) = (T(C),y1), mais ya € (P(2zn), x,y1) €
yy € (P(zn), x, y1), asi pois, (T(C),y1) contén ao limite de secantes yoyh logo tamén 4 tanxente
Ty,(C). Do anterior chégase a que T, (C) e Ty, (C) estan nun plano, e polo tanto que o par (z,y2)

define unha bisecante estacionaria, en contradicién co obtido anteriomente. O

» Conclusion: BUTUA C C x C é un pechado e acadbase de atopar un par (z,y;) € C xC
que define unha bisecante non estacionaria e non trisecante onde tal propiedade é aberta. Asi,
dim(BUT) < 2. Como dim(A) =1, entoén tamén dim(SUT UA) < 2 (< 1). Deste xeito:

IN(P x (BUTUA)) ten dimension < 3(< 2)
e a sta imaxe en P2 ten dimensiéon menor igual que dous. En consecuencia,
3z e PP\ m(IN (PP x (BUTUA))),

o que quere dicir que existe z de forma que, ou ben non estad na variedade secante ou, se o esté,
non estd no lugar xeométrico das tanxentes a C, as bisecantes estacionarias e as trisecantes. Pro-
xectando dende z, dentro das rectas proxectantes,tense ao sumo un ntimero finito de bisecantes
pois, unha curva irreducible ten un ndimero finito de singularidades. Neste caso pasariase dunha
curva lisa a unha curva con singularidades, mais singularidades que son nodos ordinarios xa que
as rectas proxectantes bisecantes son non estacionarias e non trisecantes.A raiz disto, xéranse

singularidades de orde dous con tanxentes distintas.
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» Resumo: Partindo dunha curva lisa e irreducible contida en P", esta pode ser proxectada
isomorficamente a P3, obtendo unha curva irreducible e tamén lisa. Isto mesmo non pode ser
obtido para a proxeccién ao plano. Neste ltimo caso, non se pode garantir que tal curva proxec-
tada birracionalmente a P2, sexa lisa. Si que sera posible obter un modelo birracional da curva,

sendo este unha curva irreducible onde as singularidades son nodos ordinarios.

2.2. Proxecciéon dunha curva de P* a P!

Nesta seccion buscarase unha boa proxeccion dunha curva C C P” a unha recta P!. Para iso
partese, utilizando a seccién anterior, dunha curva plana, C C P?, que unicamente posee nodos
como singularidades e que é un modelo birracional de C. Comezarase con algunha que outra

notacién e resultado previo que permitird obter o que se quere.

Se @ € C é un punto singular, denotarase por E¢ ¢ o cono tanxente formado polas distintas
tanxentes principais a C no punto ). Sobreenténdese que cando @) € C é un punto liso, o cono

tanxente coincide coa recta tanxente: Ef, » = T(C).

Claramente, se Flex(C) denota o conxunto de puntos de inflexiéon e Sing(C) o conxunto das

singularidades da curva C,

Z= U CUE; . CP?
z€Flex(C)USing(C)
¢ un pechado propio, co cal un punto O ¢ Z ¢é un punto xenérico no sentido de que varia
nun aberto. Estudarase como é unha proxeccién dende o punto O sobre unha recta P! que non
pasa por O. Cada recta pasando por O, corta & curva C en d = deg(C) puntos contados con
multiplicidade. Como O non se atopa en recta tanxente algunha a un punto de inflexién, de
ser tanxente a C nun punto @, a multiplicidade de interseccién de dita recta tanxente con C é

exactamente dous.

Por outra banda, se a recta pasando por O pasa por un punto singular ordinario de orde
de multiplicidade s, dita recta, non sendo unha tanxente principal, corta con multiplicidade
exactamente s. De ser tal recta proxectante unha tanxente principal, dita multipliciade serd s+1
se o punto é singular ordinario. No caso de ser o punto non ordinario, esta multiplicidade sera
maior estrita que s + 1. En todo caso, tal e como se escolleu o punto O de proxeccion e tendo C
unicamente nodos ordinarios como singularidades, a multiplicidade de interseccién é exactamente
dous, o que quere dicir que a recta corta de forma transversal a cada unha das ramas pasando

polo punto.

En calquera proxeccion mp: C — P! da curva C sobre unha recta que non pasa polo punto

O, para cada P € C, a recta OP = Onp(P) corta a C nun total de d puntos contados con
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multiplicidade. Claramente, tales puntos son todos distintos cando a recta OP non é tanxente
a C en punto liso algn, nin é unha tanxente principal por un punto singular. Un pode pensar
que a contribucién no conxunto OPNC é a contribucién como subconxunto alxébrico de C, mais
en relacién & proxeccién, cambia. Isto débese a que os puntos de tanxencia lisos en C das rectas
pasando por O e os puntos singulares, son conxuntos alxébricos que pertencen a C e a polar de

C con respecto a O.

Proposicion 2.6. Dada unha curva plana C de grao d e ecuacion F(xg,x1,22) =0, e dado un
punto O = (ap: aq : ag) ¢ C, entén CN Polar(O,C) =X U Sing(C) onde,

L ={Q €eC :Q liso e OQ ¢ tanzente a C en Q}.

Proba. A ecuacion da Polar(O,C) é Oéong; +oz1§7F1 —l—ag% = 0. Polo tanto, os puntos singulares
de C estan na polar pois cumpren a sta ecuacion: un punto singular verifica que % =0,Vi =
0,1,2. Queda, demostrar que un punto liso @) € C pertence a polar precisamente se Q € Tp(C)

(ou o que é o mesmo, se @ € ). Agora ben, Q) € Polar(O,C) cando verifica a ecuacion:

oF oF oF

el - - =0 2.1
050 (@) + a1 . (Q) + a2 . (@) (2.1)
Notese que por ser @) liso, a ecuacién da recta tanxente a C no punto @), sera:
OF oF oF
_ - — =0
zo D0 (Q) + a1 92 (Q) + x2 i (Q)
e por (2.1) tense que (g : g : ae) = O pertence & tanxente pois verifica a sia ecuacion. O

Nesta situacion, escollese O = (0:0: 1) ¢ Z de forma que a polar ten ecuacion:

OF OF OF OF
=0— 40—+ 1-— = =_— =
Polar(O,C) 08x0 + 08501 + . 0 < Polar(0,C) D5 0

Claramente, se C esta definida por F'(xg, x1,x2) = 0 de grao d, a ecuacion que define a Polar(O,C),

371“; = 0 ten grao d — 1 e debido ao teorema de Bezout,

d(d — 1) = deg(C N Polar(0,C)) = > mq(C, Polar(0,C))
Qey

onde v = {Puntos dobres de C} U X. Estudase agora a contribucién dos nodos ordinarios e
dos puntos de ramificaciéon da proxecciéon co teorema de Bezout. O resultado que aparece a

continuacion e as ideas para a proba, estan sacadas do libro de Munford,[DMT76].

Teorema 2.7. Na situacion descrita con anterioridade, verificase:

1. ¥ coincide cos puntos lisos de ramificacion para mo: C — PL.

2. Se Q € C é un nodo ordinario, mg(C, Polar(O,C)) = 2.
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3. Se P € C é un punto liso de ramificacion para mp, entén mp(C, Polar(O,C)) = 1.

4. Sendo v o nimero de nodos en C e B o nimero de puntos de ramificacidn de mo, enton:

dd—1)=p8+2v

Proba. Como O = (0 : 0 : 1), se proxecta sobre a recta x9 = 0. Nesta recta, as coordenadas

homoxéneas son (zg, z1).

z2

Considérase a carta afin 21 # 0, ¢ dicir, traballarase no plano afin A2  onde u = % e v = 22,
) 1 1

de modo que localmente a proxecciéon mp é a proxeccién do plano A?w na recta Al (v =0). Isto
é, estase a considerar a proxeccién ortogonal sobre a recta v = 0, que é a proxecciéon paralela &

direccion (0: 0: 1) que se corresponde co punto do infinito O = (0:0: 1).

/_i_/

v=0

u=0

Figura 2.2: Proxeccién ortogonal sobre a recta v = 0.

Prébase [1]: Sexa C unha curva dada pola ecuacion F(zg,z1,22) = 0. Na carta coordenada

A2 | a ecuacion afin serd,
’

d
<1) - F(xg,z1,22) = F <xo,1,x2> = f(u,1,v) = f(u,v) =0

x1 I I

e a polar respecto do punto O = (0 : 0 : 1), que proxectivamente se corresponde coa curva de

grao d — 1 dada pola ecuacién g—F = 0, ten por restricién afin a curva dada por
T2

d—1
<1> '8—F(1‘0,1‘1,x2): oF (mo 1 m)—af(u,v):O

1 014 Oxg \x1’ 'z ) Ov

Identiffcase o pechado C N Polar(O,C) en A2 . Sexa R € CNAZ  entéon R = (a : 1:b) e

U,V

verificase que:

» No caso de que %(R) # 0, equivalentemente, R € C é un punto liso. Realizando un cambio

de coordenadas, de modo que R = (0:1:0), a sia ecuacion sera:

- %(R)u + g(R)v + {Termos en (u,v) de grao > 2}

Flu,v) o



36 2. Proxecciéon dunha curva a P3, P? e P!

En particular, a recta tanxente Tr(C) ten ecuacion vectorial, g—i(R)u + %(R)v = 0 e, como
%(R) # 0, isto implica que un vector director da recta ten coordenadas (%(R), —%(R)). Dito

doutro modo, a pendente da recta tanxente a R é:

of . of v SR
ou ) =5, = = Jor gy

Como %(R) # 0, esta pendente estard sempre definida, é dicir, a recta tanxente nunca sera

paralela ao eixo de ecuacién u = 0. Polo tanto, mediante a proxeccion sobre o eixo Al dita recta

proxéctase sobre toda a recta AL (v =0).

u=0

Figura 2.3: Ilustracién de como a recta tanxente se proxecta sobre todo v = 0.

» No caso de que %(R) =0, enton:

i. ou ben %(R) =0, e en tal caso R seré un punto singular,

ii. ou ben %(R) # 0 e R serd un punto liso onde a stia recta tanxente sera:
0 0 0
—f(R)u + —f(R)v =0« —f(R)u =0 <= u=
ou ov ou %{(R)#O

Asi, a recta proxectante polo punto R coincide coa tanxente que se proxecta nun punto de Al:

"N

¥

v=0

u=0

Figura 2.4: A recta tanxente coincide coa recta proxectante.
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O anterior demostra o apartado [1| do teorema e, en particular, que os puntos lisos comuns a

C e & curva polar dende O son os puntos de ramificacién da proxeccién.

Probase @ Supoénase que R € C é un nodo e témanse coordenadas de forma que R = (0 :
1:0)=(0,0) € A?w. Existen duas rectas tanxentes distintas a C polo punto R e pola escolla
de O, ningunha delas coincide coa recta proxectante OR. Podese escribir a ecuacién da curva

localmente nunha vecinanza de R como
f(u,v) = (au + bv)(cu + dv) + {Termos en (u,v) de grao > 3}

onde b # 0 e d # 0, xa que as rectas tanxentes non son paralelas & direccién de proxeccion v = 0

e ad — bc # 0 pois as rectas son distintas. Tense asi que

f(u,v) = acu®+(ad+be)uv+bdv? +-- = g—i = (ad+bc)u+2bdv+{Termos en (u,v) de grao > 2}

A curva polar no punto R vén dada pola ecuaciéon % = 0 logo, a sta recta tanxente sera
(ad + be)u + 2bdv = 0

A pendente da recta tanxente seré:

2bd

ad + be —% pendente da recta tanxente au + bv = 0.
— < pendente da recta tanxente cu + dv = 0.

En efecto,

_ad+bc . _a
= Se — %5 = b‘b?é:()*
<

ad + bc = 2ad <= ad — bec = 0, Contradicion!

_ad+bc _ ¢
= Se — 457 = —3d 0

ad + bc = 2bc <= ad — bc = 0, Contradicion!

O que mostra que C e a Polar(O,C) non tefien tanxentes comins, e pola desigualdade funda-

mental (Proposicion (0.32)):
mpg(C, Polar(O,C)) = mg(C) - mgr(Polar(0,C)) =2-1=2

Xeometricamente, a recta Tr(Polar(O,C)) é transversal en R con cada unha das tanxentes

principais e a multiplicidade de interseccién sera dous. Isto conclie a demostracion de

Probase [3.: Para demostrar este apartado, utilizase o visto na demostracion do apartado
Sexa R € C un punto liso de ramificacién para mo. En tal caso, R € C serd un punto liso onde
a recta proxectante OR coincidiré con Tr(C), que ten de ecuacion u = 0. Témanse coordenadas
locais de forma que R = (0 : 1:0). A ecuacién de C N A}, nunha vecifianza de R = (0,0) ¢

agora,
f(u,v) = au + bu? + cuv + dv? + {Termos en (u,v) de grao > 3}
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onde a # 0, pois u = 0 é a recta tanxente. Agora utilizase que, pola eleccion de O = (0:0: 1), R
non ¢ un punto de inflexion, co cal mg(C,Tr(C)) = 2, o que significara que ao resolver o sistema

de ecuacions {f(u,v) = 0,v = 0}, a solucion sera o punto R con multiplicidade igual a dous.

{f(“’”) =0 L —0ed£0

u = 0
Tendo isto en conta, calcularase a ecuacién da polar:

% = cu + 2dv + {Termos en (u,v) de grao > 2}

Asi, a recta tanxente a Polar(O,C) no punto R serd cu + 2dv = 0 onde d # 0, mentres que a
recta tanxente a C no punto R é v = 0. En consecuencia, ambas curvas non comparten rectas

tanxentes no punto R e, novamente, pola desigualdade fundamental (Proposicién|0.32]):
mpg(C, Polar(O,C)) = mg(C) - mgr(Polar(0,C)) =1-1=1

onde a ultima igualdade se obtén debido a que, ao ser R liso para C, entén tamén o serd para a
polar. Logo mg(C) = mg(Polar(O,C)) = 1.

Probase [§).: Este apartado é consecuencia da directa aplicacion do teorema de Bezout. Por
unha banda o soporte de C N Polar(O,C) son as singularidades e os puntos de tanxencia das
tanxentes pasando por O, é dicir, os nodos e os puntos de ramificaciéon de mp. Os nodos con-
tribiien ao conxunto interseccién con multiplicidade dous e os puntos de ramificacién fano con
multiplicidade igual a un. Por tanto, se v representa o nimero de nodos e 8 0 numero de puntos

de ramificacion, obtense que d(d — 1) = 8 + 2v, sen mais que aplicar o teorema de Bezout:

deg(C) - deg(Polar(O,C)) = ZmQ(C,Polar((’),C))
ey
0

» Resumo: Ao proxectar unha curva plana, C C P2, con unicamente nodos como singu-
laridades dende un punto O € P2\ Z sobre unha recta P! que non pasa por O, resultara que
as rectas proxectantes que pasan por un nodo cortardn en d — 2 puntos mais, distintos e lisos.
Aos puntos de ramificacién da proxecciéon ocorreralles o mesmo. O punto de ramificaciéon, é un
punto de tanxencia da recta proxectante, logo esta corta & curva en dito punto con multiplicidade
dous e noutros d — 2 puntos lisos distintos con multiplicidade un. Finalmente, se non pasa por
ningtn punto de ramificacién ou nodo, entén a recta proxectante cortara nun total de d puntos
lisos distintos. En definitiva, nos dous primeiros casos estanse a proxectar sobre un mesmo punto
un total de d — 1 puntos. Asi, a imaxe reciproca de tal punto serdn d — 1 puntos, sendo un
deles un nodo. Namentres, no altimo caso, sobre un tinico punto proxéctanse d puntos lisos e,
en consecuencia, a imaxe reciproca de tal punto serdn d puntos lisos distintos. Esta observaciéon
final, cobrard unha importancia fundamental & hora de demostrar que o xénero aritmético e o

topoléxico coinciden. Vese todo con mais detalle no terceiro e tltimo capitulo deste traballo.



Capitulo 3

Teorema de Riemann-Noether:
igualdade do xénero topoldxico e

aritmético

Este capitulo, céntrase en probar a igualdade do xénero topoldxico e do xénero aritmético
dunha curva lisa, C C P". De forma mais precisa, partese do modelo birracional de C con
unicamente nodos como singularidades, sexa C C P?, que se obtén despois de proxectar a curva

ao plano. Tal procedemento serd descrito un puco méis adiante.

Para devandita curva alxébrica plana, C C P2, buscase unha boa prozeccion a unha recta
do plano de forma que permita calcular o seu zénero aritmético de Clebsch-Noether en funcion
da proxeccion. Posteriormente, considerando a recta, P!, como unha esfera e a superficie real
asociada & curva, dito xénero aritmético coincide co xénero topoléxico da superficie. Notese que
por ser o xénero aritmético un invariante birracional, demostrando o resultado para unha curva
plana con nodos como tnicas singularidades, quedard probado para unha curva alxébrica lisa
xeral, C C P™. Antes de comezar coa proba do resultado motivase e definese o zénero aritmético
de Clebsch-Noether.

3.1. Xénero aritmético de Clebsch-Noether

Antes de falar sobre o xénero aritmético, é necesario comezar introducindo o concepto de

deficiencia dunha curva alzébrica plana. En primeiro lugar, definese e despois motivase.

Definicién 3.1. Sexa C C P? unha curva alxébrica plana de grao d con puntos singulares

39
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{Pi,..., Py} de ordes {s1, ..., s }. Chamase deficiencia de C a

Si(si — 1)

N

Def(C) = %(d— Dd-2-%

i=1

Xustificase mais adiante o motivo de considerar esa expresion, que é a xeneralizacion de
Clebsch-Noether dunha das formulas de Pliicker. As chamadas férmulas de Pliicker['] obtéfiense
de relacionar o grao dunha curva C co nimero de puntos singulares e as stas multiplicidades
e, analogamente, para a curva dual C*. Por razéns de argumentacion alxébrica, as férmulas

obténiense para a curva C con singularidades ordinarias.

»» Como aparece tal naimero? Que mide a deficiencia?
Co fin de darlle resposta a estas preguntas, considérase o exemplo das ctubicas planas e analizanse

as diferenzas entre os casos racionais e o caso non racional:

As duas curvas racionais, é dicir, a ciibica nodal e a cuspidal, tefen un punto singular que
é un nodo (singularidade con multiplicidade 2). A idea de explicitar a parametrizacion, para
estas curvas, estd en considerar o grao da curva: unha recta corta a unha ctbica en 3 puntos
contados con multiplicidade. Se é posible escoller un feixe de rectas, o cal estd parametrizado
por P!, de forma, que dous dos puntos de intersecciéon sexan fixos e un libre dependendo da recta,
entén tense unha parametrizacion. Isto ocorre coas rectas pasando polo 1inico punto singular das
ctibicas nodal e cuspidal. Para ditas rectas, dous dos tres puntos acumilanse na singularidade e

0 terceiro punto de corte varia coa recta do feixe.

S (b) Ctbica cuspidal
y2 =23, A/
(a) Cibica nodal (c) Cubica lisa
v? = a2 + a8, yr=xz(x—1)(z - N)
con A # 0, 1.

Figura 3.1: Os tres tipos de cibicas.

!Para ver todas as formulas de Pliicker, podese consultar o libro de Semple e Roth [SR49], paxina 74 e seguintes.
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Noétese que para a cibica lisa unha recta non tanxente cortard en tres puntos distintos e,
deste xeito, non se pode aplicar o argumento utilizado para buscar unha parametrizacion das
outras daas cubicas (non hai singularidade algunha). Como cabia esperar, esta curva non é
parametrizable. Unha demostracién da non racionalidade da cabica lisa pédese, ver no libro de

Miles Reid, [MR88| no capitulo 1, seccién 2. Estes exemplos mostran unha evidencia:

Teorema 3.2 (Maclaurin, Pliicker, Clebsch, Noether,). [SR49/

1. O nimero mdzimo de puntos singulares dunha curva irreducible C C P? de grao d ¢é

Sd—1)(d—2)

2. Unha curva de grao d co nimero mdzimo de puntos singulares, podese parametrizar.

3. De forma mdis precisa, se C € unha curva irreducible de grao d tendo puntos singulares de

multiplicidades s1, ..., st enton:

D si(si—1) < (d—1)(d-2)

i=1

Eristen curvas irreducibles de grao d para as que se da a igualdade. Mdis ainda, se se obtén

a igualdade, entén a curva € racional.

Demostracion. 1. O resultado é certo de forma trivial para os casos d = 1,2. Supb6nase que
d > 3. Verase que C non pode ter 3(d —1)(d —2) +1 = % puntos singulares. No caso de
ter unha curva de grao d con ese ntmero de singularidades, considéranse as curvas de grao d — 2

en P(C[zg, z1,x2]q—2) que ten dimension:

d—2+2\ ,_ d d(d—1) d?>—d—2
2 —2l(d - 2)! 2 2

Imponse a estas curvas pasar por tales puntos singulares, de modo que se ten un total de

?—-d—2 d*—-3d+4 2d—6

2 2 2

d—3

puntos libres. Faise que tales curvas pasen por d — 3 puntos mais que necesariamente seran
lisos. Deste modo obtense unha Gnica curva de grao d — 2, D, pasando polas singularidades con
multiplicidade > 2 e polos outros d — 3 puntos con multiplicidade > 1. Polo tanto en C N D

existiran, contando multiplicidade, cando menos

2
- 4
2d 3d +

5 +d—3=d(d—2)+ 1 puntos.
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Isto supén unha contradicion co teorema de Bezout que di que C ND, serd un total de d(d — 2)

puntos contados con multiplicidade.

2. Suponse que C ten exactamente 3(d — 1)(d — 2) = % puntos singulares. Usase o

mesmo argumento que antes. No sistema linear P(C[zo, 1, 2]q—2) considéranse as curvas que

2 _ g . 2_ 2 _ .
pasan por estes % puntos e a maiores outros < 2‘”2 —d ‘3‘”2 — 1 =d — 3 puntos lisos de

2_ 2_
d 2d+2 _d gd+2 _ (d—?))

C. A dimensién deste sistema linear é polo menos =1 e o nimero de

puntos de intersecciéon de C e calquera de tales curvas, D, é polo menos:

2 _
2'd 3d+2

5 +(d=3)=d*-2d—1=d(d—-2) -1

Agora, polo teorema de Bezout, a interseccion de C e D son un total de d(d — 2) puntos contados
con multiplicidade, é dicir, temos un total de d(d —2) — 1 puntos fixos e 1 punto libre. Falta ver
que tal sistema linear ten dimensiéon exactamente 1 ou, o que é o mesmo, é un feixe.Asi, C ten
unha parametrizacion definida asociando a cada curva D do feixe o punto libre de C N'D (punto

residual). Para ver que é un feixe, hai que ter en conta o seguinte lema:

Lema 3.3. Sexa A un sistema linear de curvas de dimension maior ou igual que un, entén

equivale:

1. A ¢ un feize.
2. Existe P € P? tal que hai unha tnica curva de A pasando por P.

3. Existen P,Q € P? tales que non existe en A curva algunha que pase por P e Q ao mesmo

tempo.

Demostracion. (1) = (2). Sexa P un punto que non pasa por algunha das curvas de A. As curvas
de P(C[zo, 1, x2]n) que pasan por P definen un hiperplano H, C P(C[zo, x1, z2],). Claramente,
pola eleccion de P, A ¢ Hp. Pero, por ser A unha recta (pois é un feixe) e Hp un hiperplano,

Hp N A éun punto. Deste modo, existe unha tnica curva en A pasando por P.

(2) = (3). Sexa P € P? tal que hai unha tnica curva en A pasando por P. Tomando un
punto Q ¢ C, non existe curva algunha en A que pase por P e @ xa que se D fose tal, enton

todas as do feixe [C] + [D] pasarian por P (contradiciéon coa unicidade).

(3) = (1). Demostrase =(1) = —(3). Supoénase que dim(A) > 2 ou, o que é 0 mesmo,
que A non é un feixe. Para cada par de puntos P,Q en P? considéranse os hiperplanos Hg e
Hp, Hy N Hp ten codimensién 2 e a sta interseccién con A ten dimensiéon cando menos cero:

ANHgNHp # () e existe unha curva pasando por ambos puntos.
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Con este lema concliese a demostracion: tense que existe unha curva D, pasando por d(d —
2) — 1 puntos de C. Sexan P, @) dous puntos a maiores en C. Unha curva, D, que pase a maiores
por eses dous puntos interseca a C nun total de d(d — 2) + 1 puntos contados con multiplicidade

(contradicindo o teorema de Bezout). Aplicando agora o lema, o sistema serd un feixe.

3. Se P; € C ¢ un punto singular de orde s;, por definicion, P; € Polar(P,C) é un punto
singular de orde s; — 1. Asi, polo teorema de Bezout ( Teorema[0.34)) e a desigualdade fundamental
(Proposicion (0.32)), sendo { P, ..., P;} singularidades de C con ordes {si, ..., s}, verificase:

M&

deg(C N Polar(P,C)) =d(d—1) > > mp,/(C, Polar(P,C))

=1

mp,(C) - mp,(Polar(P,C))

A\
M-

=1

E dicir,

~+

- Zsi(sl —

=1

Facendo algiin que outro célculo e tendo en conta que d > 2, logo d —1 > 0, obtense o seguinte :

t
— Y lsi(si—1)>0 = A 2251(& )+d—1>d—1>0
=1

t
= d(d 1)+2d 2 Z%Sl( ) > O
i=1
E asf chégase 4 seguinte desigualdade:
t
d—1)(d+2 1
CEEE I SR o

i=1

%: Considérese o sistema linear P(C[xg, 21, 22]4—1) de curvas de grao

d — 1. Tal sistema ten dimensién (”‘3”)—1 = W.

Analizase o termo

Imponer a unha curva que pase por un punto singular de orde s; — 1 é impor que todas as
parciais de orde estritamente inferior a s; — 1 se anulen. Para visualizar o nimero de condiciéns
lineais que se imponen ao pedir que se anulen todas as parciais de orde igual ou inferior a
s;i —2 en P para o polinomio F(z,z1,x2), faise un cambio de coordenadas proxectivas para que

P =(0:0:1). Deste modo, pédese escribir o polinomio como segue:

d

F(xg,w1,m9) = Y Fy(wo,x1)75 "
=0

oF

sendo F;(2o, 1) homoxéneo de grao i. De feito Fi(zo,z1) = (5,5

zo + 833 E21)" e utilizando a
férmula de Euler:
OF OF OF

d-F = — - -
(x0, 21, x2) 8w0x0+ axlwl + 8x2x2
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estd claro que a nulidade das parciais de orde dado menor ou igual que r é equivalente 4 nulidade
dos Fy(zg, 1), xa que F(FP;) = 0. Asi pois, neste caso, ditas nulidades son en total o numero
de coeficientes dos Fj(xg,x1) para i < s; — 2. Agora ben, sendo F;(zg,z1) homoxéneo de grao i,

tales coeficientes son:

1 1 Fo(wo, 1)
+2 ng;(P) %(P) Fi(zo,21)
+3 (3271(2?(]3) aa?janl (P) %27?(13) Fy(zo,21)

s — 1 38;1;2_1;(13) ?)Z;Q‘E(P) Fy,_1(z0,21)
e a suma serd exactamente 1 +2 4 -4+ s, — 1 = w Deste modo, o sistema linear > de
curvas de grao d — 1 pasando polas singularidades {P}, ..., P;} de orde de singularidade s; — 1,

ten dimensién
t

: (d—1)(d+2) 1 o
dim(X) > s 5 ;sz(sz 1) " 0
—_——

dim(X) sen restricions T
restricions

Ademais polo apartado [2]do teorema, sabese que certamente existe tal curva, polo que se da

a igualdade en determinadas curvas e, por (3.1)), tense que a dimension é positiva.

Polo tanto, existe unha curva de grao d — 1 pasando polo P; con multiplicidade s; — 1. Dado

¢

7@[71)2(6”2) > %si(si — 1) puntos
i=1

simples, que se denotarédn por (), arbitrariamente escollidos na curva de partida C. Sexa entén

que se ten a desigualdade, existirda unha tal curva pasando por

C’ tal curva pasando polos {Pi, ..., P} e os {Q;}. Notese que tales puntos estan na interseccion

de C e C' e, polo teorema de Bezout e novamente a desigualdade fundamental ( Proposicion [0.32)):

AV
M-

s
Il
A

d(d —1) mﬂwﬂq+zw@4aa)

M 2251( =1

—1)(d+2)
2

v
=

)
&
—~

|

—

~—

N
Il
i

I
N[
07~
N
—~
»
S
|
—_
N~—
_|_
—
U

@
Il
—_

)

t
Logo d(d —1) — % > 23 si(si— 1) e como d(d — 1) — (d_l)Q(d+2) = (d_l)Q(d_2) enton
i=1

(d_1>2(d_2) > ;ZSZ(SZ -1)= Zsi(si —-1)

IN

(d—1)(d - 2) (3.2)

Para a proba da parte final do apartado , fixase d e considérase en A2 y & curva de ecuacion

y? + 2771 =0, e deste modo:
i

@(yd +al™) =d(d— 1)~ (d - i)y"
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i

(yd + xdfl) = (d — ]_)(d — 2) (n —i— 1)xd7i71

oxt
. , . . ot _ ot _
Asi, o punto (0,0), é un punto smgular.de orde d — 1, pois 7 (y? + 291 = = (y¢+ 2?4 1) =0
para i < d — 1 mais, para i =d — 1, 6‘9;; (y?+ 29 =(d—-1)!#0. Acurvay? ! +272=0¢

polar de y¢ + 241 = 0 con respecto do punto P = (% : ﬁ :0) xa que

1 0 a4, a1 L0, 4, a1 9 4, d1 d-1 ,  d-2
.= . 0- —
PR AR e ay(y +T) +0- o (Y H2T) =y
Polo mesmo argumento, esta curva polar de grao d — 1 ten ao (0,0) como punto singular de orde

d — 2. En consecuencia (0,0) ¢ a tnica singularidade da curva de ecuaciéon y? + z4=1.

En definitiva, para todo d > 0, as curvas de ecuacion y¢ + 291 = 0 verifican a igualdade en
¢
(3.2)), pois ten unha tinica singularidade de orde d — 1, logo > s;(s; — 1) = (d — 1)(d — 2).
¢

Falta ver que cando se da a igualdade ) s;(s; — 1) = (d — 1)(d — 2) ent6n a curva é racional.

Recordese que xa se ten argumentado que imponer a unha curva pasar por unha singularidade

i(si—1)
2

de orde s;, equivale a establecer un total de 2 ecuacions lineais.

Considérese enton que {Py, ..., P} son os puntos singulares dunha curva C tales que as con-
diciéns a imponer son o total, é dicir, que se d4 a igualdade

t

D si(si—1)=(d—-1)(d-2)

i=1
Considérense en P(Clxg, z1, ..., Zn]d—2) as curvas que tefien tales puntos singulares de orde s;:
t
{P1,..., P;}. Isto impo6n un total de Z%si(si — 1) condiciéns que, por hipotese, tal suma é

=1
(d—1)(d—2)
s E—

Agora ben, a dimension do sistema linear de curvas de grao n — 2 é:

d+2-2 o _d(d—1)(d —2)! 1_d2—d—2_(d+1)(d—2)
( 2 )_ TAd—2)! T 2Ad-2! 2 - 2

En consecuencia, existen curvas de grao d — 2 tendo ditos puntos singulares e a dimensién do

sistema linear é maior ou igual a:

(D=2 @=DW=2) _, 5_; 3,44
2 2

-
dimension total restricions

Polo tanto, ainda é posible imponer que tales curvas pasen por d — 3 puntos lisos mais. Obtense
as{ un sistema linear de dimensién maior ou igual que un, que pasa por un lugar de puntos fixos

de multiplicidade

t
D si(si—1)+d—3=(d-1)(d—2)+d—3=d*—2d—1=d(d—2)—1
=1
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onde o primeiro sumando é a contribucién das singularidades. Polo teorema de Bezout, a inter-
seccion da curva de partida e as curvas de grao d — 2 son un total de d(d — 2) puntos contados
con multiplicidade. Asi, tense un punto libre a maiores. Se o sistema linear é un feixe, ent6n
tense unha correspondencia 1-1 entre as curvas do feixe e os puntos da curva C que proporciona
a parametrizacién. Prébase entén que o sistema de ditas curvas pasando polos puntos singulares
e d — 3 puntos lisos mais é un feixe, é dicir, ten dimensién un. En efecto, de ter dimensién maior
ou igual a dous, enton para calquera par de puntos P, Q en C, existird unha curva D de grao
d — 2 no sistema linear pasando por tales puntos. Entéon D, que é unha curva de grao d — 2,
corta & curva C (de grao d) nun total de d(d —2) — 1+ 2 = d(d — 2) + 1 puntos contados con

multiplicidade, en contradicién co teorema de Bezout.

O

Como consecuencia do apartado do teorema anterior, tense que se C C P? ¢ unha curva

plana con un total de ¢ puntos singulares de ordes si, ..., s; € se ademais

D si(si—1)=(d—1)(d—2),
i=1

entén C é unha curva racional. Reescribese a tltima igualdade:

thsi(si —D=Wd-1)d-2) & Zt:%si(si —1)=1(d-1)(d—2)

i=1 i=1
t
& 2(d-1)(d-2) - Z:lési(sl —1)=0< Def(C) =0
1=
Chégase asi ao seguinte teorema;:
Teorema 3.4. Se unha curva de grao d, C, con singularidades {Py, ..., P,} e ordes {s1,...,s}

ten deficiencia nula, entén C e racional, é dicir, C pddese parametrizar.

Polo tanto, a deficiencia semella medir o que lle falta a unha curva C para ser racional.
Notese que poderia ocorrer que unha curva con deficiencia positiva, fose racional. Isto débese a
que a deficiencia non é un invariante birracional polo que, aplicando transformacions birracionais
4 curva de deficiencia positiva, pédese chegar a un modelo con deficiencia nula, logo racional.
En consecuencia a curva orixinal seria parametrizable. Chegados a este punto, xorde de forma

natural a seguinte pregunta:

» Baixo que condiciéns se pode afirmar que se C é unha curva racional, entén a

sta deficiencia é nula?

Como resposta a esta pregunta, o xénero aritmético xogaré un papel funtamental. Antes de

velo serd nacesario introducir algunha definicién e resultado.
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Definicion 3.5. Unha transformacion cuadrdtica do plano, é unha aplicacion racional definida
por un sistema linear 2-dimensional de cénicas. En concreto, farase uso das chamadas transfor-
macions cuadrdticas elementais ou estdndar. O grupo xerado por estas transformacions cofiécese
como o grupo das transformacions de Cremona, Bir(P?). Unha tal transformacién estd definida
do seguinte xeito:
¢: P(wo:miiwe) — P?(yo:yn:ye)
(xo:xy:x2) —> (T172: T0T2 @ TOX1)

Polo tanto ¢ deixa de estar definida onde ¢(P) = 0 ¢ P2, ¢ dicir, nos puntos fundamentais:
Ph=(1:0:0,P=(0:1:0), P, =(0:0:1). Tales puntos xeran un tridngulo chamado

tridngulo referencial. Habitualmente, denotaranse por a, b e ¢ os lados do tridngulo.

Nas rectas do triangulo referencial tense: para a recta zo = 0, os puntos (0 : A : u) con
A, v # 0, mediante a transformacion cuadratica elemental, son enviados en (Ap:0:0) = (1:0:
0) = Py. Analogamente, a recta x; = 0 proxéctase en Pj e a recta x2 en P5. En resumo, cada

recta contraese no vértice oposto.
Foéra do tridangulo referencial, é dicir, onde zgz122 # 0:

[ @
(zo: 21 :x2) — (w129 @ TOT2 : ToT1) — ($3331:132 : :on%z:g : :onlz:%)

. 1
Agora ben, xgrize # 0, en consecuencia Toi1Ts # 0, logo

1
ToT1T2

(:E%l‘ll‘g : ,f[]l'%xQ : xoxlx%) = (:L‘%l‘ll‘g : LEU.CL'%I’Q : :L‘Umlxg) = (zg : o1 : T2)

Acébase de ver que no aberto U = {(zg : z1 : 22) € P? : 2gz129 # 0}, ¢ & inversa de si mesma:
¢ = ¢~ 1. Este feito permite dar unha interpretacion & indeterminaciéon dos puntos fundamentais.
Pédese dicir que Py, P e P> explotan mediante ¢ nas rectas que son os lados opostos do tridangulo

referencial.

Considérese o punto fundamental Py = (1:0:0) e sexa C unha curva irreducible de grao n,

pasando por P, con recta tanxenta axi + bz = 0. A ecuacion de C serd da forma:
F(z0,21,22) = 27 Haxy + bag) + 20 2pa(z1, 22) + - =0

onde @o(x1,z2) ¢ homoxéneo de grao dous. Aplicase a transformacion cuadratica xg = y1yo,

T1 = YoY2, T2 = Yoy1 € asi a transformada total de C ten ecuacion:
F(yry2,oy2,yoy1) = (y1y2)™  (ayoyz + byoyr) + (y1y2)" @2 (yoy2, yoyr) + -
= yo(y1y2)" Hayz +by1) + y5 (n1y2)" 2p2(y2, y1) + - =0
Esta curva transformada ten unha componente que se corresponde coa recta yg = 0 e unha

componente residual que se denomina transformada propia ou estrita de C e vén dada pola

ecuacion:

O(C —{Po}) = (y1y2)" ™ (ay2 + byr) + yo(y192)" pa(ya, y1) + - =0
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Se agora se considera P € C", un punto singular de orde s, sempre é posible escoller un
triangulo referencial de forma que P = Py e que as rectas PyP; e PyP; corten a C en puntos
distintos e lisos, sen ter en conta a Py. Ademais, pedirase tamén que as rectas PyP; e PyPs,
non sexan tanxentes principais ao punto Py. Serd posible escoller tamén, P; P, de forma que a
curva de partida, C™, non pase por P; nin por P». Deste xeito, a transformada estrita, obtida
pola transformacién cuadratica definida polas cénicas pasando por Py, P; e P, ten un punto
multiple ordinario en Py de multiplicidade n, puntos multiples de orde n — s en P, e Py e s
puntos simples en P, P. E dicir, tres novos puntos multiples, mais ordinarios. Mediante este

procedemento, obtense o seguinte resultado:

Teorema 3.6 (Teorema de Noether). Toda curva irreducible plana, C C P?, de grao n e con
puntos singulares (en zeral non ordinarios) admite un modelo birracional que € a transformada
estrita sucesiva de C™ por transformacions cuadrdticas estdndar que posee unicamente puntos

singulares ordinarios como singularidades.

Proba. Sexa C C P? unha curva plana de grao n e P € C un punto singular de orde s, non nece-
sariamente ordinario. Dendtanse por {Q;}, os restantes puntos singulares con ordes ¢;. Aplicase

unha transformacién cuadratica estandar de xeito que:

1. P = Py é punto fundamental.

2. Escoéllense como a e b daas rectas pasando por Py tales que ningunha delas é tanxente
principal no cono tanxente a C en P e tampouco une P con calquera outro punto singular
Qj de C. Asi, a e b cortan & curva nun total de n — s puntos lisos distintos. Escéllese unha
terceira recta ¢ de xeito que corte a C en n puntos lisos distintos que non estan sobre as
rectas a e b. Ademais aNc=: P, e bNc=: P,. En particular, P, e P, non son puntos da

curva.

3. Respecto do tridngulo referencial de vértices Py, P; e P»; sendo a = PyP, b = PyP
e ¢ = P P,, considérase a transformacioén cuadrética definida polas conicas pasando por

Py, P1 e P,. Sexa C* a transformada estrita por dita transformacién cuadratica.
Entoén, verificase o seguinte:

1. Por ser Py un punto singular de orde s, C ten por ecuacion

n—s—1

F(x07x17x2) = xg_s()os(xl’.xQ) + :BO (ps+1(x17$2) + vee — 0

logo a sta transformada estrita, C*, sera:

)n—s

C* = (y192)" *0s(y2, y1) + vo(y1y2)™ ¥ L psi1(ya, y1) + - =0

En consecuencia, C* € unha curva de grao n’ = 2n — s.
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2. Como os puntos singulares Q; # P de C non se atopan sobre as rectas fundamentais do

tridngulo referencial, aplicanse isomorficamente en puntos singulares Q; da transformada

estrita C* con igual orde de singularidade e, de feito, co mesmo cono tanxente en @); e Q;-.

h

h .
. Sexa @s(z1,x2) = [[(Bha1 — Bix2)®, onde > s; = s, a ecuacion do cono tanxente a C en

1= =1
Py. A transformada estrita corta ao eixo excepcional yg = 0 nos puntos correspontentes

a Biys — Biy; = 0 con multiplicidade s;. Isto significa que no punto (8%, %), a recta de
ecuacion yo = 0 corta & transformada estrita con multiplicidade s;. Agora ben, en tal punto
pode haber para a transformada estrita un punto singular de orde s;, e nese caso yp = 0
serd unha recta pasando de forma transversal polo punto; mais tamén pode ocorrer que o
punto singular sexa de orde s < s;, e neste caso a recta yp = 0 serd tanxente principal

pasando por Py con multiplicidade s} + 1. En calquera caso:

h h

%
g s; < g 8; = s.
i=1 i=1

E dicir, a orde de singularidade de P,, repartese en puntos singulares da transformada
estrita, {T1,...,T),} de ordes {s],...,s;} . Algin dos T; pode ser ordinario ou non, mesmo

liso tendo & recta yg = 0 como recta tanxente.

En relacién comparativa con C, a transformada estrita C* posee 3 novos puntos multiples
ordinarios, logo con tanxentes principais distintas nos novos puntos fundamentais P}, P| e
P} do novo sistema de referencia: Pj de orde n, pois en ¢ hai n puntos distintos; P| e Py de

ordes n — s pois as rectas a e b contenen n — s puntos lisos que se contraen en tales puntos.

De forma explicita, calctilanse as deficiencias de C e de C*:

No caso de C*, tense:

Ast:

Dese) = "2 Yoo 1) - 2 Y aitay - 1) (3.9

P singular de orde n.

P| e Pj singulares de orde n — s.

h
Q} e {T1,..., Ty} singulares de ordes ¢;j e {s},...,sp} t.q. > s; <.
i=1

)

Def(C*) _ (n/,l)Z(n/,2) _ (n71)2(n72) _ %(8(8 o 1))

h
—plr=lmenl) 15 gi(gs — 1) — § 3087 (5] — 1)
j .

1

(2

Tendo en conta que n’ = 2n — s e a igualdade (3.3), chégase a que:

h

Def(C?) = Def(€) — 53 si(si — 1),

i=1
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E dicir, Def(C*) < Def(C). Mais concretamente, Def(C*) < Def(C), precisamente se existe
ie{l,..,h} tal que s; > 2 e Def(C*) = Def(C) seesdses;=1Vie{l,..,h}.

Deste modo, mediante o proceso descrito de aplicar transformaciéns cuadraticas e como a

deficiencia é non negativa, nun niimero finito de pasos a descomposiciéon de P en puntos 11, ..., T
serd tal que s; = 1 Vi € {1,..., h}. En conclusion, P produce puntos lisos na transformada estrita
C*, logo C* ten ao sumo puntos singulares ordinarios. O

Corolario 3.7. Toda curvae alzébrica ten un modelo birracional plano unicamente formado por
singularidades ordinarias. Supdnase que tal modelo é C. Entén C estard formado por { Py, ... Py}
singularidades ordinarias de ordes {s1,... sy }. Aplicando transformacions cuadrdticas nos P; ob-

tense unha serie transformadas estritas CY, ... ,C} tales que Def(Cy) = -+ = Def(Cy).

A deficiencia do corolario anterior, € o que se cofiece como zénero aritmético da curva:

Definicion 3.8 (Xénero aritmético). Sexa C C P? unha curva alxébrica plana de grao d con
singularidades ordinarias { Py, ... Py} de ordes {si, ... sy }. Denominase xénero aritmético de C ao

namero:

si(si — 1)

DO |

pal€) = (A= 1)(d~2) =Y

=1

Como en xeral a deficiencia dunha curva é maior igual que a deficiencia do seu modelo birra-
cional resultado da aplicacién dunha transformacién cuadratica estandar, co corolario anterior,
implicitamente estase a dicir que o xénero aritmético coincide coa deficiencia minima dunha cur-
va (realizar mais transformacions cuadraticas estandar polo método de Noether non baixa mais
o valor da deficiencia obtido). Neste caso, a diferenza da deficiencia, o xénero aritmético si que

é un invariante birracional. Agora, xa é posible dar resposta 4 pregunta que se facia ao comezo:
Teorema 3.9. Unha curva plana, C C P? € racional se e s6 se po(C) = 0.

Observacion 3.10. Todos os resultados sobre transformaciéns cuadréticas, deficiencia, xénero
aritmético e caracterizacién da racionalidade, feitos aqui con todo tipo de detalle, estan implicitos
no libro de Semple e Roth [SR49|, no Capitulo 2 Secciéon 3 e Capitulo 3.

3.2. Teorema de Riemann-Noether

Unha vez introducido o xénero aritmético, comézase expofiendo unha idea clave para a pro-
ba do resultado. Finalmente deméstrase; concluindo asi que ambos xéneros, o aritmético e o
topoloxico, coinciden. Denotarase por x(C) a caracteristica de Euler-Poincaré da superficie real

asociada & curva alxébrica C.
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» Idea: Se C C P? ¢ unha curva alxébrica plana, tendo unicamente nodos como singulari-
dades, existira unha boa proxecciéon a P!, 7p: C — P!, construida como no Capitulo . Sedé
o grao da curva, v o numero de nodos e, se para a proxeccién mp, 8 é o nimero de puntos de

ramificaciéon en P!, enton:

() |pul) = C=DZ2 iy [aa—1) = +2v] (i) [x(C) = 24— 5]

Considerando o modelo non singular (liso) de C, sexa C C P", e pensando na superficie real
compacta e orientable que representa, definese o xénero topoloxico de C como o do seu modelo
liso C e, coherentemente, a caracteristica de Euler de C é x(C) = x(C) = 2 — 2¢(C). Pois ben,

partindo das tres igualdades antes expostas, obtense:

d 2+21/
pa(C) = W o, dd— 1)2—2d+2—2u - prov=ad2-2
x(€)

_(2d — (P -
= 2 - 20 20 = (O)

Agora ben, x(C) = x(C) =2 —2¢(C), logo 2 — 2p,(C) = 2 — 2¢g(C) e, en consecuencia, quedaria

probado que:

Asi, a proba da igualdade dos xéneros, reducese a probar as tres igualdades (3), (i) e (44i).

A igualdade (i) é directamente a definicion de xénero aritmético, anteriormente introducida.
No caso da igualdade (i) xa foi demostrada no Capitulo[2} En concreto no apartado 4 do Teorema
Chegados a este punto, tan s6 queda probar a igualdade (#4), para o que se enuncia o seguinte

teorema.

Teorema 3.11. Seza C C P unha curva lisa que se prozecta ao plano nunha curva, C C P? de
forma que C tan s6 ten nodos como singularidades. Se C ten grao d, entén C ten tamén grao d.
Prozectase wenericamente C a P! (tal e como se describe no Capitulo @) de zeito que existen B

puntos lisos en C que son de ramificacion para a prozeccién. En tal caso
X(€)=2d -5

Proba. Considérase C ¢ P* =% C ¢ P2 29 P! e dendtanse por Qq, ..., Q, os nodos de C.

Como o0s Q1, ..., Q, son nodos (puntos dobres ordinarios), enton 7T1_1(Qi) ={Q},Q?}. Ade-

mais, existen sendas vecifianzas U! 3 Q} e U? 3 Q? tales que

m: U — m(U}) e m: U2 — m(U?)
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Figura 3.2: Tlustracién de como actia a proxeccioén 7.

son isomorfismos.

Para calquera outro punto P’ # Q; tense que P’ ¢ liso para C e 7, ' (P') = {P}. Existe un
entorno Up 3 P tal que
T Up — 71'1(Up)

é un isomorfismo.

Considérase o revestimento mo: C — P! e sexan {P], ..., Pé} os puntos de ramificacion para
7. Por ser lisos, correspoéndense biunivocamente con outros {P, ..., Pg} puntos de C tales que
m1(Pj) = P}. Sexan mo(P}) =t; € P!, como cada Pjcon j=1,..,3 ¢un punto de ramificacién

para mp, tense que (’)PJ{ ¢é tanxente a C en PJ’» e que cortard & curva noutros d — 2 puntos distintos.
Polo que 7, (t;) = {2P., P-(l), sy pld=2 e, en consecuencia, #(m, (t;)) = d—1. Se t # t; para
o\ J J o\ J

j=1,...,53, enton Wal(t) serdan d puntos distintos.

Interprétanse a continuacion P! e C como superficies reais compactas, conexas e orientables.
Calctlase a caracteristica, x(C), calculando explicitamente unha triangulaciéon en P! e levantan-

doa a C mendiante 7 := T O T : C — P!. Neste levantamento intervefien:

1. O grao d da curva C, que coincide co ntimero de imaxes reciprocas distintas dun ¢ € P! que

non é imaxe dun punto liso de ramificacion.

2. O grao d da curva que nos puntos de ramificacién de 7 aumenta cada un destes puntos en

dous confundidos.

Aplicarase isto no célculo de X(C~) en funciéon de d e . Toémase unha triangulacion en P! de

forma que os t; = T['(g(PJ/»), j=1,..., 0 estan entre os vértices da triangulacion. Supdénase que en
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P! se tefien sy vértices, s; lados e so caras definindo a triangulacién T'. Sexa V; un vértice na

triangulacion 7. Este dé lugar a #(7~(V;)) vértices na triangulacion 7—(T) de C:

1. Se V; non coincide con algun t;, j = 1,..., 3, imaxe dun punto de ramificacién, entén

7~ 1(V;) consistira exactamente en d vértices distintos.

2. Se V; = t; para algin j = 1, ..., 3, dous dos d puntos en 7~ *(V;) confiindense nun punto,

perdéndose asi un vértice.

Deste xeito, como na triangulacién T hai un total de sg vértices, en 771(7T') exitiran un total de

dsg — [ vértices.

Considérese calquera lado na triangulacién 7. Denotarase por f: A’ —s P! 4 parametrizacion
do lado. Excluindo os vértices, tense fo: Aj := Int(A’) — P!, que esta formado por puntos de
non ramificacién para 7. En consecuencia, cada lado fy proporciona un total de d lados diferentes
na triangulacion (7). Como 7: C —» P! é unha aplicacién entre variedades proxectivas, ¢
propia (conserva pechados e abertos). O feito de que 7 sexa non ramificado implica que fy induce
un total de d lados parametrizados por f': AL — P!. Os lados resultan de extender de forma
tnica fi: Int(A]) — PL i = 1,...,d. En definitiva, como en T se ten un total de s; lados,
na triangulacion 7—1(T'), hai un total de ds; lados distintos. O mesmo argumento é vilido coas
caras. Asi, 77!(T) ten un total de dsy caras. Finalmente, calciilase a caracteristica de Euler-
Poincaré como V — L + C onde V, L e C son os vértices, os lados e as caras da triangulacién,

respectivamente.
X(C) = (dSo — ﬂ) —ds; +dsy = d(SO — 81 + 82) — B
dx(P') — B = dx(S*) - B =2d - 3.
O

Observacion 3.12. Como P! e S? son homeomorfos, e a caracteristica de Euler-Poincaré é un
invariante topoléxico, entén x(P') = x(S?). Agora ben, topoloxicamente, unha esfera con g asas

(superficie orientable de xénero g), ten caracteristica de Euler-Poincaré y = 2—2g. Para a esfera,
9=0,logo x(P') = x(§%) = 2.

3.3. Xénero xeométrico dunha curva plana

Definicién 3.13. Sexa C" C P? unha curva alxébrica plana de grao n, con puntos singulares
{Pi, ..., Py}, con ordes de multiplicidade s, ..., sg. Dise que unha curva de grao m, C™, é adzunta

d curva C™, precisamente se C"™ pasa por cada punto P; con multiplicidade s; — 1.

En relacion a este concepto tense o seguinte resultado.
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Teorema 3.14 ([BKS86]). Sexa C* C P? unha curva de grao n con puntos singulares {Py, ..., Py}
de ordes de singularidade {s1, ..., si}. Sexa P(Clxg, x1,22]m) 0 sistema linear de curvas de grao

m. Imponse nunha curva zeral, C™ C P?, as condicidns de ser adzunta a C". Enton:

» C™ pasando por P; con multiplicidade s; — 1 (cando m > n — 3) para cada i = 1,... k;
son indepententes e o sistema linear de tales curvas ten dimension py — 1, onde py € o zénero
xeométrico dado por

k

1 1 1 1
pg = §m(m -3)+1- z; §si(si —-1)= Q(m —1)(m—-2)— z; 582'(81' —1).
1= 1=
Observacion 3.15. Cando C™ é unha curva de grao n con { P, ..., P;} puntos singulares ordinarios
de multiplicidades {si, ..., S}, 0 xénero aritmético de C" vén dado por

si(si — 1)

| =

pu(€) = 5= D=2~ Y

i=1

Agora ben, $(n —1)(n —2) = $(n> —3n +2) = In(n — 3) + 1 e, ademais, 3(n — 1)(n — 2) =

—1)! — P , . . . ., .
2('?71—12))' = (" §+2). O ltimo ntimero combinatorio resulta ser a dimensién do espazo vectorial
de polinomios homoxéneos de grao n — 3 e variables g, x1 e x2. O xénero aritmético, p,(C") =

s(n—1)(n—-2) - Zle 3si(si — 1) vén sendo a dimensién do espazo vectorial dos polinomios

adxuntos de grao n — 3 a unha curva de grao n con singularidades { Py, ..., Pr} e multiplicidades

{s1,..., 8K}
Noether demostrou o seguinte resultado:

Teorema 3.16 (de Noether, [MNS83]). Sezan {¢1,...,¢p} polinomios onde p = p,(C"), sendo

C" unha curva plana de grao n con singularidades ordinarias {Pi, ..., P;} de multiplicidades

{81, ., SK}:

1. Tales polinomios pddense construir mediante operacions racionais.

2. Tales polinomios describen unha base do espazo de 1-formas diferenciables holomorfas na

superficie de Riemann asociada a C".

A demostracién pode verse en Brieskorn-Kniorrer [BK86| paxinas 630-634 como o seguinte

teorema:

Teorema 3.17. Sexa C unha curva olzébrica plana irreducible de grao n con ecuacion afin
f(z,y) = 0. Escollense coordenadas de zeito que %g]; non € identicamente nula. Seza C a superficie
de Riemann asociada ao modelo non singular de C. As 1-formas diferenciables non nulas de
primeira especie (holomorfas) en C son da forma

P(z,y)dx

2]
L(@,y)
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sendo ¢(x,y) = 0 a ecuacion dunha curva adzunta a C de grao n — 3. Polo tanto, o espazo de

1-formas diferenciables de primeira especie en C ten dimension pq(C), o xénero aritmético de

Clebsch-Noether.

En definitiva, considerando para unha, curva alxébrica plana C* C P? de grao n os conceptos

de xénero seguintes:

s Xénero topoloxico, g: como o xénero topoldxico da superficie de Riemann asociada que

¢é a superficie real, conexa, compacta e orientable asociada ao modelo non singular de C.

» Xénero aritmético de Clebsch-Noether,p,(C): como o xénero aritmético dun modelo

plano con singularidades ordinarias de C. Sexa tal modelo con { Py, ..., P} puntos singulares
ordinarios de multiplicidades {si, ..., sx}, co cal:
(€)= 3ln—1)n—2) =Y gsilsi~ 1)
=-(n—-1)(n-2)— —si(s; — 1).
pa 2 2 1 (]

i=1

» Xénero zeométrico de Riemann,py(C): tratase da dimensiéon do espazo de 1-formas

diferenciables de primeira especie, asociado & superficie de Riemann C.

Ténense os seguintes teoremas que se poden ver no libro de Brieskorn e Knorrer, [BK86| no

capitulo 3, seccién 9:

Teorema 3.18 (Fundamental). Para unha curva alzébrica plana, C* C P?, de grao n verificase:

9(C) = pa(C) = py(C)

Observacion 3.19. Ainda hai unha caracterizaciéon de xénero xeométrico mais interesante que
conduce ao chamado Teorema de Riemann-Roch. Esta definicién de xénero débese a Weierstrass

e permite obter o modelo canénico non singular dunha curva alxébrica.

Teorema 3.20 (Desigualdade de Riemann). Sexa X wunha curva prozectiva non singular sobre
k
C. Sexa D un divisor en X (D = > n;P; : P, € X,n; € 7). Eziste un enteiro p tal que, para
i=1
todo divisor D en X,
dim(L(D)) > deg(D) + 1 — p.
O menor de tales p é o zénero da curva que aparece no teorema fundamental e
L(D) = {f € K(C)* tal que D + div(f) > 0} U{0}
€ o chamado espazo de Riemann-Roch asociado ao divisor D. Téndose que a proxectivizacion :

P(L(D)) =: |D| = {D' ~ D, D' > 0}

€ o sistema linear e completo de divisores efectivos asociado ao divisor D.
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A importancia de obter deste xeito a desigualdade de Riemann, leva a Noether e ao seu
discipulo Brill a distinguir dias clases de O—ciclos ou divisores nunha curva proxectiva non
singular. Por unha banda, os que satisfan a igualdade na desigualdade de Riemann. Tales divisores
dinse divisores non especiais, € aqueles onde certamente se da a desigualdade. Neste caso os
divisores chamanse especidis e o termo corrector para obter a dim(L(D)) é o chamado indice de
especialidade do divisor D. Foi identificado inicialmente por Roch. Brill e Noether deron unha
interpretacion xeométrico-proxectiva deste indice. A teoria de Brill-Noether de divisores especiais
sobre unha curva lisa C é un dos campos mais interesantes da xeometria alxébrica, e de feito

segue aberto o problema de clasificar os fibrados especiéis sobre unha curva lisa.
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