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Resumo

O obxectivo deste traballo, recollido no propio titulo, é a demostracién da existencia
de series de Fourier diverxentes. O documento estruturase en tres partes diferenciadas. A
primeira na que se realiza un achegamento & teoria bésica de series de Fourier, incluindo
definiciéns e resultados sobre converxencia das mesmas, e na que tamén se construird unha
funcién continua con serie diverxente. O segundo capitulo dedicarase ao desenvolvemento
de conceptos e propiedades propias da Analise Funcional que nos permitiran demostrar o
Principio de Limitacién Uniforme. No terceiro capitulo realizarase unha demostracién non

constructiva da existencia de ditas series.

Abstract

The objective of this essay, as indicated in the title, is to prove the existence of divergent
Fourier series. The document is structured in three differentiated parts. In the first part,
the basis of Fourier series theory is introduced, including definitions, results and their
convergence, as well as the construction of a continuous function for which the Fourier series
diverges. The second chapter is dedicated to the development of concepts and properties
of Functional Analysis that will act as proof for the Uniform Boundedness Principle. Last,

in the third chapter, a non-constructive proof for the existence of such series is performed.
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Introducion

"Os métodos de Fourier non son so un dos resultados mdis fermosos da Andlise mo-
derna, senon que pode dicirse ademais que proporcionan un instrumento indispensable no
tratamento de case todas as cuestions fundamentais da Fisica actual, por reconditas que

sexan". Lord Kelvin

O nacemento e a evolucion historica do que hoxe conecemos como analise de Fourier
constitien un fermoso exemplo de como, co traballo e a investigacion de fisicos e mate-
maticos arredor dun problema concreto, xorde unha teoria cientifica que nos proporciona
unha ferramenta moi poderosa para a resoluciéon de problemas complexos. O estudo pos-
terior das limitacions e propiedades deste elemento matematico (a serie de Fourier dunha

funcion) permitiu avanzar considerablemente no campo da anélise funcional.

O que hoxe conecemos como serie de Fourier dunha funcién nace como resultado do
traballo de varios matematicos na resolucién de dous problemas concretos: o problema da
corda vibrante e o problema de propagacion do calor. O primeiro deles tifia como obxectivo
o célculo da posiciéon de cada punto dunha corda, fixada nos seus extremos, logo de tensala
ata adoptar a forma dunha funcion inicial f(x) e soltala posteriormente. Foi D’Alembert
quen modelizou este problema como unha ecuacién en derivadas parciais de segundo orde,
demostrando ademais que a posiciéon da corda en cada momento ¢ estara completamente
determinada pola sta posicién inicial. Euler resolveu o problema dun xeito semellante,
ainda que discrepaba con D’Alembert en canto as condiciéns que deberia ter a funcién
inicial f(z). Daniel Bernouilli abordou este problema dun xeito distinto, describindo a

soluciéon como superposiciéon de ondas mais sinxelas, concretamente do tipo
un(x,t) = sen(nx) cos(nt), Vn € N,

obtendo asi unha funcién solucién que se pode representar como unha suma infinita

u(z,t) = Z an sen(nx) cos(nt).

n=1

IX



X INTRODUCION

Esta perspectiva de Bernouilli sobre o problema da corda vibrante foi importantisima
no estudo, por parte de Fourier, do problema de propagacién da calor. Este problema de-
finese partindo dunha varifia de lonxitude dada, illada lateralmente e cos seus extremos
a temperatura constante de 0° centigrados. Se a distribuciéon inicial da temperatura na

varifia vén dada pola funcion f(z), cal sera a temperatura en cada punto x nun instante
t?

Seguindo o método empregado por Bernouilli na resolucién do problema da corda vi-
brante, Fourier afirmou que, para calquera condicién inicial f, era posible atopar unha
solucién do tipo

o0
u(zx,t) = Z an exp(—n’t) sen(nz),
n=1
obtendo tamén a féormula que permitia calcular os coeficientes a,,, chamados desde entén
coeficientes de Fourier. A partir dos estudos de Fourier, a resoluciéon de moitos problemas
de natureza peridédica levaban a preguntarse se para unha funciéon dada f, definida en
[—7, 7], era posible obter un desenvolvemento do tipo

o
f(z) = % + Y (apcosnz+b,sennx) , x € [—m, 7.

n=1
As respostas a este interrogante levaron aos matemaéticos a formular cuestions sobre esta
serie, chamada serie de Fourier da funcién f. Como calcular os coeficientes a, e b,?7 En
que sentido temos a converxencia da serie anterior? (Que problemas permite resolver este

tipo de desenvolvemento? En que punto ou puntos pode darse a diverxencia desta serie?

Dirichlet foi o primeiro matematico en demostrar a converxencia da serie de Fourier
no caso de que a funciéon f tivese un conxunto finito de maximos e minimos, estando as
demostracions posteriores sobre a converxencia da serie baseadas no seu traballo. Nos anos
posteriores 4 publicaciéon do traballo de Dirichlet, a comunidade matematica aceptaba, sen
estar demostrado, que a continuidade deberia ser condicién suficiente para a converxencia

da serie de Fourier.

Non obstante, algins mateméaticos como Riemann ou Weiestrass iniciaron o estudo dal-
gunhas funciéns 'raras’, continuas en todo punto e non derivables en ningin, que marcou o
camino & procura de contraexemplos que desbotasen a idea da suficiencia desta condicién
de continuidade. A finais do século XIX, Du Bois-Raymond presentou o primeiro exemplo
de funcién continua con serie de Fourier diverxente nun punto concreto. Tamén chegou a

construir un exemplo dunha funcién continua cuxa serie de Fourier diverxia nun conxunto
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denso, abrindo o problema de investigacién acerca de en cantos puntos pode non ser con-

verxente a serie de Fourier dunha funcion continua.

Foi no século XX cando o desenvolvemento da Anélise Funcional proporcionou as ferra-
mentas axeitadas para abordar o estudo das series de Fourier nun marco teérico abstracto,
permitindo o estudo detallado das stas propiedades, da converxencia da mesma e tamén
das caracteristicas dos puntos e conxuntos nos que non se déa dita converxencia. O lector

pode encontrar maéis informacién sobre a historia das series de Fourier no seminario de

Canada [3].
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Capitulo 1

Series de Fourier

1.1. Definicién e converxencia puntual

Ao longo deste traballo considerarase a integral no sentido de Lebesgue. Polo tanto,
para definir a serie de Fourier dunha funciéon haberé que considerar o conxunto das funcions
Lebesgue integrables, é dicir

LY(=n,7)={f: (—m,7) = R|f é medible e /7r |f(z)|dz < 400},

—T
sendo R = R U {+00} U {—00}.
Definicién 1.1. Sexa f € £L!(—x,7), a stia serie de Fourier é a serie funcional

oo
Sf(x) = % +Z(ancosn$+bnsenna§) ,z €R.
n=1

Onde, por definicion:

T

=ao =3 [ flx)ds;

" a,=1 f(x)cosnxdz, (n=1,2,...);

™

b, =1 f(z)sennzdz, (n=1,2,...).
—T

Os nameros ag, a,, b, (n € N) chamanse coeficientes de Fourier da funcion f.

Tanto estas definiciéns, como os seguintes resultados do traballo, son vélidos, con adap-

taciéns menores, para £'(—L, L), con L > 0.

1



2 CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER

Tendo en conta a definicién anterior podemos considerar a m-ésima suma parcial
de Sf(x):
m
ag
Sm(x) = 5 + E (an cosnz + bysennz), z € R, m e N.
n=1
Polo tanto, para estudar a converxencia de S f(x) nun punto o € R teremos que ver se
a sucesion de ntimeros reais { sy, (2o) }r._, ¢ converxente. Non obstante, non é doado estudar
dita converxencia directamente, polo que precisaremos dunha expresiéon mais manexable

da sucesion:

m
a 1
m(zo) = ?0 Z (an cosnzg + b, sennxg) = o | f( Ydx
n=1
+2 Z ) cos nxdzx) cos nxg + 2 Z f(z) sennxdx) sen nxg
1 4 9 T M
~or . f(z)dx + G » 7;(f(al?) cos nx cos nxodx)
2 T
Tos o Z(f(x) sen nx sen nxodx)
n=1
1 v m
= o . flz) [1+2 Zl(cos nx cos NIy + sennr senny) | dr
n=
1 iy m
=5 » f(z) 1+2;(cosn(:c—x0)) dz

(1.1)

Nesta expresion xa non aparecen os coeficientes de Fourier, pero a sta avaliacion pre-
senta as mesmas dificultades. Agora consideremos unha proposiciéon que introduce os cha-
mados ntucleos de Dirichlet, unhas funcions que seran de vital importancia & hora de

estudar as sumas parciais de Fourier e a stia converxencia.

Proposicion 1.2. Para calquera xg € R e m € N tense
m (o) 27r/ f(z (x — xo)dz; (1.2)
sendo Dy, (1) = % 0o m-ésimo nicleo de Dirichlet.

Demostracion. Tendo en conta (1.1) esencialmente temos que probar o que se conece como

formula de Euler-Dirichlet:

sen[(m + 1/2)z]
sen(z/2)

m
1+2Zcosnx:

n=1

Yz € R\ 27Z. (1.3)
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4 CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER

m
Denotando Dy, (z) =1+ 2 Z(cos nx), o m-ésimo nucleo de Dirichlet, tense:

n=1
sen (z/2) Dy, (x) = sen (z/2) + 2 Z(cos nx) sen (x/2)
n=1

m
= sen (z/2) +Z sen (nx + x/2) — sen (nx — z/2))
n=1

(1.4)
= sen (x/2) + sen (3x/2) — sen (z/2) + sen (5z/2)
—sen (3z/2) + ... + sen[(m + 1/2)z] — sen[(m — 1/2)z]
= sen[(m + 1/2)z].
E dicir:
sen (/2) D (x) = sen[(m+1/2)2], ¥z € R = Dy () = UM T3] gy orz,

sen (z/2)

Polo tanto xa temos probado (1.3), empregandoa en (1.1) obtemos a proba da proposicion:

/ f(z 1+2Z (cosn(x — xp)) / f(@)Dp(x — z9)dz  (1.5)

O

Proposiciéon 1.3. Para calquera xg € R e m € N tense:

— 5 [T+ 0D (0

onde f € a extension 2mw-periddica de f.

Demostracion. Sexa f € LY(—m, ) e f a stia extension 27-periédica, entén f é Lebesgue
integrable en compactos de R. Pola proposicién anterior,

1 (7 1 [ .

sm(zo) = o f(@)Dp(z — x0)dx = — f (@)D (z — x0)dx. (1.6)

7 - 2 J_,
Como f ¢ integrable e D,,(x — ) ¢ medible e limitada para cada m, o produto é integrable
en (—m, 7). Podemos enton aplicar o teorema de cambio de variable da integral de Lebesgue,
cont =z —xg en (1.6)

1 T—T0 1 s

e f(@o+ 1) D (t)dt = — [ f(wo + t) D (t)dt.

—T—x0 2m -7

Onde a ultima igualdade é debida & 27-periodicidade do integrando. O
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Proposicion 1.4. Para todo m € N, o m-ésimo nicleo de Dirichlet, D,,, ten as sequintes
propiedades:

1. D,, € par.
2. |7 Dp(t)dt =2n
8. MaxXye_r x) Din(x) = D (0) = 2m + 1.
Demostracion. 1. Temos que D,,(z) = W, ¢ dicir, é cociente de dias funciéns

impares e polo tanto é par.

2. Considerando a formula de Euler-Dirichlet

D (t)dt = / <1 +2) " cos nt) dt = 2.
- - n=1

m
3. Sexa Dy, (x) =142 Z cos nx, entén, para cada m € N

n=1

m
| D, ()| = <1 +22\cosmc| <14 2m = D,,(0),

n=1

m
1—|—ZZcosnx

n=1

para todo x € [—7, 7].
0l

Antes de demostrar o criterio de converxencia de Dini, necesitaremos un lema que seréa

fundamental en dita proba.

Lema 1.5 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f € £L(a,b) entdn

b b
lim / f(z)sen Azdx = lim f(z)cos Axdx = 0,

A—00 A—o0 J,

sendo (a,b) un intervalo real non necesariamente limitado.

Demostracion. En primeiro lugar, demostremos o resultado para unha funcién escalonada.

Sexa
k
s(x) = ZCjXIj,
j=1

con ¢; € R e sendo I; = [a;, b;] disxuntos dous a dous para cada j € {1,2,...,k} e tal que
U?lej C (a,b). De este xeito

b k b k
1
/a s(z) sen A\xdr = ]21 ¢; /ajj sen A\xdr = X ]21 cj(cos Aa; — cos Ab;),
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e, polo tanto

b k
1
lim s(z)sen Azdr = lim — E cj(cos Aaj — cos Abj) = 0,
Jj=1

A—o0 Jq A—oo A -

xa que a suma esta limitada.
Agora sexa f € L'(a,b). Fixado ¢ > 0, o teorema 6.18 de [8] garante que existe unha

funcién escalonada s tal que

b €
/ |f(x) — s(x)|dz < 3
Temos asi

b b b
/f(x)sen/\xdx—/ s(x) sen \xdx S/ |f(z)sen Ax — s(z) sen Az|dx

b
:/ |f(z) — s(z)|| sen Ax|dx (1.7)
llb )
< [ 1@ = s@)lde < 5.
A partir desta desigualdade probaremos sen dificultade o resultado principal

b b b b
/ f(x)sen Azdx / f(z)sen Azdx + / s(z) sen Axdr — / s(z) sen \xdz

(1.8)

b b b
< / f(:):)sen)\xdx—/ s(z) sen Azdz| + / s(x) sen Azdz|,

empregando o resultado para unha funcion escalonada e (1.7), dedtcese que, para A sufi-

cientemente grande

b b b
/ f(z)sen Azdx — / s(x) sen Axdz| + / s(x) sen Azdz
a a a

e n €

—+ - =c
2 2
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que

b
lim / f(z)sen Azxdx = 0.

A—00

A demostraciéon para funcions coseno é analoga xa que podemos limitalas do mesmo xeito.

O

Finalmente, xa estamos en condiciéns de probar o criterio de Dini, resultado que nos
proporciona condiciéns suficientes para garantir a converxencia puntual da serie de Fourier

dunha funcién.
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Teorema 1.6 (Criterio de converxencia de Dini). Sexa f € L' (—7,7), f a sia extension

2m-periddica e xo € R. Suporiamos que existen os limites laterais f(xd) e f(zy), e as

funcions
PRI CRUES (G
Fo(t) = flzo+1) — f(zq)

t

son integrables en (—4,0) e en (0,0), respectivamente, para algin § € (0,7). Enton S f(xo)

€ converzente e a sua suma €

En particular, Sf(xo) = f(xo) se, ademais do anterior, f estd definida e é continua en .

Demostracion. Queremos ver que

lim

flag) + flag)| _
020’ = 0. (1.9)

En primeiro lugar, empreguemos os resultados previos para facer méis doado o célculo do

limite. Pola proposicién 1.3 sabemos que:

onde Dy, (t) = W

Enton, o interior do limite (1.9) quedaria:

sm<nvo)—f(‘ra)';f(xg):217T ﬂf(xOth) ()dt_w
1 [0 f(er) (1.10)
= o - JE(CL’O + ) Dy (t)dt — / f 20 4 t) Dy (£)dt — 20
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Substituindo en (1.10) temos

flag) + flzg) _ 1 [0
0 ; 0 /

Sm(x0) —

(1.11)

Agora definamos

sen((m + 1/2)t)dt.

Vexamos que 1imy, 00 Am (o) = limy,—00 Bm(z0) = 0, co cal xa teriamos a demostracion.

Consideremos primeiramente

_ 10 [flro+t) = flag)]
Am(fEO) - 277/—7r Osen(t/Q 0

sen((m + 1/2)t)dt,

e definimos:

o +1) = Flag)] ¢
Gt) = == 3

E dicir, G(t) = F_(t) - ¢(t), con ¢(t) = m ©(t) é medible en (—,0) xa que é cociente

de medibles e o denominador non se anula en (—m,0), ademais é uniformemente continua
nese intervalo xa que:

1. ¢ é continua en (—m,0)

2. limy_, .+ p(t)=—m

3. limy_,o- p(t) =2

Polo tanto ¢(t) € L>(—m,0).
Por outro lado, por hipétese, F_ € L1(—6,0), para certo 6 € (0, 7). Ademais, en (—m, —6)

a integrabilidade ¢é trivial xa que 1/t € L>(—m, —§). Temos polo tanto que

F_(t) = [F@o +0) ~ Fag)] - 7 € £1(~m,0)
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Como G = F_ - ¢ € L' (—m,0), podemos aplicar o lema de Riemann-Lebesgue a A,,(zo):

1 0
lim A, (zg) = lim — G(t) -sen((m + 1/2)t)dt = 0.

m—00 m—o00 27T -

A demostracion para B,,(xg) é andloga. En conclusion:

i [y - L)+ D)

= 1fm_Ap(w0) + B (1) = 0,

m

tal como queriamos demostrar.

O

O seguinte criterio, que deduciremos do de Dini, é especialmente sinxelo e aplicable.

Corolario 1.7 (Criterio dos limites laterais da derivada). Seza f € L'(—m,7) e sexa
f a eatension 2m-periddica de f. Se para xy € R fizrado existe r > 0 tal que f é deri-
vable en (xo —r,x0+ 1)\ {xo} e, ademais, existen e son finitos os dous limites laterais

, ! . . .
hmx_mat f(x), enton a serie de Fourier de f converze no punto zg e

f(ad flxy

En particular, Sf(xq) = f(xo) se, ademais do anterior, f estd definida e é continua en xg.

Demostracion. Para demostrar este corolario vexamos que as hipéteses garanten a exis-
tencia dun § € (0, ) tal que as funciéns F_ e F, pertencen a £1(—4,0) e £1(0, ), respec-
tivamente, co cal, empregando o teorema de Dini, garantiriamos a converxencia.

Por hipotese, existe lfmx%xa- f'(z) € R, o cal implica a limitacion de f’ pola dereita de .

Logo a funcion f é lipschitziana en (zg, 2o + ) para algtn 6 > 0 e, polo tanto,

3 lim f(x)

CE*}IO

()

Podemos definir:

Fi(t) =

flzo+1) — f(zg) £>0
t )

A funcién F. é medible por ser cociente de medibles e o seu denominador non se anula.
Vexamos que existe § € (0,7) tal que F esta acotada en (0,9), co cal Fy € £2(0,d) C
£1(0,6) como queremos demostrar. Tense que existe f'(zo +t) Vt € (0,7) e existe

£ t) — o Y B

t—0+ t z—al
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Pola regla de L’Hopital, temos:

o P00 =) Fot 0 =T o p ) o

t—0+ t t—0+ t t—0+

Polo tanto F estda acotada en (0,d), para algin § € (0,7). A demostracion de que
F_ € L£Y(-4,0) é aniloga.
En conclusioén, temos que se cumpren as hipoteses do teorema de Dini e polo tanto garan-

timos a converxencia.

O

A continuacion, vemos outro criterio que tamén é consecuencia do de Dini, especial-

mente 1til nos puntos de continuidade de f.

Corolario 1.8 (Criterio das derivadas laterais). Sezan f € Ll(—m,7), f a sia exten-
sion 2m-periddica e xo € R. Se f ten as dias derivadas laterais en xg, enton Sf(xg) €

converzente e Sf(xo) = f(zo).

Demostracion. En primeiro lugar, como existe fjr (), enton f & continua pola dereita en
zo e f(zg) = f(z0). Analogamente, f(zy) = f(z0).
En segundo lugar, por definicién

Fi(zo) = lim fro+1) = f(wo) _ o Fy(t),

t—0+ t t—0+

e, polo tanto, existe § € (0,7) tal que Fl est4 acotada en (0,6). Ademais, F é medible
en (0,+00), enton

F, € £2(0,6) c £Y0,9),

xa que estamos considerando intervalos limitados. Do mesmo xeito, probase que F_ €
L1(—6,0). En conclusion, f cumpre as hipoteses do criterio de Dini, o que garante a con-

verxencia, e, por ser continua en zg, Sf(zo) = f(xo). O

Por dltimo nesta seccidn, temos o coniecido como Teorema de Fejér o cal nos asegura
que, sendo f unha funcién continua e periddica, podemos garantir a converxencia uniforme
sempre que sexa no sentido de Cesaro. Isto, non obstante, non é suficiente para garantir a

converxencia no sentido usual, como veremos explicitamente na seguinte seccion.

Teorema 1.9 (Teorema de Fejér). Se f € Cp|—m, ] enton

lim o,,(x) = f(x) uniformemente en [—m, 7],
m—ro0

onde
so(x) + s1(x) + ... + sm(x)

m—+1

om(x) = (m=0,1,2,...).
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Noutras palabras, a serie de Fourier de f converze a f uniformemente en [—7, | no sentido

de Cesaro.

Demostracion. Queremos ver que

lgn |om(z) — f(x)| = 0 uniformemente en [—, 7],

é dicir, que Ve > 0 existe m. € N tal que
m>m. = |op(z) — f(z)] <e Vo e |[-mmn].

Temos que, debido a unha proposicion que se pode consultar en |[§]

m

D sl

am<x>=",§+1—/ Fla + 1)K ()it

onde

> Dn(t)

_ n=0 _ sen’[(m + 1)t/2]
Km(t) T +1 B (m + 1) Sen2($/2)

¢ o m-¢ésimo nucleo de Fejér. En [8] pode consultarse a proba das seguintes propiedades

I K,,(t)dt = 27 para todo m € N;

Logo
() = 1@ = | 3= [ T+ OKmlt)dt - 1)
~ |3z | a0t~ @ (1.12)
- 217r/7;f(x+t)K (1)t — o _:f(:v) ()dt’
Polo tanto, Vm € N e Vz € | ] tense

onte) = 1)1 =55 [ a0~ Falntoyt
= (1.13)

< om | }f@‘{'t)_f(m)‘Km(t)dt

Por hipétese, f € Cp[—m, 7], o cal implica que f € C(R).
Se x,t € [—7, 7] entén x4+t € [—27, 27]. Por ser f continua en R, é uniformemente continua

n [—2m, 2], asi que:
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1. 3M > 0 tal que ‘f(u)‘ < M Yu € [—27, 2m].
2. Ve >0 36 € (0,7) tal que
lu—v|<d = ’f(u)—f(v)‘ <
Fixamos ¢ > 0, enton para todo m € N e todo x € [—7, 7]
1
lom () — f(z)] < 27r/ |f(@+1) = fz)| Kn(t)dt
1
21 Jig)<s
1
2m s<|t|<m
e 1
2 27 Ji<s
1

+—2M K, (t)dt
2m s<|t|l<m

}f(x—i—t ‘K

‘f(:c%—t ‘K

(1.14)
Ko (£)dt

M
§ / K, (t)dt + K, (t)dt.
2 2r T Jo<|t|<m

A segunda das propiedades mencionadas dos nicleos de Fejér implica que existe m. € N
tal que

Ym > m., — K, (t)dt <

™
A
s<|t|l<m M

| ™

asi que se ten para m > m. que

]mAM—f@N<§+§:ste}mﬂ.

1.2. Funcién continua con serie de Fourier diverxente

Para ilustrar e recalcar que a continuidade non é suficiente para garantir a converxencia
puntual, imos estudar un exemplo debido a Lebesgue dunha funcién continua con serie de
Fourier diverxente en x = 0. O tratamento que faremos segue esencialmente o levado a
cabo no libro de Stromberg |[§].

En primeiro lugar imos probar unha proposicién previa.

Proposicion 1.10. Se f € LY(—m,7) € par e {sm}5°_, € a sucesion de sumas parciais da

sta serie de Fourier, enton

5m(0) = i/o PO N gy e, (1.15)

onde € — 0 cando m — oo.
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Demostracion.

5 (0) = 1[ fpySenllm + ) / sl g

27 sen(t/2 sen t/2)

Empregando a féormula do seno do angulo suma:

sen[(m + 3)1] _ cos(t/2)
sen(t/2) sen(t/2)

sen(mt) + cos(mt)
(1.17)

= [i + g(t)] sen(mt) + cos(mt),

onde
cos(t/2) 2

Q(t):m*;

¢ unha funcion que pode extenderse con continuidade ao intervalo [0, 7] debido a que
g(0T) =0.

Polo tanto, temos que

/f ) sen(mt)dt + — /f ) cos(mit)dt,

que, aplicando o lema de Riemann-Lebesgue, tende a cero cando m — oo.
O

A construcion da funcién basearase en sucesions {ni}°; C N, {¢;}32; C R, e ap =

szl n; que cumpran as seguintes propiedades:

= ng > 1, VE,
w ¢ — 0,
= cplogng — oo,

ag
- — 0.
Ng41

P | P
Agora comprobemos que se eliximos nj, = 2* e ¢, = % cumpren os requisitos. Os dous

primeiros son triviais, o terceiro é doado de comprobar tamén
lim ~1 (28 = 1 M 10g2
im —lo V= lim —log2 =
—+a>k & k—oo k &

E finalmente, vexamos que tamén se verifica o cuarto

ap  2-22.230. Lok g.92h.93t. oMt g
9(k+1)! - (2k!)k+1 k!’

0< =
Nk4+1
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onde o termo da dereita tende a 0 cando k — oo.
Xa estamos en condicions de construir a funcién. Definimos f : [—m, 7] — R como
7r

f(x) = ¢ sen(axx), se 1 <z<
Qg ak—1

ek eN,

f(0)=0e f(—z) = f(z) = f(z + 27) para todo € R. Pddese ver un esbozo de f na
figura 1.2.

-0.5

Figura 1.2: A extension par desta funcion ten serie de Fourier diverxente

en xg = 0.

Por definicion tense que a funcion é par e 2w-periddica. Notese que f (i) = 0 para
todo k € N, co cal temos que f é continua en (0, 7]. Ademais, como {cx}72, tende a 0, f é
continua pola dereita en xg = 0. Ao ser par, temos que f é continua en todo o seu domi-
nio [—m, 7|. Queremos probar que {s4, (0)}7, é diverxente, o cal implica que {5,,(0)}5_,

tamén o é, e, polo tanto, dedticese a diverxencia da serie de Fourier de f en 0.

Como f cumpre as hipoteses da proposiciéon 1.10 é suficiente demostrar que

lfm /Wf(t)sen(:kt)dt = .
0

k—o0
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En primeiro lugar, podemos afirmar que |sen(axt)| < apt para todo t € [0, 7/ay], asi que

< [*
0

< ift at g
NG .

< ak/ak |ck sen(agt)| dt
0

< akck/ i dt = TCE,
0

sen(ayt)
t

" p(t) dt (1) dt
0

sen(ayt) ‘

™

d() Cal C()]lClllilll()S que
h, Ak [.( )Sen(akt)

dt = 0. (1.19)
k—o0 0 t

En segundo lugar, consideremos o intervalo [7/ag, 7/ak—1]

T/agp_1 ¢ /ap_1 2(aut
5 / £y St o / sen”(axt) .,
m/ak t w/ak t

™/ak-1 1 — cos(2ayt
w/ak t

T/ak_1 2a1.t
— log (%) e / cos(2at) .,
A1 7/ ag, t
/-1 cos(2axt)
t

(1.20)

= Ck log(nk) — Ck;/ dt.

w/ag

Sabemos, pola construcion da funcién, que o primeiro sumando tende a infinito cando
k — oo. Agora imos ver que a segunda integral esta limitada.

Integrando por partes tense

sen(2axt) mfok-1 +/7"/ak1 sen(2ayt) dtl = 1 /ﬂ'/akl sen(2ayt) dt
2at /ax T/ak Qath 2ay w/a t2
1 /e ]
S Sar P
Ak Jr/ay,
L] (1.21)
2a; /o
1 1
C 2ay-m/ap  2ap-T/ap_1
111
21 2mng 27
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Polo tanto, concluimos que

m/ak_1
£t sen(ayt)

lim ) dt = 4-o0. (1.22)
k—o0 w/a
Finalmente, vexamos que
i t
/ iy Sontad) (1.23)
m/ap_1 t
tamén esta limitada.
Integrando por partes con u = @ e dv = sen(axt) temos

—f(t) cos(axt) ’ P cos(ayt) <f§t)>/dt L cos(ayt) (@)ldt

art ap_1 Ok Jrfag_y Ak Jr/ak—1
I Y\’
< / <f( )> it
ag T/ag_1 t
(1.24)
Agora para todo t € (7/aj,m/aj—1) con j =1,2,...,k — 1 podemos afirmar que
FON'|  |ejajtcos(ajt) — cjsen(a;t)
t B 12
cjajt Cj . cjaj C]'
<|LE B =T B (1.25)
Cja; ¢ Cja]z n cjajz B Cjag <1 N 1)
- . 2/42 2 :
m/a; 7w /a; T u u T

O cal implica que

(]2 ()

para todo t € (7/ag—1,m) et # w/aj con j =1,2,...,k — 2, xa que neses puntos non seria

derivable. Recuperando (1.24) e considerando esta cota, obtemos

T / iy 2
1/ <f(t)> dtgl/ Clakl<1+1)dt
Ak Jr/fap_y t U Jrjar T g

2
ci1a 1
e (iod) (- 2)
Tag m ap—1
_agi (1Y (1 (1.26)
™ ak—1
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ak—1
Nk

Pero sabemos que — 0 cando k — oo e, polo tanto, podemos concluir que (1.23) esta

limitada e tende a 0.

Finalmente, considerando estes resultados, concluimos que

k—o0

h’m/ f(:r)de——&-oo.
0

Entén podemos afirmar que a serie de Fourier de f diverxe en zg = 0.
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Capitulo 2

Introducién & analise funcional

2.1. Introduciéon & analise funcional

Neste capitulo imos limitarnos aos espazos vectoriais reais, ainda que as definiciéns e os
resultados sexan certos empregando outro corpo de escalares como, por exemplo, o corpo

dos complexos.

Definiciéon 2.1. Un espazo vectorial X dise que é un espazo vectorial normado (X, ||-|)
se a cada z € X hai asociado un ntimero real non negativo ||z||, chamado a norma de =z,

tal que:
L. ||z +y|| < |lz|| + ||y|| para todo z € X ey € X,
2. [az|| = || ||z]| se x € X e a & un escalar,
3. [zl =0 = x=0.
A norma permite definir unha distancia
d(z,y) := ||z =yl

Un espazo de Banach é un espazo vectorial normado que é completo coa métrica

definida pola stia norma.

Definicion 2.2. Sexan X,Y espacios vectoriais e A : X — Y unha aplicacion, dise que

A é un operador lineal se para todo z,y € X e a, 8 escalares tense

Alaz + By) = al(z) + BA(y).

19
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Definicion 2.3. Sexan X e Y espazos normados. A norma dun operador lineal A : X —
Y definese como
[A]l = sup {[|Az]| : 2 € X, ||=]| < 1}.

Se ||A]| < oo, dise que A é un operador lineal limitado. Isto ¢ equivalente a que ||Az| <
M]||z||, sendo M constante. Vexamolo: sexa x € X, x # 0, normalizamolo para que tena

norma 1 e entén temos x/||x||. Aplicando a definicion de norma

x
) -3 = =

A demostracion da outra parte da equivalencia é inmediata.

Definiciéon 2.4. Un operador A dise continuo nun punto xg € X se
Ty, > xgen X — Az, - Azgen Y.
Un operador lineal limitado é continuo en cada punto xa que, se x, — xp en X, entén
| Az, — Aaol| < [[A]l - 2 — w0l = 0.
Tense tamén o seguinte teorema

Teorema 2.5. Sexan X eY espazos normados e sexa A : X — Y un operador lineal. Se
A € continuo nun punto xg € X enton tamén € limitado e, polo tanto, continuo en cada

punto.

Demostracion. Suponamos que A non é limitado, entén para cada n > 0 poderiamos
encontrar un x, € X tal que

[Azn || > nllza]-

Definamos a seguinte sucesion en X

Zn = In + xg.
n|zy||

Evidentemente, z, — x9. Como, por hipotese A é continuo en xg, necesariamente Az, —

Axg. Pero A
Az, = In + Azg
nfzy |
e, polo tanto,
Aen_ g,
nfzn |
Pero, pola suposiciéon do inicio,
Az,
— > 1,

co cal chegamos a unha contradicién. O
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Denotamos por B(X,Y) ao conxunto dos operadores lineais limitados de X a Y. E
doado comprobar que, coa norma establecida, B(X,Y) é un espazo vectorial normado.

Temos ademais o seguinte resultado.
Teorema 2.6. Se Y ¢é un espazo de Banach, B(X,Y') tamén o é.

Demostracion. Sexa A, unha sucesion de Cauchy de operadores lineais en B(X,Y’). Enton

para cada € > 0 existe N € N tal que
A — Al < &, para m,n > N.
Para cada x # 0, e m,n > N,
IAnz — Apz|| < el|z]]. (2.1)

Isto implica que A,z é unha sucesion de Cauchy en Y. Como Y é un espazo de Banach e
polo tanto completo, existe un y, € Y tal que A,z — y, en Y. Definimos agora o operador
A € B(X,Y) tal que Az = y,. Se m — oo en (2.1)

IApz — Az|| < g]|z|, » > N.
E, polo tanto, con n >N,
[Anz|| < eflzl] + [[Az]| < (e + [[An])]Iz]
O cal proba que A é limitado e, ademais,
A, —Al| <&, n> N.

Finalmente, temos

|A, — Al| = 0 cando n — oo,

tal como queriamos demostrar. O

2.2. Principio de Limitacién Uniforme

Sexa X un espacio vectorial normado e W un conxunto de vectores en X. Dise que W

é denso en ningunha parte en X se toda esfera da forma

|z — o] <, conr >0,
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contén un vector que non estd na clausura de W. E dicir, W non contén esferas. Estes
conxuntos tamén se chaman conzuntos diseminados.

Un conxunto W C X é de primeira categoria en X se

W= G Wi,
k=1

onde cada Wp é denso en ningunha parte.

En calquera outro caso, W dise de sequnda categoria.
Teorema 2.7 (Teorema de Baire). Se X ¢é completo, enton X € de sequnda categoria.
Demostracion. Suponamos que X é de primeira categoria:

-
k=1

onde cada W}, é denso en ningunha parte.

Polo tanto, existe x1 ¢ Wi. Ao non estar na clausura de Wy, existe r; € (0,1) tal que
571 N Wl = (Z)v

sendo S = {z : ||z — x| < r1}.

Esta esfera contén un punto xo ¢ Wa, entén existe ro € (0, %) tal que
SoNWy =10,
con Sy = {x : ||Jx — x2|| < r2} e S C S1. Por inducion, tense unha sucesion de esferas
Sk C Sg—1 da forma Sy = {x : ||z — x| < 1}, con 0 < rp < %, tal que
Sk N Wy, = 0.
Agora, para j > k temos que z; € Sy e

1
lj —awl <7 < o (2.2)

Polo tanto xj é unha sucesion de Cauchy en X. Como X é completo por hipotese
T — x9 € X.

Se j — oo en (2.2)
|lxo — x| < 7.

Enton xg esta na clausura dos Sy para cada k e polo tanto non esté en ningtin dos Wy. En
conclusion:
o
vo ¢ | Wi,
k=1
o que contradi que X sexa de primeira categoria. O
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Estamos xa en condiciéns de probar o resultado obxecto de este capitulo, o teorema de
Banach-Steinhaus, tamén cofiecido como Principio de Limitaciéon Uniforme. Esta denomi-
nacién describe o seu contido: dediicese unha estimacion uniforme a partir de estimaciéns
puntuais. Este teorema ten interese por si mesmo na analise funcional xa que é fundamen-
tal para probar outros resultados méais importantes de dita disciplina; mais no contexto de
este traballo empregarase para xustificar de xeito non construtivo a existencia de funciéns

continuas e periddicas con serie de Fourier diverxente.

Teorema 2.8 (Principio de Limitacion Uniforme). Seza X un espacio de Banach, Y un
espacio vectorial normado e {Aq}taca unha coleccion de operadores lineais limitados de X
en Y. Se para todo x € X

sup [[Aqz| < oo,
acA

enton

sup ||Aql| < oo,
acA

ou, equivalentemente, existe unha constante M tal que
[Aoz| < M||z||, Vx € X, YVa € A.
Demostracion. Para cada n € N, definimos

Sp={r € X :Vae A|Asz| <n}, (2.3)

noétese que S, é pechado. Por hipotese, cada x € X esta nalgun S, e, polo tanto,

oo
X =S
n=1

Como X é de segunda categoria (Teorema de Baire), polo menos un dos S,,, chamémoslle

Spo» contén unha esfera. E dicir, existe g € X e r > 0 tal que B(xg,7) C Sp,. Sexaz € X,

T

. De este xeito
2]|z|

x # 0, e definamos z = xo +
|z — zo = g <r = ||Aaz| < no,Va € A.

Como g € Sy,, esto implica que

2| 2| ||| Ano||z|
o] = 8 (= = 20) 220 ) | < 2D et 4 ooy = 22020, o
Vae A, € X.
Tal e como queriamos probar. O

Observacion 2.9. E habitual empregar o contrarreciproco deste resultado, ¢ dicir

sup [[Ag|| =00 = E = {x € X :sup [[Aqz| = oo} ¢ non baleiro.
acA acA

E maéis, E serfa un conxunto denso en X, como proba Rudin en [6].
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Capitulo 3

Series de Fourier diverxentes

Neste capitulo utilizarase o teorema de limitacién uniforme para demostrar a existencia
de funciéns continuas e periddicas con serie de Fourier diverxente. Antes de probar este
resultado serd necesario ver que o espazo das funcions continuas, C[—, 7|, coa norma do

supremo é un espazo de Banach.

Teorema 3.1. O espazo (C[—m, 7], || - ||) € un espazo de Banach, é dicir, un espazo

vectorial normado e completo.

Demostracion. En primeiro lugar definimos a norma do supremo

[fllc = sup |f(z)]-

zE€[—m,7]

Vexamos que é unha norma:

L. |’f+gHOO = SUPge[—m,7] ’f(l’) + g(x)| < Supxe[—w,ﬂ]{’f(w)’—i_’g(x)|} < SUPge[—m,n] ‘f(x)H_
SUPe(—m,x] [9(2)] = [ flloo + [|9llco-

2. [Aflloe = S0Pl s AT (@)] = A Dyt [F(@)] = Al f s para todo A € R
3. ||f”00 =0 = SUPge[—m,n] ’f(x)| =0 = f=0.

Agora vexamos que C[—, 7] é un espazo completo con esa norma, ¢é dicir, que cada sucesion
de Cauchy de elementos de C[—7, 7] é converxente a un elemento del mesmo.
Sexa { fn}nen unha sucesion de Cauchy de funcions de C[—m, 7], fixamos xy € [—m, 7| e

temos que
[ fm(z0) — fu(x0)| < || fm — frlleo — 0, cando n — 0o e m — oo.
Como R é un espazo completo, existe f(xg) € R tal que

|f(zo) — fn(zo)] = 0, cando n — oo.

25
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Sexa € > 0, eliximos N € N tal que
€
m,n > N = ”fm - anoo < 57
fixado x, existe n, > N tal que

€
F@) ~ fu )] <
Polo tanto, para n > n, e calquera x € [—m,7:

[f (@) = fa(2)] < |f(2) = foo (@) + | fro () = fu(2)]

€ 3
<7t | fre — fn(@)]|oo < JE<e

Como a desigualdade camprese para calquera x € [—m, 7], tense que

If = fallo <

En conclusion, f, — f. Se probamos que f € C[—m, 7] enton teriamos que (C[—m, 7], || [|c0)
é un espazo de Banach. Como f é o limite uniforme dunha sucesiéon de funciéns continuas,
tamén o serd; vexamolo.

Como a sucesion { f,, }nen converxe uniformemente a f en [—7, 7], dado € > 0 existe N € N

tal que se n > N, entén

(@) = f(@)] < =V @ € [-7, 7).

3
En concreto,
€
[fv(@) = f@)l < g Va&l-mmn]. (3.1)
Por outra banda, como fy é continua en x, existe § > 0 tal que
€
|z —xo| < b,z € [-m,71] = |fn(z) — fn(zo)| < 3 (3.2)
En conclusion, para calquera z € [—m, 7| tal que | — xg| < § temos que
[f (@) = fzo)| = |f(2) — fn(@) + fn(x) = fv(@o) + [ (wo) — f (o)l
<|f(@) = fn(@) + | fv (@) = fy (o)l + [ fn(2o) — f(zo)
<S4yl
33 3 7
grazas a (3.1) e (3.2).
E dicir, f é continua en g e, polo tanto, (C[—, 7], | - [ls) é un espazo de Banach . O

O seguinte paso, antes de abordar a demostracién obxecto de este capitulo, consistira

en probar que as sumas parciais de Fourier dunha funcién son operadores lineais limitados.
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Proposicion 3.2. A suma de Fourier m-ésima
Sm : (C[_ﬂ-vﬂ-]a H ’ HOO) — (C[—ﬂ',ﬂ'}, ” ' HOO)
€ un operador lineal limitado entre espazos de Banach.

Demostracion. Ver que s,,(f) ¢ un operador lineal limitado redicese a comprobar que os
coeficientes de Fourier son lineais. Imos realizar a proba para os a,, sendo a dos b, analoga.
Para todo n =0, 1,2, ..., calquera f,g € C|—m, 7| e a,  escalares tense

an(af + Bg) = :r/ﬂ (af + Bg)(x) cosnzdx

—T

= i/i(af(a:) cosnx + fBg(x) cos nx)dx
= % /_7; af(x) cosnxdr + % _7; Bg(zx) cosnxdx (3:3)
— g " f(;l;) cos nxdx —+ é /7r g(l’) cosnrdr
T ) . T ) x
= aan(f) + /Ban(g)'

Agora temos que ver que é limitado, seguindo a definicion 2.3

[smll = sup{l[sm(f)llcc : f € Cl=m, 7], [ flloo <1}

Vexamos que ||sn,|| < oo. Fixada f € C[—m, 7], ||fllcc < 1, temos

m
+ Z ap, cOs NT + by, sennx)

n

[$m(f)llcc = sup

ze[—mm]

?

I
—_

< sup M+

z€[—m,m]

NE

(lan cosnz| + |by, sennz|) (3.4)

n=1

’ m
_74-2 lan| + b)) -

n=1

Polo tanto, como se podia entrever, o problema volve a reducirse aos coeficientes. Vexamos

que ay(f) esta limitado, con || f]|eo < 1. Pola definicion 1.1

anlPl = | [ 1) cosnade| < * / " i (@) de
o R (3.5)
<[ Weletr < ["dr=

A proba ¢é analoga para b,.

Finalmente

[sml = sup{[lsm(f)llco : f € Cl=m, 7], [flloo <1} <1 44m < o0 (3.6)
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Concluimos entén que sy, é un operador lineal limitado. O

Proposicion 3.3. O conzunto de funcions continuas e 2m—periddicas, Cp|—m,m| , € un

pechado en C|—m, 7|, e, polo tanto, tamén un espazo de Banach coa norma do supremo.

Demostracion. Sexa {f,} unha sucesion de funcions en Cp[—m, 7] tal que
fn— f, cando n — oo,

vexamos que tamén f € Cp[—m, 7]. Como o limite uniforme de funciéns continuas é continuo

tense que f € C[—m,w]. Ademais, por hipotese, f,(—m) = fn(m) co cal, cando n — oo,

e polo tanto f € Cp[—m, 7]. O

Teorema 3.4. Eristen funcions continuas e 2mw-periddicas tales que a sucesion de sumas

parciais da siua serie de Fourier diverze.

Demostracion. Fixada f(x) € Cp[—m, 7], se as sumas parciais s,,(f) converxesen cara unha

funcion g(z) € Cp[—m, ], no sentido da norma do supremo entén teriamos que

SUp [[sm(flloc < lglloc + 5Up fl5m(f) = glloo < 00

m>1 m>

e isto para cada funcion f(z) € Cp|—m, ). Polo tanto, empregando o Principio de Limita-
cion Uniforme, chegariamos & conclusién de que as normas [|sy|| = supj s =1 [[$m(f)lleo
estarian uniformemente limitadas. Imos ver que isto non é certo e, polo tanto, existen fun-
cidns para as que as sumas parciais de Fourier non son converxentes no sentido da norma
do supremo.

Sexa ¢, () unha funcion continua e periédica de norma |||l = 1 en [—m, 7] e tal que
om(z) = signo(Dy,(z)) para todo =z € A,,, onde A, = UkNgl [Tk Ym,k] C [, 7] repre-

senta unha unién de intervalos disxuntos dous a dous coa propiedade de que Zév;”o(ym,k —

21
2m+41"

do quinto nicleo de Dirichlet (Figura 3.1).

T k) > 27 — Para intuir e esbozar a forma da funcion ¢,,(x) lembramos a grafica
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J .

Figura 3.1: Esbozo da grafica de ¢,,, a partir de Ds.

Entén
1 7T
s (fm)ll = llsm(em)O) = 5 | m(s)Dm(s)ds
- [ Daolds + (5)D(5)d
=|— m — m(8)Dm(s)ds
2 Jan T e man (3.7)
> o [ 1Dl - |5 [ (5) Do (5)d
— m — m(8)Dm(s)ds| .
|27 —m PN 27 [—m, 7\ Am v
Tendo en conta que D,,(z) = W, probouse na proposicion 1.4 que
n[aéx | | D (z)| = D (0) =2m + 1
re|—m,T
e, polo tanto, podemos afirmar que
1 (7 1 21 1 [7
m(©m > — Dy (s)|ds — —(2 1 = — Dy (s)|ds — 1.
(o) Ol = 5 [ IDu(e)lds = g-2m+ 152 = o [ D (o)lds

Agora imos probar que || Dy,[|11(—x ) Vvaise a infinito cando m — oo, co que concluird a
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proba.

2™ sen ((2m + 1)z/2)
sen(z/2)
sen((2m +1)s)
sen(s)
sen((2m + 1)s)
sen(s)
sen((2m + 1)s)

|~
o\..

1Dl oy = \ da

3

ds

w/2

ds

A0 0 A

w/2

v

ds

S— S— S—

2m+1

Tomando u = == s temos que

2m+1

2 2 sen(mu
Dl nmy 2 2 [ 7 |22
™ Jo

du > Q/m‘senﬂu‘du
0

u s u

e, polo tanto,

2 k+1 sen ru
IDullrm == 3 [ |5

2N

k=0 (3.9)

IV
SER®

3w

cando m — oo.

O

Até a formalizacion da analise funcional en xeral, e do Principio de Limitaciéon Uniforme
en particular, o tinico xeito de demostrar a existencia de funciéns continuas e periédicas
era construindo explicitamente dita funcién, como se fixo no capitulo 1. Agora ben, grazas
a este teorema non soamente obtemos unha demostracién maéis sinxela, senén que ademais
permite probar resultados mais fortes. O primeiro, relativo ao espazo das funciéns continuas
e periddicas con serie de Fourier diverxente, dedicese directamente da observacion 2.9

xunto co feito de que esta ultima demostracion tamén é valida con calquera z # 0.

A cada nimero x € [—m, | correspondelle un conzunto E, C Cy[—m, 7| que é denso en

Cpl—m, 7], tal que sup,,en{sm(f)} = oo para toda f € E,.
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Isto mostra a abundancia deste tipo de funciéns, a cal contrasta coa idea que tifian os
matematicos que iniciaron o estudo da anélise de Fourier, tendo en conta a dificultade que
presenta a construcion deste tipo de funcions.

Por outra banda, obtemos un resultado final en relacién ao conxunto de puntos nos que
pode diverxer a serie de Fourier dunha funcién continua e peridédica, o cal pode consultarse

xunto coa sta proba no libro de Stromberg [8].

Teorema 3.5. Para cada conzunto de medida nula E C [—m, 7| existe polo menos unha

funcion continua e 2w-periddica tal que a sia serie de Fourier diverze en cada punto x € E.
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