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Resumo

No presente traballo de fin de grao tratarase de dar un contexto tedrico a deter-
minados problemas das Olimpiadas Matematicas, ademais de presentar soluciéon a
unha seleccion deles.

Na parte tedrica tratarase de definir que é unha congruencia, como resolver as
congruencias e sistemas de congruencias de primeiro grao.

Na practica resolveranse problemas de congruencias das Olimpiadas Matematicas

a niveis nacionais e internacionais ademais de algtins problemas de interese.

Abstract

The present final degree project will give a theorical context to some of the
olympiad problems, It will also present a solution to a selection of them.

In the theoretical part It will be defined what a congruence is, how first degree
congruences and systems can be solved.

In the practical part some problems of congruences from the mathematical olym-
piads in a national and international levels with some other interesting problems will

be solved.
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Introducién

No presente traballo de fin de Grao da Facultade de Matematicas na USC, trata-
rase de dar contexto tedrico aos problemas de congruencias das Olimpiadas Matemé-
ticas, para que os aspirantes tenan as ferramentas apropiadas para poder resolvelos.
Dito contexto teérico é dado do xeito mais sinxelo posible, sen usar ferramentas
demasiado avanzadas, para que asi poida ser entendido por rapaces da ESO e do
Bachillerato. Asi evitouse tratar temas como a teoria de grupos xa que non resul-
tan razoables para eses niveis, ademais de resultar pouco ttil para a resoluciéon dos
posibles problemas que tenan que afrontar.

A teorfa de congruencias foi inicialmente formulada por Johann Carl Friedrich
Gauss no seu libro Disquisitiones Arithmeticae partindo conceptos tan basicos como
as operacions en Z, en especial a division euclidea que tomara un protagonismo
dende un principio. Grazas a simplicidade de dita teorfa resulta moi atractivo o
seu uso para os problemas das Olimpiadas Matematicas xa que permite probar
a intelixencia e intuicién matematica de rapaces cuxa base tebrica non conta con
conceptos avanzados.

E notorio tamén denotar que Gauss apoiase a ombros de xigantes, asi e comtuin que
lendo o libro fanse referencia a outros autores, un dos mais importantes é Leonhard
Paul Euler, ao que cualifica de "xenial" [2] e que da pé, entre outras cousas, &
resolucion das congruencias e sistemas de congruencias de primeiro grao, cuestions
que son moi importantes & hora de afrontar o desafio que suponen as Olimpiadas
Matematicas.

Neste traballo ademais é moi importante a estimulacion da creatividade e enxeno
do aspirante, xa que, como se poden observar nos problemas resoltos, requiren o uso
dos conecementos adquiridos de xeito creativo e, polo tanto, ter un conecemento

realmente profundo das propiedades aqui descritas.

Se vas a participar en ditas Olimpiadas, xa sexa a nivel local, nacional ou in-
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X INTRODUCION

ternacional, seria recomendable que leas atentamente e entendas ben os problemas
resoltos e trates de resolvelos todos, inclusive os xa resoltos, tratando de esquecer a
resolucion presentada, xa que moitos destes problemas tenen multiples soluciéns, e,
polo tanto, poderés estimular ese conecemento matemaético as veces escondido por

falta de adestramento. Este é ao fin e ao cabo o espirito das Olimpiadas Matematicas.



Capitulo 1

Congruencias

1.1. Conceptos iniciais

Definicién 1.1. Unha relaciéon é un subconxunto do produto cartesiano de un ou

mais conxuntos. |1]

Proposicion 1.2. Podemos clasificar as relacions acorde a cantos conzuntos inter-

venen:
= unitaria: Dicese daquela na que intervén so un conxunto.
s binaria: Dicese daquela na que intervenen dous conxuntos.
s n-aria: Dicese daquela na que intervenen n conzuntos.

[1]

Exemplo 1.3. Sexa A = {a,b,c} e B = {1,2,3,4} unha posible relacién binaria
seré R = {(a,1), (a,2), (c,4)}.

Exemplo 1.4. Sexa N o conxunto dos niimeros naturais. Definimos a relacién uni-

taria R = {2n para todo n € N} que estabelece a relacion de paridade.

Definicion 1.5. Dicemos que R é unha relaciéon de equivalencia se esta é unha

relacion binaria de elementos de X e ademais R cumpre as seguintes propriedades:

» Reflexividade: Para todo x € X, (x,x) € R.

» Simetria: Para todo (x,y) € R con z,y € X enton (y,x) € R.

1



2 CAPITULO 1. CONGRUENCIAS

» Transitividade: Para todo z,y,z € X, se (z,y), (y,2) € R, enton (z,y) € R.

[1]

Definiciéon 1.6. O resto r de dividir a entre n con a € Z e n € N denominarémolo

residuo. [1]

Definicién 1.7. Se a,b € Z e n € N dicimos que ¢ = b (mdd n), ou o que é o
mesmo, a ¢ congruente con b moédulo n, se a e b tenen o mesmo residuo ao dividir

entre n.
Definicion 1.8. Definimos Z, = {0,1,...n — 1}.

Teorema 1.9. As congruencias son relacions de equivalencia, € dicir, cumpre as

propiedades:

» Reflexividade: Para todo x € Z en € N,z =2 (mdd n) .

» Simetria: Sexan v, y € Z en € N, se x =y (mdd n) tamén cimprese que

y=x (méd n) para todo n € N.

v Transitividade: Sexan x, y, 2 € Z en € N, sexz =y (médn) ey = 2

(méd n), enton x =z (mdd n) para todo n € N.

[1]
Teorema 1.10. a =b (mdd n), se, e sé se, n | (b—a). [2]

Demostracion. Se a =b (mdd n) sabemos que a =n-dy +r, b =n-dy + r sendo
r os residuos de a e de b, entén b —a =n - (dy — dy).

Por outra banda, se n | (b—a), entén b—a = n-a e como a = n-dy+ry, b = n-do+
r9 sendo rq e 19 os residuos, b—a = n-dy+ro—(n-dy+r1) = n-(de—dy)+ra—r; = n-a,
polo tanto ro —r; € un multiplo de n, pero como —n < ro —7r; < n, entén ro —r; = 0
e, polo tanto, ry = ry.

]

Teorema 1.11. Podemos afirmar que para todo a € 7Z existe un unico r residuo tal

quea=r (médn)ereZ,. [1]
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Demostracion. Unha das propiedades da division euclidea e que D = d - ¢ 4+ r onde
D é o dividendo, d é o divisor, ¢ é o cociente e r é o resto. Se a é o dividendo é n o

divisor teriamos que a = an +r, entéon a — r = an, polo tanto a =r (méd n). O

Teorema 1.12. Sexan x,y,z,q € Z, n € N e temos que x =y (méd n) e z =q
(méd n), enton x+z=y+q (méd n). [2]

Demostracion. Como x =y (méd n), tense que z —y = 0 (mdd n); e ademais
como z = ¢ (méd n), tamén temos que 2—g =0 (mdd n), entén (r—y)+(2—q) =
(x4+2)—(y+q) =0 (mdd n) e, polo tanto, z+ 2=y +¢q (mdd n). O

Teorema 1.13. Sexanxz =y (médn)ez=¢q (méd n). Enténzz =yq (mdd n);

x,y,2,q € Z, n € N. [2]

Demostracion. Como ¢ = y (mdéd n), entén z - x = z-y (mdéd n) e ademais
sabemos que z = ¢ (méd n), entén z -y = ¢-y (méd n). Agora aplicando a
propriedade transitiva das relacions de equivalencia deducimos que = -2z = ¢q -y
(méd n). O

a

Corolario 1.14. Se x =y (mdd n), entén z* = y* (mdd n); para todo a € N.

&

Demostracion. Basta con observar que a como x =y (méd n) podemos dicir polo
teorema anterior que g -z - ... L=y Y- ... -y <= x* =y* (méd n). O

a elementos a elementos

Teorema 1.15. Se x = y (mdd n) e z,y,n divisibles entre o onde x = a - «,

y=b-aen=m-a, entona=>b (mdéd m).

Demostracion. Basta con ver que se + =y (méd n), entéon y — x = 5 - n, enton

b-a—a-a=a-(b—a)=pF-a-m,entén b —a = - m. ]

Teorema 1.16. Sex =y (méd n), Ay =«a; (mdéd n), Ay =ay (mdd n),...,A,
ayn  (méd n), m € N, enton Ayz™ + Asx® ...+ Apz®™ = agy™ + gy +... 4+, y*™
(méd n); para todo n € N. [2]

Demostracion. Consecuencia directa de aplicar os teoremas anteriores. O
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1.2. Criterios de divisibilidade

Como regra xeral para deducir os criterios de divisibilidade basta con observar
que os numeros da forma a,a,_1 ... ajag se poden escribir da forma a,, - 10" + a,,_1 -
10"~ + ...+ a; - 10 4+ ag e usar axeitadamente as propiedades anteriores, en especial
¢ necesario ver con que niamero é congruente o 10 e as stias sucesivas potencias.

A continuacion veranse algins exemplos.

Teorema 1.17 (Congruencia moédulo 2). Todo nimero é congruente coa sia cifra

das unidades modulo 2.

Demostracion. Tomemos o nimero a,, - 10" + a,_1 - 10"~ + ... + ay - 10 + ag, entén
como 10=0 (mdd 2), a, - 10" +a, 1-10"'+ ... +a;-10+ay =ap (mdd 2). O

Exemplo 1.18. 3427=7=1 (mdd 2)

Teorema 1.19 (Congruencia modulo 3). T'édo nimero é congruente coa suma de

todas as suas cifras en modulo 3.

Demostracion. Tomemos o nimero a,,-10"+a,,_1-10" ' +...4+a;-10+ag. Como 10 = 1
(méd 3),entéon 10" = 1" =1 (méd 3), entén a,-10"+a,_1-10" 1 +...+a;-10+ap =
an-1+apq1-14+..+a-14+ay=a,+a,1+..+a+ay (méd 3). O

Exemplo 1.20. 3427 =3+4+4+2+7=16=7=1 (mdd 3).

Teorema 1.21 (Congruencia modulo 4). Todo nimero é congruente mddulo 4 coa

suma de o dobre da sequnda cifra e a ultima.

Demostracion. Se o nimero é da forma a, - 10" + a,_; - 10" ' + ... + a; - 10 + aq,
como 10 =2 (méd 4) e 10° =0 (mdd 4) para todo i € N, i > 2 a,, - 10" + a,_1 -
10"+ . +a;-10+ay=2-a;+ay (méd 4). O

Exemplo 1.22. 3427=2-247=11=3 (mdd 4).

Teorema 1.23 (Congruencia modulo 5). Todo nimero € congruente coa sia ultima

cifra modulo 5.

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" + a,_1 - 10" + ... +a; - 10 + ao,
como 10 =0 (mdd 5), a, - 10" +a, 1-10""'+ ... +a;-10+ay =ay (méd 5). O

Exemplo 1.24. 3427 =7=2 (mdd 5).
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Teorema 1.25 (Congruencia modulo 6). Todo nimero da forma a, - 10" + a,_1 -
10" + ..+ ay - 10 + ag € congruente con Y i ;[(—=2)" mod 6] - a; mddulo 6.

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" 4+ a,_1 - 10" + ... +a; - 10+ ag, como
10 = -2 (mdd 6), polo tanto a, - 10" +a,—1- 10"+ .. +a;-10+ag = > ,[(—2)*
mod 6] -a; (mdéd 6). O

Exemplo 1.26. 3427 = (-2)-3+4-4+(-2)-24+7=—-6+16-44+7=13=1
(méd 6).

Teorema 1.27 (Congruencia modulo 7). Todo nimero da forma a, - 10" + a,_1 -
10"t + ...+ a; - 10 + ag € congruente con 3 - (an, - 10"t +a, 1-10" 2+ ... +a —
2-a9) (méd 7). E se queremos comprobar se a € divisible entre 7 basta con ver se

an 10"t a, - 10" 24+ . +a; —2-ap=0 (méd 7).

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" + a,_; - 10" ' + ... + ay - 10 + aq,
como 10 =3 (m6d7)el=—-6 (mé6d 7), enton 10 - (a, - 10" +a,_1 - 102 +
wota)tag=3(a, 10" +a, 110" 2+ ... +a;—2-a9) (méd 7). Ademais, no
caso de que o nimero sexa divisible entre 7, como temos que 3 - (a, - 10" 4+ a,,_; -
10" 2+ ... +a;—2-a9) =0 (méd 7), como 7 non divide a 3 temos que 7 divide a
ap-10" 4-a,_1-10" 24 .+a; —2-ap, polo tanto a,- 10" 1 4+a,_1-10" 2 4. +a,—2-a¢ =
0 (méd 7). O

Exemplo 1.28. Vexamos se 3427 é miltiplo de 7. 342—2-7 = 328,32—2-8 =16 =2

(méd T7), polo que non é multiplo de 7.

Exemplo 1.29. Vexamos se 23989 ¢ miltiplo de 7. 2398 — 2 -9 = 2380, 23 — 16 =
7=0 (méd 7), polo que é multiplo de 7.

Teorema 1.30 (Congruencia modulo 8). Todo nimero da forma a, - 10" + a,_1 -

10"+ ...+ ay - 10 + ag € congruente con 4 - as — 2 - a1 + ag mddulo 8.

Demostracion. Se o nimero é da forma a, - 10" + a,_; - 10"~ ' + ... + a; - 10 + aq,
como 10 = =2 (méd 8), entén 102 =4 (méd 8) e 10° = 103- 103 =0 (méd 8)
para todo i € N, entéon a,, - 10" +a,_1 - 10" '+ ... +a; - 10+ ay=4-a, —2 - a1 + ag
(méd 8). O

Exemplo 1.31. 3427 = (—2)2 -4+ (-2)-2+7=16—4+7=7=1 (mdd 3).
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Teorema 1.32 (Congruencia modulo 9). Todo nimero da forma a, - 10" + a,_1 -

10" + ...+ a1 - 10 + a9 € congruente con Y i a; mddulo 9.

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" + a,_1 - 10" + ... + a; - 10 + ao,
como 10 =1 (mdd 9), entén a, - 10" + a,—q1 - 10"+ ..+ a1 - 104+ a9 = > 1
(méd 9). O

Exemplo 1.33. 3427 =3444+2+7=16=7 (mdd9).

Teorema 1.34 (Congruencia modulo 10). Todo nimero da forma a, - 10" + a,_1 -

10"t 4 ...+ ay - 10 + ag € congruente con ay mddulo 10.

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" +a,_1 - 10" '+ ...+ a; - 10+ ag como
10=0 (méd 10), entén a,- 10" +a,_1-10" ' +...+a;-10+ag = ap  (méd 10). O

Exemplo 1.35. 3427 =7 (mdd 10).

Teorema 1.36 (Congruencia modulo 11). Todo nimero da forma a, - 10" + a,—1 -

10" 1+ ...+ ay - 10+ ag € congruente con Y ;- (—1)'a; mddulo 11.

Demostracion. Se o nimero é da forma a,, - 10" 4+ a,_; - 10" ' 4+ ... +a; - 10 4+ ao como
10=—1 (mdd 11), entén a, - 10" + ap—1 - 10"+ ..+ a1 - 10+ ag = > ,(—1)a;
(méd 11). n

Exemplo 1.37. 3427=-3+4—-2+7=16=6 (mdd 11).



Capitulo 2

Congruencias de primeiro grao

2.1. Teoremas inicials

Definiciéon 2.1 (Divisor e miltiplo). Dicimos que ¢ é divisor de a ou a é multiplo
dec,conaeceN,sec>1ec<aceexisten € Ztal que a =c-n, é dicira =0
(méd c).

Definicién 2.2 (Numeros primos relativos ou coprimos). Dicimos que a e b, a e
b € N, son coprimos ou primos relativos cando non existe ¢ divisor comun a a e b
distinto de 1.

Exemplo 2.3. 36 e 35 son primos relativos.

Definicién 2.4 (Nameros primos e compostos). Dicimos que p, con p € N—{0, 1},
é un ntmero primo cando non existe ¢ divisor de p distinto de 1 e p. No caso de que

exista ¢ distinto de 1 ou x tal que ¢ | x, diremos que = é composto.

Definicion 2.5 (Minimo comin multiplo). Diremos que M é o minimo comin

miltiplo de aq, ao, ..., a, se M é o menor nimero que é multiplo de a4, as, ..., a, &

vez.

Definicién 2.6 (Méaximo comun divisor). Diremos que m é o méximo comun divisor
de ay, ay, ..., a, ou (ay, as, ..., a,) se M é o maior niamero que é divisor de ay, as,

ey Ay & VeZ.

Teorema 2.7 (Algoritmo de Euclides para o célculo do maximo comun divisor).

Para calquera par de nimeros a,b € N, b > 0, tense que (a,b) = (a mod b, b).

7



8 CAPITULO 2. CONGRUENCIAS DE PRIMEIRO GRAO

Demostracion. Se r = a mod b, tense que a = ¢ - b+ r, ¢ € N. Polo tanto, todo
divisor comin a b e r dividird tamén a a, polo que (b,7) < (a, b).

Por outra banda, dado que r = a—¢q-b, todo divisor comiin a a e b tamén dividira
a r, polo tanto (a,b) < (b,r).

Exemplo 2.8. Calculemos o méximo comun divisor de 364 e 748. (748,364) =
(748 mod 364,364) = (20,364) = (20,364 mod 20) = (20,4) = (20 mod 4,4) =
(0,4) = 4.

Teorema 2.9 (Teorema de Bézout ou algoritmo de Euclides extendido). Para cal-
quera par de numeros a,b € N con algun deles distinto de 0, existen s, t € Z tal que
(a,b) =s-a+t-b

Demostracion. Sexa ¢ o menor enteiro positivo da forma c=x-a+y-b, x,y € Z.
Como (a,b) | a, b, entén (a,b) | ¢ e, polo tanto, (a,b) < c. Agora vexamos se ¢ | a, b.
Suponamos que cta,ea=q-c+r, 0 <r <c Entbona >r =a—q-c =
(1—q-x)-a+y-b, ocal non pode ser xa que a é o menor enteiro positivo que

cumpre a propiedade.
O

Teorema 2.10. Se un primo divide ao produto de dous niumeros, enton dito primo

divide a algin deses nimeros. [2]

Demostracion. Suponamos que p | a-b pero pfa.Eentona=p-g+rconl <r <
p—1,ea-b=p-q-b+r-b; ademais, polo teorema de Bezout temos que como p 1 a,
enton (a,p) =1=a-p+P-acona, fE€Z,enton b=« -p-b+ 5 -a-b que como
p | a-b podemos afirmar que p | b.

m

Exemplo 2.11. 6 | 4-21 = 84 pero 614, 21.
Exemplo 2.12. 3| 4-21 =84 e, polo tanto, 3 | 4 ou 3 | 21, neste caso, 3 | 21.

Corolario 2.13. O produto de dous niumeros distintos de 0 mdis pequenos que un

primo dado non pode ser multiplo dese primo. [2]

Teorema 2.14 (Teorema fundamental da aritmetica). Todo nimero enteiro ou é

primo, ou se pode descomporier de forma tnica, salvo orde, en factores primos. [2]
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Demostracion. Primeiro observemos que ningiin niimero natural pode ponerse como

produto infinito de factores distintos a 1, xa que se asi fora m = H a;coni € [ e
I
| I| infinito, entén m = H a; > H 2 o cal non pode ser un nimero natural porque

I I
diverxe.

Suponiamos agora que existe alo menos un nimero composto que se pode des-
componer en factores primos de dous ou mais xeitos. Como todo subconxunto de N
ten que ter un minimo, ten que existir un nimero composto con multiples factori-
zacions en factores primos distintas que sexa o mais pequeno e denominaremolo a.
Dito a tera estas duas factorizaciones primas distintas pi* - ...p2s e ¢i"* - ... g/ con
N1y eeey Mg, M1, ... My € N — {O}

Sexa p primo, se p | pi*-... p%, enton p | ¢i"*-... ¢/**, polo que os primos que hai na

primeira factorizacion tenen que ser os mesmos que os da segunda e viceversa, enton

Gt gt = pi" - pT. Como as factorizacions son distintas podemos supofier
sen perda de xeralidade que ny < my, polo que py? - ...pls = p™ " - py*? . L ple =
a/p™ < a o cal non pode ser xa que a é o menor nimero composto con multiples

factorizacions en factores primos distintas.

]

Teorema 2.15. E equivalente dicir que M € o minimo comun muiltiplo de aq, as,
., Gy a6 dicir que M € igual ao produto de todos os factores primos de ay, as, ...,

a, elevados ao maior dos exponentes das factorizacions.

Demostracion. Que M é un multiplo é trivial xa que basta con dividir M entre cada
un dos a; para todo i € {1,2, ..., n} e ver que ao facelo se cancelan todos os factores
primos de a;.

Agora témos que ver que é o menor, e para iso suponamos que existe M’ multiplo
de aq, as, ..., a, menor estricto que M. Ao factorizalo en factores primos vemos que
non pode haber ningin factor distinto aos factores primos de a4, ao, ..., a, xa que
se asi fora podes definir M” con todos os factores primos de M’ menos aqueles que
non sexan factores primos de a; para todo ¢ € {1,2, ..., n} que tamén seria multiplo
de estes. Polo tanto podemos dicir que os factores primos de M’ tamén estan en
M. Como M' < M alo menos un dos factores primos de M’ ten que ter exponente
menor ao mesmo factor primo en M. Dito exponente do primo en M ¢é igual ao
exponente do mesmo primo para a factorizacién de certo a;, polo tanto, M’ non

pode ser miltiplo dese a;. O
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Teorema 2.16. E equivalente dicir que m € o mdximo comun diwvisor de ay, as, ...,
ay, a dicir que m € igual ao produto de todos os factores primos comunes de ay, as,

., a, elevados ao menor exponente.

Demostracion. Que m é un divisor é trivial xa que basta con dividir cada un dos a;
para todo ¢ € {1,2, ..., n} entre m e ver que ao facelo se cancelan todos os factores
primos de m.

Agora témos que ver que € o maior, e para iso suponamos que existe m’ o maior
divisor de ai, as, ..., a, maior estricto que m. Ao factorizalo en factores primos
vemos que non pode haber ningtn factor primo distinto aos factores primos comuns
de ay, as, ..., a, xa que se asi fora podes non seria divisor de a; para todo i € {1,2,
..., n}. Polo tanto podemos dicir que os factores primos de m’ tamén estan en m.
Como m < m' un dos factores primos de m’ ten que ter exponente maior ao mesmo
factor primo en m. Dito exponente do primo en m é igual ao exponente do mesmo

primo para a factorizacién de certo a;, polo tanto, m’ non pode ser divisor dese
Q;. ]

Teorema 2.17. Se aq, as, ..., a, son primos relativos de a se, e SO Se, a1+ Az« ... Ay

e a tamén son primos relativos.

Demostracion. Basta con darse conta que a factorizacion en factores primos de a; -
as - ...~ a, ¢ a mesma que o produto de todos os factores primos de cada un dos a;

e, polo tanto, non habera ningin factor primo en comun con a. O

Teorema 2.18. Se ay, as, ..., a, son primos relativos entre si e todos son divisores

de «a, enton ay - as - ... - a, tamén divide a «.

Demostracion. Basta con darse conta que a factorizacion en factores primos de cada
un dos ay, as, ..., a, ao ser divisores de « estd formada so por algins dos factores
primos con exponente menor ou igual ao de « e sen ter primos en comin co resto de
a; polo feito de ser coprimo destes. Disto seguese que o produto de todos eles tamén
teran os mesmos primos que « con exponente menores ou iguais aos da factorizacion
de dito a. O

Qn
n

enton oy divide a s para todo i € {1,2,...,n}. [2]

Teorema 2.19. Tomemos A = ai* - a3* - ... - ad onde todo a; € primo. Se A = k*,



2.1. TEOREMAS INICIAIS 11

Demostracion. Como a factorizacion en factores primos de A é tnica, k™ tera a
mesma factorizacion. Ao factorizar £ podemos observar que consta de exactamente
os mesmos primos que a factorizacion de A, xa que se no fose asi, se houbera algin
primo b factor de k, b tamén seria factor primo de £° e non de A, e se algiin a; non

fora factor primo de k e por tanto tampouco o seria de k*.

. . .. . , o ot o
Digamos que a factorizacion en factores primos de k é k = a;' - ay” - ... - an™,
. 8, s-al o .
enton k¥ = a;" "' - ay 2 -...-ay . Polo tanto para todo i € {1,2,...,n},a; = s - o,
entén s divide a «;.
m
Corolario 2.20. Se A=ay -as - ... - a,, onde todos os a; son coprimos, e A = k".

Enton /a; € N.

Demostracion. Basta con observar que os a;, ao ser coprimos, non comparten nin-
gun primo na sia factorizacion, polo que podemos aplicar o teorema anterior e

observaremos que os exponentes de cada un deses primos é divisible entre n.
m

Teorema 2.21. Sexa A de zeito que sexa divisible entre o e B que son coprimos.

Enton A serd divisible entre o - 3.

Demostracion. Basta con ver que os factores primos de a e [ son distintos, polo
que os exponentes dos factores primos de « - f non superarian aos de A, xa que

tampouco ocorre en « nin en f.

[
Exemplo 2.22. 6, 4| 12 pero 6-4 1 12.
Exemplo 2.23. 3, 4| 12 e como son coprimos, entén 3 -4 | 12.

Corolario 2.24. Se a e b son divisibles entre k e son a sia vez congruentes maodulo

@ =25 (méd n).

n sendo k e n coprimos, enton ¢ = 7

Demostracion. Basta con observar que se a = b (méd n), enton a — b é divisible
entre n e como a e b son a sta vez divisibles entre k, a — b tamén o sera. Polo tanto

podemos aplicar o teorema anterior e concluiremos que a — b = k - n - m para algin

Ap &=b —a _ b
m € Z, enton 4= = ¢ — 2

—2=n-m,entén £ =2 (méd n).

]
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Teorema 2.25. Sexan o e n coprimos e sexan a e b tales que a Z b (méd n),

enton ov-a Z a-b  (méd n).

Demostracion. Suponamos nas condicions do teorema que av-a = - b (méd n).
Entona-a—a-b=m-nconm € Z e a-(a—b) = m-n. Como a e n son coprimos,
a divide inicamente a m, ¢ dicir @ =s € Z, entbona—b=s-nea=>b (mdd n),

o cal contradice as hipoteses do teorema. O

Corolario 2.26. Sexan a, n € Z son coprimos, existe x € Z de xeito que a - x = b
(méd n). Ademais sexan x', x” tales que a-2' =b (méd n) ea-2" =b (mbd n),

enton £ mod n = 2" mod n.

Demostracion. Definamos R = 0,1,...n — 1 os posibles restos de dividir calquera
numero entre n. Suponamos agora sen perda de xeralidade que para todo x € R, a -
r—b#Zc (médn),entona-r#c—b=1i (médn),i € R. Se x1,29 € R, 11 # 9,
entébn a - r1 # a -y (méd n), entéon o coxunto de todos os elementos aos que

equivale a - x vai ser exactamente R o cal non pode ser xa que non exclue a 1.

]

Corolario 2.27. A expresion a-x + b podemos facela congruente con calquera valor

en modulo n se, e SO se, a € n Son coprimos.

2.2. Resolucion de congruencias de primeiro grao

Definicién 2.28 (Congruencia de primeiro grao). Chamamos congruencia de pri-
meiro grao as congruencias entre polinémios de grao 1. Ditas congruencias poédense

reducir de xeito trivial aa-z+b=c (mdd n).

Corolario 2.29. Se a en sdn coprimos a congruencia de primeiro grao a-x+b = c

(méd n) sempre € resoluble e a solucion é unica para valores de x entre 0 e n — 1.

Demostracion. Basta con observar que sempre existe x congruente con b— ¢ moédulo
n. ]

Teorema 2.30 (Polinomios de médulo primo). Dado o polinomio A, - x™ + A, -
2" 4+ LA -2+ Ay =0, con A; € Z para todo i € {0, 1,..., n}, a € Z € solucion
de Ay -a™ + A, -2 P+ A -2+ Ay =0 se, e s6 se, « mod p € solucion de
Ay o™+ A, 2"+ LA -2+ Ag=0 (mdéd p) para todo p primo.
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Demostracion. Se x = a é soluciéon de A, - 2" + A, -2 '+ .. A -2+ Ay = 0,
enton A, - 2"+ A, 12"+ LA x4+ Ay = (z—a)-g(x) =0 (méd p), entén
r—a=0 (médp)exr=a (mdd p)

Por outra banda suponamos que z = o mod p é solucién da congruencia A,, -
2"+ A" LA+ Ag =0 (méd p), esexa [[7_, (z—as)-g(z) a factorizacion
do polinomio con todas as raices enteiras deste. a ten que ser congruente a algunha
desas raices enteiras modulo p xa que se non fora asi g(a) = 0 (méd p), entén
existe a € Z tal que a = p - q+ «, entén a é raiz de g o cal non é posible.

O

Teorema 2.31. Se o mdzimo comun divisor de a e n divide a ¢ — b, a congruencia
a-r+b=c (mbdn) é resoluble e ten (a,n) solucions entre 0 e n — 1. Non haberd

solucion en caso contrario. [2]

Demostracion. Sexa a0 méaximo comun divisor de a e n, entén a-x = c—b  (méd n),

entén £ -z = <2 (méd 2) que induce a unha congruencia que ¢ resoluble cunha
tinica solucion o € {0,1,..., 2}, entén para todo i € {0,1,...a — 1} zo+i- 2 tamén

seran solucions e seran todas as que se encontran entre 0 e n — 1.

Para ver se hai solucion en caso contrario basta con suponer que esta existe. Sexa
B dita solucioén, polo tanto para certo m € Z podemos dicir que a- 5 —(c—b) = m-n,
enton c —b=a -5 —m-n o cal non pode ser xa que « divide a a - —m - n pero

non pode dividir a ¢ — b. O

Teorema 2.32 (Formulacién clasica do teorema pequeno de Fermat). Se a e p son
coprimos, con p primo, ou o que € o mesmo, p non divide a a, enton a’t —1 =0

(méd p). (2]

Demostracion. Sexa a € Z e sexan a,2-a, ... (p — 1) - a os primeiros p — 1 multiplos.
Os residuos de a,2-a,...(p— 1) -ason 1,2, ...p — 1, non necesariamente neste orde,
polo tanto, a-2-a-...-(p—1)-a=a?'-(p—1)! = (p—1)! (méd p), entéon a?~! =1
(méd p).

O

Corolario 2.33 (Teorema pequeno de Fermat). Sexa p primo, para todo a € Z,a? —
a=0 (méd p). [2]



14 CAPITULO 2. CONGRUENCIAS DE PRIMEIRO GRAO

Demostracion. Se a = 0 é sinxelo ver que 0P — 0 = 0 (méd p). Para o resto de
casos como a?"' —1 =0 (méd p), entéon a - (e’ —1) = a-0 (mdd p), entén
a? —a=0 (mébd p).

O

Exemplo 2.34. Cal é o residuo de 22?2 en base 117

22022 — (210)202

Como - 22 ¢ pola version clasica do teorema pequeno de Fermat

sabemos que 2! =1 (mdd 1)1, enton (210)292.22 = 1202.22 =4  (mdéd 11). Polo

tanto o residuo de 22°?2 en base 11 é 4.

Corolario 2.35. Para p primo non divisor de a, x = a?~2 - (c — b) € solucidon de

a-z+b=c (mddp).

Demostracion. Como vimos a?'—1=0 (méd p),enténa? ! =1 (méd p), entén
(c—=Db)-a’! =c—0b (mdd p), polo que se z = a? 2 - (c —b), entéon a -z + b =
a-aP? - (c—=b)+b=a"t - (c—b)=c—b+b=c (médd p). O

Definicién 2.36. Definimos Z! = {z € N | z < n,(x,n) = 1}, é dicir os coprimos

de n menores a este.
Exemplo 2.37. Z§ = {1, 3, 5, 7}

Definicion 2.38. Definimos as operacions + e - en Z, de xeito que para todo
a,b €Z,a+b=(a+b) modnea-b=(a-b) mod n.

Teorema 2.39. Sexan a,b € 7Z temos que (a +b) modn = [(a mod n) + (b

mod n)] mod n e (a-b) mod n=[(a mod n)-(b modn)] mod n.

Teorema 2.40. Seza Z; = {x € N tal que v < n,(x,n) = 1} e sexa a tal que
(a,n)=1. Entona=b (méd n) con b e Z.

Demostracion. Suponamos que a =t (méd n),t ¢ Z*, é dicir (t,n) = d # 1, enton
a—t=0 (médn),entén a —t =k-n,k € Z, entéon a = k - n — t. Sexa p divisor
primo de d, enton kK = k' -p,n = n' - p con k,n' € Z, enton p divide a a o cal é
imposible.

]

Teorema 2.41. Para todo a,b € Z; tense que a-b mod n € Z;.
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Demostracion. Basta con observar que a - b non ten divisores comins con n.

]

Teorema 2.42. Sexa a € Z,, enton eziste b € Z,, tal que a-b=1 (mdd n) se, e

so se, (a,n) = 1.

Demostracion. Tomemos a € Z;. Polo teorema de Bezout, existen s,t € Z tal que
l=a-s+n-t,enténa-s =1 (mdd n). Reciprocamente como s-a =1 (méd n),
s-a—1=a-n e, polo tanto, todo divisor d de n ten que dividir a s-a — 1, polo
que d 1 s-a e por tanto non divide a a.

O

Teorema 2.43. O inverso multiplicativo existe e € unico para todos os elementos
*
de Z,.

Demostracion. A existencia xa estd demostrada polo teorema anterior, para a uni-
cidade basta con ver que para a € Z; sexan b e c os seus inversos multiplicativos en
Z,entona-b—a-c=0 (médn),enton a-(b—c) =0 (mdd n), entéon b—c=0
e, polo tanto, b = c.

m

Definicion 2.44 (Funcion de Euler). Chamaremos funcién de Euler a aquela defi-
nida do seguinte xeito:
p: LF =T

:n~| Zy |

2]
Exemplo 2.45. p(45) =4-2-3 =24
Teorema 2.46. | Z:. |= (p — 1) - p"~', para todo p primo. [2]

Demostracion. Demostrémolo por inducién:

» Base: Para p' = p todo-los niimeros menores a p son coprimos xa que se non
fora asi existiria a € N : (a,p) = q,q € {1,p} tal que ¢ divide a p, o cal e
imposfbel. Por conseguinte hai (p — 1) - p’ =p — 1.
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» Hipdtese: Supofiamos o teorema certo para todo p' con i < n

s Paso n+1: Sabemos que todos os que son coprimos con p" tamén o seran con
p"*1, de feito non habera nin mais nin menos ate p" xa que non poden haber
nimeros coprimos con p"*! que non sexan a sta vez coprimos con p”. Ademais

fagamos contas para ver como son ntimeros hai entre p" e p"*i:

prpt L p A, D DA, P T P L, L "
pr—1,p"-pt=prtt

Obsérvese que os nimeros que hai entre ¢ - p" e (t + 1) - p" pédense poner da
forma t-p™+k con k entre 0 e p”. Ademais para que t-p" + k non sexa coprimo
con p"tt, t"’;—f’“ = q,q € N, para todo 7 € {1,...n} se, e s6 se, t - p" " + ]% =q
se, e s0 se, ]% =q—t-p" % entoén t-p" + k non & coprimo de p" ! se, e 56 se, k
non é coprimo de p”, entén t - p™ + k ¢é coprimo de p"*! se, e s6 se, k é coprimo
de p", entén entre t - p” e (t + 1) - p" temos (p — 1) - p"~! coprimos de p"*! |
enton entre p" e p"*! temos (p—1)-[(p—1)-p" '] = (p—1)*-p"~" coprimos
de p"™!, enton teremos un total de (p—1)-p" '+ (p—1)2-p" L = (p—1)-p",

polo que quedaria demostrado.

]

Corolario 2.47. Se a = pi' - ... - pi* factorizacion en factores primos de, enton
n s;i—1
pla) =[Lm (i — 1) - p7 . [2]

Teorema 2.48 (Teorema chinés dos restos). Sexan ni, ng,...ngs € N coprimos dous

a dous e ay,as,...as € 7 Existe x € 7:

T =a (méd nq)
T = ag (méd ny)
E dito x serd unico para x € Z, sendon =n =mny-ng - ... -ng € calquera outra

solucion serd congruente con x mddulo n. [2]

Demostracion. Sexa n; = n/n; de xeito que (nj,n;) = 1, entén n; € Z: , enton existe

!/ / [ — 4 2 / !/ — 4 2
m; € Zy tal que mj-n; =1 (méd n;), entéon m;-n;-a; = a; (méd n;). Obsérvese
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/:
P —

ademais que m; - n (méd nj) para todo j # 4, entéon n) - a; = 0 (mdd n;)
para todo j # i, enton x = > _;_, m} - n - a; serd solucion do sistema.

Para ver a unicidade en 7Z, suponamos que x e y son soluciéns do sistema en
Z,, polo que sabemos que z = a; (mdéd n;) e y = a; (méd n;) para todo i €
{1,2,...;s},enton x —y =0 (mdd n); para todo ¢ € {1,2,...,s}, enton x —y =0
(méd n) por ser os n; coprimos, entén z =y (méd n) e, polo tanto, = = y.

[
Teorema 2.49. Se m e n son coprimos, enton | Z;, ., |=| Z%, | - | Z |. [2]

Demostracion. Para proba-lo vexamos que existe unha bixeccion entre Z, . e Z; x

Zy,. Podemos definila deste xeito:

7z, =7, X7
f:x~ (x mod m,xr modn)

Vexamos primeiro que estd ben definida xa que se (x,m-n) =1 e (x,m) = d,
como d divide a m - n, enton d = 1, analogamente tamén para n.

Probemos a inxectividade. Sexan z,y € Z} . e suponamos que f(z) = f(y),
entonz =y (médm)exz =y (médn),enton x —y =~k -m,x—y =k'-n, entéon
k-m =k -n e como m en son coprimos, ou x —y = m -n o cal é imposibel ou
x —y = 0, polo tanto x = y e quedaria demostrada a inxectividade.

Probemos agora a sobrexectividade. Tomemos z € Z;, e y € Z;. Polo teorema

chinés dos restos, existe solucion ao sistema definido do seguinte xeito:

z=x (mbéd m)
z=y (mdd n)
Tera solucion tnica en ZF, . xa que (m,n) = 1. Polo tanto cimprese a sobrexec-

tividade. n

Corolario 2.50. A funcion ¢ de Euler € reprodutiva respecto ao produto de coprimos
de zeito que p(m - n) = o(m) - p(n) se, e sé se, (m,n) =1. [2]

Exemplo 2.51. ¢(18) =| {1, 5, 7, 11, 13, 17} |= 6, ademais ¢(9) = 3-2 e
©(2) = 1. Polo tanto ¢(18) = ¢(2) - ¢(9).

Exemplo 2.52. ¢(36) =| {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35} |= 12,
ademais p(9) =3-2 e ¢(4) = 1-2. Polo tanto ¢(36) = ¢(4) - p(9).
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Teorema 2.53. Sexa a € Z tal que (a,n) = 1, enton a - Z;, = {a-x mod n para
todo x € 3} = 7.

Demostracion. Que a - x € 7 xa estd demostrado. Como Z} é un conxunto finito
basta con ver que pasa para x,y € Z: tal que a-z = a-y (méd n), enton a-(z—y) =
0 (méd n),entén z =y (moéd n), entéon = y. polo que a-Z e Z; tefien a mesma
cantidade de elementos e, polo tanto, son o mesmo conxunto.

]

Teorema 2.54 (Teorema de Euler). Se a e n son coprimos, entén a?™ = 1
(méd n). [2]

Demostracion. Sexa o € ZF tal que a = o/ (mdéd n). Definamos agora H z, do

2€Z3,
cal podemos afirmar que | | z = | | d -z (méd n), entéon o’ - | | z = 2,
z€ZY, zELY Z€ZF, z€ELY,

enton @™ =1 (méd n), entén a?™ =1 (mdéd n).

Exemplo 2.55. (2,21) = 1, polo tanto 20 e 21 son coprimos. 2¢(1) = 262 = 219 —
4096 = 195 - 21 + 1, entén 292D =1 (méd 21).

Definicién 2.56. Chamamos orde de a en n, Ord,(a), a0 menor enteiro positivo

tal que a®™(@ =1 (méd n).

Exemplo 2.57. Vexamos canto vale 2¢ mod 21 ate o menor i natural distinto de 0
que se faga que 2° =1 (mdd 21): 2, 4, 8, 16, 11, 1, entén Ords(2) = 6.

Teorema 2.58. Sexa a € Z*

n’

enton Ordy(a) | ¢(n).

Demostracion. Por definicion sabemos que t = Ord,(a) cumpre que t < ¢(n).
Suponamos que o resultado non ¢é certo, é dicir p(n) =t-g+rcongq,r € N1 <r < t,
entén a?™ =a'7-a" =a" =1 (mbd n) o cal non pode ser certo xa que r < t.

O

Exemplo 2.59. ¢(21) = 12 e Ords(2) = 6, entén pode observarse que Ords; (2) |
p(21).

Corolario 2.60. a' =1 (mdd n) se, e s se, Ord,(a) | t.
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Demostracion. Se suponemos que Ord,(a) | t a demostracion é trivial.
Suponiamos por outra banda que a' =1 (mdd n) pero Ord,(a) t t. Basta con
realizar un argumento similar ao teorema anterior para chegar a4 contradicion.

]

Teorema 2.61 (Solucién de congruencias de primeiro grao). Sexa a congruencia

de primeiro grao a-x =b (moéd n). Dita congruencia terd algunha solucion se, e

)) p(n/(a:n))=1 (b/<a n)) + k- (ann)

sd se, (a,n) | b, e ditas solucions serdn v = (%
mod n, k€ {0,1,...(a,n) — 1} en Z,

a,n

Demostracion. Xa estamos en condicions de dar soluciéon as congruencias de primeiro

grao. Sexa d = (a,n),a’ = a/d,V/ = b/d e n’ = n/d, polo que resolver a -z =
b (méd n) é equivalente a resolver a' - x =V (mdd n'). Ademais a solucion de
a-r=1 (méd n') sera a’?")=1 xa que a¥™) = a-a/*™)"' =1 (méd n'), entén
a-(a¥™)=1.0) =1 (méd n) e, polo tanto, a¥™) =1 . ¥ 4 k- n/ para todo k € Z

seré solucion tamén de a-z=b (mbdn).

Vexamos que a’?")=1 .o +k-n' k € {0,1,... (a,n) — 1} son soluciéns distintas
en Z,.E trivial comprobar que son solucion, agora suponamos que para k', k" €
{0,1,...(a,n) — 1}, a1y + k' - n' = o*)1 0 + k" -0’ (mbd n), entén
E-n'=k"n" (méd n), enton k' = k” (méd d), enton k' = k" o cal non pode ser
certo.

Vexamos que non pode haber ningunha soluciéon en Z, que non sexa da forma
a/?M =LY e mod n, k €{0,1,... (a,n) —1}. Suponamos que z é unha solucién
en Z, distinta a a’?™) 1.0 +k-n' k € {0,1,... (a,n) — 1}, entén a-z = a-a*™) 1.V
(méd n), entén @’ - z =1 (méd n’). Como o’ € Z}, sabemos, polo tanto, que ten

. , , . ’, / —
inversa e é Gnica, e esta é ’*(™)~1 que non lle queda outra a z que tomar ese valor.

]

Exemplo 2.62. Sexa 6 -2 =9 (mdd 21), enton (6,21) = 3, polo que 2-z = 3
(mdd 7) e a sta solucién é x = 25 - 3 e por conseguinte as solucions de 6 - z = 9
(méd 21) son & = 2'1 -3 + k-7 mod 21 para k € {0,1,2}, entén comprobemos
que 12, 19, 5 son soluciéns: 6 - 12 mod 21 =72 mod 21 =9, 6-19 mod 21 =114
mod 21 =9¢e6-15 mod 21 =30 mod 21 =9

Corolario 2.63. A solucion dea-x =b (méd n) con (a,n) | béx = ((a“n))O’”dn/(am(a)’1
(b/(a,n)) + k- % o (a,n) — 1}

a,n

?
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Exemplo 2.64. No exemplo anterior as soluciéns son da forma z = 22-3 4+ k-7

mod 21 para k € {0,1,2}, o que da como soluciéons 12, 19, 5.

Teorema 2.65 (Sistemas de congruencias de primeiro grao). Seza un sistema de

congruencias de primeiro grao da forma:

T =a (méd ny)

T = a (mod ny)

Podemos obter a solucion se esta existe, e esta estard garantida se o modulos son

coprimos dous a dous.

Demostracion. Que a existencia estd garantida se os modulos son coprimos polo
teorema chinés dos restos.

Para ver os casos nos que hai soluciéon basta con observar o algoritmo de resolu-
cion.

Da primeira congruencia podemos deducir que = = a; + k; - ny, e utilizando isto
na seguinte obtemos que a; + k; - ny = ay  (méd ny) que terd solucion se (ng,no)
divide a as — ay.

Iterando o proceso, ao resolver a tltima congruencia obterase a solucién sempre

que se cumpra a condiciéon arriba descrita.
m

Exemplo 2.66. Resolvamos:

r=3  (mdd 4)

r=5  (mdd9)
Como z =3 (mé6d 4) enton z = 4-¢ + 3. E como x =5 (mdd 9) temos
qued-g+3=5 (méd9),entéon 4-¢; =2 (mé6d 9) e como Ordy(4) = 3, entén

q = 4?-2, e, polo tanto, x =4-42 -2 + 3 =131



Capitulo 3
Problemas

Introduciomos aqui unha selecciéon de problemas extraidos das Olimpiadas Ma-
tematicas a niveles locais, nacionais e internacionais, ademais de algtins problemas
de interese. Respecto as Olimpiadas Matematicas a nivel local e nacional, extraense
de multiples paises, como a Unién Sovietica o Estados Unidos e, especialmente, as
Olimpiadas Matemaéticas Espanolas.

A hora de afrontar as Olimpiadas Mateméticas Espanolas deberase ter en conta

a estructura:

» Fase local, de distrito ou fase autonomica: Celebrase ao final do primeiro tri-
mestre en cada Comunidade Auténoma ou Distrito Universitario e consta dun
total de 6 problemas repartidos en duas probas escritas. Os participantes de-
beran estar cursando a ensinanza secundaria e poderan presentarse volunta-

riamente sen requisito previo.

= Fase Nacional: Celebrase a finais de febreiro e consta dun total de 6 problemas
comprendidos en duas probas escritas de 3 horas de duraciéon cada unha. Cada
unha destas probas constan de 3 problemas, é dicir, un total de 6 propostos

por un tribunal.

Por outra banda se o aspirante vaise a enfrentar 4s Olimpiadas Matematicas
internacionais, debe saber que celébranse a mediados de Xullo e consta de duas
probas de 4 horas de duraciéon cada unha, tendose que enfrentar o aspirante a un

total de 6 problemas repartidas en 3 problemas por proba. [6]

21
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3.1. Olimpiadas Matematicas nacionais

Problema 3.1 (Olimpiada Matematica Espanola (OME) 2004 Problema 9). Achar
todas las formas de expresar 2003 como la suma dos cadrados dos nimeros enteiros.
[4]
Solucion

Sexa z?, y? cadrados perfectos e como z, y = {0,1,2,3} (méd 4), entén
22, y? = {0,1}, polo tanto 2% + y*> = {0,1,2}. Como 2003 = 3 (mdd 4), entén
2? + 9% # 2003, para todo z, y € Z

Problema 3.2 (All Soviet Union Mathematical Olympiad 1970 Problema 13). Se os
ntmeros que van de 11111 ao 99999 colécase en algtin orde formando un nimero de

444445 cifras, demostrar que dito nimero non é unha potencia de 2. [4]

Solucion

Sexan S1, ..., Ssgsgg todos os nimeros que van do 11111 ao 99999 de xeito que
N = Z?ﬁgg 10>G=1 . S;. Obsérvese que 10° — 1 = 99999 = 9- 11111, entén 10° = 1
(mdéd 11111), é dicir, N = > Zfiglgg S; (mdd 11111). Obsérvese ademais que, por
ser 11111 primo, todo elemento de Zq1111 ten inversa coa suma. Ademais obsérvese
que os restos dos ntimeros do 11111 ao 99999 recorren exactamente 9 veces todos
os elementos de Zj1111, polo tanto N =0 (mdd 11111) e, polo tanto, non pode ser

potencia de 2.

Problema 3.3 (OME fase local 2004 Problema 4). Existe algunha potencia de 2 tal
que ao escribila no sistema decimal tena todos os seus dixitos distintos de cero e

sexa posible reordenar os mesmos para formar con eles outra potencia de 27 [4]

Solucion

Sexan A e B potencias de 2 tales que cumpren as condiciéons do problema. Se
A < B teremos queou B=2-AouB=4-AouB=28-A xa que como todas as
cifras tenen que ser distintas de 0, A e B, tefien que ter o mesmo numero de cifras
significativas. Ademais como os seus dixitos son os mesmos, A = B (mdd 9), entén
B—A=0 (méd9),enton A=0 (méd9) ou3d-A=0 (méd9)ou7-A=0

(méd 9) e ningun destes casos son posibles.

Problema 3.4 (United States Mathematical Olympiad junior 2011 Problema 1).

Achar todos os niimeros naturais tales que 2" + 12" + 2011" é un cadrado perfecto.

4]
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Solucion

Se n = 0 temos que 2° 4 12° +2011° = 3 o cal non ¢é un cadrado perfecto. Para
n =1 temos que 2! + 12! + 2011! = 2025 = 452

Vexamos agora paran > 1. 2"+ 12" +2011" = (—-1)"4+0+1 (mdd 3), é dicir,
sen par 2" +12"42011" =2 (mdd 3) e se n impar 2" +12"+2011" =0 (mdd 3),
polo tanto para que a expresion sexa un cadrado perfecto, n ten que ser impar xa
que 22 = {0, 1} (méd 3). Ademais 2" + 12" +2011" = (2)" + 0+ 1 (méd 4),
é dicir, se n > 1, 2" + 12" 4+ 2011" = 3" (mdd 4) que sendo n impar temos que
2" +12" +2011" =3 (mdd 4), pero como 2% = {0, 1} (méd 4) non existe n > 1
para o cal 2" + 12" 4+ 2011™ é un cadrado perfecto.

Problema 3.5 (OME 1965 Problema 2). Un namero de tres cifras escribese zyz no

sistema de base 7 e zyz no sistema de base 9. Cal é ese numero? 7|

Solucion

Se temos que xyz escribese en base 7, teremos que o nimero en base 10 sera
-7+ 1y -7+ 2z Do mesmo xeito como o mesmo nimero en base 9 é zyx, sera en
base 10 z2- 92 +y -9+ 2. Polo tanto x - 7> +y -7+ 2 = 2-92+y -9 + 2, entén
80-242-y—48-x =0, entén 40- z+y —24-x = 0 e, polo tanto, 8- (3-x—5-2) = y.

Ademais obsérvese que 8- (3-x —5-2) =y (moéd9), entébn 5-2 -3 -z =y
(méd 9), entén 5-z —y =3 -2 (mdd 9), polo tanto 5 - z — y é un multiplo de 3,
enton 5-z—y =0 (méd 3) e, polo tanto, y+2 =0 (mdd 3), entéon ou y+ 2z =0
(méd 9) ouy+2z=3 (m6éd9) ouy+z=6 (méd 9) asi que distingamos casos:

s Sey+2=0 (m6d9), entéon 3-z =6-2z (méd9), entbn z =2-2 =y
(méd 3). Como 0 < z,y,z <6 temosquesez =y, z =y +3se0<y<3ou
y=x+3se0<x<3.

Sex =y, entén 40-z =23 -z, enton xr =y = z = 0.

Se z =y + 3, entén 40 - z = 23 - x + 3 que no ten solucién natural para
x € {3,4,5,6}.

Se y = x + 3, entéon 40 - z = 23 - x — 3 que no ten solucion natural para
x € {3,4,5,6}.
» Sey+z=3 (mdéd 9),entéon 3-z =62z+3 (méd 9),entén z =2-2+1 = y+1

(méd 3). Como 0 < z,y,z <6temosquesez =y+1se0<y<5 x=y+4
se0<y<2ouy=z+2se0<2x<4
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se x =y + 1 non ten solucién en ningin caso.
se x = y + 4 non ten solucién en ningin caso.

se Yy = x + 2 non ten solucién en ningun caso.

» Sey+2z=6 (mdd9),entén 3-z =62+6 (méd9), enténz =2-2+2 = y+2
(méd 3). Como 0 < z,y,2 < 6temosqueser =y+2se0<y<4, z=y+5
se0<y<louy=x+1se0<2<5.

se £ = y + 2 non ten solucién en ningun caso.
se x =y + 5 ten solucion paray =0,z =5¢e z = 3.

se y = x + 1 non ten solucién en ningin caso.

Problema 3.6 (OME 1976 Problema 4). Demostrar que a suma de 5 cadrados per-

fectos consecutivos non pode ser un cadrado perfecto. [7]

Solucion

A suma de cadrados perfectos consecutivos serfa da forma (n —2)? + (n —1)? +
n+n+1)22+n+2)?2=5-n*4+10=5-(n*>+2), polo que para que esta suma
sexa un cadrado perfecto es condiciéon necesaria que 5 | (n? + 2), ¢ dicir n? +2 =0
(mdéd 5). Vemos que para ningin n € Zj cimprese a congruencia, polo que queda

demostrado.

Problema 3.7 (OME 1987 Problema 3). Probar que os binomios 25 -z 4+ 31 -y e

3-x + 7-y son multiplos de 41 para os mesmos valores de x e y. [7]

Solucion

Sexan a e b enteiros tales que 25-a+31-b =0 (md6d 41) se, e s6 se, multiplicando
por 2 temos que 50-a+62-b=0 (méd 41),se, esdse,9-a+21-b=0 (modd 41)
se,esdse,3-a+7-b=0 (mod 41).

Problema 3.8 (OME 1971 Problema 7). Demostrar que para todo enteiro positivo
n, o nimero 5" + 2 - 3”71 4 1 ¢ multiplo de 8. [7]

Solucion

Se n =1 temos que 5+ 2 + 1 = 8 que trivialmente é un multiplo de 8.

Paran > 1impar 5"+2:3""1+1 = (=3)"+2.3"" 141 = 3" L.[24+(-1)" 1. (=3)]+1
(méd 8). Comon—1>2pare3? =1 (mdéd 8), enton 3" 1-[2+(—1)""1-(=3)]+1 =
—1+1=0 (mdd 8).
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Paran par 5" +2-3""1+1=(=-3)"+2-3" 1 +1=3""1. 24 (-1)"'- (=3)] +1
(méd 8). Comon—1>2pare3? =1 (mbd 8), entén 3" 1-[2+(—1)""1-(=3)]+1 =
3:-5+41=16=0 (mdd 8).

Problema 3.9 (OME 1993 Problema 4). Demostrar que todo ntimero primo distinto

de 2 e 5 ten infinitos multiplos escritos s6 con uns. [7|

Solucion

Sexa p primo distinto de 2 e 5, polo tanto (10", p) = 1 para todo n € N, enton
como 10¢” = 1 (méd p), entéon 10¢? —1 = 0 (méd p) ou o que é o mesmo
101 —1=0 (méd p), enton p divide a w, entéon para p distinto de 3 sabemos

p—1
que p | 11--1. Para p = 3 basta con ver que 1 +1+1 =0 (mdd 3), polo tanto

p—1
3 | 111. Ademais obsérvese que para todo p primo distinto de 2, 3 e 5p | 11--1e

n-(p—1)
3| 111, polo que queda demostrada a premisa do problema.
n-3
Problema 3.10 (OME 2002 Problema 1). Probar que para calquera primo p distinto

de 2 e 5 existe un multiplo cuxas cifras son todos noves. [7|

Solucion

E unha demostraciéon analoga ao problema anterior.

Problema 3.11 (OME Fase local 2014 Problema 2). Encontrar as 3 ultimas cifras de
72014. [7]

Solucion

72014 mod 1000. Polo teorema de Euler, como 7 e 1000 son

Vexamos canto vale
coprimos, temos que 7¢(1%) = 1 (méd 1000), como 1000 = 23 - 5% temos que
£(1000) = 22 - 4- 52 = 400, enton 72901 = (7400)5 . 714 = 714 — 849 (méd 1000).

Polo tanto, as 3 ultimas cifras de 7?°'4 s6n 849.

Problema 3.12 (OME 2013 Problema 6). Dado un nimero enteiro n escrito no sis-
tema de numeraciéon decimal, formamos o niimero enteiro k restando do ntmero
formado polas tres tltimas cifras de n o nimero formado polas cifras anteriores

restantes. Demostrar que n é divisible por 7, 11 e 13 se, e s6 se, k tamén o é. |7]

Solucion
Sexa A o numero formado polas 3 ultimas cifras de n e B o ntmero formado

polas cifras restantes. Enton n = 1000- B+ A e k = A — B. Temos, polo tanto, que
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n—k=1001-B=7-11-13- B. Polo tanto n e k£ son congruentes moédulo 7, 11 e
13.

Problema 3.13 (OME 2012 Problema 1). Determine razoadamente se o ntmero

V3+n%+2-n+ 2 é irracional para todo n enteiro non negativo. |7|

Solucion

Vexamos se existe a natural distinto de 0 tal que 3-n?+2-n+2 = a?. Como a?

mod 8 € {0, 1, 4} vexamos os valores que toma 3-n®+2-n+2 mod 8 respecto a

n.
» n mod 8=0:3-n>+2-n+2 mod8 =2
= n mod 8=1:3-n*+2-n+2 mod8=7
» n mod 8=2:3-n>+2-n+2 mod8 =2
» n mod 8=3:3-n*+2-n+2 mod 8 =3
» n mod 8=4:3-n2+2-n+2 mod 8 =2
= n mod 8=5:3-n*+2-n+2 mod8=7
» n mod 8=6:3-n>+2-n+2 mod8 =2
» n mod 8=7:3-n*+2-n+2 mod8=3

Polo tanto 3 -n% 4+ 2 -n + 2 non ¢é un cadrado perfecto.

3.2. Olimpiada matematica internacional

Problema 3.14 (IMO shortlist 1994 Problema 24). Dicimos que un nimero enteiro
positivo é un numero ondulante se os seus dixitos en base 10 son alternativamente
cero e distinto de cero, sendo o dixito das unidades distinto de cero. Determinar

todos os enteiros positivos que non dividen a ningin nimero ondulante. [5]

Solucion
E sinxelo ver que os ntumeros divisibles entre 10 e 25 non poden dividir aos
nimeros ondulantes xa que ditos niimeros acaban en 0 e 25 respectivamente, polo

tanto, nin 10 nin 25 poden dividir a ningtin divisor dun nimero ondulante.
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Vexamos o caso de que nin 2 nin 5 dividen ao candidato a divisor n: Como
xa sabemos (2,n) = (5,n) = 1, entén (10%,n) = 1, obsérvese ademais que (10% —
1,10%) = 1 xa que se non fora asf podemos tomar d divisor comiin de 10* —1 e 10* tal

que 10F—1 =10* (méd d), entéon —1 =0 (mdd d) o cal é imposible. Polo teorema

de Euler tense que (10¥)#™ =1 (méd n), ademais temos que 10% — 1 | 10k,
entén 1079 —1 =0 (méd 10* — 1), enton (10F)¢™ — 1 =#'.n e (10F)¢™) — 1 =
" - (10¥ — 1) e como n e 10 — 1 son coprimos podemos tomar ¢ = ¢'/(10% — 1)

de xeito que (10%)?™ —1 = ¢ .n = ¢" . (10 — 1) - n, entén (10¥)¥™ — 1 = 0
(méd 10F — 1) -n, entén A(k,n) = (10F)#(™) —1/10% — 1 ¢ un multiplo de n que esté
formado por uns separados por k — 1 ceros, polo que para k = 1 temos un nimero
ondulante multiplo de n.

Se 5 | n recordando que nin 10 nin 25 poden dividir a n xa que nese caso
xa sabemos que non ¢ posible, A(2,n/5) é un multiplo ondulante de n/5, enton
5-A(2,n/5) é un multiplo ondulante de n.

Vexamos agora se n = 227! ten un multiplo ondulante. Primeiro vexamos que
8 ¢ un multiplo ondulante de 8, polo que sabemos que para t = 1, 22! ten un
multiplo ondulante de 2 - ¢t — 1 cifras. Suponamos que isto e certo para t = k e
vexamos que pasa para t = k + 1. Sexa A multiplo ondulante de 22%*! con 2k — 1
cifras, polo tanto B(k+ 1) = 10*.b+ A é un ntiimero ondulante para b € {1, ..., 9}
e 10%%. b+ A = 10*% . b+ 22F 1. = 22% . (52%.h42.a). Polo tanto para que B(k+1)
sexa miltiplo de 22*+3 tense que cumprir que 5% -b+2-a =0 (méd 8) e como
52=2 (mdd 8) temos que 2-b+2-a=0 (méd 8), entén b+a =0 (méd 4).

Por tltimo obsérvese que os nimeros da forma 2%**! . m para r natural e m
non ¢ multiplo de 5 o produto de A(2 -k + 1,m) - B(k) é un multiplo ondulante de

22-k+1 - m.

Problema 3.15 (IMO 1959 Problema 1). Proba que ﬂ;ﬁg é irreducible para todo
n € N. [5]

21n+44
14n+3

(méd s) e 14n +3 = 0 (méd s) para algin s # 1 divisor comin de 21n + 4 e
14n + 3. Polo tanto podemos dicir que 21n+4 — (14n+3) =Tn+1=0 (mdd s)

e por tanto Tn = —1  (mdéd s).

Solucion Suponamos que ¢é reducible para algin n € N, entéon 21n +4 = 0

Agora temos que 3- (Tn — 1) = 0 (mdd s) é dicir 2In —3 = 0 (mdd s) e
como 2ln —4 = 0 (méd s) e aplicando a propiedade transitiva, obtemos que:

2ln —4 = 21n —3 (mdd s) se, e s6 se, —4 = —3 (mdd s) se, e 80 se, —1 = 0
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(méd s). [3]
Problema 3.16 (IMO 1960 Problema 1). Determinar todo-los nimeros de 3 dixitos

N divisibles entre 11 e que 1—]\{ ¢ igual a suma dos cadrados dos dixitos de N. [5]

Solucion Digamos que N = abc = 100a + 10b + ¢ e sabemos que 100a + 10b+c =0
(méd 11). Como 10 = —1 (mdd 11) aplicando el corolario 1.13 podemos dicir que
a—b+c=0 (mdd 11) e disto seguese que, ou b =a+coub=a+ c— 11 xa que
—-9<a—-b+c< 18

» Casob=a-+c:

100a+10(a+c)+c __ 110a+1lc _ 10a + ¢ = N _ a2 + <a+c)2+02 — 2a2_‘_2ac+202’

i1 11 =
enton 2a* + (2¢ — 10)a + (2¢* — ¢) = 0, entén a = 102k /(210422 )

1
et /1923965100 . " _ _
10—2c+ 15 2=32e4100 - Clomo —12¢? — 32¢ + 100 s6 é positivo para ¢ =0e ¢ = 1

e para ¢ = 1 —12¢®> — 32¢ + 100 = 66 con raiz irracional ¢ = 0, entén a = 0
oua=>5. Sea=0,enton b = 0, polo que o nimero resultante sera o 000 e se

a =5, entén b = 5, polo que o ntimero resultante sera o 550

» Casob=a+c—11:

100a+10(a+c—11)+c a o—
+ (J e _ 110 +H 110 :10a+c—10:% =a2+(a—|—c—11)2+02:

2a” + 2ac + 2¢® — 22a — 22¢, entén 2a® + (2¢ — 32)a + (2¢* — 23c¢ + 131) = 0,

32—20:|:\/(26—32)2—4-2~(262—23C+131) _ 32-9¢+v/—12¢2—56¢—24
4 - 4 :

entén a =

Como —12¢®> —56¢—24 s6 é positivoparac=1,c=2,c=3ec = 4. Parac=1
—12¢% — 56¢ — 24 = 24 con raiz irracional, para ¢ = 2 —12¢? — 56¢ — 24 = 40
con rafz irracional, para ¢ = 3 —12¢?> — 56¢ — 24 = 36 con raiz 6 e para ¢ = 4
—12¢% — 56¢ — 24 = 8 con raiz irracional, entén ¢ = 3, entén a = 8 o a = 5. Se
a = 8, entéon b = 0 resultando no nimero 803 e se a = 5, entén b = —3, polo

que non é posibel. [3]

Polo tanto as soluciéns 6 problema salvo a trivial seran 550 e 803.

Problema 3.17 (IMO 1975 Problema 4). Cando 444444 escribese en notacion deci-
mal dicimos que a suma dos seus dixitos ¢ A. Sexa ademais B a suma dos dixitos
de A. Calcula a suma dos dixitos de B. [5]

Demostracion. Notemos primeiro que como 44444 < 10000%4 = 107776, polo que
4444*% ten como moito 17776 cifras de xeito que A < 9 - 17775 = 159975, entén

B < 45 e, polo tanto, a suma das cifras de B é como moito 12.
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Ademais sabemos que 44441 = A = B (mdd 9) ademais vexamos que 4444 =

7 (méd 9),4444%> =4  (méd 9) e 4444 =1 (méd 9) e ademais 4444 = 3-1481+1,
polo tanto 44444 = 4444 =7 (mdd 9), entén a suma dos dixitos de B da 7. [3]
]

Problema 3.18 (IMO 1978 Problema 1978). Sexan m e n enteiros positivos tales
que 1 < m < n. Os ultimos 3 dixitos de 1978™ coinciden cos tltimos 3 dixitos de
1978" nas suas representacions decimais. Encontra m e n tales que m + n tenan

valor minimo. [5]

Problema 3.19 (IMO 1983 Problema 3). Sexan a, b, ¢ enteiros positivos coprimos
dous a dous. Demostra que 2-a-b-c—a-b—0b-c—c-a é o maior enteiro que non
pode ser expresado da forma x -b-c+y-c-a+ z-a-bsendo a y z enteiros non

negativos. [5]

Problema 3.20 (IMO 1986 Problema 1). Sexa d calquera enteiro positivo distinto de
2, 5 ou 13. Demostra que se pode encontrar a,b € {2,5,13,d} tal que a-b— 1 non

sexa un cadrado perfecto. [5]

Problema 3.21 (IMO 2000 Problema 5). Existe algtin enteiro positivo n tal que tena

exactamente 2000 divisores primos e divida a 2" 4 17 [5]

Problema 3.22 (IMO 1964 problema 1). (a) Encontra todos os enteiros n para os
cales 2" — 1 é divisible entre 7.

(b) Proba que non existe ningin enteiro positivo n para os cales 2" + 1 son
divisibles entre 7. [5]

Solucion
Os residuos asociados a 2" son {2! mod 7 =2, 22 mod 7=4, 2°> mod 7= 1},
polo tanto ciimprese que 2" — 1 é un miltiplo de 7 sé e s6 se n é un miltiplo de 3.
Ademais como xa cofiecemos os residuos de 2" vexamos que ao sumarlles 1 ningtn

da un miltiplo de 7.

3.3. Outros problemas

Problema 3.23. Dado un ntimero natural n, denotaremos s(n) como a suma dos

dixitos de n. Achar todas as soluciéns de la ecuacion n + s(n) + s(s(n)) = 2018 [4]
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Solucion

Sabemos que a = s(a) (mdd 3) paratodoa € N,entonn = s(n) (mdd 3), s(n)
s(s(n)) (mdd 3), enton n + s(n) + s(s(n)) = s(n) + s(n) + s(n) = 3-s(n) =0
(méd 3), pero como 2018 =2 (md6d 3) non existe ningtin n € N que sexa solucion

da ecuacion.

Problema 3.24. Sexan a, p, n € N enteiros positivos con p primo. Demostrar que se
2P + 3P = a”, entéon n = 1. [4]

Solucion

Para p = 2 temos que 22 + 32 = 13, entén n = 1

No resto de casos vexamos que p é impar e, polo tanto, 2P + 37 = 2P 4+ (—2)? = (
(mdéd 5), polo tanto 5 | 27 + 3P.

Vexamos se 25 divide a 2P 43P, para iso observemos que 2P 437 = 2P + (5 —2)P =
X+ (z’:po) B (2P =20 =P p 254 5T (i:p2) B (2= 5
(méd 25) que para p # 5 25 non divide a 2P 43P, polo tanto n = 1. Se p = 5 teremos
que 2° + 3% = 32 4 243 = 275 = 25 - 11, ¢ dicir, n = 1.

Problema 3.25. Probar que entre 39 niimeros naturais consecutivos, sempre existe

un tal que la suma das suas cifras sexa multiplo de 11. [4]

Solucion

Sexan a, a+ 1, a+ 2,...,a + 38 os 39 ntmeros consecutivos sendo a da forma
a4 = UpQy_1 ... aga1a9 € definindo s(a + 4) a suma das cifras de a+i. Para ajay < 62
a suma so variaria dependendo dos 2 tltimas cifras e, en caso contrario, dependeria
das 3 ultimas.

No caso de que ajag < 62 suponiamos, sen perda de xeralidade, que a, + a,_1 +
wotazt+a; =0 (méd 11) se 0 <i <9, entéon s(a+i) mod 11 € {ay + ag,...a; +
9,a1 + 1,...a1 + ap} dando 8 resultados distintos. Para 10 < i < 19, s(a + 1)
mod 11 € {a; +ap+1,...a1+10,a; +2, ... a; +ap+ 1} engadindo unha suma distinta
extra. Para 20 <i <29, s(a+i) mod 11 € {a;+ap+2,...a1+11,a1+3, ... a1 +ap+2}
dando outra suma distinta extra para un total de 11.

O argumento seria similar para a; € {7,8,9} facendo un argumento similar para

cada un dos casos tendo en conta o cambio de decenas.

Problema 3.26. Demostrar que se n é impar entén 2"+ 3" non é un cadrado perfecto.

4]
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Solucion
Tomando as congruencias modulo 3 temos que, para n enteiro impar 3" = 0
(méd 3) e 2 = 2 (mdd 3), pero como z2 = 0, 1 (méd 3) e como 2" + 3" = 2

(mdd 2) non pode ser un cadrado perfecto.

Problema 3.27. Suponamos que un numero primo escribese como a suma dos cadra-
dos perfectos de outros 3 ntimeros primos. Demostra que un dese primos ten que ser
igual a 3. [4]

Solucion

Suponiamos que p = p? + p3 + p3 sendo p, pi, p2, ps primos. En modulo 3
sabemos que se p; = 3, entén p? =0 (méd 3) ou p? = (méd 3). Se p; distinto
de 0 temos que p=1+1+1=3 (mdd 3) entén p = 3 o cal é imposible xa que
p>4+4+4=12

Problema 3.28. Demostrar que se p < 7 é un ntimero primo e k£ é un nimero natural
calquera, entén existe unha potencia de p cuxa representacion decimal ten &k ceros

consecutivos. [4]

Solucion
Vexamos se existe n natural tal que p™ acaba en 1 seguido de k ceros, ou o que
¢ omesmo p" =1 (mdd 105+1). Como 1051 = 2K+ . 5k+L o (10k+1) = 2k . 4. 5F

e (p, 10+1) =1 polo teorema de Euler podemos tomar n = 2% - 4 . 5%,

Problema 3.29. Escribimos os ntimeros de 1 ao vinte de xeito consecutivo formando
o numero de 31 cifras: N = 1234567891011121314151617181920.

Podemos reordear as cifras de N para obter un cadrado perfecto? [4]

Solucion

Observese que a®> mod 9 € {0, 1, 2, 4, 7} e ademais a suma de todos os termos
de N ¢ 102 =3 (mdd 9), polo tanto ningunha reordeacion das cifras de N pode
ser un cadrado perfecto.

Problema 3.30. Calcular o seguinte méximo comun divisor: ((2200941)2009 9200927

1) 4]

Problema 3.31. Demostrar a veracidade ou falsedade das seguintes afirmacions:

= A suma dos cubos de tres enteiros consecutivos é un multiplo de 9.

= A suma dos cubos de cinco enteiros consecutivos é un multiplo de 25.
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= A suma das potencias quintas de cinco enteiros consecutivos é un miltiplo de
25.

[4]
Problema 3.32. Dado un ntimero primo p < 7 acha os posibles restos de dividir p?
entre 30 [4]

Solucion

Como p é impar temos que p* = 1 (méd 2), como p non é un multiplo de 3,
enton p2 =1 (méd 3).

De isto sabemos que p?> =2-x+1e p?> =3-y+1 e, polo tanto, 2-x = 3 -y, polo
que r =3 -2/, entéon p?> = 6-2' + 1 ¢, polo tanto, p> =1 (mdd 6).

Por outra banda a*> mod 30 € {1, 7, 13, 19, 25} para todo a natural, pero
como 251 p?, entén p? mod 5 € {1, 4} e, polo tanto, p? mod 30 € {1, 19}.
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