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ПОСТРОЕНИЕ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК И ИССЛЕДОВАНИЕ
УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ С ГАРМОНИЧЕСКИ ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ ПАРАМЕТРАМИ

Для исследования линейных и нелинейных динамических систем в 
теории автоматического управления разработаны наглядные и удобные 
для практического использования частотные методы, основанные на 
построении характеристик этих систем на плоскости комплексного пе­
ременного. Наиболее разрабттаны эти методы для систем с постоянными 
параметрами. При анализе динамических систем с переменными параглет- 
рами возникает необходимость решения либо дифференциальных уравне -  
ний с переменными коэффициентами, либо интегральных уравнений с яд­
рами, являющимися функциями двух переменных. Решение таких уравне -  
ний, как правило, связано с большими вычислительными трудностями.

Как известно, нестационарные системы также, как и стационарные, 
имеют ряд универсальных .динамических характеристик (параметрическую 
передаточную функцию, параметрические частотные характеристики и 
др .) /1- 6/.

Передаточные функции нестационарных .линейных систем, в том чис­
ле линейных систем с периодическими параметрами, в /1- 6/ получены в 
виде функций .двух аргументов: оператора р  и времени t  . В 
общем случае их получение связано о применением, линейных стационар­
ных операторов типа свертки в классе обобщенных функций /5/, однако 
зависимость передаточных функций от времени существенно затрудняет 
их практическое применение. В связи с этим используют ряд приемов 
("замораживание" параметрических характеристик / I/ , решение интег­
ральных уравнений методом: последовательных приближений /2/, спект­
ральный анализ и синтез линейных систем на конечных интервалах вре­
мени /3/).

В данной работе показано, что .для частного случая нестацконар- . 
ннх систем -  систем с гармонически изменяющимися параметрами -  час­
тотные характеристики могут быть получены независящими от времени 

t  , но зависящими от амплитуд, частот и углов сдвига фаз состав -  
ляюших сигнала на входе в звенья с гармонически изменяющимися па­
раметрами. Что касается общего случая нестационарных параметров, то



 

 

д.мм .линейных систем в силу принципа суперпозиции можно разложить не- 
гтмционарные коэффициенты в ряд Фурье и попробовать таким образом 
решить задачу. При рассмотрении разомкнутых систем обычно можно счи­
тать, что сигналы на входе в звенья с периодически изменяющимися па­
раметрами известны. Для замкнутых систем эти сигналы, должны быть оп- 
I><.целены в процессе совместного рассмотрения динамических характерис- 
ти, этих звеньев к остальной части системы, а также внешнего воздей­
ствия на систему.

В /о/ введено понятие передаточной функции линейного оператора 
! '  следующим образом: "Предположим, что класс X  входных сигна­
ла;. итератора U  содержит функции вида дг = б3 ,ot} р  е D,
ндо р  -  комплексная переменная, ирикадлел'ащая некоторому множест­
ву В  ка комплексной плоскости. В этом случае определено выражение

-p t pt
V \ U (e  ) bj которое называется передаточной функцией ли­
нейного оператора U  " .  Таким образом здесь уже по самому опреде -  
.пошло введена передаточная функция W (p p )  как функция двух аргу­
ментов: комплексного р  и вещественного _  но по классическо-
г..у определению (см, например, /7/) L  Си ) не Д°л_]/JfeU — \*£ш1
жна зависеть от времени t  7 L  Ĉ CSx)

С физической точки зрения получение частотных характеристик не­
стационарных элементов независящими от времени представляется есте­
ственным, так как целью выполнения операций над входными и выходными 
сигналами, приводящие к получению частотных характеристик, как раз 
и является переход от функций, зависящих от времени, к функциям, за­
висящим от частоты.

Пусть дифференциальное уравнение нестационарной системы

j= n)+a ccn~/)+...+a,3:*+ansc+N3:(K)co.sajt=*H&Ln(Qt+c().п-у * о

Разобьем левую часть этот и уравнения на две части: стационарную 
часть системы с амплитудно-фазовой частотной характеристикой АФЧХ)

W c (jo j )  =  ( j a j ) n+  a n ^ ( j c o f ~ + . . .  у  Q j c j y Q o

и нестационарное звено R p=N jcfK)coS cot АФЧХ которого У̂НЗ(/С̂ )
необходимо найти.

Будем в дальнейшем под передаточной функцией нестационарных 
звеньев, как и в случае стационарных звеньев, понимать отношение

 

 

 

 



 
преобразования по Лапласу -  Карсону (&) сигнала на выхо­
де звена °-gb/), ( ^) к преобразованию iro^kamiacy -  Карсону Х^х (S)
сигнала на входе звена (-6) при нулевых начальных условиях 
/7/. Аналогично под АФЧХ нестационарных звеньев будем понимать от­
ношение сигнала на выходе нестационарного звена к сигналу на его
входе на заданной частоте.

В соответствии с этим при отыскании АФЧХ 3 ] o j )  откажем­
ся от их традиционного получения путем подстановки р = jco  в
преобразование по Лапласу-Карсону произведения NocfK)coS coi. « а 
будем предварительно находить сигнал на выходе нестационарного зве­
на для известного сигнала на его входе, а затем для каждой частоты 
будем определять отношения преобразованных по Карсону-Лапласу вели­
чин составляющих сигнала на выходе и величин составляющих сигнала на
входе нестационарного звена.

I .  Система описывается однородным линейным дифференциальн
уравнением, содержащим член с периодическим коэффициентом вида 
N х  cos 2  a) i  г1:

ос( I а сс(п .. + ajCc'+aocc+NcccoS2cdi i= 0 .

Передаточная функция линейной стационарной части системы имеет
вид

( р ) - р  п* ап - , р П' ^ - • • '  ■Л/7’* , (2 )

а ее АФЧХ определяется в соответствии с работой /2/. Условимся за­
ранее, что стационарная часть системы устойчива, т .е . ее годограф) 
охватывает начало координат, проходя последовательно п  квадран­
тов.

Для частоты ссо ,̂(с~0,^2у,.) вектор

Wc (jL Q )j)~ (jc c o ,f+ . . . + Q JLgo, + aD. (3 )

Решение уравнения ( I )  будем искать в виде ряда фурье 

j г ? = / 7̂ / 7, si n( a) f Scn( 2 co Î ^ 5ш (5 а ) / + у з У . . .  ( 4)  

Тогда нестационарная составляющая в дифференциальном уравнении ( I )

  



Взяв для каждой частоты 0 , си ,̂ 2 coi , 3 C0y , . . .  отноше­
ние сигнала на выходе нестационарного звена (5 ) к сигналу на его 
входе (4 ) при этой же частоте, получим АФЧХ нестационарного звена
при частотах 0 , со 2 СО, 3 со.

j 2J3 J($3
-/e

/7- /7.

(6)

(7 )

( 8)

(9 )

К з ( / п Ч ) -
К
2

Дп-2 g j^ n~2 fn\ Дщ-г r,j(Tn+2~ Тл>
Д. Д

( 10)

Чтобы выполнялось одно единственное уравнение ( I ) ,  записанное 
и виде функции времени t  , необходимо чтобы выполнялось бесконеч­
ное множество уравнений

к у щ  *  w , 3 ( i d

в .диапазоне частот от нуля до бесконечности.
Решение бесконечной системы уравнений ( I I )  дает точное значение ос 
в соответствии с (4 ) .

Однако, как показывает опыт, можно определить сс с любой 
заданной точностью, если ограничиться конечным числом слагаемых 
I  = О, I ,  2 , . . . ,  2 /77 + I .  Тогда подставив в ( I I )  Wc (jicO i ) 

в соответствии с (3 ) и W , _ ( j i c o . )  в соответствии с ( 6) ,  . . . ,
(10) и ограничившись конечным числом уравнений ( I I ) ,  получаем две не­
зависимые конечные системы уравнений: одну для нечетных частот

I  СО, 3 СО, ................(2/77  + 1 )  cOi  :



щ з ы , ) ^ ^ е м * ~ '* * ) * ^ ^ е ' ' С*£~П )=а , _ ( 12)

W f e 7? v V ; G ; l ^ ^ i^ e yr&№ /' ^ ' A  Ътч)= 0
. c b/ 41 <? Ягт+у 2 Д*т+У .

и вторую систему душ четных частот 0 ,2 о ;  , 4  а ;  , . . . ,2та)'

'W c ( j 0 ) + j f & e j r *=o,

<*>

ЖП2та,)Ф п Т  2 е  г '̂ гт')+ ^  §г гр+2- е  г̂т г З̂т\  о.
. ^1/ ^  ^  /7^/77 /7.2/77

Введенное ограничение количества рассматриваемых в решении (4 ) 
частот означает, что амплитуды всех составляющих на частотах более 
(2тч-/)со^ принимаются равными нулю

/70 =/7 = . . .  = О.
2т  1-2 . 2/77-1-3

Из последнего уравнения системы (12) следует

^2гп+ г^^гг7~Тгт-у)_________ ~ 7

**т -1
Подставив это значение в предпоследнее уравнение системы (1 2 ),

получаем

''2т-У

^2т-3
w Wc [j ( 2 ^ / ) cjJ

Повторив /77 раз эту-операцию, будем иметь

Wc (ja )r)+YJH3 f/coj^  0 } (14)

где АФЧХ стационарной части системы определяется в соответствии с
(3 ) ,  а АФЧХ нестационарной части системы можно представить как сум­
му двух составляющих

(Ja , )+ * W H3 (J4 7  <1Б>

Здесь первое слагаемое соответствует приближенной АФЧХ неста­
ционарной части системы, полученной при пренебрежении всеми слага­
емыми в (4 ) ,  кроме второго:



(ад

м второе слагаемое является поправкой к приближенной АФЧХ нестацио­
нарной части системы, если в (4 ) учитывать составляющие при частотах. 
3 6J, , 5 Cx)i  , . . . ,  (2 /77 + I )  COv :

7 ^ 0(  13^ У —  ~1~ ~ - ------------- ' (I7)

Чем быстрее с ростом частоты растет Wc (/Ы) , тем с меньшей 
погрешностью можно пренебречь составляющими при высоких частотах. В 
атом проявляется известное свойство фильтра стационарной линейной 
части системы.

Приближенная АФЧХ нестационарной части системы представляет 
собой окружность радиуса ~  . Поправку к АФЧХ нестационарной
части системы удобно прибавлять к АФЧХ стационарной части системы. 
В этом случае окружность радиуса ^  должна иметь центр в точ­
ке Wc (J Q  )-+AWHC (j<±>Y)  как это показано на рис. I .

Если окружность радиуса ^  не охватывает начало координат, 
то система, описываемая однородным линейным дифференциальным уравне­
нием с периодическим коэффициентом,устойчива. Если окружность охва-- 
тнвает начало координат -  система неустойчива.

Устойчивость системы в случае, если окружность не охватывает 
начало координат, следует из того, что уравнение ( I )  при частоте 
соу выполняется в этом случае только тогда, когда /7, = 0. Если 
же окружность проходит через начало координат, то ( I )  при частоте 
aJ, выполняется при любой амплитуде /7, , а значит система не­
устойчива.

Рассмотрим теперь систему уравнений (1 3 ). Повторив последоваг- 
тельно операции, примененные к системе ( 12) ,  можно цолучить сначала 
из последнего уравнения системы (13 ) (Д  /Л1 .)£  г/77Тватем

, . .п т/п . (Тгт-2~Тгт-4)
из предпоследнего уравнения (13) (77, //У )6  и оконча -

с/7? -с/ cm*-**' J'/fe
тельно из второго уравнения системы (13) . В то же

/
нремя (Лг/Л^)е * может быть получено из первого уравнения систе­
мы (1 3 ). В общем случае эти два значения (̂ 2/^a)Q J не будут



J
^ — о

V oj-0

Р и с. I .  Исследование устойчивости линейной системы 
с гармонически изменяющимися параметрами с помощью 
частотных характеристик на плоскости комплексного пе­
ременного: „  Wc (/cj) -  АФЧХ стационарной части
системы; WH.C С)&>/)- приближенная АФЧХ нестаци­
онарной части системы; из W *  с- (/ ^ / > -  поправка

к АФЧХ нестационарной части системы

равны друг кругу. Следовательно, чтобы разрешить получившееся проти­
воречие, еле,дует принять

Таким образом, выбранное разложение в ряд Фурье в виде (4 ) со­
держит нулевые составляющие с четными частотами и может быть записа­
но в более простой форме

2. Система описывается однородным линейным дифференциаль
уравнением, содержащим член с периодическим коэффициентом вида

/?3Su?(3co/+ рзУ . .  . (18)

Afcc rrncog 2  со, t
Решение .дифференциального уравнения

а  х  fQ ± tQ 3ic+....+  a x (n)+ N x m)со£  2 o ) t= 0 ,  т <  п  (19)Q 1 2 П 7 /



будим искать г  гиде (1 8 ). Тогда справедливо равенство:
(М) о У Л т ■ , I JT. Т7Д/.г cos2d)rt= g  Л -• -  -/7, cJj'sLn(cof £-^-гТ7~-)+Ду c2"sm(3^ £ +%+т ~у) +

_  ~  _  г  1 (20>
V06J,) 6и7(ы их+т ~уД з (3 ^ )£ сл (5 ц {+£  ■+ т ....

АФЧХ нестационарной части систеш получаем, взяв для наядой частоты 
отношение сигнала на выходе нестационарного

•.тона (20) к сигналу на его входе (18)

Wн.Ъ(]Ц У
N

■(-j o j f)  е +

У  2 5  (д~5 ТЗз)

(21)

(22)

(23)

(24)

K ^ 34 ) ‘ if\ (y CJ2 ^ e J(r'  дз

Г /^уГ Гу -К У
ъ

к  з [/■ Л у У Г12к~ГТгк^

• к - ^ 6>---
Следовательно, дифференциальное уравнение (IS ) может быть за­

менено бесконечной системой уравнений ( I I ) ,  где с = I ,  3, 5 . . .  
Вместо точного решения бесконечной системы уравнений будем отыски -  
ватъ приближенное решение конечной систеш уравнений ( I I ) ,  • где
L = I ,  3, . . . ,  2 к  + 1 .  Задаваясь различными значениями к  ,

можно найти приближенное решение практически с любой точностью.
/7

Таким образом, определив последовательно д 7 п  7 . . .  ,
‘2к + /

приходил к уравнению (1 4 ), где АФЧХ нестационарной части систеш 
определяется в виде суммы (1 5 ), причем приближенная АФЧХ нестацио­
нарной части системы имеет вид

-V. /77+/ л Г
~ ( j y )

а поправка к ней 

N

me -J2Tf

/77,-(//со,) ( jJ c jy

7

/77

щ щ -
7ТГ

^rWj/Saj 0 7cJ<Y
N  J  ’ $ 4 0 ™ , ) * -



3. Система описывается однородным линейным дифференциальным 
уравнением

+ \Jj0cc-* £ сс+  о£сс + . . .  +5rnoc(m'^cog2coi 't= О, т ^ п .

зс и Afcc(rnco£2oJjt определяются формулами ( I . I 7 )  и (2 .2 ) . Тог­
да г _ -g

w « 3 ( / 4 ) - j f  • • * 4 ^ 4 ^ ] е  7  * '+

t  [б+е,у-Зцу6г у З ч ) г->.. +6^<уЗцГ](Д3/ Д ^ еМГз (28)

I  {[4+ ' ? [ я л - / м ] ’14 [ / / ^ - /м ]  *■ • ■

sty?*-/ Тгкт? 
э -/■

х//7  /Л7 \с/^гк+з  Тгк*-/)
2к+3/ / /  » )  * • • •

Обозначив

. . + Sm (j* c o / n, (30)

х(йгк-4/ЛгкЛ е'/С1ГгК~* Гг* * '^ 6 ,[/ (2 ^ 3 )с ^ + ... + om\ j(2 «+ 3 )co^  

JtTa* +з~7Ггк+*) . _
‘г к + з / ’

Обозначив
,т

получаем

/ -В Ц о Л В О З с д .)  (31)

Л ^ * з У Ч >  2  -3 0 3 с и , )£ О 'Ы , )
* * '< ,& &  в о 1 щ в и ш :>

2 W c ( j 7 c o J  +  ... (32)

По тому как окружность радиуса с центром в точке,
определяемой вектором V I / аУ!^3 (JСО<) проходит относи­
тельно начала координат, можно судить об устойчивости системы (2 7 ).

4. Система описывается неоднородными линейными дифференциальны­
ми уравнениями вида

Qjc-t-Qfjo+ а  с с + ... + ап3 o n)+Noccog'5?r t =H ^cn(5?2t ) } m^n-,  ( 3 3 $



1=0 с i=0

x+af±-f-a2Si anccn+N jcmco£Qt=Hgui($?3{  +о()уm<sn; (34) 

Ц а. эс^*- Л  S. ccUoog $? t = H&i.n (S? t +<i). (35)
;=/?  ̂ /'=/7  ̂ '

(35)

Дш исследования устойчивости таких систем можно использовать 
однородные дифференциальные уравнения ( I ) ,  (1 9 ), (2 7 ). Что касает­
ся решений таких уравнений, то они зависят от соотношений £? и 

и здесь не рассматриваются.
Пример. Исследовать устойчивость объекта управления, описы -  

паемого дифференциальным уравнением

начало координат, и система устойчива. Так как 2 <  о, то определять 
поправку к приближенной АФЧХ нестационарного звена не требуется. (В 
соответствии с (17) . л; 0,0029 + j  0,02),

Таким образом, объект управления устойчив.
Переход от полученных АФЧХ звеньев с периодически изменяющими­

ся по гармоническому закону параметрами к передаточным функциям мож­
но было бы выполнить формально путем подстановки в формулы для АФЧХ 
р  вместо j o j  . Однако при этом необходимо всегда помнить, 
что передаточные функции звеньев с гармонически изменяющимися пара­
метрами в отличие от передаточных функций стационарных звеньев спра­
ведливы не для всей области частот, а только для дискретных-значений 
частот cjfy 5coi , . . .  .

В ы в о д ы
I .  Если известны параметры сигнала на входе звена с гармоничес­

ки изменяющимися параметрами и дифференциальное уравнение этого зве­
на, то АФЧХ такого звена может быть получено в виде функции амплитуд 
и углов сдвига фаз составляющих сигнала на входе этого звена.

jс'"+ сс "+ 2ос'+ 7сс + ẑjc cog = 5gcn(3 t + ~ ) .

АФЧХ стационарной части систеш



2. Если известно дифференциальное уравнение, описывающее систе­
му, в котором имеется звено с гармонически изменяющимися параметрами, 
то можно определить приближенную АФЧХ нестационарной части системы,а 
также поправку к ней с любой степенью точности в виде функции от час­
тотной характеристики стационарной части системы.

3. На плоскости комплексного переменного поправка к приближенно*. 
АФЧХ нестационарной части системы может быть векторно суммирована с 
АФЧХ стационарной части системы, а приближенная АФЧХ нестационарной 
части системы будет иметь вид окружности, проведенной вокруг полу­
ченного при суммировании центра.

4. По тому, как построенная таким образом окружность проходит 
относительно начала координат, можно судить об устойчивости исследу­
емой системы. Чтобы система была устойчивой, приближенная АФЧХ не­
стационарной части системы не должна охватывать начало координат.
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