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Resumen ()

[Objetivo] El objetivo del trabajo es evaluar el conocimiento didactico-matematico de profesores
espafioles en formacidn sobre la distribucién de la media muestral, especificamente, el conocimiento
comun del contenido, y las facetas epistémicas y cognitiva del conocimiento didactico. [Metodologia]
Se pidi6 a una muestra de futuros profesores resolver un problema propuesto a los estudiantes en las
pruebas de acceso a la universidad, ademés de resolverlo debian identificar los conceptos, propiedades
y procedimientos requeridos para su resolucidn y los errores previsibles de los estudiantes en este
proceso. [Resultados] Los resultados de la evaluacién fueron muy buenos en lo que se refiere al
conocimiento matematico comdn del tema, aunque se observaron algunos errores, como la confusion
de la distribucién de la variable analizada en la poblacién con la distribucién muestral del estadistico.
Los participantes mostraron un desempefio razonable de analisis de los objetos matematicos requeridos
(conceptos, procedimientosy propiedades) para solucionar la tarea propuesta. Fue menor la competencia
de andlisis de los posibles errores que podrian cometer los estudiantes en la resolucién de la tarea.
[Conclusiones] El estudio revela puntos de mejora en la formacion de los futuros profesores sobre la
distribucién de la media muestral, un contenido relevante para la posterior comprension del resto de la
inferencia. Dicha formacion debiera enfatizar la diferencia entre las tres distribuciones de probabilidad
que aparecen en el muestreo y la diferencia entre estadistico y parametro, pues el futuro profesorado no
reconoce la posibilidad de errores de este tipo en su alumnado.

Palabras clave: Distribucién de la media muestral; conocimiento didactico-matematico; profesores de
bachillerato en formacién; evaluacién.
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Abstract

[Objective] The aim of this study is to evaluate the didactic-mathematical knowledge of prospective
Spanish teachers about the sampling distribution of the mean - specifically, basic knowledge about
content, as well as epistemic and cognitive aspects of didactic knowledge. [Methodology] A sample
of prospective teachers were asked to solve a problem presented to students in the university's entrance
exams, to identify the concepts, properties and procedures required for its solution, and to describe the
foreseeable errors of the students in this process. [Results] The results obtained showed very good levels
of common mathematical knowledge, although some errors were observed, such as confusing population
distributions with sampling distributions. The participants were reasonably competent in analyzing the
mathematical objects (concepts, procedures and properties) required to solve the proposed task, but the
level of competence in identifying possible student errors in solving the task was lower. [Conclusions]
The study identifies areas for improvement in the training of prospective teachers about the sampling
distribution of the mean, which should be well understood when making inferences. Such training should
emphasize the difference between the three probability sampling distributions and the difference between
statistics and parameters, since prospective teachers do not recognize the possibility of this type of error by
their students.

Keywords: distribution of the sample mean; didactic-mathematical knowledge; prospective high-school
teachers; evaluation.

Resumo

[Objetivo] O objetivo do trabalho é avaliar o conhecimento didatico-matematico dos professores estagiarios
espanhéis sobre a distribuicdo da média amostral, especificamente, o conhecimento comum do contedido, e
as facetas epistémicas e cognitivas do conhecimento didatico. [Metodelegia] Foi solicitado a uma amostra
de futuros professores resolver um problema proposto aos alunos nas provas de vestibular e, além de
resolvé-lo, eles tiveram que identificar os conceitos, as propriedades e os procedimentos necessarios para
sua resolucdo e os erros previsiveis dos alunos neste processo.[Resultados] Os resultados da avaliacdo
foram muito bons em termos do conhecimento matematico comum do assunto, embora alguns erros
tenham sido observados, tais como a confuséo da distribuicdo da varidvel analisada na populacdo com a
distribuicdo amostral da estatistica. Os participantes mostraram um desempenho razodvel na anélise dos
objetos matematicos necessarios (conceitos, procedimentos e propriedades) para resolver a tarefa proposta.
Havia menos competéncia na anélise dos possiveis erros que os estudantes poderiam cometer para resolver
a tarefa. [Conclusdes] O estudo revela pontos de melhoria na capacitacéo de futuros professores sobre a
distribuicdo da média amostral, um contetido relevante para o entendimento subsequente do resto da
inferéncia. Essa capacitacdo deve enfatizar a diferenca entre as trés distribuicdes de probabilidade que
aparecem na amostragem e a diferenca entre estatistico e parametro, pois os futuros professores nao
reconhecem a possibilidade de tais erros em seus alunos.

Palavras-chave: Distribuicdo da média amostral; conhecimento diddtico-matemético; professores
bacharéis estagidrios; avaliacdo.
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Introduccion

La inferencia estadistica es uno de los
temas incluidos actualmente en Espana en
el Bachillerato de Ciencias Sociales, con la
finalidad de proporcionar a los estudiantes
una base para sus estudios universitarios,
a la vez que ampliar su cultura estadistica
(Gal & Geiger, 2022; Weiland, 2017). Ade-
mas, es un tema en el que se han descrito
numerosos errores cometidos por los estu-
diantes (Begué¢ et al., 2019; Kula y Koger,
2020; Makar y Rubin, 2018), por lo que,
para asegurar su correcta ensefianza, sera
necesaria una adecuada preparacion de los
profesores responsables.

Aunque la investigacion sobre el co-
nocimiento del profesor de matematicas es
muy amplia, encontramos pocos referentes
que se centren especificamente en lo rela-
cionado con la inferencia estadistica. Para
proporcionar informacion al respecto, en
este trabajo se evalua el conocimiento di-
dactico-matematico (Godino, 2009; Godi-
no et al., 2017; Pino-Fan y Godino, 2015)
sobre la distribucion de la media muestral,
que es la base para el posterior estudio del
contraste de hipotesis e intervalo de con-
fianza, temas todos ellos incluidos en el cu-
rriculo pasado y actual del Bachillerato de
Ciencias Sociales en Espafia (MECD, 2015;
MEFP, 2022). Para lograr nuestro objetivo,
se analizan las respuestas a una tarea abier-
ta en una muestra de 61 estudiantes que se
preparan como profesores de matematicas
en Espafia en un programa de Master que es
obligatorio para concursar a una plaza do-
cente en este nivel educativo.

Seguidamente se describen el marco
tedrico que sustenta la investigacion y la
metodologia utilizada en el trabajo. Se con-
tinta presentando los resultados, finalizan-
do con algunas conclusiones.
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Marco teorico

El trabajo se apoya en los diferentes
tipos de distribucién que se pueden encon-
trar en el muestreo, el modelo CDM (conoci-
miento didactico-matematico), que describe
los conocimientos del profesor de matemati-
cas en el enfoque ontosemidtico y las investi-
gaciones antecedentes sobre el tema.

Distribuciones implicitas en el estu-
dio del muestreo

En el estudio del muestreo es necesa-
rio tener en cuenta y relacionar tres tipos de
distribuciones de probabilidad (Harradine et
al., 2011):

* La distribucion de la variable de interés
en la poblacion, en el presente estudio, la
distribucion normal N (u, o), caracteriza-
da por su media p y desviacion tipica o.

* La distribucion de la misma variable
en una muestra aleatoria formada por
elementos independientes de dicha
poblacion.

* La distribucion muestral del estadisti-
co, al considerar muestras repetidas del
mismo tamafo. En este caso, la media
muestral sigue una distribucidon normal.

o
N (u, ﬁ)'

Sin embargo, son muchos los estu-
diantes que confunden estos tipos de distri-
buciones o no llegan a diferenciar el esta-
distico (media o varianza en una muestra) y
el parametro (media o varianza en la pobla-
cion) (Begué et al., 2019) y usan los esta-
disticos en lugar de los parametros al resol-
ver problemas de inferencia (Espinel et al.,
2007; Vallecillos, 1999).
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Conocimientos del profesor de
matematicas

El conocimiento del profesor y su for-
macion es una de las lineas de investigacion
mas amplias y productivas en educacion
matematica, como muestran, por ejemplo,
los trabajos de Beswick y Goos (2018), Lli-
nares (2018) y Scheiner et al. (2019). Di-
chos estudios proponen diferentes modelos
para describir este conocimiento, que tiene
diferentes componentes.

En este trabajo se utiliza el modelo
CDM (conocimiento didactico-matema-
tico) (Godino, 2009; Godino et al., 2017;
Pino-Fan y Godino, 2015; Pino-Fan et al.,
2015; Scheiner, et al., 2019). EI CDM se ha
originado dentro del enfoque ontosemiotico
del conocimiento y la instruccion matema-
tica (EOS) (Godino et al., 2007; 2019), que
parte de las ideas de situacion problema y
practica matemadatica (actuaciones realiza-
das para resolver estos problemas). El ob-
jeto matematico se concibe de una forma
muy amplia, diferenciandose, ademas de
las situaciones-problemas: a) el lenguaje
matematico (términos, simbolos y graficos,
utilizados para representar los objetos mate-
maticos y operar con ellos); b) los concep-
tos (generalizaciones que se delimitan por
medio de su definicion), ¢) propiedades que
relacionan entre si objetos matematicos, d)
procedimientos, es decir, estrategias o al-
goritmos; y €) argumentos, utilizados para
justificar las propiedades o soluciones de
los problemas. El significado (personal o
institucional) de un objeto matematico se
concibe como el conjunto de practicas ma-
tematicas personales o institucionales aso-
ciadas al campo de problemas relacionado
con dicho objeto.

En el modelo CDM se consideran tres
dimensiones del conocimiento del profesor:
matematica; didactica y meta didactica. El
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conocimiento meta diddctico del profesor
no se considera en este trabajo y es el ne-
cesario para llevar a cabo la identificacion y
gestion de normas y aspectos que regulan la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas
(Pino-Fan y Godino, 2015).

La dimension matematica incluye el
conocimiento matemdtico comun, y el co-
nocimiento ampliado del contenido ma-
tematico. El conocimiento matematico
comun es el pertinente para el nivel edu-
cativo donde se lleva a cabo la ensefianza
del tema, es decir, el que debe ensefiar a
sus estudiantes. En este estudio seria el co-
nocimiento de la distribucion de la media
muestral, que se ensefia en el Bachillerato
de Ciencias Sociales espafiol. El conoci-
miento ampliado del contenido matemati-
co es mas avanzado y permite articular la
ensefanza con los niveles superiores (Go-
dino et al., 2017). Incluye lo que se debe
ensefar sobre el tema en niveles superiores
(en este caso en la universidad) y aspectos

historicos y epistemologicos del tema.
Ademas, el profesor ha de tener un

conocimiento diddactico-matemadtico espe-
cializado, que incluye las siguientes facetas
(Ver Figura 1):

* Faceta epistémica: conocimiento es-
pecifico del profesor sobre el propio
contenido matematico que ensefia. Es
decir, ademas del conocimiento comun
y ampliado, el profesor debe conocer y
articular la diversidad de significados
de un objeto matematico y ser capaz de
resolver una tarea a través de diferen-
tes procedimientos, proporcionar varias
justificaciones y reconocer el contenido
matematico de las tareas. En este estu-
dio se incluye la capacidad de identifi-
car los objetos matematicos requeridos
para la resolucion de una tarea.
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Conocimiento Didactico - Matematico

Recursos técnicos y
temporales

INTERACCIONAL ]

R

Motivaciones
Creencias

AFECTIVA [ MEDIACIONAL ]

FACETAS
Comprensién sfmaclonal
conceptual, prop COMPONENTES
Competencia rocedimenta COGNITIVA ECOLOGICA
argumentativa y
comunicativa;
Competencia metacognitiva
Diversidad de objetos y procesos:
Diversidad de EPI STEM ICA (Situaciones; lenguajes; conceptos;
significados Conoc. Espec' del proposiciones; procedimientos;
interconectados Contenido argumentos)

Compartido con los

estudiantes de la etapa CONOC|MA|ENTO fgmm zzﬂe ::. ’
educativa en la que el Y MATEMATICO

profesor ensefa COMON PER SE AMPLIADO educativas posteriores

Figura 1. Facetas y componentes del conocimiento diddctico-matematico. Extraido de
Godino et al. (2017, p. 96).

Faceta ecologica: conocimiento de los
aspectos curriculares, contextuales y
sociales relacionados con la ensefianza
del tema, como el lugar de la distribu-
cion muestral en el curriculo y su rela-
cidén con otros contenidos curriculares,
o el uso de la inferencia en la investiga-
cidn, gestion y toma de decisiones.

Faceta cognitiva: conocimiento que tie-
ne el profesor de como los estudiantes
aprenden, razonan y entienden las ma-
tematicas, de sus estrategias de resolu-
cion de problemas y de los errores que
cometen en el proceso de aprendizaje,
asi como sobre su progreso a lo largo
del mismo (Pino-Fan y Godino, 2015).
Por tanto, implica la competencia para
evaluar el grado de aprendizaje de los

estudiantes (conocimientos personales),
comprender su forma de razonar y re-
conocer sus dificultades y errores en la
resolucion de problemas.

Faceta afectiva: conocimientos de las
actitudes, emociones, creencias y valores
del estudiante en relacion con el tema es-
tudiado. Por ejemplo, su gusto o disgusto
por la inferencia, si se sienten capaces de
aprenderla, o si conceden valor a su estu-
dio para su futura vida profesional.
Faceta mediacional: conocimientos de
los recursos didécticos y medios para
estudiar el tema, como, por ejemplo, el
software disponible para el trabajo de
los estudiantes con la inferencia o los
libros de texto, apuntes y otros materia-
les. También incluye el conocimiento
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del tiempo requerido para la ensefianza
y la forma de llevar a cabo su distribu-
cion de la mejor forma posible para op-
timizar el aprendizaje.

»  Faceta interaccional: capacidad de es-
tablecer agrupaciones e interacciones
en la clase para permitir identificar y so-
lucionar los problemas que encuentran
los estudiantes en el tema.

La evaluacion abordada en este traba-
jo se refiere al conocimiento comun sobre
la distribucion de la media muestral y a las
facetas epistémica y cognitiva relacionadas
con ella. Es decir, en primer lugar, se eva-
lta el conocimiento de la distribucion de la
media muestral que debe ensefiar el futuro
profesor en el nivel de Bachillerato, me-
diante la resolucion de un problema similar
al que debe utilizar con los estudiantes. En
segundo lugar se estudian algunos aspectos
de su faceta epistémica, para lo cual se pro-
pone al futuro profesor que identifique los
conceptos, propiedades y procedimientos
requeridos para resolver la tarea que se les
ha propuesto. Finalmente se evalta la faceta
cognitiva pidiendo a los futuros profesores
que identifiquen los posibles errores de sus
estudiantes al resolver la tarea propuesta.

Investigaciones previas

La escasa investigacion previa sobre
el conocimiento del profesor en inferencia
se ha centrado, generalmente, en el conoci-
miento matematico comun, es decir, la com-
prension que tienen del contenido matema-
tico a ensefar, bien en bachillerato o a nivel
universitario. Entre ellas, los trabajos de Ba-
tanero et al. (2018), Haller y Krauss (2002),
Inzunsa y Jiménez (2013), Liu y Thompson
(2009) y Lugo-Armenta y Pino-Fan (2021)
estudian el conocimiento comun sobre el
contraste de hipotesis.
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Se han realizado investigaciones que
abordan aspectos puntuales de la compren-
sion del muestreo por parte de futuros pro-
fesores, como la de Abu-Ghalyoun (2021),
que analiza la comprension progresiva de la
dependencia de la variabilidad muestral res-
pecto al tamafio de la muestra en un futuro
profesor, mientras trabaja con la simulacion
o la de Batanero et al. (2020) en la que se
analizan la generacion de muestras por parte
de futuros profesores. Otras investigaciones
con futuros profesores estudian la compren-
sion de la representatividad y variabilidad
(por ejemplo, De Vetten et al., 2018; Watson
y Callingham, 2013). Estos dos trabajos se
han centrado en futuros profesores de edu-
cacion primaria y en el contexto de infe-
rencias informales, es decir, sin utilizar los
conceptos formales de distribucion muestral
y sus propiedades, sino unicamente ideas
intuitivas de cémo varian los estadisticos
muestrales (como la media o proporcion) al
repetir la toma de muestras.

Respecto a la faceta cognitiva, des-
tacamos el trabajo de Lopez-Martin et al.
(2019), quienes investigan el conocimiento
de 70 futuros profesores espanoles de edu-
cacion secundaria y bachillerato sobre los
errores de sus estudiantes en el contraste de
hipotesis e intervalo de confianza, después
de haber resuelto ellos mismos un problema
de cada uno de estos tipos. Sus resultados
muestran cierto conocimiento de los errores
frecuentes por parte de los futuros profe-
sores, aunque les falta precision para des-
cribirlos, en general. Ademas, existe poca
consciencia de los errores relacionados con
el nivel de significacion y p-valor.

En nuestro trabajo nos centramos en
la inferencia frecuencial formal, que es la
contemplada en la ensefianza de Bachillera-
to de Ciencias Sociales en Espafia (MECD,
2015; MEFP, 2022) y en algunas facetas del
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conocimiento didactico-matematico sobre
el tema de futuros profesores de educacion
secundaria y bachillerato, aportando nuevo
conocimiento en un tema que no ha sido in-
vestigado previamente.

Metodologia

La muestra participante estuvo for-
mada por 61 estudiantes de un programa de
master, que es obligatorio en Espafia para
poder ejercer como profesor de matemati-
cas en la educacion secundaria obligatoria
(estudiantes de 12 a 15 afos) y bachillerato
(estudiantes de 16 a 17 afios). Este master
se realiza una vez que se ha finalizado un
grado sobre una disciplina especifica, en el
que no se proporcionan conocimientos pe-
dagogicos. El citado méster se orienta a sal-
var esta carencia en la formacion inicial del
profesor (Muiiz-Rodriguez et al., 2016) y
se estructura en tres modulos: a) uno comun
para cualquier especialidad de profesorado
(lengua, matematicas, etc.), que incluye cur-
sos de pedagogia, psicologia y sociologia de
la educacidn; b) otro especifico de matema-
ticas, que desarrolla complementos matema-
ticos, historia de la matematica, ensefianza y
aprendizaje de la matemadtica e innovacion
docente en matematicas y c) el Practicum,
que incluye un periodo de practicas de ense-
flanza de matematicas en instituciones edu-
cativas, con la supervision de un tutor, ade-
mas de un trabajo fin de master. La didactica
de la estadistica en la Universidad de Gra-
nada es un capitulo del curso de innovacién
docente, y se dedicaron 6 horas al tema en el
curso en que se realizd la evaluacion.

El 52 % de la muestra participan-
te habia cursado un grado universitario
de matematicas y el resto habian finaliza-
do otras carreras de ciencias (estadistica
(13,1 %), fisica (3,3 %), quimica (1,6 %)),
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arquitectura (3,3 %) o ingenieria (26,2 %)).
Se trata de un muestreo dirigido con selec-
cion controlada (Mendenhall et al., 2006),
que incluy6 a todos los participantes en
el citado master el curso 2020-2021 en la
Universidad de Granada.

Tarea propuesta y respuestas
esperadas

La tarea que se presenta a los estu-
diantes se enuncia a continuacion. Este
problema sobre la distribucion de la media
muestral se ha tomado de las pruebas de ac-
ceso a la Universidad para los estudiantes
que cursan el segundo afio del Bachillerato
de Ciencias Sociales. Es decir, se trata de un
tipo de problema que los futuros profesores
de la muestra deberan proponer o resolver
en sus clases. En consecuencia, la resolu-
cion del problema evalua el conocimiento
comun del contenido por parte de los futu-
ros profesores.

Problema. La altura de los estudian-
tes de 2° curso de bachillerato de un centro
sigue una ley Normal de media 165 cm y
desviacion tipica 10 cm.

1. ¢Qué distribucion sigue la altura media
de las muestras de tamafio 25?

2. Se elige al azar una muestra de 25 estu-
diantes y se les mide la altura. ;Cual es
la probabilidad de que la altura media
de esa muestra supere 160 cm?

Para responder la primera parte del
problema, se ha de diferenciar la distribu-
cion de la poblacion y la distribucion mues-
tral del estadistico (en este caso, la media
muestral). Ademas, se debe recordar que
si una distribucion es normal N con media
1y desviacion tipica o, esto es, N (i, o),
la media muestral sigue una distribucion
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o
N (u, ﬁ) donde 7 es el tamafio de la mues-

tra. Finalmente, se ha de identificar en el
enunciado del problema, el valor de la me-
dia y desviacion tipica de la poblacion y el
tamafio de la muestra, para deducir que la
distribucion de la media muestral pedida es
normal N (165,2).

En el segundo apartado se debe
tipificar, para transformar la distribu-
cion de la media muestral en una dis-
tribucion normal estandar, esto es:
Xx—165 160 — 165

2~ 2 )
= P (Z > —2,5). Utilizando las propieda-
des de simetria de la distribuciéon normal,
obtiene P (Z>-2,5)=P ( Z<2,5). Al bus-
car en la tabla de la distribucion normal N
(0,1), se obtiene el valor 0,9938.

En una segunda sesion, a una parte
de los participantes (45 futuros profesores)
se les plantearon dos tareas adicionales: a)
Analizar los conceptos, propiedades y pro-
cedimientos que utilizaron para resolver el
problema propuesto; y b) Describir los erro-
res que podrian cometer sus futuros estu-
diantes en la resolucion del problema.

La pregunta a) analiza la competencia
de analisis epistémico de los futuros profe-
sores y, por tanto, evalua un componente de
la faceta epistémica de su conocimiento. Se
espera que identifiquen los siguientes obje-
tos matematicos:

P(% > 160) = P(

»  Conceptos: Variable estadistica y varia-
ble aleatoria, sus medidas de posicion
central y dispersion (dos medias y dos
desviaciones tipicas), distribucion de la
variable en la poblacién, distribucion
de la media muestral. Muestra, tama-
fo de la muestra. Distribucién normal,
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pardmetros. Probabilidad. En total 13
conceptos.

*  Propiedades: Aleatoriedad de la mues-
tra, simetria de la funcion de densidad
de la distribucion normal. Teorema
central del limite. Relaciéon entre la
desviacion tipica muestral y poblacio-
nal. Relacion entre la media muestral y
poblacional. El érea total bajo la curva
normal es igual a la unidad. Probabili-
dad del suceso complementario, es de-
cir, 7 propiedades.

*  Procedimientos: Calculo de la desvia-
cion tipica (o varianza) de la media
muestral. Tipificacion y cambio de va-
riable. Calculo de probabilidades utili-
zando la distribucién normal. Lectura
de las tablas de la distribuciéon normal.
Cinco procedimientos.

Por otro lado, la pregunta b) evaltia par-
te de la faceta cognitiva, pues se refiere al co-
nocimiento de las posibles dificultades de los
estudiantes en el tema. Un analisis a priori de
los errores previsibles revela los siguientes:

» Errores en la interpretacion del enun-
ciado e identificacion de los datos re-
queridos. En primer lugar, hay que leer
el enunciado del problema para identi-
ficar la media y desviacion tipica de la
poblacion y el tipo de distribucion de
la altura de los estudiantes (Normal).
Ademas, hay que comprender que en la
primera parte se pide la distribucion de
la media muestral en una muestra de 25
elementos. Y en la segunda, el céalculo
de la probabilidad pedida. Se pueden
producir errores en cada uno de estos
pasos (5 posibles errores).

»  Errores de tipo conceptual. A lo largo
del desarrollo de la tarea, se pueden
confundir los tipos de distribuciones
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implicitos en el proceso de muestreo,
esto es la distribucion de la poblacion
con la de la media muestral (Harradine
et al., 2011). Una vez identificadas es-
tas distribuciones, es posible confundir
el estadistico (media o desviacion tipi-
ca muestral) con el pardmetro (media o
desviacion tipica poblacional) (Espinel
etal., 2007; Vallecillos, 1999). También
es posible no deducir que la distribu-
cioén de la media muestral es normal o
confundir sus parametros (Batanero et
al., 2004) (4 errores).

»  Errores de tipo procedimental. En la se-
gunda parte del problema el estudianta-
do podria aplicar mecanicamente la ti-
pificacion o tener problemas al trabajar
con desigualdades (Gonzélez y Ojeda,
2017). Se podria encontrar dificultad al
leer la tabla de la distribucion normal
N (0,1), puesto que hay que interpolar
para hallar el valor pedido. También se
pueden cometer errores al interpretar
la simetria de la distribuciéon normal,
que es necesario utilizar para calcular
la probabilidad pedida (Batanero et al.,
2004; Onyancha y Ogbonnaya, 2022).
Finalmente, se podrian realizar errores
de tipo aritméticos al completar los cal-
culos (6 errores en total).

Toda la actividad form¢ parte de un
taller sobre inferencia estadistica y su didac-
tica con dos sesiones de dos horas cada una
de duracion. Posteriormente a la recogida
de las soluciones a las tareas, se corrigieron
y discutieron colectivamente y se trabaja-
ron algunos recursos didacticos basados en
la simulacion para la ensefianza del tema.
Todo ello con la finalidad de desarrollar el
conocimiento didactico-matematico de los
participantes sobre la inferencia estadistica.
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Analisis y resultados

En los siguientes apartados se analizan
los resultados en la resolucion del problema,
en la identificacion de los objetos matemati-
cos requeridos para su solucion y de los po-
sibles errores de los estudiantes en la tarea.

Conocimiento matematico comun

En primer lugar, se analizan las solu-
ciones aportadas por los participantes a cada
una de las partes del problema presentado
a los futuros profesores. Para cada una de
las dos preguntas formuladas, se describen
las categorias de respuesta, incluyendo para
cada una un ejemplo de respuesta de un par-
ticipante en el estudio.

En la primera pregunta del problema
planteado se pide determinar la distribucién
de la media muestral de una muestra aleato-
ria de 25 elementos, a partir de los datos del
enunciado sobre la distribucion de la varia-
ble altura de los estudiantes. Las respuestas
a este apartado se han clasificado de la si-
guiente forma:

R1. Solucion correcta. El estudiante
identifica los datos, diferenciando la dis-
tribucion de la poblacion y la distribucion
de la media muestral. Recuerda que en una
distribucién normal (u, o), la media mues-

o
tral sigue una distribucion N (u, T), por lo
n

que deduce que la distribucion de la media
muestral pedida es normal N (165,2). Un
ejemplo de respuesta correcta se reproduce
a continuacion.

E1: Si la altura de los chicos de la cla-
se de 2° curso de bachillerato sigue una
distribucién normal, entonces la altu-
ra media de las muestras es también
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normal N (y,i) para todo n. Por lo
Vn
> 10
que; X -» N(165,10) X -» N(165,\/—2_5)
= N(165,2).

R2. Respuesta correcta, donde se han
seguido todos los pasos anteriores, pero ex-
presando la distribucion normal en funcién
de la varianza, y no de la desviacion tipica.

E2: Altura de los estudiantes N (i, ¢°);
w=165; 6> = 100. Sea X, X, ... X)
una muestra aleatoria. Para las mues-

tras de tamafio 25 la media muestral
n

— i1 Xi .. .
¥ =Z2=17t  tiene aproximadamente
n
una distribucion normal con media u
2

varianza g7 = 2N (165,4).
n

R3. Respuesta incorrecta, sugiere que
no se puede deducir la distribucién de la
media muestral, porque no se aplica el teo-
rema central del limite al tener la muestra
menos de 30 elementos. Se interpreta lite-
ralmente una regla de aplicacion del teo-
rema central del limite (consistente en que
es aplicable en muestras de 30 elementos o
mas). La respuesta es incorrecta, porque el
modelo normal se aplica a la distribucion de
la media muestral, independientemente del
tamafio de la muestra, al ser la poblacion de
partida normal:

E3: El teorema central del limite nos ga-
rantiza que si X es una variable aleato-
ria de media y desviacion tipica finitas,
entonces para n > 30 la media muestral
se aproxima mediante una distribucion
normal. En este caso, no llegamos al
corte de n = 30, y no sabemos el nimero
de elementos de la poblacion. Seria con-
veniente tomar algun dato mas.
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R4. Respuesta incorrecta, asignando
a la distribucion muestral una distribucion
normal tipificada. Ello es incorrecto pues
implicaria que la distribuciéon de la media
muestral seria la misma para cualquier ta-
mafio de muestra, media y desviacion tipica.

E4: Como la altura sigue una distribu-
cion normal con desviacion tipica = 10
cm, la altura media muestral sigue una
distribucién normal estandar o tipificada
de media 0 y desviacion tipica 1, N (0,1).

Los resultados en este apartado se
presentan en la Tabla 1. Observamos que
practicamente todos los participantes en
el estudio obtienen correctamente la dis-
tribuciéon muestral pedida, la mayor parte
utilizando como parametro la desviacion
tipica. Tan solo un participante piensa que
no puede deducirse la distribucién por una
interpretacion demasiado estricta del teore-
ma central del limite, que en realidad no es
requerido en la solucion como se ha discuti-
do anteriormente y otros dos atribuyen una
distribucion de la media muestral N (0,1).

Tabla 1. Distribucion de respuestas en
el apartado a). Distribucion de la media

muestral
Respuesta Frecuencia Porcentaje

R1. Correcta 54 88,5
R2. Correcta, usando 4 6,6

la varianza

R3. Incorrecta. No se 1 1,6
puede usar el TCL

R4. Incorrecta. N(0,1) 2 3,3

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Las respuestas al segundo apartado
del problema, que implica la realizacion del
calculo de algunas probabilidades utilizan-
do la distribucion de la media muestral pre-
viamente identificada se han clasificado en
la forma siguiente:
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R1. Solucion correcta. Se utiliza la ti-
pificacion para transformar la distribucion de
la media muestral en una distribucién nor-
mal estandar. Se utilizan correctamente las
propiedades de simetria de la distribucion
normal y que el area total bajo la funcion de
densidad es igual a la unidad, lee la tabla ade-
cuadamente y obtiene la solucion pedida.

ES: Parapoder calcular probabilidades, ti-
pificamos la variable para poder utilizar la
X—u

tablade lanormal conel cambio: Z = 7—.
N

Por tanto Z ~ N (0,1). Calculamos

x — 165 < 160 — 165)
2 2

P(% > 160) = p(
P (Z>—-25) = 0,9938

R2. Respuesta correcta, sin utilizar la
simetria de la distribucion normal. El estu-
diante aplica correctamente la tipificacion en
la distribucion de la media muestral, pero no
utiliza la propiedad de simetria de dicha dis-
tribucion y calcula la probabilidad pedida me-
diante la probabilidad del complementario:

E6:
(X > 160) = P<

7 2
=P(Z>-25=1-P(Z < -25).

X —165 160 — 165)

R3. Solucion correcta, con incorrec-
ciones en el uso del lenguaje algebraico.
El estudiante realiza correctamente la ti-
pificacion de la distribucion de la media
muestral, y utiliza la propiedad de simetria
de esta distribucion para obtener la proba-
bilidad pedida. No obstante, tiene incorrec-
ciones en el lenguaje algebraico, pues no
utiliza el simbolo p, habitual para referirse
a la media de la poblacion y en su solucion
no esta claro si la notacion X se refiere a la
media muestral o poblacional, pues en el
primer paréntesis utiliza X. En todo caso,
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las dos probabilidades igualadas no son
equivalentes.

E7:P(X > B) = P (22522
a I

)= 0,99

R4. Respuesta incorrecta. El partici-
pante confunde la distribucion de la altura
de los estudiantes en la poblacién y la dis-
tribucion de la media muestral en muestras
de 25 elementos, el cual es un error fre-
cuente entre los estudiantes (Harradine et
al., 2011). En consecuencia, para calcular
la probabilidad pedida, usa la distribucion
original de la poblacion.

E8: X — N (165,10); P(X > 160)
(X165 _ 160-165
- P( 10 > 10 )
=P(Z>I—§)=P(Z>—O,5)

R5. Cadlculo correcto de la probabili-
dad pedida, con interpretacion erronea de
la probabilidad. El futuro profesor obtiene
la solucion correcta, pero la interpreta como
probabilidad del suceso contrario.

E9. Se tiene que tipificar la variable

con el siguiente cambio: . i
on
X—-165 por lo que Z es N(0,1).
2 >
X —165 _ 160 — 165
P( 5> 7 )=P(Z >-2,5) =

P(Z <2,5) =0,9938. Este resultado se ha
obtenido mirando la tabla de la normal,
por lo que el resultado sera que la pro-
babilidad de que la media no supere 160
cm es del 99,38 %.

R6. Planteamiento correcto con lec-
tura incorrecta de la tabla de la N(0,1). El
estudiante identifica los datos del problema
y tipifica la variable, pero al leer la tabla de
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la distribuciéon normal N (0,1) comete un
error, y llega a una probabilidad errénea.

E10:
P(X >160) = P(X > 160) = 1 — 0,993

Los resultados de este apartado se
presentan en la Tabla 2, donde, de nuevo,
la mayoria de participantes lo resuelve co-
rrectamente. Sin embargo, una pequefia
parte comete algtn error elemental, con ma-
yor frecuencia asociado a la interpretacion
incorrecta. En resumen, los participantes
en el estudio mostraron buen conocimiento
comun del contenido (Godino et al., 2017,
Pino-Fan y Godino, 2015) salvo los errores
citados, los cuales, sin embargo, son impor-
tantes al tratarse de futuros profesores que
han de ensenar el tema.

Tabla 2. Distribucion de respuestas en el
apartado b). Calculo de probabilidad.

Respuesta Frecuencia Porcentaje
R1. Correcta 48 78,7
R3. Correcta, sin 7 11,5
utilizar la simetria de
la d. normal
R2. Correcta, con 1 1,6

incorrecciones del

lenguaje algebraico

R4, Confunde distri- 1 1,6
bucion poblacional y

muestral

R5. Calculo correcto e 3 49
interpretacion incorrecta

R6. Lectura incorrecta 1 1,6
de la tabla

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Conocimientos en la faceta epistémica

Para evaluar los conocimientos de
los futuros profesores en la faceta epistémi-
ca (Godino et al., 2017), se propuso, a una
submuestra de 45 futuros profesores, anali-
zar los objetos matematicos necesarios para
realizar la tarea anteriormente descrita.

En la Tabla 3 se presentan algunos re-
sumenes estadisticos del numero de objetos
identificados por cada estudiante en la reso-
lucion del problema. Como se observa en la
tabla, lo mas sencillo fue identificar concep-
tos, con un naumero medio de 6,6 conceptos
identificados por cada futuro profesor o pro-
fesora, habiendo todos ellos sido capaces de
encontrar al menos uno y encontrando un
caso atipico de un participante que fue ca-
paz de citar 18 conceptos diferentes.

E11. Media, desviacion tipica, varianza,
variabilidad de la muestra, distribucion
(ley) normal, probabilidad, muestra, dis-
tribucion, al azar, media muestral, inter-
valo de confianza, quedar por debajo de
un valor, error maximo, tamaflo minimo
de la muestra, muestreo aleatorio estra-
tificado, muestreo, aleatorio simple y
reemplazamiento.

Sin embargo, se cometen algunos
errores al considerar objetos matematicos
que no emergen al resolver la situacion
planteada. Al revisar la respuesta de El1,
el estudiante anota: intervalo de confianza,
error maximo y tamafio minimo de muestra,

Tabla 3. Resumenes estadisticos del numero de objetos identificados por participante.

Minimo Maximo

Media D.tipica  N. objetos previsto

Numero de conceptos 1 18
Numero de propiedades 0 2
Numero de procedimientos 0 7
Total 3 25
Errores 0 6

6,6 3.4 13
0,9 0,8 7
2.4 1,5 5
10,0 4.4 23
0,6 1.4 0

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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los cuales no se utilizan en la tarea. Tam-
bién utiliza con poca precision la expresion
“quedar por debajo de un valor” para refe-
rirse a la relacion de desigualdad, que no es
un concepto, sino una propiedad.

Los conceptos mas frecuentemente
identificados fueron los relacionados con
el muestreo (en total fueron citados 79),
distribucion muestral (muestra aleatoria,
media y varianza muestral, tamafio mues-
tral, 56 referencias), variable estadistica
(variable, frecuencia, distribucion, 51 ci-
tas), medidas de posicion central (31 ca-
sos) o de dispersion de la variable aleatoria
(34) y probabilidad (31).

Hubo un total de 14 citas incorrectas
al intervalo de confianza, que no es requeri-
do para resolver la actividad propuesta y un
participante indica como concepto la varia-
bilidad media, posiblemente es una forma
incorrecta de referirse a la desviacion tipica.
Hacemos notar que todos los conceptos pre-
vistos en el analisis de la actividad (variable
estadistica y variable aleatoria, sus medidas
de posicion central y dispersion, distribu-
cion de la variable en la poblacion, distribu-
ci6n muestral de una media de 25 elementos,
muestra, tamano de la muestra, distribucion
normal, parametros, probabilidad) fueron
citados, excepto el de parametro. Aunque
los futuros profesores identificaron la nece-
sidad de trabajar con la media y desviacion
tipica de la poblacion no utilizaron expresa-
mente la palabra parametro.

En segundo lugar, destacan por su
frecuencia los procedimientos (entre 0 y 7
identificados por participante, con una me-
dia de 2,4), es decir, sobre 2 o 3 por perso-
na. Los mas frecuentes fueron la tipificacion
(30 futuros profesores o profesoras), calcu-
lar o expresar probabilidades (26 casos), la
lectura de la tabla de la distribuciéon normal
N (0,1) (20 casos), el calculo de la media
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y varianza de la distribucion muestral (14
casos) y la probabilidad del suceso contra-
rio (5 citas). Dos participantes aluden al
manejo de desigualdades. En definitiva, se
citan alguna vez todos los procedimientos
previstos en el analisis a priori de la acti-
vidad. Respecto a procedimientos incorrec-
tamente identificados, encontramos el de
calculo del intervalo de confianza (7 estu-
diantes) y el calculo del tamafio muestral (3
participantes), innecesarios para resolver la
tarea. También en casos aislados se alude a
la representacion de datos, sumatoria y re-
presentacion en tablas que no son requeri-
dos en la tarea.

Hay muy pocas propiedades recono-
cidas en la tarea (0 a 2 por participante, no
llegan a 1 de media). Entre ellas encontra-
mos el teorema central del limite (16 casos),
la simetria de la distribucion normal (15
citas) y propiedades algebraicas (11 casos).
No se hace referencia a la aleatoriedad de
la muestra, ni a la relacion entre la desvia-
cion tipica muestral y poblacional o entre la
media muestral y poblacional. Tampoco se
alude a que el area total bajo la curva nor-
mal debe ser igual a la unidad o la probabi-
lidad del suceso complementario. Por tanto,
fue mas dificil para estos futuros profeso-
res reconocer propiedades que conceptos o
procedimientos. Recordamos, ademas, que
el teorema central del limite no era estricta-
mente necesario aplicarlo, aunque fue cita-
do por muchos futuros profesores.

Algln estudiante demuestra falta de
comprension de la diferencia entre con-
cepto, procedimiento y propiedad, como
se muestra en el siguiente ejemplo: “Error
de célculo en las propiedades” (listado
como procedimiento por un estudiante),
cuando las propiedades no implican la rea-
lizacién de calculos. En resumen, los par-
ticipantes en el estudio mostraron alguna
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competencia en el analisis de objetos ma-
tematicos requeridos en la tarea, lo que
muestra un conocimiento aceptable en la
faceta epistémica. Seria mejorable, no obs-
tante, su competencia para identificar los
objetos matematicos utilizados, pues el nu-
mero medio de objetos citados en cada ca-
tegoria es pequefio, en relacion con el nu-
mero previsto. En algunos casos se precisa
reforzar la diferenciacion entre conceptos,
propiedades y procedimientos.

Conocimientos en la faceta cognitiva

Para evaluar la faceta cognitiva del
conocimiento didéctico-matematico de los
futuros profesores (Godino et al., 2017) se
propuso a una submuestra de 45 futuros
profesores y profesoras describir los errores
previsibles del estudiantado de bachillerato
al realizar la tarea.

En la Tabla 4 se presentan algunos
resumenes estadisticos del numero de erro-
res identificados por cada futuro profesor
o profesora. Lo mas sencillo fue prever los
errores procedimentales del estudiantado,
con un numero medio de 2,3 errores identi-
ficados por cada futuro profesor o profesora
en la muestra. Aunque uno de ellos no iden-
tifico ninguno, fue un caso atipico, pues el
resto cito al menos uno. Respecto a los erro-
res conceptuales que pueden interferir en el
desarrollo de la tarea se identifican entre 1 y
3, con una media de 1,9 siendo atipicos los
casos en que encuentran 4 o 5 errores.
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El total de errores varia de 1 a 8, de
modo que todos los participantes han iden-
tificado al menos uno, con una media de 4,2
errores descritos por cada sujeto de la mues-
tra, lo cual es muy poco, al comparar con
lo esperado en el andlisis a priori. Al con-
frontar con la investigacion de Lopez-Mar-
tin et al. (2019) en que se pide a los futuros
profesores identificar los posibles errores al
resolver problemas de contraste de hipdtesis
e intervalo de confianza, el nimero medio
de errores citados fue similar, unos 7 erro-
res en promedio entre dos problemas, donde
el nimero esperado de posibles errores era
también similar (mientras en nuestra inves-
tigacion solo se ha dado un problema). Re-
producimos el ejemplo de un futuro profe-
sor que identifica 8 errores diferentes.

E12: Respecto a los errores que pueden
cometer los estudiantes al resolver el
problema planteado destacamos los si-
guientes: - No identificar el uso del teo-
rema central del limite. - Confundir la
media poblacional y la media muestral.
- Tomar la desviacion tipica con la va-
rianza. - Tipificar de forma erronea. - No
saber utilizar la tabla de la Normal. - No
identificar la media muestral como me-
jor estimador de la media poblacional.
- Expresion del intervalo de confianza.
- No conocer la expresion de la media y
la varianza muestral

Tabla 4. Resumenes estadisticos del numero de objetos identificados por participante

Minimo Maximo

Media D. tipica N. errores previsto

Errores interpretacion 0 0
Errores conceptuales 1 5
Errores procedimentales 0 4
Numero total de errores 1 8
Incorrectos 0 4

0 0 5
1,9 1,1 4
2,3 0,9 6
42 1,5 15
0,5 0,9 0

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Como en el caso de E12, algunos erro-
res descritos como posibles (expresion del
intervalo de confianza) no se aplican al pro-
blema analizado. Pero el nimero de errores
incorrectamente citados fue pequeio, no lle-
gando a uno de promedio por participante.

Errores de tipo conceptual

Cada participante cita, aproximada-
mente, dos errores de tipo conceptual, resul-
tado mejor que el obtenido en Lopez-Mar-
tin et al. (2019), donde el nimero medio de
errores conceptuales mencionados no llega
a 1 en cada problema. Por otro lado, se cito
alguna vez, aunque con baja frecuencia,
todos los errores previstos en el analisis a
priori de la actividad. Los errores concep-
tuales mas frecuentemente identificados
fueron los siguientes:

»  Confundir la distribucion de la media
muestral y la distribucion poblacio-
nal, o no identificar sus parametros (23
participantes). Se hace alusion a que el
estudiantado podria no llegar a diferen-
ciar la distribucion correspondiente a la
altura de los estudiantes y la distribu-
cion de la media muestral de una mues-
tra de 25 estudiantes, cuando se recogen
diferentes muestras sucesivas, es decir,
al error apuntado por Harradine et al.
(2011), debido a la dificultad de mane-
jar en el mismo problema las dos distri-
buciones diferentes. En otros casos, se
alude al error consistente en no calcu-
lar correctamente los parametros de la
distribucion de la media muestral. Por
ejemplo, en la respuesta de E13 presen-
tada a continuacion, el estudiante sefiala
el olvido de dividir por el tamafio de la
muestra en el calculo de la desviacion
tipica muestral. Este tipo de error fue
identificado por Vallecillos (1999).
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E13: Un posible fallo de los estudiantes
seria el olvidar dividir por V7 a la hora
de determinar los parametros de la distri-
bucidn que sigue la variable estudiada.

Confundir o aplicar erroneamente las
propiedades de la distribucion normal.
Por ejemplo, es necesario recordar la si-
metria de la distribucion respecto a su
media, e igualmente la simetria de la
distribucion tipificada N (0,1) respec-
to al origen de coordenadas, para pos-
teriormente utilizar la tabla y hallar la
probabilidad pedida. En el proceso de
calculo de la probabilidad una propie-
dad esencial es que el area bajo la curva
normal (en realidad bajo cualquier fun-
cion de densidad) es igual a la unidad.
Esta propiedad fue citada tan solo por
13 futuros profesores o profesoras, a
pesar de su importancia en la resolucion
del problema.

E14: Mas concretamente, olvidar las
propiedades o cometer errores asocia-
dos a una comprension incompleta de la
distribucion normal.

Confundir estadistico y parametro.
Identificamos que 11 estudiantes, como
el presentado como ejemplo, sefialan
que se podrian confundir el estadistico
media muestral y el pardmetro media
poblacional, error resaltado por Harra-
dine et al. (2011) y que llevaria a su-
poner que la probabilidad pedida en el
segundo apartado se refiere a la altura
en la poblacion y no a la altura media en
diferentes muestras.

E15: Confundir la media poblacional y
la media muestral.
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» Error al aplicar el teorema central del
limite o, como en el siguiente ejemplo,
no reconocer que la distribucion de la
media muestral es también normal. Ello
es en realidad debido, no al teorema
central del limite, sino a que la pobla-
cion de partida es normal (6 casos).

E16: No conocer que la distribucion
de la media muestral es también igual
que la distribucion de la poblacidon que
se estudia.

En consecuencia, los principa-
les errores conceptuales identificados en
nuestro andlisis a priori de la tarea fueron
reconocidos por algunos futuros profe-
sores o profesoras de la muestra, pero en
muy escaso numero, teniendo en cuenta
la cantidad de participantes en el estudio
y en concordancia con los resultados de
Lopez-Martin et al. (2019), donde también
el nimero de errores conceptuales citados
por los participantes fue pequefio. Pero a
diferencia de aquel estudio, en que algu-
nos de los principales errores conceptuales
previsibles no fueron identificados, en el
nuestro todos han sido citados, aunque con
muy poca frecuencia.

Errores de tipo procedimental

Finalmente, se podrian realizar erro-
res de tipo aritméticos al completar los cal-
culos. En relacion con los errores de tipo
procedimental, que se producen al resolver
la segunda parte del problema en la que se
pide calcular una probabilidad, los mas cita-
dos fueron los siguientes:

» Errores de tipificacion. Se alude a las
posibles dificultades de los estudiantes
cuando lleven a cabo la tipificacion de la
variable media muestral, de forma que,
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mediante dicha operacion se llegue a la
distribucion normal estandar N (0,1). Se
indica, bien resumidamente o bien ex-
plicando en qué consiste la operacion
de tipificacion, como ocurre con E17.
En total son 30 los casos en que se citan
errores de tipificacion.

E17: Normalizar la distribucién que siga
la variable a tratar. Por ejemplo, si la va-
riable sigue una normal de media 165 y
desviacion tipica 10, su normalizacion
se obtendria restandole la media a la
variable y dividiendo el resultado por la
desviacion tipica.

Errores por incorrecta lectura de la ta-
bla de la distribucion normal, debido
al hecho de que, una vez tipificada la
variable, la probabilidad a calcular se
transforma en P (Z>-2,5), siendo Z una
variable normal N (0,1). Pero la tabla
de la distribucion normal utilizada por
los estudiantes proporciona los valores
de su funcion de distribucion P (Z < k).
Ademas, como la tabla proporcionada
incluye Unicamente los valores positi-
vos de la variable, habria que aplicar la
propiedad de simetria de la distribucion
normal, obteniendo P (Z >-2,5)=P (Z
<2,5), que se puede mirar directamente
en la tabla proporcionada. Un total de
28 estudiantes indicaron este tipo de
errores, con mayor 0 menor precision
en el lenguaje.

E18: Destacaria, en primer lugar, que se
cometan errores en la busqueda de las
tablas de la normal, sobre todo, el no
transformar la k (o hacerlo mal) para
que sea positiva y la expresion a buscar
en la tabla sea del tipo P (Z <k).
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»  Errores en el cdlculo de probabilidades.
Como hemos indicado, para el célculo
de la probabilidad pedida es necesario
aplicar algunas propiedades de la distri-
bucidén normal, en concreto la simetria
y la probabilidad del suceso contrario.
Aplicar estas propiedades no es trivial,
como se muestra en la investigacion de
Batanero et al. (2004) y en la de Onyan-
cha y Ogbonnaya (2022). En nuestro
estudio, esta dificultad fue solo citada
por 15 participantes.

E19: pueden cometer errores en el cal-
culo de la probabilidad, si no saben
como interpretar lo que se les pide o qué
procedimiento aplicar.

» Errores al operar las desigualdades.
Ocurre al despejar la variable por no
tener un dominio correcto del trabajo
con desigualdades. Este error citado por
Gonzélez y Ojeda (2017) fue descrito
por 12 participantes de nuestra muestra.
Ademas, 11 futuros profesores indica-
ron la posibilidad de cometer errores
aritméticos en las operaciones realiza-
das. En el siguiente caso, se alude con-
juntamente a los dos errores.

E20: También pueden cometer errores
al realizar operaciones algebraicas y
de despeje y de interpretacion de sig-
nos negativos.

El error en la interpretacion de los re-
sultados obtenidos tnicamente es citado por
tres participantes. Finalmente, 12 partici-
pantes aluden a errores en la interpretacion
de las preguntas planteadas en el enunciado
e identificacion de los datos requeridos o la
probabilidad requerida.
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E21: Los estudiantes pueden errar al in-
terpretar los datos dados en el enunciado
(Ley Normal con una media y desvia-
cion tipica dada).

Es decir, de nuevo se citan alguna vez,
aunque con baja frecuencia todos los errores
previstos en nuestro analisis. En resumen, los
participantes en el estudio mostraron algin
conocimiento de la faceta cognitiva relacio-
nada con la distribucién de la media mues-
tral, aunque obviamente mejorable, por el es-
caso numero de errores previstos en la tarea,
a pesar de ser un tema de alta complejidad.

Conclusiones

La actividad descrita permitié evaluar
algunos componentes del conocimiento di-
dactico-matematico (Godino, 2009; Godino
et al.,, 2017; Pino-Fan y Godino, 2015; Pi-
no-Fan et al., 2015) de profesores de mate-
maticas espafioles en formacion. Los resul-
tados de la evaluacion fueron muy buenos en
lo que se refiere al conocimiento matematico
comun del tema, con la mayoria de los par-
ticipantes resolviendo correctamente el pro-
blema propuesto. Las respuestas obtenidas
superaron a las de Inzunsa y Jiménez (2013)
con estudiantes del grado de matematicas so-
bre el contraste de hipotesis, puesto que en
su caso los participantes muestran un cono-
cimiento fragmentado de los diversos con-
ceptos que se involucran en las pruebas de
hipotesis, mientras que en el presente estu-
dio, al resolver el problema, los participantes
relacionaron los diferentes conceptos, pro-
piedades y procedimientos utilizados.

No obstante, se observaron algunos
errores como, por ejemplo, la confusion de
la distribucion de la variable analizada en
la poblacion con la distribucion muestral
del estadistico, confusion que se ha descrito
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entre los estudiantes (Begué et al., 2019; Es-
pinel et al., 2007; Harradine et al. 2011; Va-
llecillos, 1999). Por tanto, este resultado es
relevante para la formacion de profesores y
profesoras, pues, de lo contrario, algunos de
ellos en el futuro podrian contribuir a trans-
mitir este error a sus estudiantes.

Los participantes mostraron una com-
petencia razonable de andlisis de conceptos y
procedimientos requeridos para solucionar la
tarea propuesta, puesto que todos los previs-
tos en el andlisis a priori fueron citados por
algun participante. Sin embargo, tuvieron ma-
yor dificultad en reconocer las propiedades
empleadas en la solucion y el nimero medio
de objetos (conceptos, propiedades y procedi-
mientos) citados por cada participante fue bas-
tante menor que la cantidad prevista.

También fue menor la competencia de
analisis de los posibles errores que podrian
cometer los estudiantes en la resolucion de
la tarea. Este resultado es comparable con el
obtenido en la investigacion de Lopez-Mar-
tin et al. (2019), en la que un grupo de futu-
ros profesores de educacion secundaria y ba-
chillerato espafioles analizaron los posibles
errores en dos problemas, uno de contraste
de hipétesis y otro de intervalo de confianza.
Por tanto, hay coincidencia en que los futu-
ros profesores espafioles que participan en
las dos investigaciones no mostraron cons-
ciencia de la dificultad del tema para sus es-
tudiantes ni previeron sus posibles errores.

En consecuencia, el estudio revela pun-
tos de mejora en la formacion de los futuros
profesores espanoles sobre la distribucion de
la media muestral, un contenido relevante
para la posterior comprension de otros conte-
nidos propios de la inferencia, como el con-
traste de hipotesis o el intervalo de confianza.

Respecto al conocimiento comun del
contenido (Godino et al., 2017; Pino-Fan
y Godino, 2015), dicha formacion debiera
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enfatizar la diferencia entre las tres distribucio-
nes de probabilidad que aparecen en el mues-
treo (Harradine et al., 2011; Vallecillos, 1999)
y la diferencia entre estadistico y parametro
(Espinel et al., 2007; Harradine et al., 2011),
pues el futuro profesorado no reconoce la po-
sibilidad de errores de este tipo en su alum-
nado. Para ello, podria utilizarse la tecnologia
para analizar simulaciones basadas en la tarea
presentada o en otras posibles, por ejemplo,
las tareas de muestreo analizadas por Batane-
ro et al. (2020), en las cuales se propone gene-
rar posibles resultados de muestras obtenidas
con una poblacion y el analisis de las distribu-
ciones muestrales resultantes.

Es necesario, igualmente, realizar acti-
vidades formativas relacionadas con las face-
tas epistémica y cognitiva del conocimiento
de la inferencia estadistica, en las que se pro-
ponga el andlisis de los objetos matematicos
y de los posibles errores de los estudiantes en
tareas similares a la analizada en este trabajo.
Finalmente, seria necesario investigar el co-
nocimiento de los futuros profesores sobre el
resto de facetas descritas en el modelo CDM
(Godino, 2009; Godino et al., 2017; Pino-Fan
y Godino, 2015; Pino-Fan et al., 2015), que no
se han abordado en la presente investigacion.
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