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Resumen

La Creciente longevidad, que habitualmente se mide como el aumento de la
esperanza de vida en la edad del nacimiento o de la jubilacion, constituye un desafio
para todas las la sociedades en el @&mbito mundial. El principal objetivo de este
articulo es poner a disposicion las proyecciones estocasticas de mortalidad para
Colombia para el periodo 1950-2018, utilizando el Modelo Lee- Carter. El método
estocéastico mas utilizado e influyente durante los Gltimos afos, tanto en el contexto
actuarial como demografico. Ademas de presentarlo y aplicarlo, se pronostican las
tasas de mortalidad en Colombia para el periodo la mencién utilizando el software
estadistico R, el paquete ilc el cual contiene métodos para analizar 6 distintos tipos
de modelos log-lineales en el marco de los GLM, como errores Poisson que incluye
el modelo béasico Lee-Carter. Una vez estimados los parametros del Modelo LC «,,
K; y By se toma el indice de Mortalidad K. A partir de este indice se proyectar el
comportamiento de la mortalidad usando el modelo clasico de series de tiempo Box
& Jenkins.

Por ultimo se realiza una breve descripcion de las estimaciones obtenidas vy el
impacto que estas pueden darse en la poblacién Colombiana en ambitos tan
importantes como el aboral, el pensional y salud entre otros.

Palabras claves: Meétodos estocasticos, Modelo Lee-Carter, Riesgo de
Longevidad, Mercado Laboral, Pensiones, Salud.

3. Introduccién

La regién de América Latina y el Caribe ha experimentado cambios demograficos
sustanciales durante las Ultimas décadas, que han modificado la base de la
poblacién y el funcionamiento de las instituciones que transfieren recursos entre
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grupos generacionales. Una particular expresion de estos cambios demograficos, el
envejecimiento de la poblacion, esta relacionada directamente con la evolucion de
los sistemas de seguridad social y, en la medida que la tendencia al envejecimiento
se intensifique, sus efectos se expandiran y amplificaran, como lo demuestra muy
claramente la experiencia histérica de los paises mas desarrollados.[3]

La Comisién Econémica para América Latinay el Caribe (CEPAL) y la Organizacion
Internacional del Trabajo (OIT) sefalaron que las personas mayores de 60 afios
aumentarian su proporcién en la fuerza laboral de América Latina de 7,5 % en 2015
a 15 %, segun el dltimo informe de Coyuntura Laboral en América Latina y el Caribe
presentado por ambas instituciones.

De acuerdo a dicha informacion, las causas de este indicador estarian relacionados
con el envejecimiento de la poblacién y, en menor grado, un moderado aumento de
la participacion laboral de los adultos mayores.

Asi mismo, la tasa de ocupacion para las personas de 60 afios y mas alcanza un
35,4 % en la region. Esta proporcion es elevada aun en grupos que ya traspasaron
la edad legal de jubilacion, arrojando 39,3% en el grupo de 65 a 69 afios y 20,4%
en el 70 y mas afios. [7]

La secretaria ejecutiva de la CEPAL, Alicia Barcena, y el director regional de la OIT,
José Manuel Salazar, aseguraron que "es necesario ampliar la cobertura de los
sistemas de pensiones y complementarlos con pensiones no contributivas, a fin de
reducir la presion a la que se ven sometidas las personas mayores, que las obliga
a seguir trabajando”.

Los ejecutivos agregaron que las personas mayores de 60 afios suelen estar
empleadas generalmente en empleos de baja productividad con el fin de contar con
medios minimos de subsistencia a una edad en que "las sociedades deberian
garantizarles las condiciones para disfrutar de una vejez digna".

Frente al panorama laboral de la region en 2018, tanto la CEPAL como la OIT
coinciden en que se esta viviendo "una fase de modesta recuperaciéon econémica”
en la que se estima un crecimiento de 2,2%, frente al 1,3% alcanzado en 2017.

A su vez, la tasa de desempleo urbano registré un leve descenso por primera vez
desde 2014, registrando un 9% frente al 9,3% de 2017, la cifra mas alta en este
rubro desde 2005.

Este andlisis no solo es analizado por la Cepal y la OIT, El Banco de Desarrollo de
América Latina (CAF) lanzé un nuevo Reporte de Economia y Desarrollo para 2020
en el gue estima que en 30 afios la poblacion mayor de 65 afios se duplicara en la
region.
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Para la entidad este panorama hace necesario evaluar los sistemas de pensiones,
los servicios de salud y los aspectos del mercado de trabajo que condicionan la
cobertura y el financiamiento de la vejez.

En Latinoamérica, el gasto publico en pensiones representa 4,3% del PIB en
promedio y en salud es cerca de 4,1% del PIB. Sin embargo, el gasto para estos
rubros podria subir hasta 6% en paises como Colombia y Argentina. La informalidad
podria ser una de las mayores dificultades para la sostenibilidad de la proteccion
social.

“‘Los calculos realizados sugieren que la informalidad deteriora la base de
contribuyentes en valores comparables a los que se producirdn como consecuencia
del proceso de envejecimiento en los proximos 40 afios”, explicd Pablo Sanguinetti,
vicepresidente de Conocimiento de CAF.

Actualmente, la entidad registra que 63% de las personas ocupadas en la region
trabajan en un empleo informal, panorama que se habria agravado con el impacto
de la pandemia, que puede causar que otros empleados que perdieron su empleo
migren a la informalidad.

Los cambios tecnoldgicos se suman a los desafios que sefala el CAF con este
incremento del envejecimiento, para la entidad esto podria favorecer la sustitucion
de trabajadores por maquinas o la digitalizacion en la realizacién de algunas tareas.

Al respecto, Sanguinetti comenta que los sistemas pensionales deben tener tres
elementos: ingreso minimo para todos los adultos mayores, un componente
contributivo equilibrado en términos financieros y un disefio pensional que aumente
la cobertura y los aportes.

Uno de los problemas es la mayor longevidad de una persona, por ejemplo para
Olivares (2017) “porque vivir mas y con el mismo stock de recursos implica una
reduccion de la renta que espera recibir un individuo, afectando su nivel de vida”.
En este trabajo abarcamos uno de los problemas que presenta la poblacion
Colombiana como es, su envejecimiento y el impacto que este puede tener en
calidad de vida.

De acuerdo al foro econdmico Mundial, realizado en mayo de 2017, en la
presentacion de su informe titulado Viviremos hasta los 100 afios ¢ Como podremos
pagarlo? (2017). “Desde mediados del siglo pasado, la esperanza de vida ha ido
aumentando rapidamente. En promedio ha aumentado en un punto porcentual afio,
cada cinco afios. Bebes nacidos hoy en 2017, pueden esperar vivir hasta mas de
101 afios o, en otras palabras ellos viviran para ver el 2117”.[23].De acuerdo a este
escenario, los retos a los que se enfrentan las sociedades para proporcionar una
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calidad de vida digna a la poblacion que se encuentra en proceso de envejecimiento
y garantizarles una seguridad financiera en el momento de su jubilacién es lo mas
dificil que enfrenta hoy en dia la sociedad. En la mayoria de los paises del mundo,
el nivel de vida y los avances en el cuidado de la salud estdn permitiendo que la
gente viva mas tiempo.

Si bien el aumento de la longevidad es un paso positivo para los individuos y las
empresas de la salud y la productividad de la sociedad, este cambio tiene un
profundo impacto en la salud de la Poblacién. El impacto en la composicion
tradicional de nuestras sociedades y en los sistemas de proteccion social que estan
disefiados para apoyarnos en nuestra vejez.

Sim embargo los cambios que implican una mayor Longevidad van mas alla y
afectan de forma esencial a todas las instituciones, desde la que probablemente sea
la més antigua, el matrimonio, a una de las mas recientes, las pensiones publicas

[2]

En este estudio se presentan la base actuarial de Longevidad: como medirla, como
es la relacidén con las tasas de mortalidad y de supervivencia, y cual ha sido su
evolucion en Colombia durante el periodo 1950-2015. Esta medicidn se realiza a
partir del modelo Lee-Carter (LC), el cual se estimara de dos maneras diferentes:

1. la primera manera se estima por el modelo original ( Lee Carter,1992) esta
realiza por descomposicion singular de matrices a través de la funcion svd
de R de la libreria demography.

2. la segunda manera es por GLM —Modelos lineales generalizados a través
de la libreria ILC, metodologia utilizada por (Renshaw & Haberm,2003 ).

Una vez estimados los parametros del Modelo LC «,, K; y By se toma el indice de
Mortalidad K;. “A partir de este indice se puede proyectar el comportamiento de la
mortalidad usando el modelo clasico de series de tiempo como lo es Box & Jenkins”
ver [15]

Finalmente el objetivo de este trabajo es generar una critica constructiva respecto
al envejecimiento de la poblacién colombiana en el periodo de 1950 -2018 a través
del modelo de Lee- Carter, como uno de los modelos actuariales mas utilizados y
analizar su impacto en el pais. Este andlisis se realizara primero con un analisis
descriptivo de la Poblacion Colombiana para el periodo 1950 -2018, posteriormente
se aplica el modelo Lee-Carter para estimar la expectativa de vida para la poblaciéon
colombiana en el periodo de estudio y por ultimo Proyectar a través del tiempo el
indice de mortalidad (K;) usando el modelo clasico de Box & Jenkins para la
poblacién Colombiana para el periodo 1950-2018
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4. Materiales y Métodos

4.1. Disefo

Este andlisis se desarrolla a partir de las tablas de Mortalidad Abreviadas para
Colombia, 1950-2015, elaboradas por Naciones Unidas, Departamento de Asuntos
Econdmicos y Sociales, Division de Poblacion (2019), edicion en linea. Rev. 1. Ver
(ver tabla 1). De esta tabla de Mortalidad se elabora la base de datos DEATH la
cual denota el niumero de muertes de personas de edad x, durante el afio t (ver
tabla 2). Posteriormente se elabora, la siguiente base de datos EXPOSURE la cual
describe la poblacién hombre y mujeres que esta expuesta al riesgo de fallecer, en

la edad x, durante el afio t. (ver tabla 3).

DEATH
YEAR AGE FEMALE | MALE TOTAL
1950 0 -2,2064 | -1,9470 | -4,1534
1950 1 -4,3034 | -4,1100 | -8,4133
1950 5 -5,5447 | -5,4684 | -11,0131
1950 10 -5,9108 |-5,8548 | -11,7656
1950 15 -5,4919 | -5,4440 | -10,9359
1950 20 -5,2933 | -5,1615 | -10,4548
1950 25 -5,1949 | -5,1483 | -10,3432
1950 30 -5,1403 | -5,0526 | -10,1928
1950 35 -5,0448 | -4,9319 | -9,9766
1950 40 -4,9181 | -4,6908 | -9,6089
1950 45 -4,7697 | -4,4536 | -9,2233
1950 50 -4,4411 | -4,1233 | -8,5644
1950 55 -4,1152 | -3,7882 | -7,9035
1950 60 -3,6530 | -3,4068 | -7,0598
1950 65 -3,1993 | -3,0243 | -6,2236
1950 70 -2,6984 | -2,5763 | -5,2747
1950 75 -2,1577 | -2,0539 | -4,2116
1950 80 -1,7046 | -1,6287 | -3,3333
1950 85 -1,3707 | -1,2491 | -2,6198
1950 90 -1,0774 | -,9734 -2,0508
1950 95 -,9704 -,8303 -1,8007
1950 100 -,7821 -,6242 | -1,4062

Tabla 1. Fuente: Elaboracién propia. DEATH muestra el nimero de Muertes de
Personas de edad x, durante el afio t
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EXPOSURE DATA

YEAR AGE MALE FEMALE |TOTAL YEAR AGE
1950 0 1.281 1.260 2.541 1950 0
1950 1 1.210 1.193 2.404 1950 1
1950 5 3.271 3.236 6.506 1950 S
1950 10 4.541 4.513 9.054 1950 10
1950 15 3.741 3.734 7.476 1950 15
1950 20 3.236 3.243 6.478 1950 20
1950 25 2.817 2.832 5.649 1850 25
1950 30 2.348 2.367 4.715 1950 30
1950 35 1.920 1.939 3.859 1950 35
1950 40 1.646 1.665 3.311 1950 40
1950 45 1.370 1.387 2.757 1950 45
1950 50 1.096 1.115 2.210 1950 50
1950 55 853 932 1.786 1950 55
1950 60 656 759 1.415 1950 60
1950 65 522 607 1.130 1950 65
1950 70 381 451 832 1950 70
1950 75 246 296 542 1950 75
1950 80 156 190 346 1950 80
1950 85 80 111 191 1950 85
1950 90 24 40 64 1950 90
1950 95 5 8 13 1950 95
1950 100 1 1 2 1950 100

Tabla 2. Fuente:

afiot

Elaboracién propia. EXPOSURE describe la poblacién
expuesta al riesgo el nimero de Muertes de Personas de edad x, durante el

4.2. Poblacion

Para estimar las tasas de mortalidad por edad, son necesarios datos de
fallecimientos (numerador) y de poblacién expuesta al riesgo (denominador) en el
periodo bajo estudio. El presente trabajo toma como periodo base para proyectar la
mortalidad el intervalo 1950-2018. Los datos de poblacion que se utilizan son
tomados de United Nations, Department of Economic and Social Affairs, Population
Division (2019). World Population Prospects 2019, Online Edition. Rev. 1. se utiliza

esta Fuente de datos dado que es necesario disponer de la poblacién por edad y

afio calendario desde 1950 hasta 2018. (ver tabla 3)

Tabla 3. Fuente: Elaboracién
propia. DATA describe la
poblacién por edad y afio
calendario desde 1950 hasta

2018
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Figura 1. Fuente: elaboracion propia .Tasa de Mortalidad poblacion Colombiana periodo 1950-2018

4.3. Intervenciones

A principios de la década de 1990, Ronald Leey Larry Carter (1992) fueron los que
se interesan principalmente en modelar los cambios a lo largo del tiempo en la
mortalidad de un solo pais o poblacién, en lugar de los cambios de un pais a otro.
(Wachter, 2006), el modelo de Lee-Carter busca predecir las tasas de mortalidad en
base a la estimacion de una funcién estocastica K, que extrapola la tendencia

temporal de la mortalidad, asi como su comportamiento para cada grupo de edad.
El modelo se presenta formalmente con la siguiente ecuacion:

Log(mxt) = ay + B,K; + & (l)



LOS LIBERTADORES

En donde las variables se definen de la siguiente manera:
Log(m,,): Es el logaritmo natural de la tasa de mortalidad en el grupo de edad x
en el periodo t

a, : Describe el efecto de cambio autbnomo por cada grupo de edad por afio

B, :Mide el cambio porcentual en la tasa de mortalidad a cada edad ante un cambio
de una unidad de la variable no observable K,

K, : Representa el nivel general de la mortalidad en el afio t y no depende de la
edad

&, - ES un término error

El modelo LC, descompone el logaritmo natural de la tasa de mortalidad para cada
grupo de edad en cada momento del tiempo (m,;) entre pardmetros especificos
para cada grupo de edad (a, ,B, ) Y un componente temporal o tendencial de la
mortalidad que es comun para todas las edades ( k; )

m,; = exp (ax + Bk, + &4 ) (2)

Dado que los componentes del lado derecho de las ecuaciones anteriores no
observables, es necesario imponer las siguientes restricciones para poder

implementar la estimacion del modelo

sz =1’Zkt=0
x t

Asi, tenemos que a, Y k; pueden estimarse como:

T
1
o, = ;tzllnmxt (3)

k; = Zx Inm,, — ma,, (4)
Luego podemos estimar B, , regresionando — sin constante — separadamente para grupo

(In m,,- a,) sobre k.
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Dado que la estimacion de k;. En la etapa anterior fue posible bajo la restriccion de que
la suma de los B, fueraigual a 1, la ecuacion (4) no es exacta ya que el error para cada

grupo de edad &,; en general no suma cero.

Por lo anterior, se realiza una nueva estimacion de k; condicional a los valores de a, y

B,, Buscando el valor que satisface la siguiente igualdad:

Dt = Z th [exp(ax + Bxkt + £xt]
X

Donde D, es la suma observada de muertes, en el periodoty P,; es la poblacion en el
grupo de edad x en el periodo t.

Una vez estimado el modelo para la tasa de mortalidad, necesitamos un modelo que nos
permita predecir hacia el futuro el valor k;

Los modelos de series de tiempo comunmente utilizados para proyectar k, , pertenecen
a la familia de los modelos ARIMA (p, d, q)

4.4 Andlisis estadistico

Estimacion de los pardmetros del Modelo Lee- Carter, los cuales se estiman de dos

maneras diferentes:

La primera manera de estimar los parametros del modelo LC es por
descomposicion singular de matrices a través de la funcion SVD de R, de acuerdo
[15]y [11]

La estimacion del Modelo de Lee Carter se realiza minimizando la siguiente funcion

D(a,B k) = Lxlog(my) — (ax + Brk))?  [6]

Donde a,8 € R™,yk € R™ . En forma Matricial, si M = [log(m,;)] € R™*"™¢, 1,,, =
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(1,.....1)" € R™, Donde la ecuacion [3] se puede expresar de la siguiente manera:
D(a, B k)=IIM —al’,, — BK||2
Donde:

1A=y ). 1A 17)

Es la norma para de Frobenius para matrices

. ., 0D ..
A partir de la ecuacion P 0, las restricciones planteadas en el modelo para tratar el
problema de identificabilidad permite obtener como solucion el vector dado por los

. . A 1 -z -z
promedios de las filas de M, & = — M 1n. , reemplazando esta solucion en la ecuacion
Cc

[7] el paso siguiente  consiste en  minimizar con  respecto a

(B, k), originando la funcién [8] :
, 2
D(a,B, k= |IM—al'n,— ﬁk||2 [8]

La minimizacion de la ecuacion anterior es un caso particular del problema general de
aproximar una matriz dada H por otra matriz de rango menor, X, es decir se trata de

encontrar X tal que:

argmin

X= rank (x) < r”H = Xl [9]

Donde r = rank (H),la solucién X se puede encontrar mediante la descomposicion

singular de la matriz H.

De acuerdo a De Acuerdo a (Shores, 2004, sec.5.6 ) establece que: dada una matriz H
€ R™™" se pueden definir dos matrices ortogonales (sus columnas son vectores
ortogonales ) U € R™™ y V' € R™™ tales que H=U X V’, donde ), € R™", es una
matriz diagonal Y}, = diag(oy, .....03), con p=min (M,n) y ¢; = --- > g, = 0. Los
valores gjse denominan valores singulares de H, las columnas de U los vectores

singulares izquierdos y las V vectores singulares derechos.

Sir < min(m, n)es el rango H se cumple o, > 0y g,,, = 0 El siguiente resultado es
un colario de este teorema. Si U = [uy, ..... U], V = [v4, ... v,,], €ntonces se cumple la

siguiente descomposicién:
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-
H = Z oju;v’; [10]
j=1

La matriz original debe ser real, con el objetivo de no generar nimeros complejos ya que

los valores singulares o; son reales no negativos y los vectores wu;, v; son reales.

La solucion X ala ecuacién [9] pararank (X) = h < r = min(m, n) esta dada por la

siguiente expresion que establece en Eckart y Young (1936)

X= Z ojuv’; [11]

j=1
Aplicando este resultado a la matriz H=M - @1”,,., suponiendo n,=m<n=mn,, con
r = n, Se obtiene:

M—-a&1n.= Y 0uv;[12]

Otra opcidn de estimar los parametros del modelo LC es por GLM —Modelos lineales
Generalizados a traves de la libreria ILC (Renshaw & Haberm, 2009).

Una expresion equivalente es del modelo es

llog(dy.c) = log (Ex,c) + ay + Bk, [13]]

El termino log ( E,;) se denomina offset. Esta diferenciacion se hace ya que el termino
observado es d,; (muertes) y E,; (Expuestos al riesgo) (Renshaw & Haberm, 2009)
definen la siguiente expresion.
D (x,t) ~ Poisson (L, ;m,. . ) entonces las funcion log-verosimilitud basada en los datos
dy¢, Ex¢ y haciendo 4, , = E, ,m, ., esta dada por :
1(d, 1) = 2xt Ayt (A, ) — A= In(dy, 1) [14]
Se busca encontrar los valores en la matriz A = [4 ;] que maximicen

At = Exot Myye = Expt extPxke [15]

Conrespecto a @y, By, ki, x =1, oo ,ng, t =t , .o tn,
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El estimador de maxima verosimilitud en el contexto de modelos lineales generalizados se
obtiene minimizando la funcién deviance. Si d,,,; es el conjunto de bajas observado y

dyt = Ex ¢ e@*Bk |a funcion deviance se define como:

S e .
D(dx't , dx»t ) =2 Z Wyt dx»t IOg d - (dx't , dxrt ) [17]
x,t

xt

Donde:

Wyt =0 Sidy,: =0y wy,:=1sid,,:> 0. Laminimizacion de la funcién de deviance se
hace mediante el método Newton-Raphson unidimensional, aplicado a cada parametro 6 =
Qy, By, k¢ €l cual actualiza el valor de 6 segln la expresion.

D
041 = 0, — 662% [ 18]
002

Una vez estimados los pardmetros del Modelo LC «,, K; y By se toma el indice
de Mortalidad K,. A partir de este indice se puede proyectar el comportamiento de
la mortalidad usando el modelo clasico de series de tiempo como lo es Box &

Jenkins de orden (p, d, q) entonces se modela de la siguiente manera:

¢B) =A== 0B e [19]

Donde ¢ (B) y 8(B ) son polinomios de grado p y g, respectivamente.
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5. Resultados

Laevolucion de las tasas de mortalidad en la poblacion Colombiana en los ultimos 65 afios,
correspondiente a los Hombres se puede observar como las tendencias son decrecientes en
los diez primeros afios de vida, después de estos afios la tasa de mortalidad presenta un
notable aumento sostenido, siendo mas pronunciada para los hombres una de las causas
puede ser el contexto social que ha marcado a la poblacién masculina en los Gltimos 50 afios.
Para la tasa de mortalidad observada de las mujeres, comparandola con la de los hombres
la dindmica es parecida teniendo en cuenta que en los diez primeros afios presenta un
decrecimiento con una pendiente menos negativa que la de los hombres, posteriormente se
evidencia como presenta un aumento mas lento en comparacion con los hombres, lo cual va

muy acorde a la literatura demogréafica del pais

Tasas de mortalidad de hombres para Colombia 1950-2018

Gréfico 2
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Fuente: Elaboracion Propia
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Tasas de mortalidad de Mujeres para Colombia 1950-2015
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El pardmetro a, describe el patron promedio de la mortalidad a edad x y no depende del
tiempo t [16] En la Grafica 4 se evidencia el patron de las tasa de mortalidad por sexo. La
representacion grafica de estas tendencias es en forma de “U “, en los primeros afos de vida

la mortalidad presenta una pendiente negativa y posteriormente empieza a aumentar.

Estimacion del parametro B, para la poblacion masculina y femenina

Grafico 5
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Fuente: Elaboracion Propia

El parametro B, mide la sensibilidad cada edad x a cambios en el nivel general de la
mortalidad k, [19]En la Grafica 5 se evidencia un importante cambio en la mortalidad de los
hombres y de las mujeres en Colombia, para los distintos rangos de edad, siendo méas marcada

para los hombres que para las mujeres
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Estimacion y Proyeccion de k = (k;) ’s
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informacién Bayesiana (BIC) propuesto  § +Frrrr () s R G W IEESINIE
%0 190 2000 2 4681 02w @

por Schwarz en (1978), este es un )
Elaboracion propia: Andlisis de los datos correspondiente a la

criterio de evaluacion de modelos en poblacién Masculina Colombiana 1950-2018 por medio de las
i . . . graficas de ACF Y PACF . Estos miden el grado de relacién

términos de probabilidades posteriores.  entre y,y y,_,

[22]

Para la poblacion Masculina después de probar varios modelos, el que ofrecio6 el mejor ajuste

fue un ARIMA (1,1,1) con una diferencia, a continuacion se describe la ecuacion:

y la varianza de los residuales es o= 1.021, Con estos valores es posible
pronosticar el indice de la mortalidad masculina. Para este estudio se realizan tres
proyecciones hasta el afio 2025 grafico 6, afio 2030 grafico 7 y afio 2040 grafico 8
y los intervalos de prediccion de 67 y 95 %.

Los términos del proceso AR y MA tienen
un efecto en el aumento o disminucién del
ritmo que lleva la tendencia de la

mal

mortalidad dependiendo del valor de los [ ggggg

pardmetros para el modelo [20] el valor ¢,

signa’? estimated as 1.021: log Tikelihood = -20.33, aic = 46.66

=0.9288 sefiala que no hay incertidumbre RN

. . ME RMSE MAE MPE  MAPE MASE
y controlando la misma variable en el R TR R R R BT aisE!

. . . ACFL
tiempo, la tendencia de la mortalidad PR ERECEL

masculina Siempre aumentara a ese Elaboracion propia: Estimacion modelo para la poblacién
. . . . masculina en Colombia 1950-2018
ritmo, y no es factible que cambie de signo

dado el valor de su error estandar.
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Ahora el parametro autorregresivo 6; = 0.6559 revela una aceleracion de la
tendencia que lleva el indice y de hecho muestra que e | valor obtenido en el periodo
previo al pronosticado tiene mas peso que el de dos periodos anteriores. Ademas
muestra que el periodo inmediato anterior acelera la tendencia y el de dos periodos
previos la frena.

Antes de realizar la proyeccion se realiza un test de raices unitarias, para analizar
la propiedad de la estacionalidad, teniendo presente que cuando una serie o

proceso tiene raiz unitaria, la serie no es estacionaria y los estimadores MCO no
tienen distribucion normal. Para el ..

Dickey-Fuller = -2.0246, Lag order = 2, p-value = 0.563
estudio se realiz6 El test de Dickey- il i I

: To.ari
Fuller Aumentado (Augmented Dickey- # L
sRTMA(D,1.0) with drift

Fuller Test (ADF), en inglés), elimina la /Sy
drift

autocorrelacion e indica si una serie es K

5. 8.

P P sigmar2 estimated as 0.6376: log likelihood=-15
estacionaria o no ATC=34  AICC=35.2 BIC=35.13

Con este test, también se obtuvo un Elaboracién propia: Test Dickey Fuller para la poblacién
Masculina en Colombia 1950-2018, que indica si la serie es

p-valor de 0.01, por tanto,  estacionaria o no. Con un p-valor inferior a 0.05, la hipétesis nula
se suele rechazar.

rechazamos la hipotesis nula vy
aceptamos la alternativa, y podemos decir que la serie es estacionaria. Por ultimo,

vamos a realizar nuevamente el grafico donde la serie esta transformada:

01
[*
[»

-1.0

it
LI111]

Time Time

Elaboracién propia: Datos Serie Poblacién Masculina en Elaboracién propia: Datos Serie Poblaciéon Femenina en
Colombia 1950-2018 Colombia 1950-2018

Una vez estimados los pardmetros basicos, el paso siguiente es pronosticar el
indice de mortalidad de acuerdo a | modelo de series de tiempo que mejor se ajuste,

para ello se utiliza la libreria (forecast) para la realizar la proyeccion de (k) °
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Foracants from ARIBAS(1, 1, 1)

Gréfico 6

Pronostico del indice
Masculina, 1950-2030.
Las franjas Claras representan el intervalo
de 67 % de prediccion,

Las oscuras el del 95% de prediccion

de Mortalidad

Forecanis from AFRRAT. 1. 1)

Gréfico 7

Pronostico del indice
Masculina, 1950-2050.
Las franjas Claras representan el intervalo
de 67 % de prediccion,

Las oscuras el del 95% de prediccion

de Mortalidad

Forsoasts from ARIBAALT, 1 1)

Grafica 8

Pronostico del indice
Masculina, 1950-2095.
Las franjas Claras representan el intervalo
de 67 % de prediccion,

Las oscuras el del 95% de prediccién

de Mortalidad

Pronésticos
2018-2075

Periodo dbsewado
1950-2018

Fuente: Elaboracion Propia
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Elaboracion propia: Analisis de los datos correspondiente a la
poblacién Femenina Colombiana 1950-2018 por medio de las
graficas de ACF Y PACF, Estos miden el grado de relacién entre

VY Vi-k

sigmaA? estimated as 8.825: log Tikelihood = -33.92, aic =71.84

Traim'ng Set error measures:

ME  RMSE MAE MPE  MAPE MASE
Training set -2.742046 2.862604 2.747229 1.375869 27.96771 0.4791493
ACFL
Training set -0.06539254

Elaboracion propia: Estimaciéon modelo para la poblacién
Femenina en Colombia 1950-2018
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Para la poblacion Femenina después de probar varios modelos, el que ofrecid el mejor ajuste

fue un MA (0, 1,1) con una diferencia, a continuacion, se describe la ecuacion:

Kt == 1. Ooyt_1+ et [21]
Y la varianza de los residuales es o2 = 8.825, Con estos valores es posible pronosticar el
indice de la mortalidad masculina. Para este estudio se realizan tres proyecciones hasta el

afio 2025 grafico 6, afio 2030 grafico 7 y afio 2040 grafico 8 y los intervalos de prediccion
de 67y 95 %.

Los términos del proceso MA tienen un efecto

en el aumento o disminucion del ritmo que lleva [GEHRE
Dickey-Fuller = -4.8858, Lag order = 2, p-value = 0.01

la tendencia de la mortalidad dependiendo del ggggfﬂj};e hypothesis: stationary

valor de los parametros para el modelo [20] el R

valor 6, = 1.00 sefiala que no hay incertidumbre
y controlando la misma variable en el tiempo, la

tendencia de la mortalidad femenina siempre SEEESRLEE RN QNN
AIC=25.41  AICC=26.61  BIC<26.54

aumentara a ese ritmo, y no es factible que

cambie de SigﬂO dado el valor de su error Elaboracion propia: Test Dickey Fuller para la poblacién

Femenina en Colombia 1950-2018, que indica si la serie es
esté_ndar estacionaria o no. Con un p-valor inferior a 0.05, la hipdtesis
nula se suele rechazar.

Forecasts from ARIMA(Q.1.1)

Gréfico 9 ' ==l
Pronostico del indice de Mortalidad '
Femenina, 1950-2030.

Las franjas Claras representan el intervalo de
67 % de prediccion,

Las oscuras el del 95% de prediccion a T ‘

Forecasts from ARIMA(O,1,1)

Gréfico 10
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Las oscuras el del 95% de prediccion
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RIA
Forecasts from ARIMA(O,1,1)

Griéfico 11

Pronostico del indice de Mortalidad Femenina,
1950-2095.

Las franjas Claras representan el intervalo de 67
% de prediccion,

Las oscuras el del 95% de prediccién

Y Y

Periodo Observado Pronésticos
1950-2018 2018-2075

Fuente: Elaboracion Propia

Estimacion de los parametros del modelo LC es por GLM —Modelos lineales
generalizados a través de la libreria ILC (Renshaw & Haberm, 2009).

Estimacion del parametro a, para la poblacion masculina y femenina

Gréfico 12
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Fuente: Elaboracion propia

El parametro a, describe el patrén promedio de la mortalidad a edad x y no depende del
tiempo t [21] En la Grafica 12 se evidencia el patron de las tasa de mortalidad por sexo. La
representacion grafica de estas tendencias es en forma de “U “, en los primeros afios de vida
la mortalidad presenta una pendiente negativa y posteriormente empieza a aumentar. Al
compararlos con la estimacion por descomposicion de matrices singulares se evidencia que
presenta el mismo patron la tasa de mortalidad. En la parte inferior se visualiza la estimacion

del pardmetro a,, por los dos métodos.



Comparacion de la estimacion del parametro «a,, por los dos métodos de estimacion

LCHS$ax

Comparacién de la estimacion del parametro a,, por los dos métodos de estimacion

modelo2MSax
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Gréfico 13

Parametro o_x para la poblacién masculina 1950-2018

9
T 1
‘ §
Q ¢
o
? & i
8
A ‘0_.9 E
N Q,Q-‘ N
T - o
b . Q__o..?-
1% PR . - e
o %
e
T T T T T \
0 Pl 40 60 80 100 ) 2 @ P
modelo2HSage
LCHSage
Método 1 Meétodo 2

Parametro o_x para la poblacion femenina 1950-2018

Gréfico 14
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Estimacién del parametro g, para la poblacién masculina y femenina

Gréfico 15
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El parametro B, mide la sensibilidad cada edad x a cambios en el nivel general de la
mortalidad k, [21]. En la Grafica 14 se evidencia un importante cambio en la mortalidad de
los hombres y de las mujeres en Colombia, para los distintos rangos de edad, siendo mas
marcada para los hombres que para las mujeres. . Al compararlos con la estimacion por
descomposicion de matrices singulares se evidencia que presenta el mismo patrén en el nivel
general de la mortalidad. En la parte inferior se visualiza la estimacion del parametro g, por
los dos métodos.

Parametro B, para la poblacion masculina 1950-2018

Gréfico 16
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Comparacion de la estimacion del parametro f§_x, por los dos métodos de estimacion

Parametro B, para la poblacion femenina 1950-2018

Grafico 17
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Estimacion y Proyeccion de k = (k;) ’s

Una vez estimados los pardmetros basicos, el paso siguiente es pronosticar el indice de
mortalidad de acuerdo a I modelo de series de tiempo que mejor se ajuste, para ello se utiliza

la libreria (forecast) para la realizar la proyeccién de (k;) ‘s

Foracasts from ARIMA(1.1.1)

Grafica 17
Pronostico del indice de Mortalidad Masculina, 1950-2025. . e
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Grafica 19
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Forscasts from ARIMA(1.1.1)

Grafica 20 T
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Las franjas Claras representan el intervalo de 67 % de
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Grafica 21
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Grafica 22

Pronostico del indice de Mortalidad Femenina, 1950-2075.
Las franjas Claras representan el intervalo de 67 % de 2
prediccion, )
Las oscuras el del 95% de prediccion

L D ‘ /
Periodo Observado Pronosticos
1950-2018 2018-2075

6. Discusion
De acuerdo a proyeccidén para la poblacibn Colombiana para el periodo 2018 -

2025,2018-2030 y 2018-2075 las tasa de mortalidad para para Hombres y Mujeres
presenta una tendencia decreciente, siendo mas significativa en mujeres que para
los hombres, se calcula una esperanza de vida al nacer de 80 afios para el 2030,
es decir un incremento de 6 afios respecto a la esperanza de vida al nacer , buenas
noticias para la poblacién Colombiana ya que se corrobora estadisticamente que
tenemos la posibilidad de sobrevivir més alla de lo esperado.

Si bien esta afirmacion no es nueva se valida a partir del uso del Modelo de Lee-
Carter, ¢Qué implicaciones trae este aumento en la esperanza de vida? ¢La
Sociedad Colombiana esta preparada para esta cuarta edad? Como nos puede
impactar en las Pensiones, o en el campo de la Salud e incluso el sector laboral por
citar solamente algunos sectores.

Desde la optica social, econémica e individual, vivir mas tiempo o que menor

cantidad de nifios fallezcan en edades tempranas, resulta, en si mismo, un hecho
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no menor. Pero la importancia de los resultados presentados en este trabajo se
debe a las diferentes aplicaciones.
En Colombia, mas del 30% de la poblacion mayor de 60 afios y el 7% de la poblacion
de 80 afios 0 mas aun trabaja. Estos porcentajes son claramente superiores a los
observados en paises avanzados. Aungue algunas personas mayores trabajan por
el gusto de hacerlo, especialmente profesionales con altos niveles de calificacion,
otras deben hacerlo debido a la falta de pensiones y/o de ayuda familiar. [21]
En materia de seguridad social, los valores estimados en la proyeccion tocan un
tema sensible como son las pensiones, teniendo en cuenta la baja cobertura que
tenemos en esta rea y como es comun encontrar cada vez mas personas en
edades mayores en la extrema pobreza.
Pero este no es el Unico campo de investigacion o area que se vea implicada
directamente. Laboralmente tiene también sus implicaciones, cada individuo puede
seguir siendo util por unos afios mas (ceteris paribus) o por lo menos cotizar algo

mMAs para su jubilaciéon. Y en materia de salud de largo plazo estamos preparados.

Anexo 1

Cédigo en R para Estimacién de los parametros del modelo LC es por
descomposicion singular de matrices

Utilizando la libreria demography se estima el modelo Lee- Carter

library (forecast)
library (demography)

YEAR=unique (DEATH$Year);nC=length(YEAR)

AGE =unique (DEATH$Age);nL=length(AGE)

MUF =matrix (DEATH$Female/EXPOSURES$Female,nL,nC)
MUH =matrix (DEATH$Male/EXPOSURE$Male,nL,nC)
POPF=matrix (EXPOSURE$Female,nL,nC)

POPH=matrix (EXPOSURE$Male,nL,nC)

Posteriormente se usa el formato demogdata

BASEH <- demogdata(data=MUH, pop=POPH, ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality", label="Colombia", name="Hombres", lambda=1)
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BASEF <- demogdata(data=MUF, pop=POPF,ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality", label="Colombia", name="Mujeres", lambda=1)

Estimacion de a=(a_x) y B = (B_X)

El Codigo que se utiliza es el siguiente:
LCH <- Ica (BASEH)
plot(LCH$AGE, LCH%$ax, col="blue"); plot(LCH$age,LCH$bx,col="blue")

Cdédigo en R para la Estimacion de los parametros del modelo LC es por
GLM —-Modelos lineales generalizados a través de la libreria ILC (Renshaw &
Haberm, 2009).

Utilizando la libreria ILC se estima el modelo Lee- Carter

library (ilc)

BASEH <- demogdata(data=MUH, pop=POPH, ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality", label="Colombia", name="Hombres", lambda=1)

BASEF <- demogdata(data=MUF, pop=POPF,ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality", label="Colombia", name="Mujeres", lambda=1)

modelo2H <- Ica.rh (BASEH, mod= 'Ic', interpolate = T, verbose = F, series =
"HOMBRES")

Original sample: Mortality data for COLOMBIA
Series: HOMBRES

Years: 1950 - 2015

Ages: 0-100

Fitting model: [ LC = a(x)+b1(x)*k(t) ] - with poisson error structure and with deaths
as weights

Iterations finished in: 11 steps

modelo2M <- Ica.rh(BASEF, mod= 'Ic', interpolate = T, verbose = F, series =
"MUJERES")

Original sample: Mortality data for COLOMBIA
Series: MUJERES

Years: 1950 - 2018

Ages: 0-100
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Applied sample: Mortality data for COLOMBIA
Series: MUJERES

Years: 1950 - 2018

Ages: 0-100

Fitting model: [ LC = a(x)+b1(x)*k(t) ]- with poisson error structure and with deaths
as weights

Iterations finished in: 11 steps
Estimacion de a=(a_x) y B = (B_X)
El Cddigo que se utiliza es el siguiente:

plot(modelo2H$age,modelo2H$ax,col="blue");
plot(modelo2H$age,modelo2H$bx,col="blue")
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