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ϕ(q) Función escalar de lectura de posición

qi Posición de la i–ésima articulación

XIII
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q̇i Velocidad de la i–ésima articulación

q̈i Aceleración de la i–ésima articulación

r Relación de reducción de los engranes

Ra Resistencia de armadura

θ̂ Parámetro adaptable escalar

θ̂0 Parámetro adaptable escalar en la condición inicial

θ̂g0 Parámetro adaptable del par gravitacional escalar en la condición inicial

θ̂g Parámetro adaptable escalar del par gravitacional

U(q) Energía potencial

Ua(Kp, q̃) Energía potencial articular de diseño

v Voltaje de armadura

Matrices
B ∈ Rn×n Matriz diagonal de coeficientes de fricción viscosa

C(q, q̇) ∈ Rn×n Matriz de Coriolis y fuerzas centrípeta

Fc ∈ Rn×n Matriz diagonal de coeficientes de fricción de Coulomb

Γ ∈ Rn×n Matriz diagonal de ganancias de adaptación

Γg ∈ Rn×n Matriz de ganancias de adaptación del control MRAC

Kv ∈ Rn×n Matriz de ganancia derivativa

K̂v ∈ Rn×n Matriz diagonal de ganancias derivativas estimadas

Kp ∈ Rn×n Matriz de ganancia proporcional

K̂p ∈ Rn×n Matriz diagonal de ganancias proporcional estimadas

A ∈ Rn×n Matriz jacobiana constante

M(q) ∈ Rn×n Matriz de masas e inercias

Φ(q) ∈ Rn×n Matriz de lecturas
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Vectores
fe ∈ Rn×1 Vector de fuerzas o pares de fricción estática

ff(q̇) ∈ Rn×1 Vector general de fuerzas o pares de fricción

fp(q̃) ∈ Rn×1 Vector asociado a la acción de control proporcional

fv(Kv, q̇) ∈ Rn×1 Vector de amortiguamiento o freno mecánico

fv(q̇) ∈ Rn×1 Vector asociado a la acción de control derivativa

g(q) ∈ Rn×1 Vector de par gravitacional

g0(q) ∈ Rn×1 Vector de par gravitacional independiente de θ̂

gm0(q) ∈ Rn×1 Vector de par gravitacional del modelo de referencia

k̂a ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables

k̂p ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables de Kp

k̂v ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables de Kv

q ∈ Rn×1 Vector de posición en coordenadas articulares

qd ∈ Rn×1 Vector de posición deseada en coordenadas articulares

q̇ ∈ Rn×1 Vector de velocidad en coordenadas articulares

qr ∈ Rn×1 Vector de posición articular de referencia

q̃ ∈ Rn×1 Vector de error de posición en coordenadas articulares

q̃a ∈ Rn×1 Vector de error de adaptación

θ̂ ∈ Rn×1 Vector de parámetros estimados

τ ∈ Rn×1 Vector de pares o torques aplicados

θ̂ ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables

θ̂0 ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables en la condición inicial

θ̂g0 ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables del par gravitacional en la condición inicial

θ̂g ∈ Rn×1 Vector de parámetros adaptables del par gravitacional

vi ∈ Rn×1 Vector de velocidad lineal del centro de masa del i–ésimo eslabón
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Capítulo 1

Introducción

Los sistemas dinámicos son representaciones matemáticas compuestas por ecuaciones diferenciales que
incluyen un conjunto de parámetros y una representación mínima de variables de estado, para describir
todos los fenómenos físicos que se encuentran presentes en un robot manipulador; evidentemente, dicho
modelo dinámico representa su comportamiento físico asociado al ancho de banda operativo del brazo
robot [1, 2].

Generalmente el proceso de modelado en sistemas dinámicos lleva consigo a problemas de incertidumbre
paramétrica (dinámica no modelada), como, por ejemplo, los casos de una inadecuada compensación del par
gravitacional y del fenómeno disipativo de fricción, es decir, el modelado dinámico de un sistema mecánico
puede tener conocimiento parcial o desconocimiento completo de algunos fenómenos físicos propios del
sistema. A pesar de no contar con el modelado de esos fenómenos inciertos, es posible estimar la dinámica
desconocida a través de técnicas de control adaptable, con base en la medición de ciertas variables de
estado [3–5].

La naturaleza inherente de la estructura matemática de un esquema de control adaptable es no lineal y con
propiedades bien definidas. Sin embargo, las técnicas de control adaptable se pueden aplicar a sistemas
dinámicos lineales y no lineales [6, 7] . En esta tesis se va a diseñar, desarrollar y analizar un esquema de
control aplicado a robots manipuladores usando la teoría de estabilidad de Lyapunov.

Si bien se pueden utilizar diversas teorías para diseñar algoritmos de control, tales como la teoría de esta-
bilidad de Lyapunov, la estabilidad Ln, la teoría de hiperestabilidad, pasividad, etcétera. Todas estas teorías
establecen equivalencias entre los resultados obtenidos [6, 8–11]. En este trabajo se utilizará la teoría de
estabilidad de Lyapunov [3, 9, 11, 12] y la técnica de moldeo de energía para el diseño del algoritmo de
control [1, 2].

1.1. Orígenes del control adaptable
A principios de la década de 1950, hubo una extensa investigación sobre el control adaptativo, en relación
con el diseño de pilotos automáticos de alto rendimiento para aviones, cuyos controles se encuentran imple-
mentados en las cabinas de control como la mostrada en la Figura 1.1. Estos aviones operan en una amplia
gama de velocidades y altitudes.

1
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Figura 1.1: Cabina de una aeronave

Se descubrió que el control de retroalimentación lineal de ganancia constante ordinaria podía funcionar
bien en una condición operativa, pero que las condiciones operativas cambiantes generaban dificultades.
Por lo tanto, se necesitaba un regulador más sofisticado, que pudiera funcionar bien en una amplia gama de
condiciones operativas [6].

El orígen del control adaptable está relacionado a otras áreas de la ingeniería, pues muchos de los algorit-
mos y enfoques propuestos hasta la fecha requieren herramientas que se obtienen de una amplia gama de
campos. Existen fuertes vínculos con la teoría de sistemas no lineales, porque los sistemas adaptativos son
inherentemente no lineales. La teoría de la estabilidad es un elemento clave. También existen vínculos con
el control estocástico y la estimación de parámetros, porque una forma de ver los sistemas adaptativos es
verlos como una combinación de estimación y control de parámetros [6].

1.2. Motivación

La teoría de Lyapunov [3, 9, 11, 12] y la técnica de moldeo de energía [1] permiten el diseño de un gran
número de algoritmos de control con estabilidad asintótica y global del punto de equilibrio. Sin embargo, el
desempeño del robot depende de que también se conozca la dinámica del robot.

Particularmente, en el problema de control de posición puro o regulación se requiere del conocimiento
exacto del par gravitacional en el robot para lograr el objetivo de control, es decir, garantizar que: [q̃, q̇]T →
0 ∈ R2n×1 conforme el tiempo t evoluciona a infinito, t → ∞; siendo q̃ = qd − q ∈ Rn×1 el error
de posición, el cual se define como la diferencia entre la posición deseada qd ∈ Rn×1 y la posición real
q ∈ Rn×1, ambos en coordenadas articulares; y q̇ ∈ Rn×1 es el vector de la velocidad de movimiento del
robot [1, 2].
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En el caso de tener un desconocimiento parcial o completo en algunos fenómenos de la dinámica del robot,
entonces se puede causar inexactitud en el posicionamiento del robot, obteniendo errores de posición q̃ muy
grandes o inaceptables, provocando que inclusive el error de posición q̃ pueda ser no acotado [1, 2]. Otros
escenarios de la incertidumbre paramétrica pueden conducir a la inestabilidad del sistema.

La motivación para el uso del control adaptable en el diseño de algoritmos de control está relacionada a sus
características principales. Una de ellas es que no necesariamente se requiere conocer a priori determinada
información sobre la dinámica del robot, como pueden ser las cotas superiores de los efectos físicos o el
intervalo de existencia donde se encuentran los parámetros del robot. Además, los esquemas de control
adaptable pueden mantener el desempeño del sistema dinámico frente a perturbaciones.

1.3. Antecedentes
La teoría de control adaptable inició al rededor de los 60’s [13], básicamente su motivación fue ajustar
parámetros del esquema de control debido a la dinámica variante de ciertos sistemas mecánicos. En [14]
se presenta un resumen de los sistemas de control adaptativo que se empezaban a estudiar, describiendo un
sistema que se optimiza de forma automática con respecto a una medida de respuesta al impulso mostrando
resultados experimentales. En [15] se describe un procedimiento adaptativo que causa una reducción del
error cuadrático medio de un proceso aleatorio estacionario lineal, sin el conocimiento explícito de las
características del proceso.

En los 80’s se presenta una mayor cantidad de trabajos en el área. En [16] se muestra un nuevo enfoque para
el control de posición y velocidad de un manipulador mediante el uso de controladores adaptativos (con
autoajuste); y en [17] se exhibe un nuevo enfoque de la posición y control de velocidad de un manipulador
mediante el uso de un controlador adaptativo del tipo de autoajuste para cada articulación.

En [18] se enseña el desarrollo de un control de perturbación adaptativo para compensar parámetros di-
námicos inexactos o cambiantes en un manipulador, con el objetivo de obtener un mejor seguimiento a lo
largo de una trayectoria deseada; Además, se realizó una simulación por computadora para verificar el de-
sempeño de la estrategia de control adaptativo. En [19] se presenta un modelo adaptativo que sigue la ley de
control para sistemas robóticos no lineales con articulaciones rotacionales. En el sistema de lazo cerrado,
los ángulos de las articulaciones convergen asintóticamente a las trayectorias de referencia.
En las últimas tres décadas, el tema de control adaptable ha recobrado un enorme interés en la comunidad
científica usando varias herramientas modernas de control no lineal; al mismo tiempo, con el avance de
la tecnología en electrónica digital de alto desempeño y bajo costo, tales como los sistema empotrados o
embebidos que trabajan en tiempo real, se puede hacer que las aplicaciones de control adaptable sean mucho
más extensas.

En los años 90’s se pueden destacar algunos trabajos tales como [20] donde se analiza el problema del con-
trol de manipuladores robóticos con articulaciones flexibles. Se desarrolla un esquema de control compuesto
basado en la identificación en línea de los parámetros tomando en cuenta el efecto de una clase de dinámica
no modelada, errores de identificación y variaciones de parámetros. Se presenta el análisis de estabilidad
del sistema resultante de orden completo en lazo cerrado. En [21] la información visual obtenida de una
cámara y una unidad de procesamiento de imágenes se incorpora en un algoritmo de control adaptativo para
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hacer que un robot manipulador agarre un objeto en movimiento. Se presentan simulaciones y experimentos
de laboratorio. En [22] se examina el papel de los controladores adaptativos para controlar la fuerza y el
comportamiento del contacto, además se realizan simulaciones y experimentos para validar las conclusiones
teóricas.

En [23] se propone un método de control adaptativo basado en modelos para el control coordinado tanto
del movimiento del objeto a manipular como las fuerzas ejercidas en los puntos finales de múltiples mani-
puladores. En [24] se considera el control de dos robots manipuladores que llevan un objeto desconocido,
considerando las incertidumbres en masa, inercia y centro de masa del objeto. Se realiza un análisis de
estabilidad basado en Lyapunov para el esquema propuesto. En [25] se propone el control dinámico de
la posición de una articulación flexible aplicando el control adaptativo y la teoría de las redes neurona-
les artificiales. Se realiza la identificación de los parámetros utilizando un algoritmo recursivo de mínimos
cuadrados. Mediante simulación se muestra que el controlador propuesto puede suprimir las vibraciones.
En [26] se desarrolla un esquema de Control Difuso Adaptativo del Modelo de Referencia directo(MRAFC)
para el modelo de planta cuya estructura está representada por el modelo Takagi-Sugeno.

Del año 2000 en adelante se encuentra una gran cantidad de trabajos relacionados con el control adaptable
para robot manipuladores. El problema de seguimiento para robots manipuladores con parámetros y fric-
ción dinámica desconocidos en presencia de perturbaciones acotadas y/o incertidumbres de modelado es
considerado en [27]. Se diseña un algoritmo de control adaptativo robusto que garantiza la atenuación de
perturbaciones arbitrarias. En [28] se presenta un controlador neural difuso adaptativo robusto (AFNC) ade-
cuado para la identificación y el control de una clase de sistemas no lineales inciertos de múltiples entradas
y múltiples salidas (MIMO). La estabilidad global del sistema se establece utilizando el enfoque de Lyapu-
nov, se presentan simulaciones en un péndulo invertido y un robot manipulador de dos grados de libertad
(GDL). En [29] se diseñó el control de seguimiento robusto y adaptativo de un robot paralelo de seis grados
de libertad (GDL) conocido como plataforma Stewart-Gough en presencia de no linealidad e incertidumbre.
Se incluyen simulaciones.

La dinámica acoplada para dos manipuladores móviles que cooperan para manipular un objeto con mo-
vimiento relativo en presencia de incertidumbre en la dinámica del sistema y perturbaciones externas es
presentada en [30]. La estabilidad del sistema en lazo cerrado y la delimitación de los errores de seguimien-
to se prueban utilizando la síntesis de estabilidad de Lyapunov, en este trabajo se presentan simulaciones.

En [31], se presenta un análisis de estabilidad asintótica semiglobal a través de la teoría de Lyapunov para
un nuevo esquema de control proporcional integral derivado (PID), que se basa en un sistema difuso para
ajustar las ganancias PID, se presentan resultados experimentales en tiempo real en un brazo robótico de 2
grados de libertad (GDL).

Recientemente se han presentado diversos trabajos de control adaptable, como [32] en el que se propone un
método adaptable PID con lógica difusa para controlar la velocidad de un vehículo de transmisión directa
modelo FOCUS de la compañía Ford. En [33] se analiza el diseño de control adaptativo de referencia del
modelo para un robot manipulador de 4 grados de libertad (GDL), se diseña un Control Adaptativo con
Modelo de Referencia, se muestra un análisis utilizando la teoría de estabilidad de Lyapunov, así como
resultados de simulación. En [34] se diseña un esquema de control PID adaptable híbrido (fuerza/impe-
dancia) para controlar las característica de la respuesta de contacto transitoria, sobreimpulsos y el error de
seguimiento de la fuerza aplicada en estado estacionario. El problema de seguimiento de trayectoria de un
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robot manipulador rígido con dinámica desconocida y fallas en los actuadores es analizado en [35], un es-
quema de identificación de parámetros es incorporado a un esquema de control adaptable tipo PID, el cual
es diseñado para resolver el problema planteado.

Un esquema de control adaptable robusto usando polinomios de Bernstein para robots manipuladores es
presentado en [36], los coeficientes del polinomio son sintonizados con la ley de adaptación; se realiza
análisis de estabilidad. En [37] se implementa un sistema MIMO (Multiple Input Multiple Output) MRAC
(Model Reference Adaptive Controller) en tiempo real para hacer que las posiciones angulares de un brazo
robot articulado de 3 grados de libertad (GDL) sigan entradas de referencia arbitrarias que cumplen con
las especificaciones de diseño establecidas previamente. En [33] se analiza el diseño de control adaptativo
de modelo de referencia para un robot manipulador en 4 grados de libertad (GDL), se diseña un control
adaptativo de modelo de referencia, se presenta un análisis utilizando la teoría de estabilidad de Lyapunov,
asi como simulaciones.

En [38] se propone una metodología adaptable para abordar el problema de cinemática inversa cuando la
matriz Jacobiana de un robot manipulador tiene componentes inciertos. Se muestra el análisis de estabilidad
usando la teoría de Lyapunov y simulaciones. Un esquema adaptable en modos deslizantes con redes neu-
ronales TSK (Takagi-Sugeno-Kang) para robots móviles es propuesto en [39], las simulaciones y el análisis
de estabilidad son presentados. En [40] se diseña un esquema de control de trayectoria robusto con carac-
terísticas de convergencia asintótica en tiempo finito-exponencial para robots manipuladores. Se desarrolla
el análisis de estabilidad asintótica y global y se presentan los resultados experimentales en un robot de
transmisión directa de 3 grados de libertad (GDL).

Un compensador robusto de zona muerta con red neuronal adaptable de seguimiento para robots mani-
puladores industriales cuyo objetivo es obtener un alto desempeño en el seguimiento de trayectorias es
propuesto en [41], son presentados el análisis de estabilidad usando la teoría de Lyapunov y los resultados
experimentales. Un esquema de control adaptable para robots submarinos con dinámica no modelada y so-
metido a perturbaciones es presentado en [42], el esquema de control está compuesto por una red neuronal
y los parámetros del esquema de control son estimados por medio de algoritmos genéticos, el análisis de
estabilidad y las simulaciones son presentados. En [43] se utiliza un control PD+ con autoajuste basado en
el algoritmo evolutivo diferencial adaptativo JADE para lograr cortes circulares de tejido vegetal in vitro
utilizando retroalimentación visual.

Como se observa, un número amplio de publicaciones utiliza redes neuronales y lógica difusa para formar
el esquema de control adaptable. Sin embargo, el análisis de estabilidad queda relajado. También, otro
importante número de trabajos presentan solo simulaciones y muy pocos trabajos presentan evaluaciones
experimentales; algunos artículos científicos en forma limitada realizan análisis de estabilidad, pero evitan
la prueba de estabilidad asintótica y global por medio de funciones estrictas de Lyapunov.

1.4. Formulación del problema
La naturaleza del presente trabajo de investigación se centra en abordar el problema de control adaptable
de robots manipuladores, a través del diseño de algoritmos de control adaptable con estructura hiperbólica
y con análisis formal de estabilidad asintótica y global.
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Hipótesis. Con el diseño de un algoritmo de control adaptable para robots manipuladores es
posible lograr un mejor desempeño en el seguimiento de trayectorias

Alcances. Diseñar y analizar un esquema de control aplicado a robots manipuladores usando
la teoría de estabilidad de Lyapunov. El desempeño de los algoritmos de control
adaptable propuestos en este trabajo será evaluado usando el índice de desempe-
ño y se realizarán experimentos en un robot de transmisión directa de 3 grados de
libertad (ROTRADI).

1.5. Objetivos
En la presente tesis se desarrolla el tema de control adaptable de robots manipuladores ubicada en la Línea
de Investigación de la Maestría en Ciencias de la Electrónica, Opción en Automatización. Específicamente,
se pretende abordar el siguiente objetivo general.

Objetivo general
Abordar el problema de control adaptable de robots manipuladores a través del diseño de dos algoritmos de
control adaptable, uno con base al modelo de referencia y otro más, con esquema autosintonizable.

Objetivos particulares

1. Estudiar el estado del arte en control adaptable aplicado a robots manipuladores.

2. Diseñar un esquema de control adaptable con base en el modelo de referencia.

3. Diseñar un algoritmo de control de posición pura (regulador) con estructura hiperbólica.

4. Demostrar estabilidad asintótica y global del punto de equilibrio de la ecuación en lazo cerrado for-
mada por: la dinámica del robot manipulador, algoritmo de control y esquema adaptable).

5. Obtener resultados de simulación y experimentos del esquema propuesto.

6. Diseñar un esquema de control adaptable con autosintonía.

7. Diseñar un esquema de identificación paramétrica.

8. Diseñar un segundo algoritmo de control de posición pura (regulador) con estructura hiperbólica.

9. Demostrar estabilidad asintótica y global del punto de equilibrio de la ecuación en lazo cerrado for-
mada por: dinámica del robot, algoritmo de control de posición y esquema autosintonizable).

10. Obtener resultados de simulación y experimentos del esquema propuesto.



Capítulo 2

Preliminares matemáticos

En este capítulo se muestran las herramientas matemáticas que serán empleadas en los
capítulos posteriores. Este capítulo se divide en tres apartados: modelo dinámico de robots ma-
nipuladores, moldeo de energía y estabilidad en el sentido de Lyapunov.

2.1. Modelado
Los robots manipuladores son sistemas mecánicos articulados formados por eslabones conectados entre sí
a través de uniones o articulaciones. Las articulaciones son básicamente de dos tipos: rotacionales y trasla-
cionales [44]. En este trabajo se considera un robot manipulador formado por articulaciones rotacionales. El
marco de referencia cartesiano de tres dimensiones se considera en la base del robot. Cada unión se controla
independientemente a través de un actuador que se coloca en dicha unión, y el movimiento de las uniones
produce el movimiento relativo de los eslabones. El eje de movimiento de la i–ésima unión se realiza con
respecto al eje z. La coordenada articular generalizada denotada por qi es el desplazamiento angular al-
rededor del eje z. En el caso típico donde los actuadores se localizan en las uniones entre eslabones, las
coordenadas articulares generalizadas reciben el nombre de posiciones articulares [44].

Figura 2.1: Robot manipulador de 2 grados de libertad (gdl).
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2.1.1. Ecuaciones de movimiento de Euler–Lagrange
Las ecuaciones dinámicas de un robot manipulador pueden obtenerse a partir de las ecuaciones de movi-
miento de Newton. Sin embargo, el inconveniente que presenta este método es que el análisis se complica
notablemente cuando aumenta el número de articulaciones del robot. En estos casos, es conveniente emplear
las ecuaciones de movimiento de Euler–Lagrange, las cuales reciben el nombre de Lagrange, debido a que
fue él primero que las dio a conocer en 1788 [44].

La ecuación de movimiento de Euler–Lagrange permite deducir el modelo dinámico de un robot con n
grados de libertad:

d

dt

[
∂L(q, q̇)
∂q̇

]
− ∂L(q, q̇)

∂q
= τ − ff(q̇) (2.1)

donde q = [q1, q2, . . . , qn]
T ∈ Rn×1 representa el vector de posiciones articulares o coordenadas generali-

zadas, q̇ = [q̇1, q̇2, . . . , q̇n]
T ∈ Rn×1 es el vector de velocidades articulares, τ = [τ1, τ2, . . . , τn]

T ∈ Rn×1

es el vector de pares aplicados, donde el i–ésimo par τi se encuentra asociado con la i–ésima coordenada
generalizada qi, y ff(q̇) ∈ Rn×1 es el vector de fuerzas o pares de fricción que depende de la velocidad
articular q̇; t ∈ R+ representa el tiempo, n ∈ N es el número de grados de libertad [1, 44].

El lagrangiano L(q, q̇) de un robot de n grados de libertad se define como la diferencia entre la energía
cinética K(q, q̇) y la energía potencial U(q):

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q) (2.2)

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dinámico de manipuladores se reduce 6 pasos [1,44]:

P1. Obtener la cinemática directa del centro de masa de cada uno de los eslabones. Para el i–ésimo
eslabón se deben tomar en cuenta las longitudes anteriores li−1 y ángulos qi y qi−1:



xi
yi
zi


 = fR (li−1, li, lci−1, lci, qi−1, qi) (2.3)

P2. Calcular la velocidad del i–ésimo eslabón:

vi =
d

dt



xi
yi
zi


 (2.4)
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P3. Evaluar la rapidez lineal del centro de masa de cada eslabón, la cual se calcula usando la norma
Euclidiana:

∥vi∥2 = vT
i vi = x2i + y2i + z2i (2.5)

P4. Obtener las energías:

P4 (a) Se procede a obtener la energía cinética K(q, q̇), la cual incluye el movimiento de traslación y
rotación, definida como:

K(q, q̇) =
1

2
miv

T
i vi +

1

2
Ii

[
n∑

i

q̇i

]2

(2.6)

donde Ii es el momento de inercia del i–ésimo eslabón.

P4 (b) Se calcula la energía potencial U (q), la cual se define como:

U (q) = mgh (2.7)

siendo h una función que indica la altura del eslabón con respecto al origen del sistema de
referencia del servomecanismo.

P5. Se calcula el Lagrangiano usando (2.2).

P6. Se evalúa el Lagrangiano en la ecuación de movimiento de Euler–Lagrange y se incluye el modelo de
fricción.

τ =
d

dt

[
∂L (q, q̇)

∂q̇

]
− ∂L (q, q̇)

∂q
+ ff(q̇) (2.8)

2.1.2. Modelo dinámico
Sea un robot manipulador de n grados de libertad (GDL) formado por eslabones rígidos, conectados por
uniones libres de fricción y elasticidad. La energía cinética K(q, q̇) asociada a tal dispositivo mecánico
articulado se relaciona con la matriz de inercias M(q) de la siguiente manera [1, 44]:

K(q, q̇) =
1

2
q̇TM(q̇)q̇ (2.9)

donde M(q) ∈ Rn×n es una matriz simétrica definida positiva.
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La energía potencial U(q) ∈ R no tiene una forma específica como el caso de la energía cinética, pero se
sabe que depende del vector de posiciones articulares q ∈ Rn×1.

El lagrangiano L(q, q̇) se obtiene reemplazando la energía cinética K(q, q̇) en (2.2):

L(q, q̇) = 1

2
q̇TM(q)q̇ − U(q) (2.10)

Con esta forma para el lagrangiano, la ecuación de movimiento de Lagrange (2.2) incluyendo el fenómeno
de fricción puede expresarse como [1, 44]:

d

dt

[
∂

∂q̇

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]]
− ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q

]
+
∂U(q)
∂q

= τ − ff(q̇) (2.11)

donde, luego de resolver, se obtiene:

M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q

]
+
∂U(q)
∂q

= τ − ff(q̇) (2.12)

De modo compacto el modelo dinámico de un robot manipulador de n grados de libertad, formado con
eslabones rígidos conectados por articulaciones libres de elasticidad en cadena cinemática abierta se define
como [1, 44]:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + ff(q̇) = τ (2.13)

donde q, q̇, q̈ ∈ Rn×1 es el vector de posición, velocidad y aceleración en coordenadas articulares, res-
pectivamente. M(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, la cual es cuadrada, simétrica y definida positiva;
C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de Coriolis y fuerzas centrípetas; g(q) ∈ Rn×1 es el par gravitacional;
ff(q̇) ∈ Rn×1 es el vector de pares de fricción presente en cada articulación del robot. Además, se tie-
nen las definiciones:

C(q, q̇)q̇ = Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
(2.14)

g(q) =
∂U(q)
∂q

(2.15)
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2.1.2.1. Modelo dinámico de robots con fricción

Los efectos de fricción en sistemas mecánicos son fenómenos complicados que dependen de múltiples
factores como la naturaleza de los materiales en contacto, lubricación entre ellos, temperatura, etcétera. Se
distinguen dos familias de modelos de fricción: los modelos estáticos en los que la fuerza o par de fricción
viene dada en función de la velocidad instantánea relativa entre los cuerpos, y los modelos dinámicos, que
dependen del pasado de la velocidad relativa [44].

En los modelos estáticos, la fricción es modelada por un vector ff (q̇) ∈ Rn×1 que depende solamente de la
velocidad articular q̇. Los efectos de fricción son locales, es decir, ff (q̇) puede expresarse como:

ff (q̇) =




f1(q̇1)
f2(q̇2)

...
fn(q̇n)


 . (2.16)

Es importante notar que el fenómeno de fricción es disipativo, esto significa que la energía mecánica se
transforma en energía térmica, es decir, satisface [1, 44]:

q̇Tff (q̇) > 0. (2.17)

El aspecto disipativo se traduce como desgaste y envejecimiento en las partes mecánicas del robot. Sin
embargo, el fenómeno de fricción ayuda a generar la región de atracción para puntos de equilibrio estables,
[1].

Gracias a su característica principal en velocidades diferentes a cero y con entradas acotadas dentro del
primer y tercer cuadrante, se pueden considerar los modelos tradicionales de fricción como una combinación
lineal de la fricción viscosa, la fricción de Coulomb y la fricción estática, definida de la siguiente manera:

ff (q̇) = Bq̇ + Fcsgn (q̇) +




[1− |sgn(q̇1)|] 0 . . . 0
0 [1− |sgn(q̇2)|] . . . 0

. . . . . .
. . . ...

0 0 . . . [1− |sgn(q̇n)|]


fe (2.18)

donde B,Fc ∈ Rn×n son matrices diagonales de coeficientes de fricción viscosa y de Coulomb, respecti-
vamente. La fricción estática fe ∈ Rn×1 está representada por fe = [fe1, fe2, . . . , fen]

T que es el vector de
fricción estática que contiene los coeficientes de fricción estática de cada uno de los servomotores del robot
manipulador. En velocidades cero únicamente está presente la fricción estática [1].
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2.1.2.2. Modelo dinámico con accionadores

En un robot manipulador real, el vector de pares τ ∈ Rn×1 es suministrado por accionadores que tradicional-
mente son de tipo electromecánico, neumático o hidráulico. Dichos accionadores relacionan dinámicamente
el par o fuerza suministrado con la entrada de dicho accionador.

Engranes

Ka, Kb, Ra

fm
Jm

1 : r

q τv

Figura 2.2: Motor de CC.

En el caso donde los accionadores son motores de Corriente Continua (CC), un modelo dinámico lineal
simplificado con inductancia de armadura despreciable, como el mostrado en la Figura 2.2, está dado por:

Jmq̈ + fmq̇ +
KaKb

Ra

q̇ +
τ

r2
=

Ka

rRa

v (2.19)

donde Jm es la inercia del rotor [kg m2]; Ka es la constante del motor–par [Nm/A]; Ra resistencia de arma-
dura [Ω]; Kb constante de contrarreacción electromotriz [Vs/rad]; fm coeficiente de fricción del rotor con
sus soportes [N m]; τ par neto aplicado después del juego de engranes sobre el eje de la carga [N m]; q
posición angular del eje de la carga [rad]; r relación de reducción de los engranes (en general r ≫ 1); y v
voltaje de armadura [V ], [44].

Considerando que cada uno de los accionadores de las n articulaciones es un motor de CC.

J q̈ +Bq̇ +Rτ = Kv (2.20)

con J = diag{Jmi
};B = diag

{
fmi

+

(
KaKb

Ra

)

i

}
;R = diag

{
1

r2i

}
y K = diag

{(
Ka

Ra

)

i

1

ri

}
donde

para cada motor (i = 1, . . . , n), Jmi
es la inercia del rotor, fmi

es el coeficiente de amortiguamiento,
(KaKb/Ra)i es una constante electromecánica y ri es la tasa de reducción del juego de engranes [44].
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El modelo dinámico completo de un manipulador (considerando fricción en las articulaciones) cuyos accio-
nadores se localizan en las articulaciones se obtiene reemplazando τ de (2.20) en (2.13):

τ = [RM(q) + J ]q̈ +RC(q, q̇)q̇ +Rg(q) +Rff(q̇) +Bq̇ = Kv. (2.21)

Es importante resaltar que los parámetros involucrados en la ecuación (2.20), dependen exclusivamente
de los accionadores, y no del manipulador ni de su carga. Entonces, es razonable suponer conocidos y
constantes dichos parámetros. Como la relación de engranes ri se supone no nula, entonces la matriz R es
no singular por lo que R−1 existe y la ecuación (2.21) puede escribirse como:

τ =M ′(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + ff (q̇) +R−1Bq̇ = R−1Kv (2.22)

donde M ′(q) =M(q) +R−1J .

2.1.3. Propiedades del modelo dinámico

A pesar de la complejidad de la ecuación dinámica (2.13) que gobierna el comportamiento de los robots
manipuladores, esta ecuación y los elementos que la forman poseen propiedades que resultan de interés por
sí mismas. Una particularidad importante de la ecuación dinámica (2.13), que entre paréntesis es no lineal
en el vector de estado [q, q̇]T, es que puede expresarse en términos lineales de los parámetros dinámicos del
robot, por ejemplo de las masas e inercias.

2.1.3.1. Matriz de inercia

La matriz de inercia M(q) ∈ Rn×n es una matriz simétrica definida positiva cuyos elementos son funciones
solamente de q. La matriz de inercia M(q) satisface las siguientes propiedades:

Propiedad 1. [44] Existe una constante real positiva a tal que:

M(q) ≥ αI, ∀q ∈ Rn×1 (2.23)

donde I ∈ Rn×n es la matriz identidad. La matriz M(q)−1 ∈ Rn×n existe y es definida positiva.
■



14 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Propiedad 2. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante β > 0 tal que:

λmáx{M(q)} ≥ β ∀q ∈ Rn×1 (2.24)

una manera sencilla de calcular β es la dada por:

β ≥ n

[
máx
i,j,q

|Mij(q)|
]

(2.25)

donde Mij(q) denota al ij–ésimo elemento de la matriz M(q).
■

Propiedad 3. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante kM > 0 tal que:

∥M(x)z −M(y)z∥ ≤ kM∥x− y∥∥z∥ (2.26)

para todo vector x,y, z ∈ Rn×1. Una manera sencilla de determinar kM es:

kM ≥ n2

[
máx
i,j,k,q

∣∣∣∣
∂Mij(q)

∂qk

∣∣∣∣
]

(2.27)

■

Propiedad 4. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante k

′
M > 0 tal que:

∥M(x)y∥ ≤ k
′
M∥y∥ (2.28)

para todo x,y ∈ Rn×1.
■
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2.1.3.2. Matriz de Coriolis y fuerzas centrífugas

La matriz de Coriolis y fuerzas centrífugas C(q, q̇) ∈ Rn×n cuyos elementos son funciones de q y q̇,
satisface las siguientes propiedades:

Propiedad 5. [44] La matriz C(q, q̇) puede no ser única, pero el vector C(q, q̇)q̇ es único.
■

Propiedad 6. [44] C(q,0) para todo vector, q ∈ Rn×1.
■

Propiedad 7. [44] Para todo vector q,x,y, z ∈ Rn×1 y escalar α tiene que:

C(q,x)y = C(q,y)x (2.29)
C(q, z + αx)y = C(q, z)y + αC(q,x)y (2.30)

■

Propiedad 8. [44] El vector C(q,x)y puede expresarse en la forma:

C(q,x)y =




xTC1(q)y

xTC2(q)y
...

xTCn(q)y




(2.31)

donde Ck(q) son matrices simétricas de dimensión n para todo k = 1, 2, . . . , n. De hecho, el ij–ésimo
elemento Ckij(q) de la matriz Ck(q) corresponde al símbolo de Christoffel Cjik(q).

■

Propiedad 9. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante kC1 > 0 tal que:

∥C(q,x)y∥ = kC1∥x∥∥y∥ (2.32)

para todo q,x,y ∈ Rn×1.
■
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Propiedad 10. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existen
constantes kC1 > 0 y kC2 > 0 tales que:

∥C(x, z)w − C(y,v)w∥ ≤ kC1∥z − v∥∥w∥+ kC2∥x− y∥∥w∥∥z∥ (2.33)

para todo v,x,y, z,w ∈ Rn×1.
■

Propiedad 11. [44] La matriz C(q, q̇) está relacionada con la matriz de inercia M(q) por la expresión:

xT

[
1

2
Ṁ(q)− C(q, q̇)

]
x = 0 ∀ q, q̇,x ∈ Rn×1 (2.34)

donde

1

2
Ṁ(q)− C(q, q̇) = Ṁ(q)− 2C(q, q̇) (2.35)

es una matriz antisimétrica. De igual manera resulta cierto que:

Ṁ(q) = C(q, q̇) + CT(q, q̇) (2.36)

Independientemente de la manera en la que se obtenga C(q, q̇), está siempre satisfará:

q̇T

[
1

2
Ṁ(q)− C(q, q̇)

]
q̇ ≡ 0 ∀ q, q̇ ∈ Rn×1 (2.37)

■

2.1.3.3. Vector de gravedad

El vector de pares gravitacionales g(q) ∈ Rn×1 depende sólo de las posiciones articulares q. El vector g(q)
está acotado si q lo está también. Adicionalmente, g(q) tiene las siguientes propiedades:

Propiedad 12. [44] El vector g(q) y el vector de velocidad q̇ pueden relacionarse mediante:

∫ T

0

gT (q) q̇ dt = U(q(T ))− U(q(0)) (2.38)

para todo T ∈ R+.
■
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Propiedad 13. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe
una constante finita kU tal que:

∫ T

0

gT (q) q̇ dt− U (q(T )) ≥ kU (2.39)

para todo T ∈ R+ y donde kU = mı́nq{U(q)}
■

Propiedad 14. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, el vector
g (q) es Lipschitz; es decir, existe una constante kg > 0 tal que:

∥g (x)− g (y) ∥ ≤ kg∥x− y∥ (2.40)

para todo x,y ∈ Rn×1 . Una forma sencilla de calcular kg es como:

kg ≥ n

[
máx
i,j,q

∣∣∣∣
∂gi(q)

∂qj

∣∣∣∣
]

(2.41)

Además, kg satisface:

kg ≥
∥∥∥∥
∂g(q)

∂q

∥∥∥∥ ≥ λmáx

{
∂g(q)

∂q

}
(2.42)

■

Propiedad 15. [44] Para el caso de robots provistos únicamente de articulaciones rotacionales, existe
una constante k′ tal que:

∥g (q) ∥ ≤ k′ (2.43)

para todo q ∈ Rn×1 .
■
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2.2. Moldeo de Energía
El moldeo de energía es una de las técnicas más utilizadas para diseñar algoritmos de control de movimiento
de robots [1,2]. El moldeo de energía es control dinámico, es decir no sólo requiere la estructura matemática
del modelo dinámico del robot, también sus propiedades matemáticas para generar los pares o torques
(energía aplicada) con la finalidad de alcanzar los objetivos de control (por ejemplo, generar un punto de
equilibrio con un atractor asintóticamente estable). El moldeo de energía se define como

τ = ∇Ua(Kp, q̃)− fv(Kv, q̇) + g(q) (2.44)

donde q̃ ∈ Rn×1 es el vector de errores de posición que se define como: q̃ = qd − q, siendo qd ∈ Rn×1

un vector constante de referencias deseadas, Kp, Kv ∈ Rn×n representan las matrices de ganancias propor-
cional (diagonal definida positiva) y derivativa (definida positiva), respectivamente. fv(Kp, q̇) ∈ Rn×1 es
el vector de amortiguamiento o freno mecánico que permite generar el efecto disipativo de control a través
de la inyección de velocidad q̇ ∈ Rn×1, Ua(Kp, q̃) es la energía potencial articular de diseño, la cual es una
función definida positiva. ∇Ua(Kp, q̃) es el gradiente de la energía potencial artificial, es decir:

∇Ua(Kp, q̃) =
∂Ua(Kp, q̃)

∂q̃
(2.45)

2.3. Estabilidad en el sentido de Lyapunov
Dentro del área de ingeniería el concepto de estabilidad tiene varias facetas, por ejemplo estabilidad expo-
nencial, clásica, absoluta, entrada-salida, L y en el sentido de Lyapunov. Sin embargo, la que mayor ventaja
ofrece es la teoría de estabilidad de Lyapunov debido a que proporciona varias propiedades matemáticas
que facilitan el análisis y diseño de esquemas de control [1].

La teoría de estabilidad de Lyapunov tiene como principal objetivo estudiar el comportamiento de sistemas
dinámicos descritos por ecuaciones diferenciales de la forma [1, 44] :

x(t) = f(t,x(t)), x(0) ∈ Rn×1 ∀t ≥ 0, (2.46)

donde el vector x(t) ∈ Rn×1 se refiere al estado del sistema dinámico representado por (2.46) y x(0) ∈
Rn×1 se denomina la condición inicial o estado inicial. La función f : R+ × Rn×1 → Rn×1 es una función
continua en t y x(t).

Esta teoría establece que para toda condición inicial x(0) ∈ Rn×1 que se encuentra dentro del atractor, si
el sistema tiene un estado de equilibrio asintóticamente estable, la energía acumulada del sistema dentro
del dominio de atracción cae al evolucionar el tiempo, hasta alcanzar un valor mínimo en su punto de
equilibrio [1].
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Definición 1. [1] El concepto de atractor o región de atracción significa que para cada solución de la
trayectoria x(t) que empieza suficientemente cercana a cero, a partir de t0 se aproxima al origen x = 0
como el tiempo evoluciona. es decir t0 + t→ ∞.

■

Un concepto que, a pesar de su sencillez, juega un papel clave en la teoría de estabilidad de Lyapunov es el
equilibrio definido como:

Definición 2. [44] Un vector constante x ∈ Rn×1 es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema
(2.46) si

f(xe) = 0 ∀t ≥ 0 (2.47)

■

Como consecuencias inmediatas de la definición de equilibrio, se tiene que si la condición inicial x(0) ∈
Rn×1 es justamente un equilibrio x(0) = xe ∈ Rn×1 , entonces se satisface:

x = xe ∀t ≥ 0

ẋ = 0 ∀t ≥ 0

Tradicionalmente se supone que el origen del espacio de estado x = 0 ∈ Rn×1, es un equilibrio de (2.46).
Si éste no es el caso, puede demostrarse que mediante un cambio adecuado de coordenadas, cualquier
equilibrio de (2.46) puede trasladarse al origen del espacio de estado.

El concepto de estabilidad se define como:

Definición 3. [44] El origen x = 0 ∈ Rn×1 es un equilibrio estable (en el sentido de Lyapunov) de la
Ecuación (2.46) si para cada número ϵ > 0 se puede encontrar un número δ > 0, tal que:

∥x(0)∥ < δ ⇒ ∥x(0)∥ < ϵ ∀t ≥ 0 (2.48)

■

Debe tenerse claro que la definición de estabilidad requiere la existencia de un δ > 0 para cada ϵ > 0 y
no para algún ϵ > 0. La estabilidad del origen debe ser interpretada como dada una pequeña discrepancia
de la condición inicial x(0) con respecto al equilibrio (origen), la solución x correspondiente permanecerá
acotada, tal como se muestra en la Figura 2.3.



20 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

x(0)

x2

x1

xe

x(t)

t
ϵ

δ
x1

x2

x(0)

ϵ
δ

Figura 2.3: Superposición.

Otro concepto importante es estabilidad asintótica definido como:

Definición 4. [44] El origen x = 0 ∈ Rn×1 es un equilibrio asintóticamente estable de (2.46) si:

1. El origen es estable.

2. El origen es atractivo, es decir, existe un número δ′ > 0 tal que:

∥x(0)∥ < δ′ ⇒ ∥x(t)∥ → 0 cuando t tiende a∞+ (2.49)

■

La Figura 2.4 ilustra el concepto de estabilidad asintótica para el caso de una condición incial x(0) ∈ Rn×1.

x(0)

x2

x1

xe

x(t)

t

ϵ

δ′ δ

Figura 2.4: Estabilidad asintótica.
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2.3.1. Métodos para el análisis de estabilidad

La teoría básica de Lyapunov comprende dos métodos introducidos por Lyapunov. El método indirecto, o
método de linealización, establece que las propiedades de estabilidad de un sistema no lineal en las inme-
diaciones de un punto de equilibrio son esencialmente las mismas que las de su aproximación linealizada al
rededor de una vecindad pequeña del punto de equilibrio. El método directo es una generalización de los
conceptos de energía asociados con un sistema mecánico: el movimiento de un sistema mecánico es estable
si su energía mecánica total disminuye todo el tiempo (energía decreciente) [8].

2.3.2. Método directo o de linealización

El método de linealización de Lyapunov se ocupa de la estabilidad local de un sistema no lineal. El método
de linealización de Lyapunov sirve como la justificación fundamental para el uso de técnicas de control
lineal en la práctica; es decir, muestra que el diseño estable por control lineal garantiza la estabilidad del
sistema físico original a nivel local [8].

Sea la matriz constanteA ∈ Rn×n para denotar la matriz jacobiana del sistema dinámico (2.46) con respecto
a x ∈ Rn×1 en el punto de equilibrio x = 0.

A =

(
∂f

∂x

)∣∣∣∣
x=0

(2.50)

tal que, el sistema lineal:
ẋ = Ax (2.51)

es llamado linealización (o aproximación lineal) del sistema no lineal original (2.46) en el punto de equi-
librio x = 0. Teniendo en cuenta que, la estabilidad del sistema lineal (2.51) y la del sistema no lineal
original (2.46) se relaciona de la siguiente manera, [8]:

Si el sistema linealizado es estrictamente estable (en relación a los valores propios de A), entonces el
punto de equilibrio es asintóticamente estable (para el sistema no lineal real).

Si el sistema linealizado es inestable, entonces el punto de equilibrio es inestable (para el sistema no
lineal).

Si el sistema linealizado es marginalmente estable, entonces no se puede concluir nada a partir de la
aproximación lineal (el equilibrio punto puede ser estable, asintóticamente estable o inestable para el
sistema no lineal).

El teorema de linealización de Lyapunov muestra que se debe diseñar un controlador de manera que el
sistema permanezca en su rango lineal. También enfatiza las principales limitaciones del diseño lineal:
¿qué tan grande es el rango lineal? ¿Cuál es el grado de estabilidad?. Estas preguntas motivan un enfoque
más profundo del problema del control no lineal; es decir, el método directo de Lyapunov, [8].
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2.3.3. Método directo

La idea es construir una función escalar similar a la energía (una función de Lyapunov) para el sistema y
ver si disminuye. El poder de este método proviene de su generalidad: es aplicable a todo tipo de sistemas
de control, ya sean variables en el tiempo o invariantes en el tiempo, de dimensión finita o de dimensión
infinita. Por el contrario,la limitación del método radica en el hecho de que a menudo es difícil diseñar una
función de Lyapunov para un sistema dado. Es importante mencionar que a continuación se presentan los
teoremas comúnmente más utilizados en el análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov, [1, 8, 44].

2.3.3.1. Función candidata de Lyapunov

La propuesta de la función de Lyapunov es importante debido a que su estructura matemática permite
demostrar las propiedades de estabilidad del punto de equilibrio del modelo dinámico (2.46). Una función
V (x) es una función candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 ∈ Rn×1 de la ecuación ẋ = f(x) si
V : R+ × Rn×1 → R+ cumple con lo siguiente [1]:

V (x) > 0 es una función definida positiva.

∂V (x)

∂x
es una función continua con respecto a x.

La derivada con respecto al tiempo V̇ (x) ∃ y es una función continua con respecto a x.

donde, la derivada con respecto al tiempo de la función candidata de Lyapunov es:

V̇ (x) =
∂V T(x)

∂x
ẋ ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn×1 (2.52)

2.3.3.2. Estabilidad global

El punto de equilibrio del sistema dinámico ẋ = f(x) es estable si, existe una función candidata de Lyapu-
nov V (x) con derivadas parciales continuas con respecto a x, tal que su derivada temporal satisfaga [1]:

V̇ (x) ≤ 0 ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn×1 (2.53)

Definición 5. [11] Se llama función de Lyapunov a una función continuamente diferenciable V (x)
definida positiva V (x) > 0 cuya derivada V̇ ≤ 0 es semidefinida negativa.

■

Es decir, que si se ha demostrado como mínimo estabilidad del punto de equilibrio, entonces la función
candidata de Lyapunov pasa a llamarse función de Lyapunov.
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2.3.3.3. Estabilidad asintótica global

El punto de equilibrio del sistema dinámico ẋ = f(x) es asintóticamente estable si:

Si ∃ una función candidata de Lyapunov V (x) > 0 tal que V̇ (x) < 0, entonces se cumple que:

ĺım
t→∞

x(t) → 0 ∈ Rn×1

La propuesta de la función candidata de Lyapunov tal que su derivada satisfaga las condiciones de una
función definida negativa no es trivial, depende de la intuición y experiencia del diseñador [1].

En control de robots la estabilidad no es importante. La parte clave y relevante que debe ser atribuible al
algoritmo de control involucrado en el punto de equilibrio del modelo dinámico es la estabilidad asintótica
global [1].

Definición 6. [1] Los conceptos de estabilidad global y estabilidad asintótica global significan que el
punto de equilibrio es único.

■

2.3.4. Superficies de Lyapunov
La superficie V (x) = c, para algún c > 0, es conocida como superficie de Lyapunov o superficie de nivel. En
la Figura 2.5 se muestran superficies de Lyapunov para valores crecientes de c. La condición V̇ ≤ 0 implica
que cuando una trayectoria cruza una superficie de Lyapunov V (x) = c, se mueve dentro del conjunto
Ωc = {x ∈ Rn×1 | V (x) ≤ c} y nunca vuelve a salir. Cuando V̇ < 0, la trayectoria se mueve desde
una superficie de Lyapunov a una superficie interior de Lyapunov con una c más pequeña. A medida que c
disminuye, la superficie de Lyapunov V (x) = c se contrae hasta el origen, mostrando que la trayectoria se
acerca al origen a medida que avanza el tiempo [11].

c3
c2

V (x) = c1

Bϵ

Figura 2.5: Superficies de Lyapunov.



24 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Si solo sabemos que V̇ ≤ 0, no podemos estar seguros de que la trayectoria se acerque al origen, pero
podemos concluir que el origen es estable ya que la trayectoria puede estar contenida dentro de cualquier
esferaBϵ: al requerir que el estado inicial x(0) se encuentre dentro de una superficie de Lyapunov contenida
en esa esfera [11].

2.4. Cinemática analítica de Euler
El modelado mediante las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange se vió en la sección 2.1. Sin em-
bargo el primer paso del modelado requiere la cinemática asociada al robot manipulador. Cinemática es la
parte de la física que estudia el movimiento de sistemas mecánicos, sin tomar en cuenta las fuerzas que lo
originan. Por lo tanto, no involucra ecuaciones diferenciales como en el caso de modelos dinámicos [1].

Al estudio de la cinemática aplicado a la robótica se denomina cinemática directa. La cinemática directa
es el estudio analítico del movimiento del robot con respecto a un sistema de referencia cartesiano fijo
Σ0(x0, y0, z0) relacionando la dependencia que existe entre las coordenadas articulares o generalizadas q ∈
Rn×1 con las coordenadas cartesianas [x, y, z]T ∈ R3×1 y la orientación [ϕ, θ, ψ]T ∈ R3×1 del extremo final
del robot (donde habitualmente se coloca la herramienta de trabajo). La cinemática directa es un mapeo
vectorial fR : Rn×1 → Rm×1 tal que:




x
y
z
ϕ
θ
ψ



= fR(liq) (2.54)

donde n indica el número de grados de libertad y la dimensión del vector de coordenadas articulares q, m
es la dimensión conjunta de las coordenadas cartesianas y la orientación de la herramienta de trabajo.

2.4.1. Matrices de rotación
La Figura 2.6 muestra dos sistemas de referencia cartesianos, asociados a un cuerpo rígido, representados
por Σ0(x0, y0, z0) y Σ1(x1, y1, z1), ambos sistemas comparten el mismo origen. El sistema de referencia
Σ1(x1, y1, z1) mantiene una orientación relativa al sistema de referencia fijo Σ0(x0, y0, z0). Considérese un
punto p sobre el cuerpo rígido, con respecto al sistema Σ0(x0, y0, z0) tiene coordenadas p0 = [x0, y0, z0]

T ,
el mismo punto p se representa como p1 = [x1, y1, z1]

T con respecto al sistema de referencia Σ1(x1, y1, z1)
[1, 2]. El problema que se plantea es encontrar la relación que hay entre las coordenadas de un punto p1 en
el sistema de referencia Σ1(x1, y1, z1)con el vector p0 definido en el sistema de referencia Σ0(x0, y0, z0). tal
que:

p0 = R1
0p1 (2.55)

donde la matriz R1
0 ∈ R3×3 es la matriz de transformación de las coordenadas del punto p del sistema de

referencia Σ1(x1, y1, z1) hacia las coordenadas del sistema Σ0(x0, y0, z0). En otras palabras, dado un punto
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p1 en el sistema Σ1(x1, y1, z1), entoncesR1
0p1 representa el mismo vector expresado con respecto al sistema

de referencia Σ0(x0, y0, z0).

z1 z0

y1

y0

x1

x0
θ

ϕ

p(x0, y0, z0)

Σ0

Σ1

Figura 2.6: Sistemas de referencia fijo Σ0 y rotado Σ1.

Las matrices Rx, Ry y Rz que relacionan la orientación θ del sistema de referencia Σ1(x1, y1, z1) relativo a
Σ0(x0, y0, z0) al rededor los ejes x0, y0 y z0 respectivamente se pueden obtener analizando las proyecciones
geométricas. En este documento no se realiza dicho análisis; sin embargo puede consultarlo en [1, 2]. La
matriz de rotación Rx(θ) se define como:

Rx(θ) =




1 0 0
0 cos(θ) − sen(θ)
0 sen(θ) cos(θ)


 (2.56)

La matriz de rotación Ry(θ) se define como:

Ry(θ) =




cos(θ) 0 sen(θ)
0 1 0

− sen(θ) 0 cos(θ)


 (2.57)

De igual manera la matriz de rotación Rz(θ) se ha definido como:

Rz(θ) =




cos(θ) − sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1


 (2.58)

2.4.2. Ángulos de Euler
Generalmente la descripción de la orientación del sistema de referencia de la herramienta de trabajo del
robot colocada en el extremo final del robot con respecto al sistema de referencia fijo en la base del ro-
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bot involucra varias rotaciones sucesivas (composición de rotaciones) [1, 2]. Existen varios métodos que
permiten definir el orden o reglas de las rotaciones consecutivas.

z0 z1

y1

y0

x1
x0

ϕ
ϕ

ϕ

Σ0

Σ1

z2
z1

y1

y2

x1
x2

θ
θ

θ

Σ1

Σ2

z2
z3

y3

y2

x3
x2

ψ

ψ

ψ

Σ2

Σ3

Figura 2.7: Ángulos de Euler.

R(ϕ, θ, ψ) = Rz(ϕ)Ry(θ)Rz(ψ) (2.59)

Los ángulos de Euler son una regla de composición de rotaciones usando 3 matrices elementales de rotación
mostrada en 2.59 sirve para expresar las rotaciones mostradas en la Figura 2.7.

2.4.3. Transformaciones de traslación y rotación
Considere el sistema de referencia cartesiano fijo Σ0(x0, y0, z0) y el sistema de referencia Σ1(x1, y1, z1),
donde sus respectivos orígenes son no coincidentes. El origen del sistema de referencia Σ1 se encuentra
desplazado una distancia d1

0 con respecto al origen del sistema Σ0, como se muestra en la figura 2.8.

z0

z1

y1

y0
x1

x0

p1

p0

d1
0

ϕ

θ
Σ0

Σ1

Figura 2.8: Movimientos de traslación y rotación.

La relación general entre los sistemas de referencia Σ0(x0, y0, z0) y Σ1(x1, y1, z1) incluyendo la matriz de
rotación R(ϕ, θ, ψ) y el vector de traslación d1

0 es [1, 2]:

p0 = d1
0 +R(ϕ, θ, ψ)p1 = d1

0 +Rz(ϕ)Rx(θ)Ry(ψ)p1 (2.60)

Dado que en el análisis cinemático de robots industriales se asignan los ejes de tal manera que las rotaciones
se realizan sobre los ejes zi y xi, se considera al ángulo ψ = 0, por lo tanto la ecuación fundamental quedará
representada por [1, 2]:
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p0 = d1
0 +R(ϕ, θ, ψ)p1 = d1

0 +Rz(ϕ)Rx(θ)Ry(0)p1



p0x
p0y
p0z


 =



d10x
d10y
d10z


+Rz(ϕ)Rx(θ)I



p1x
p1y
p1z


 (2.61)

2.4.4. Matrices antisimétricas

Una matriz antisimétrica, es una matriz cuadrada, que es representada por S ∈ R3×3; se define como:

S =




0 −s12 s13
s21 0 −s23
−s31 s32 0




{
si i ̸= j, sij + sji = 0

si i = j, sij = 0

S + ST = 0 ∈ R3×3 (2.62)

donde, los nueve elementos de la matriz S, se reducen a 3 elementos independientes, que denotamos por
s12, s13, s23 ∈ R los cuales son los elementos de un vector. La matriz antisimétrica S puede aceptar como
argumento de entrada a vectores p ∈ R3×1 con tres coordenadas de los sistemas de referencia cartesianos
tridimensionales: función matriz antisimétrica S = S(p) [1, 2].

Propiedad 16. [1] Una matriz antisimétrica S(p) satisface lo siguiente ∀ p ∈ R3×1.

S(p) + ST(p) =




0 −pz py
pz 0 −px
−py px 0


+




0 pz −py
−pz 0 px
py −px 0


 =



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 (2.63)

■

Propiedad 17. [1] El producto de S(p)ST(p) es conmutativo, S(p)ST(p) = ST(p)S(p), el resultado es
una matriz simétrica; además:

S(p)ST(p) = −S2(p) (2.64)

■

Propiedad 18. [1] Propiedad de escalamiento de S(p): dada una matriz antisimétrica S ∈ R3×3, el
vector p ∈ R3×1, y el escalar α ∈ R se cumple:

S(αp) = αS(p) (2.65)

■
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2.4.5. Propiedades de matrices rotacionales y antisimétricas
Aquí se mencionan algunas de las propiedades de matrices rotacionales y antisimétricas que utilizarán
durante el desarrollo de la tesis.

Propiedad 19. [1] Derivada parcial de una matriz de rotación:
∂

∂θ
R(θ) = S(n)R(θ), donde n ∈ R3×1

es un vector base unitario. Tal que se cumplen los siguientes puntos:

∂

∂θ
Rx(θ) = S(θi)Rx(θ), donde i ∈ R3×1 es un vector base unitario i = [1, 0, 0]T.

∂

∂θ
Ry(θ) = S(θj)Ry(θ), donde j ∈ R3×1 es un vector base unitario j = [0, 1, 0]T.

∂

∂θ
Rz(θ) = S(θk)Rz(θ), donde k ∈ R3×1 es un vector base unitario k = [0, 0, 1]T.

■

Propiedad 20. [1] Derivada temporal de una matriz de rotación:
d

dt
R(θ) = S(θ̇n)R(θ), donde n ∈ R3×1

es un vector base unitario, w0 = θ̇n, tal que se cumplen los siguientes puntos:

d

dt
Rx(θ) = S(θ̇i)Rx(θ), donde i ∈ R3×1 es un vector base unitario i = [1, 0, 0]T.

d

dt
Ry(θ) = S(θ̇j)Ry(θ), donde j ∈ R3×1 es un vector base unitario j = [0, 1, 0]T.

d

dt
Rz(θ) = S(θ̇k)Rz(θ), donde k ∈ R3×1 es un vector base unitario k = [0, 0, 1]T.

■



Capítulo 3

Control Adaptable

A continuación se presenta la teoría referente al control adaptable que será usada en el diseño
de la estructura de control.

3.1. Introducción
Intuitivamente, un controlador adaptativo puede cambiar su comportamiento en respuesta a cambios en la
dinámica del proceso y las perturbaciones [45]. El control adaptativo (CA) tiene el potencial de mejorar el
desempeño del control en presencia de incertidumbres o fallas.

A diferencia de las técnicas de control robusto, los parámetros inciertos de la planta se identifican y se
compensan directamente en lugar de intentar encontrar el mejor equilibrio entre rendimiento y robustez [46].

Una característica importante del control adaptable es que no necesariamente se requiere conocer a priori
determinada información sobre la dinámica del robot, como pueden ser las cotas superiores de los efectos
físicos o el intervalo de existencia donde se encuentran los parámetros del robot. A pesar de eso, los es-
quemas de control adaptable pueden mantener el desempeño del sistema dinámico frente a perturbaciones.
Los avances recientes en el control adaptable de robots manipuladores se muestran en [32–34, 36–42] con
el objetivo de obtener alto desempeño en los algoritmos de control aún en presencia de perturbaciones o
dinámica no modelada.

En esta tesis se consideran dos esquemas para el control de robots manipuladores, los métodos de control
adaptable con base en el modelo de referencia (Model Reference Adaptive Control MRAC) , y los métodos
de autosintonía (Self-tuning Regulators SRF). Estos esquemas son similares. El problema clave es encontrar
una forma conveniente de cambiar los parámetros del regulador en respuesta a los cambios en la dinámica
del proceso y las perturbaciones. Los esquemas difieren solo en la forma en que se ajustan los parámetros
del controlador [45].

El esquema MRAC se originó a partir de un problema de servocontrol determinista y el esquema de STR de
un problema de regulación estocástica. A pesar de sus diferentes orígenes, están estrechamente relacionados.
Ambos sistemas tienen dos bucles de retroalimentación. El bucle interno es un lazo de retroalimentación
ordinario con una planta y un regulador. El regulador tiene parámetros ajustables, que son establecidos por
el bucle exterior. Los ajustes se basan en la retroalimentación de las entradas y salidas del proceso. Sin

29
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embargo, los métodos para diseñar el lazo interno y las técnicas utilizadas para ajustar los parámetros en el
lazo externo son diferentes [6].

En el diccionario webster se define Adaptar como:

Definición 7. [47] Cambiar el comportamiento para que sea más fácil funcionar en un lugar o situación
en particular.

■

Mientras que para un sistema adaptativo se consideran las siguientes definiciones:

Definición 8. [4] Un sistema de control adaptativo se define como un sistema de control retroalimentado
lo suficientemente inteligente como para ajustar sus características en un entorno cambiante para operar
de manera óptima de acuerdo con algún criterio específico.

■

Definición 9. [6] En uno de los primeros simposios de 1961, una larga discusión terminó con la siguiente
definición sugerida: Un sistema adaptativo es cualquier sistema físico que ha sido diseñado con un punto
de vista adaptativo.

■

Por otro lado, se puede encontrar una definición para control adaptativo en [6]:

Definición 10. [6] El control adaptativo es un tipo especial de control retroalimentado no lineal en el que
los estados del proceso se pueden separar en dos categorías que cambian a diferentes ritmos. Los estados
que cambian lentamente se consideran parámetros.

■

3.2. Control robusto de alta ganancia

C(s) G(s)
yd(s) ys(s)

−+

Figura 3.1: Diagrama de bloques de control robusto de alta ganancia

Este es un regulador de ganancia constante diseñado para hacer frente a las variaciones de los parámetros.
En la Figura 3.1 se muestra el diagrama de bloques de un control robusto. Hay una retroalimentación
de alta ganancia alrededor de la planta, lo que hace que la salida ys(s) siga la señal de referencia yd(s)
sobre un ancho de banda amplio ωB; si el ancho de banda del modelo es menor que ωB, la salida ys(s)
responderá a la señal de comando yd(s), según lo especificado por el modelo, incluso si la dinámica del
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proceso cambia, también hay un modelo que proporciona la señal de referencia. Este tipo de diseño es
útil cuando las incertidumbres no están estructuradas y se conocen de antemano. El control robusto no
se considera un sistema adaptable, aunque puede manejar ciertas clase de incertidumbres paramétricas y
dinámicas [6].

3.3. Ganancias programadas (Gain Scheduling)

La programación de ganancias se ha empleado con éxito en una variedad de aplicaciones, incluido el control
de procesos y el control de sistemas de aeronaves, y puede considerarse como una forma simple de control
adaptativo [4].

Señal de
referencia Controlador Planta

Salida

Ganancias
programadas

Parámetros del
controlador

Señal de
control

Figura 3.2: Diagrama de bloques de un sistema con ganancias programadas

Las ganancias programadas es un tipo de control de lazo abierto y puede verse como un sistema con control
en el que las ganancias se ajustan, pero sin retroalimentación del desempeño del sistema en lazo cerrado, tal
como se observa en la Figura 3.2. Es controvertido si la programación de ganancia debe considerarse como
un sistema adaptativo o no, porque los parámetros se cambian en lazo abierto [6].

3.4. Control adaptable directo e indirecto

Un controlador adaptable se forma combinando un estimador de parámetros en línea que proporciona es-
timaciones de parámetros desconocidos en cada instante con una ley de control con parámetros conocidos.
La forma en que el estimador de parámetro, también denominado ley adaptativa o ley de adaptación, se
combina con la ley de control da lugar a dos enfoques diferentes [4].

Control adaptable directo.

Control adaptable indirecto.
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3.4.1. Control adaptable directo
En el primer enfoque, cuyo diagrama de bloques se muestra en la Figura 3.3, los parámetros de la planta se
estiman en línea y los parámetros de control se ajustan con base en estas estimaciones. Este procedimiento
también se conoce como control adaptable explicito, porque el diseño se basa en un modelo explicito de la
planta [4, 6].

Entrada Controlador Planta

Estimación de
parámetros del

controlador

Salida

Figura 3.3: Diagrama de bloques de un sistema con control directo

3.4.2. Control adaptable indirecto
En la Figura 3.4 se muestra el diagrama de bloques del control adaptable indirecto. En este caso no se
hace ningún esfuerzo para identificar los parámetros de la planta, pero los parámetros de control se ajus-
tan directamente para mejorar un índice de rendimiento. Esto también se conoce como control adaptable
implícito [4, 6].

Entrada Controlador Planta

Cálculo de los
parámetros del

controlador

Estimación de
parámetros en

línea

Salida

Figura 3.4: Diagrama de bloques de un sistema con control indirecto

3.5. Esquemas de adaptación MRAC y STR
En forma general, el control adaptable se puede clasificar en dos principales esquemas [6, 8, 10]:

Métodos de control adaptable con base en el modelo de referencia, y

Métodos de autosintonía.
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3.5.1. Control adaptable con base en el modelo de referencia MRAC
El modelo de control adaptable con base en el modelo de referencia es el que se muestra en la Figura
3.5, el cual está formado por el robot manipulador con dinámica desconocida (por ejemplo, fricción o par
gravitacional), un modelo de referencia con específicaciones de la respuesta deseada del sistema de control
qr, una ley de control τ con ajuste de parámetros de las ganancias proporcional Kp, y derivativa Kv; y
el algoritmo de adaptación que ajusta los parámetros de la ley de control, tal que se obtenga la respuesta
deseada en el robot, por lo que, el error de adaptación q̃a ∈ Rn×1 converja a cero conforme t → ∞, siendo
q̃a = qr − q.

å

-

+
-

å
+

Algoritmo
de control

Modelo de
referencia

Esquema de
adaptación

τ

qr

q̃aqd
q̃

q

q

q̇
k̂a

k̂a =

[
k̂pi

k̂vi

]

Σ

Figura 3.5: Control adaptable con base en el modelo de referencia.

La posición y velocidad de movimiento (ambas son la respuesta del robot) están dadas por los vectores
q ∈ Rn×1 y q̇ ∈ Rn×1; k̂a ∈ R2n×1 es el vector de parámetros adaptables. El vector k̂a corresponde
a los elementos de adaptación en la diagonal de las matrices de ganancia proporcional Kp = diag{kpi}
y derivativa Kv = diag{kvi}, para i = 1, 2, . . . , n; es decir, k̂a = [k̂p1, k̂p2, . . . , k̂pn, k̂v1, k̂v2, . . . , k̂vn]

T

[6, 8, 10].

3.5.1.1. Modelo de referencia

El modelo de referencia es utilizado para obtener la respuesta ideal del esquema de control adaptable, de tal
forma que el error de adaptación

ĺım
t→∞

q̃a → 0 (3.1)

entonces el robot alcanza la posición deseada qd, a pesar de perturbaciones y dinámica no modelada; en
consecuencia, q tiende a qr. En otras palabras, los elementos de las ganancias proporcional k̂pi y derivativa
k̂vi, para i = 1, 2, . . . , n son ajustados para que el robot obtenga la respuesta con el desempeño esperado;
por ejemplo, tiempo de respuesta, un mínimo de sobre impulsos y alcance el estado estacionario libre de
ruido mecánico, vibraciones u oscilaciones [6, 8, 10].
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3.5.1.2. Esquema de control

Es el algoritmo que proporciona la energía aplicada τ al robot, cuyo diseño se realizará a través de la técnica
de moldeo de energía y la teoría de estabilidad de Lyapunov. Por ejemplo, proponer una energía potencial
artificial, tal que, su gradiente forme el término del regulador, y con la incorporación de la acción de control
derivativo no lineal más compensación de gravedad, el esquema de control adquiere una estructura bien
definida [6, 8, 10].

3.5.1.3. Esquema de adaptación

El esquema de adaptación es utilizado para ajustar los parámetros del algoritmo de control Kp y Kv, tal
que, los elementos de la ganancia proporcional k̂pi y los correspondientes a la ganancia derivativa k̂vi, con
i = 1, 2, . . . , n se adapten hasta obtener la respuesta deseada en el robot. Por lo que, el objetivo de la ley de
adaptación es hacer que el error q̃a converja al punto de equilibrio, es decir:

ĺım
t→∞

q̃a → 0 ∈ Rn×1 (3.2)

En otras palabras, el principal objetivo para diseñar el esquema de adaptación es variar las ganancias de
control para garantizar que el sistema dinámico formado por el robot manipulador, el algoritmo de control,
así como el propio esquema adaptable tenga un punto de equilibrio asintóticamente estable [6, 8, 10].

3.5.2. Control adaptable con autosintonía

-

å

+
Algoritmo de

control (kpi
kvi

)

Ajuste de
ganancias

Esquema de
adaptación

τqd q̃

q

q

q

q̇

θ̂

k̂a =

[
k̂pi

k̂vi

]

Σ

Figura 3.6: Control adaptable con autosintonía.

La Figura 3.6 muestra el diagrama a bloques del algoritmo de control adaptable con autosintonía, el cual
realiza simultáneamente la acción de control y la identificación de parámetros de los efectos físicos desco-
nocidos del robot. En cada período de muestreo, el esquema de identificación envía al algoritmo de control
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un conjunto de parámetros estimados θ̂ de los efectos físicos del robot, para modificar los elementos de la
diagonal en las ganancias de control proporcional K̂p y derivativa K̂v, es decir,

k̂a = [k̂p1 , k̂p2 , . . . , k̂pn , k̂v1 , k̂v2 , . . . , k̂vn ]
T (3.3)

los cuales se obtienen a partir de observar las señales de salida del algoritmo de control τ ∈ Rn×1 y la
respuesta del robot q, q̇ ∈ Rn×1 , haciendo que la ley de control τ entregue energía mecánica actualizada
(adaptable) al robot tal que, el objetivo de control se cumpla.

ĺım
t→∞

[q̃ q̇]T → 0 ∈ R2n×1,∀t ≥ 0 (3.4)

La identificación paramétrica de la dinámica desconocida del robot es el proceso de obtener el valor nu-
mérico de los parámetros físicos del robot, evidentemente se cuenta con la estructura matemática de estos
fenómenos por el conocimiento a priori, pero con el desconocimiento de sus valores numéricos. Nótese en
el esquema de adaptación en base al modelo de referencia, que los elementos de las ganancias proporcional
y derivativa son ajustados de acuerdo al modelo de referencia tal que, los errores de adaptación q̃a y de
posicionamiento q̃ converjan simultáneamente a cero. Mientras en el esquema de adaptación autosintoni-
zable, los elementos de las ganancias de control son ajustados de acuerdo a la estimación paramétrica de la
dinámica desconocida del robot [6, 45].

Es importante hacer notar que, el esquema de identificación que forma parte de la estructura adaptable,
no tiene como objetivo fundamental la identificación exacta de los parámetros de la dinámica desconocida
del robot, más bien, es realizar la identificación del fenómeno tal que sean sintonizadas las ganancias del
algoritmo de control para llevar a cabo la convergencia asintótica hacia el punto de equilibrio de todas las
variables de estado que componen la ecuación en lazo cerrado [6, 45].

3.5.2.1. Control Adaptable STR directo e indirecto

Los esquemas básicos de control adaptable autosintonizables, donde se estiman los parámetros del robot ma-
nipulador y entonces se ajustan las ganancias de control proporcional y derivativo, se conoce como control
adaptable indirecto, debido a que se requiere trasladar mediante ciertas reglas operativas los parámetros
estimados del robot hacia la sintonía automática de las ganancias de control. Por otro lado, también es po-
sible eliminar el proceso de computo de trasladar los parámetros estimados del robot hacia las ganancias de
control, a través de parametrizar directamente la dinámica desconocida del robot como funciones de regre-
sión lineal, donde se incluya las ganancias de control, entonces por medio de estimación paramétrica (por
ejemplo, mínimos cuadrados), se obtiene la ley de control modificada que hace que el error de posición q̃
converja asintóticamente hacia el punto de equilibrio. En este caso, esta técnica es conocida como control
adaptable directo [4, 6].

3.5.3. Relación entre control adaptable con base en el modelo de referencia y la
autosintonía

Ambos sistemas tienen dos lazos de retroalimentación. El bucle interno es un lazo de retroalimentación
ordinario con una planta y un controlador. El controlador tiene parámetros ajustables, que son establecidos
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por el bucle exterior. Los ajustes se basan en la retroalimentación de las entradas y salidas del proceso. Sin
embargo, los métodos para diseñar el lazo interno y las técnicas utilizadas para ajustar los parámetros en el
lazo externo son diferentes [6].

−+
Entrada Controlador Planta

Esquema de
adaptación

Salida

Figura 3.7: Diagrama de bloques general de un control MRAC - STR.



Capítulo 4

Plataforma Experimental

Se presentan los elementos que conforman la plataforma experimental robótica, incluyendo la
estructura mecánica, sistema de accionamiento, sensores e instrumentación de control.

4.1. Robot manipulador de 3gdl ROTRADI I
La plataforma se encuentra en el Laboratorio de Control y Robótica de la Benemérita Universidad Autó-
noma de Puebla. Está conformada por un robot manipulador de transmisión directa de 3gdl ROTRADI I
incluyendo la estructura mecánica, transmisiones, sistema de accionamiento, sensores e instrumentación de
control. El ROTRADI tiene la ventaja de ser de arquitectura abierta, esto implica que pueden ser modifica-
dos elementos de hardware y software por el usuario. En este caso se ha modificado parte del hardware de
control, dedicado a obtener la señal de los encoders para calcular las posiciones articulares y proporcionar
una señal analógica de control a los drivers del robot manipulador.

Figura 4.1: ROTRADI I.

El ROTRADI I cuenta con tres grados de libertad y todas sus articulaciones son de tipo rotacional. La
energía para producir movimiento es proporcionada por servomotores. Un servomotor convencional esta

37
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compuesto por un motor eléctrico, un sensor de posición y el amplificador electrónico, o servoamplificador.
Un servoamplificador esta constituido por microprocesadores y electrónica de potencia que acondiciona la
señal que proviene del sistema de control. El robot ROTRADI I cuenta con servomotores de transmisión
directa Dynaserv de la serie DM. La figura 4.2 muestra el motor y el servoamplificador.

Figura 4.2: Motor y amplificador electrónico.

Un servomotor de transmisión directa es una fuente par; es decir, el par que proporciona como salida se
mantiene en magnitud y signo independientemente de la carga que desplace [1]. Un servomotor no puede
proporcionar un par de magnitud infinita. en la práctica la respuesta se encuentra acotada por sus límites
físicos [1], tal como se observa en la figura 4.3.

Zona de saturación

Zona de saturación

Zona lineal

Zona lineal

aplicado
t

aplicado
t

Nm

max
t

min
t

20- 15- -5 5 10 15 20 2510-25-

Nm

10

10-

Figura 4.3: Zona lineal y de saturación de un servomotor.

La siguiente tabla muestra las características de los servomotores del robot.

Articulación Modelo Par máx Resolución Velocidad
Base. DM-1015 15[Nm] 655360 2.0 rps

Hombro. DM-1050 50[Nm] 1024000 1.0 rps
Codo. DM-1004 4 [Nm] 655360 2.5 rps

Tabla 4.1: Características de los servomotores usados en el ROTRADI I.
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4.2. Lectura de encoders
El Driver recibe la señal de cuadratura proveniente de los encoders acoplados a cada servomotor y las
entrega por medio de uno de sus puertos diseñados para la comunicación entre el driver y la etapa de
control, la señal de cuadratura que entrega el Driver es de forma diferencial con la finalidad de disminuir las
radio frecuencias o interferencia electromagnética que se podría inducir en la señal por agentes externos.

El robot cuenta con encoders ópticos incrementales por cada articulación, estos consisten en una fuente de
luz que se encuentra frente a un disco giratorio con ranuras y en la parte posterior se encuentran celdas
sensibles a la luz. Los encoders incrementales de cuadratura tienen como salida cuatro señales A, A-, B y
B- las cuales están desfasadas 90◦, esto permite calcular el sentido del giro, tal como se muestra en la Figura
4.4. En este trabajo sólo utilizamos las señales A y B.

Figura 4.4: Encoder óptico incremental.

4.3. Tarjeta de adquisición de datos: Arduino MKR Vidor 4000
Las características principales de la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000, disponible en la Figura 4.5, se pueden
consultar directamente en la página oficial de arduino; sin embargo, algunas de las más importantes son
que su fuente de alimentación es de 5V (USB/VIN), voltaje de operación en los pines: 3.3V, 22 pines
compartidos (SAMD21 y Cyclone FPGA), puerto USB B micro, conector micro HDMI, conector de cámara
MIPI, miniconector PCI Express con hasta 25 pines programables por el usuario, conector para baterías LiPo
de 3.7 V, módulo Wi-Fi y BLE (Bluetooth Low Energy) [48].

Figura 4.5: Vista superior de Arduino MKR Vidor 4000.
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4.3.1. Especificaciones técnicas

Dado que la tarjeta arduino MKR Vidor 4000 posee un microcontrolador ARM y un FPGA, resultará útil
conocer algunas especificaciones adicionales, las mismas que se resumen en la tabla 4.2 :

SAMD21 FPGA
- SAMD21 Cortex-M0 + MCU ARM(32 bits) - Intel Cyclone 10CL016
- 8 pines digitales - 16K E/L
- 1 DAC de 10 bits - 504Kbit de RAM
- 7 ADC 8/10/12 bits - 56 multiplicadores
- 1 UART / 1 SPI / 1 I2C - 48 MHz - hasta 200 MHz
- 32,768 kHz (RTC), 48 MHz

Tabla 4.2: Características específicas de la tarjeta MKR Vidor 4000.

4.3.2. Programación de Arduino MKR Vidor 4000

El diseño de hardware se realiza en Quartus, mediante lenguaje AHDL,VHDL, Verilog, entre otros. Luego
se procede a compilar el diseño y se convierte el bitstream generado .ttf a un archivo .h, por último en el
IDE de arduino se carga a la tarjeta el diseño en FPGA junto con el scketch [48].

FIRMWARE SOFTWARE

Diseño de hardware
AHDL - Verilog - VHDL

Compilar diseño

Archivo ttf

MKR Vidor 4000Convertir .ttf

Archivo.h

Desarrollo de software

Descarga del sketch
a la tarjeta arduino

Figura 4.6: Procedimiento de desarrollo en Arduino MKR Vidor 4000.

En el scketch se programa el algoritmo de control haciendo uso del IDE de Arduino. Este se implementa
en líneas de código y posteriormente el programa es cargado en la tarjeta mediante el puerto serial. Es
importante considerar que las bibliotecas necesarias para asegurar la compatibilidad de la tarjeta con el
Arduino IDE se deben descargar desde la página oficial siguiendo las indicaciones proporcionadas en [48].
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4.3.3. Aplicación - Servomotor de transmisión directa
En este trabajo se ha implementado el algoritmo de control siguiendo la idea presentada en la Figura 4.7
donde se presenta un diagrama esquemático de un servomotor de transmisión directa con un lazo de control
conformado por la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000, tal que, el algoritmo de control quede implementado
en el ARM, mientras que las señales de posición y velocidad serían proporcionadas por un decoder y un
estimador de velocidad implementados en el FPGA.

servoamplificador

τaplicado[Nm]

τaplicado = fservo(τc )

k

τ = ∇Ua(Kp, q̃)

−fv(Kv, q̇) + g(q)

v =
τc

k
[V ]

q
q

q̇

qk

q̇k

h = 2.5ms

2.5V

G Σ
+

−

[0V ,+5.0V ]

±10V

±2.5V

DAC

Motor de corriente directa

Microcontrolador

Algoritmo de control decoder

estimador

FPGA

MKR Vidor 4000

Figura 4.7: Diagrama esquemático de un servomotor de transmisión directa.

La implementación del esquema presentado en la Figura 4.7 implica el diseño en dos etapas. Una de ellas
corresponde al acondicionamiento de señal y la otra a la implementación de la lógica necesaria para la
lectura de las posiciones y el algoritmo de control en la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000.

La etapa de acondicionamiento de señal está conformada por tres módulos DAC MCP4725, cada uno aso-
ciado a un circuito sumador-amplificador, como el que se muestra en la figura 4.8. La señal presente en la
salida de cada uno de los DAC’s, la cual está en un rango de 0v a 5v, es desplazada hasta un nivel de voltaje
de ±2.5v. Esto se consigue por medio de un seguidor de voltaje y un circuito divisor de voltaje cuya salida
está dada por la ecuación (4.1):

Voff = V12−

(
R20 +R16pot

R20 +R16pot +R14

)
, (4.1)

donde Voff = −2.5v, V12− = −12v, R14 = 10KΩ, R16pot = 100Ω, y R20 = 2.6KΩ, cuyo valor se logró
usando un juego de resistencias en paralelo de 4.7KΩ y 5.6KΩ.

El circuito sumador-amplificador se encarga de llevar la señal desplazada hasta un nivel de voltaje de ±10v,
de acuerdo con la ecuación (4.2):
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Vin2 = − (R6 +R7pot)

(
VDAC

R8

+
Voff
R9

)
, (4.2)

donde R6 = R8 = R9 = 1KΩ y R7pot es un potenciómetro de 10KΩ el cual es usado para modificar la
ganancia del circuito amplificador.
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Figura 4.8: Etapa de acondicionamiento de señal.

Esto se hace debido a que el rango de voltaje de entrada de los servoamplificadores para el robot ROTRADI
I está en el rango de ±10v. El esquemático completo de las conexiones entre el Arduino MKR Vidor 4000
y los DAC’s; así como, la etapa de acondicionamiento de señal, se encuentra en el Apendice A.

Por otro lado, un diagrama de bloques de la lógica necesaria para leer la señal de posición de los encoders
y la aplicación del algoritmo de control en la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000 se muestra en la la Figura
4.9, donde se observa que en el FPGA se han implementado varios bloques de lógica. Se han implementado
tres circuitos Decoder (base, hombro y codo) que son utilizados para leer la posición de cada uno de los
servomotores. La señal de posición es utilizada como entrada de los bloques Diferenciador, los cuales
permiten estimar la velocidad de cada articulación utilizando el método de diferenciación de Euler [1].
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Figura 4.9: Diagrama de bloques de la lógica implementada en la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000.

El tiempo de muestreo se puede configurar por medio de la asignación de un registro de configuración
en el bloque userlogic. Este bloque es usado para almacenar la posición, velocidad estimada y datos de
configuración en registros del FPGA. Cada uno de estos registros es de 32bits y tiene asignada una dirección
accesible desde el microcontrolador SAMD21 a través de una comunicación SPI.

Se ha implementado un módulo SPI esclavo (SPI Slave) para establecer comunicación entre el FPGA y
el microcontrolador SAMD21 de la tarjeta. La comunicación SPI es manejada desde el microcontrolador
SAMD21 por medio de un módulo SPI maestro (SPI Master). En el microcontrolador SAMD21 se han
programado funciones para establecer comunicación entre la tarjeta y una computadora (Serial.print), esta
función es utilizada para configurar la tarjeta en tiempo real y para transmitir información de la posición,
velocidad y torque durante los experimentos. El algoritmo de control es implementado en el microcontro-
lador SAMD21, la señal de torque es enviada a los DAC’s por medio de una comunicación I2C y esta a su
vez pasa por la etapa de acondicionamiento de señal antes de ingresar a los Drivers y los servomotores.

4.3.4. Prototipo de tarjeta de control
Lo presentado en las Figuras 4.9 y 4.7 se implementó exitosamente en una tarjeta perforada, tal como se
muestra en la Figura 4.10. En la tarjeta perforada se encuentra la tarjeta Arduino MKR Vidor 4000, los
circuitos integrados OpAmp, los DAC’s y elementos adicionales. Es por medio de este prototipo que se
realizaron los experimentos presentados en el capítulo de Resultados de simulación y experimentales.

Como se ha mencionado, se cuenta con un puerto UART que permite la comunicación de la tarjeta Arduino
MKR Vidor 4000 con una computadora para la visualización de datos. Es con base en esto que se ha
desarrollado una interfaz en Python que permite configurar, cambiar ganancias, almacenar datos y realizar
pruebas de los algoritmos de control de manera más sencilla. Lo cual se detalla en la siguiente sección.
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Figura 4.10: Prototipo de tarjeta de control.

4.4. Interfaz gráfica

La interfaz gráfica permite modificar los parámetros del algoritmos de control, como es el caso de las ga-
nancias, proporcional y derivativa, el tipo de control y las posiciones deseadas. Así mismo permite obtener
datos de las posiciones, velocidades, torques y otras variables de interés asociadas al control de robot mani-
pulador. La aplicación ha sido diseñada en Lenguaje Python.

Figura 4.11: Interfaz gráfica con Python - Ventana de inicio.
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Cuando se inicia la aplicación se presentan tres botones, tal como se muestra en la Figura 4.11, los cuales
abren diferentes entornos gráficos. El entorno de mayor interés es el entorno de Control. Este entorno se
muestra en la Figura 4.12 el cual está dividido en 5 secciones de interés para la manipulación del robot.

Figura 4.12: Interfaz gráfica con Python - Entorno de control.

La sección de Configuración permite seleccionar el puerto serial, conectar y desconectar la tarjeta, así como
seleccionar si se desea guardar o no los datos enviados por la tarjeta de adquisición de datos durante la
ejecución del algoritmo de control. La sección de Tipo de control permite seleccionar entre los 3 tipos de
algoritmos de control que se han diseñado en esta tesis.

La sección de Ganancias permite modificar en línea los valores numéricos de cada uno de los parámetros
del control; es decir, las ganancias, proporcionales kp y derivativas kv, posiciones deseadas qd y ganancias
adaptables γi. En esta sección se han incluido botones que permiten simular el modelo de referencia, enviar
los parámetros numéricos del control, habilitar la inyección de energía al robot a travez de un algoritmo de
control (Control ON) y una función de retorno a casa.

En la sección Gráficas se incluyen dos opciones para graficar. La primera, usando el botón GRAFICAR se
puede visualizar en tiempo real la posición articular de cada uno de los servomotores sin ejecutar el control
realmente, lo mismo ocurre con el botón GRAFICAR(en otra ventana) con la única diferencia de que la
visualización se realiza en una ventana individual.
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Figura 4.13: Interfaz gráfica con Python - Entrono de visualización de señales obtenidas por los encoders.

Otro entorno de interés es el de Visualización, el cual se muestra en la Figura 4.13. Aquí se presentan
tres secciones. La primera permite conectar y desconectar la tarjeta de adquisición de datos a traves de la
selección de un puerto serial. En la segunda sección se puede visualizar el valor numérico de las posiciones
articulares en grados. Finalmente a la derecha se muestran de manera gráfica las posiciones en el tiempo de
cada uno de las articulaciones. Este entorno permite verificar el correcto funcionamiento de los sensores de
posición. Así mismo, es posible verificar que no hayan falsos contactos o ruido en las señales del encoder.



Capítulo 5

Modelado dinámico

5.1. Péndulo simple
En la figura 1.1 se muestra un péndulo simple compuesto por un servomotor, el cual tiene acoplado una
barra metálica de longitud l1 y esta sometido a la acción de la gravedad.

l1

l1

y0 y1

x1
x1

z0 z0 z1

z1

β1
Σ0Σ0

Σ0

Σ1

q1

q1

p
p0

p1 d0
1

d0
1

Figura 5.1: Vista lateral y vista superior del péndulo simple en q1 = 0 (posición de casa).

En la figura 5.1, a la izquierda, se muestra una vista lateral del péndulo simple, el cual consiste de una
base anclada al suelo, una base para el servomotor, el servomotor y una barra metálica (eslabón) anclada
al rotor y al estator del servomotor para generar el movimiento rotacional (positiva en sentido contrario
a las manecillas del reloj). A la derecha se tiene la vista superior del péndulo simple, donde se muestran
los parámetros geométricos del péndulo, como son; el espesor del servomotor y barra metálica β1 (donde
se ubica la referencia fija al centro geométrico del estator Σ0), la distancia l1 la cual inicia en el centro
geométrico del estator y termina en el centro geométrico del efector final (donde se ubica la referencia Σ1

debido al efector final o extremo final) y finalmente se muestra q1 que representa la rotación efectuada sobre
el centro geométrico del estator.

47



48 CAPÍTULO 5. MODELADO DINÁMICO

5.1.1. Cinemática directa analítica de Euler
Partiendo de la ecuación fundamental de la cinemática

p0 = d1
0 +R(ϕ, θ, ψ)p1 (5.1)

Dado que no existe ninguna herramienta asociada al extremo final del péndulo, entonces p1 = [0 0 0]T. Por
lo tanto, la cinemática directa para el péndulo queda definida cómo:

p0 = d1
0 = Rz0(q1)



l1
0
β1


 (5.2)

5.1.2. Cálculo de la velocidad
La cinemática diferencial se obtiene derivando (5.2):

v1 =
d

dt
p0 = Ṙz0(q1)



lc1
0
β1


 = S(q̇1k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


 (5.3)

5.1.3. Cálculo de la rapidez lineal

La rapidez se define como ∥v∥2 = vTv , entonces:

∥v∥2 =



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


 q̇21 (5.4)

donde S(q̇1k)TS(q̇1k) = −S2(q̇1k) = S2(−q̇1k), además S2(q̇1k) = S2(k)q̇21 = q̇21S
2(k).

5.1.4. Cálculo de las energías

5.1.4.1. Energía cinética

La energía cinética para el péndulo se define como K = 1
2
m∥v∥2 + 1

2
Ipq̇

2
1 , entonces:

K =
1

2


m



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


+ Ip


 q̇21 (5.5)

5.1.4.2. Energía potencial

La energía potencial U(q1) en el caso del péndulo es:

U(q1) = mlc1g[1− cos(q1)] (5.6)
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5.1.5. Cálculo del Lagrangiano
El lagrangiano se define como L(q1, q̇1) = K(q1, q̇1)− U(q1); entonces, de (5.5) y (5.6) se tiene:

L(q1, q̇1) =
1

2


m



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


+ Ip


 q̇21 −mlc1g[1− cos(q1)] (5.7)

5.1.6. Ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L(q1, q̇1)
∂q̇1

=


m



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


+ Ip


 q̇1 (5.8)

d

dt

[
∂L(q1, q̇1)

∂q̇1

]
= +


m



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


+ Ip


 q̈1 (5.9)

∂L(q1, q̇1)
∂q1

= −mlc1g sen(q1) (5.10)

5.1.7. Modelo dinámico
Por último de las ecuaciones (5.9) y (5.10) se tiene:

τ =


m



lc1
0
β1




T

RT
z0
(q1)S

2(−k)Rz0(q1)



lc1
0
β1


+ Ip


 q̈1 +mlc1g sen(q1) + bq̇1 + fcsigno(q̇1)

+ fe[1− |signo(q̇1)|] (5.11)

5.2. Nuevas propiedades del modelo cinemático y diferencial

A partir del modelo dinámico del péndulo simple se desprenden las siguientes propiedades:

Propiedad 21. La matriz antisimétrica S(k) ∈ R3×3 cumple la siguiente equivalencia:

S(k) =

[
Rz(

π
2
) o

oT 0

]
, donde o = [0 0]T ∈ R2×1

■
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Propiedad 22. Sea la matriz antisimétrica S(k) ∈ R3×3 y la matriz de rotación Rz(q) ∈ R3×3, entonces
:

S(k)Rz(q) = Rz(q)S(k) =

[
Rz(

π
2
+ q) o

oT 0

]

donde o = [0 0]T ∈ R2×1 es un vector de ceros y q ∈ R es un angulo expresado en radianes.
■

Propiedad 23. Sea la matriz antisimétrica S(k) ∈ R3×3 y la matriz de rotación Rz(q) ∈ R3×3, entonces
:

[S(k)Rz(q)]
T S(k)Rz(q) = Rz(q)S

2(−k)Rz(q) =

[
I o

oT 0

]

donde o = [0 0]T ∈ R2×1 es un vector de ceros, I ∈ R2×2 es la matriz identidad y q ∈ R es un angulo
expresado en radianes.

■

5.3. Robot de 2 grados de libertad

5.3.1. Cinemática directa analítica de Euler

l1 l2y0 y1 y2

x0

x2

x2

z0 z0
z1

z1

z2

z2

Σ0

Σ2

q1
q1

q2

q2

p
p0

p2
d0
1d0

1
d1
2

d1
2

Figura 5.2: Vista lateral y vista superior del robot de 2gdl en q1 = q2 = 0 (posición de casa).

Partiendo de la ecuación fundamental de la cinemática se cumple:

Para el primer eslabón se sabe que, d1
0 = Rz0 [l1 0 β1]

T ∈ R3×1. Hay una rotación de ϕ = q1 respecto
a z0, no hay rotaciones respecto al eje x0 ni al eje y0 por lo que θ = ψ = 0. Por lo tanto:
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p0 = d1
0 +R1

0(ϕ, 0, 0)p1 = Rz0(q1)





l1
0
β1


+ p1


 (5.12)

Dado que para el segundo eslabón no existe ninguna herramienta asociada al extremo final del robot,
entonces p2 = [0 0 0]T, además d2

0 = Rz0 [l2 0 β2]
T ∈ R3×1 ; por lo tanto:

p1 = d2
1 +R2

1(ϕ, θ, ψ)p2 = Rz1(q2)



l2
0
β2


 (5.13)

Reemplazando (5.12) en (5.13) se tiene:

p0 = Rz0(q1)





l1
0
β1


+Rz1(q2)



l2
0
β2




 (5.14)

5.3.2. Cálculo de la velocidad
Para obtener los vectores de la velocidad articular v1 y v2 se procede a calcular la cinemática diferencial.
La velocidad v1 se obtiene de derivar p0 = d1

0 +R1
0(ϕ, θ, ψ)p1 cuando p1 = 0. Es decir, cuando p0 = d1

0

v1 = ḋ1
0 = S(k0)Rz0(q1)



lc1
0
β1


 q̇1 (5.15)

La velocidad v2 se obtiene derivando p0 de la ecuación (5.14):

v2 = ṗ0 =


S(k0)Rz0(q1)



l1
0
β1


+ S(k0)Rz0(q1 + q2)



lc2
0
β2




 q̇1 + S(k1)Rz0(q1 + q2)



lc2
0
β2


 q̇2 (5.16)

5.3.3. Cálculo de la rapidez lineal

La rapidez ∥v1∥2 se obtiene:

∥v1∥2 = vT
1 v1 =



lc1
0
β1




T [
I o

oT 0

]

lc1
0
β1


 q̇21 (5.17)

La rapidez ∥v2∥2 se obtiene:

∥v2∥2 = vT
2 v2 =





l1
0
β1


 q̇1 +Rz1(q2)



lc2
0
β2


 q̇1 +Rz1(q2)



lc2
0
β2


 q̇2



T [

I o

oT 0

]



l1
0
β1


 q̇1 +Rz1(q2)



lc2
0
β2


 q̇1 +Rz1(q2)



lc2
0
β2


 q̇2




(5.18)
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5.3.4. Cálculo de las energías

5.3.4.1. Energía cinética

La energía cinética para el robot de 2gdl se obtiene reemplazando (5.16) y (5.17) y luego de resolviendo se
tiene:

K =
1

2


I1 + I2 +m2





l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]



l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2




+m1



lc1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

lc1
0
β1





 q̇21

+


m2





l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]
Rz1(q2)



lc2
0
β2




+ I2


 q̇1q̇2

+
1

2


m2


Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]
Rz1(q2)



lc2
0
β2




+ I2


 q̇22 (5.19)

5.3.4.2. Energía potencial

La energía potencial U(q) en el caso del robot de 2gdl es:

U(q) = m1glc1 [1− cos(q1)] +m2g[[l1 + lc2 ]− [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]] (5.20)

5.3.5. Cálculo del Lagrangiano
El lagrangiano queda definido como L = K − U , entonces:

L =
1

2


I1 + I2 +m2





l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]



l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2




+m1



lc1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

lc1
0
β1





 q̇21

+


m2





l1
0
β1


+Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]
Rz1(q2)



lc2
0
β2




+ I2


 q̇1q̇2

+
1

2


m2


Rz1(q2)



lc2
0
β2





T [

I o
oT 0

]
Rz1(q2)



lc2
0
β2




+ I2


 q̇22 (5.21)

−m1glc1 [1− cos(q1)]−m2g[[l1 + lc2 ]− [l1cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]] (5.22)

5.3.6. Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

∂L(q, q̇)
∂q̇1

=


I1 + I2 +m1



lc1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

lc1
0
β1


+m2






l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

l1
0
β1


+ 2



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
Rz(q2)



lc2
0
β2


+



lc2
0
β2



T [

I o
oT 0

]

lc2
0
β2








 q̇1 +


m2






lc2
0
β2



T [

I o
oT 0

]

lc2
0
β2


+



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
Rz(q2)



lc2
0
β2





+ I2


 q̇2 (5.23)
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d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇1

]
=


I1 + I2 +m1



lc1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

lc1
0
β1


+m2






l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]

l1
0
β1


+ 2



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
Rz(q2)



lc2
0
β2


+



lc2
0
β2



T [

I o
oT 0

]

lc2
0
β2








 q̈1 + 2m2



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
S(k)Rz(q2)



lc2
0
β2


 q̇1q̇2 +m2



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
S(k)Rz(q2)



lc2
0
β2


 q̇22

+


m2



lc2
0
β2



T [

I o
oT 0

]

lc2
0
β2


+



l1
0
β1



T [

I o
oT 0

]
Rz(q2)



lc2
0
β2


+ I2


 q̈2 (5.24)

∂L(q, q̇)
∂q̇2
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
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
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
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
 q̇1 (5.25)

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇2

]
=
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
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
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
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
 q̇1q̇2 (5.26)

∂L(q, q̇)
∂q1

=−m1glc1 sen(q1)−m2g[l1 sen(q1) + lc2 sen(q1 + q2)] (5.27)

∂L(q, q̇)
∂q2

=−m2l1lc2 sin(q2)q̇
2
1 −m2l1lc2 sin(q2)q̇1q̇2 −m2glc2 sin(q1 + q2) (5.28)

5.3.7. Modelo dinámico del robot de 2gdl

τ =




τ1

τ2


 =
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
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2m2
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
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
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
 q̇2
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

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0
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

T [

I o
oT 0

]
S(k)Rz(q2)



lc2
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
 q̇1 0




︸ ︷︷ ︸
C(q,q̇)




q̇1

q̇2




+



m1glc1 sen(q1) +m2g [ l1 sen(q1) + lc2 sen(q1 + q2) ]

m2glc2 sin(q1 + q2)




︸ ︷︷ ︸
g(q)

+Bq̇ + Fcsgn(q̇) + Fe[1− |sgn(q̇)|]︸ ︷︷ ︸
ff

(5.29)
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donde q, q̇, q̈ ∈ Rn×1 es el vector de posición, velocidad y aceleración en coordenadas articulares, res-
pectivamente. M(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, la cual es cuadrada, simétrica y definida positiva;
C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de Coriolis y fuerzas centrípetas; g(q) ∈ Rn×1 es el par gravitacional;
ff(q̇) ∈ Rn×1 es el vector de pares de fricción presente en cada articulación del robot, B,Fc ∈ Rn×n

son matrices diagonales de coeficientes de fricción viscosa y de Coulomb, respectivamente. La fricción es-
tática fe ∈ Rn×1 está representada por fe = [fe1, fe2, . . . , fen]

T que es el vector de fricción estática que
contiene los coeficientes de fricción estática de cada uno de los servomotores del robot manipulador

5.4. Robot de 3 grados de libertad

En la Figura 5.3 se muestra una vista frontal (Izquierda) y una vista superior (Derecha) del robot de 3 gdl,
el cual consiste de una base anclada al suelo de longitud l1, tres servomotores (uno montado sobre la base
y dos más sobre los eslabones de longitud l2 y l3), una estructura para cada uno de los tres servomotores
cuyos espesores son β1, β2 y β3. Las barras metálicas (eslabones) están ancladas al rotor y al estator de cada
servomotor para generar el movimiento rotacional medido por los ángulos q1, q2 y q3 (positivos en sentido
contrario a las manecillas del reloj).

.

l1

l1a

l2 l3

y0

y1

y2 y3

x0

x1

x2 x3

z0

z1
z1 z2

z2 z3

z3

β1

β2

β3

Σ0

Σ1 Σ2 Σ3

q1

q2q2

q3

q3

Figura 5.3: Robot de 3 gdl en la posición de casa (q1 = q2 = q3 = 0).

El sistema de referencia Σ0(x0, y0, z0) se ubica en la base del robot, el eje z0 está alineado con el eje de
rotación del primer servomotor y el eje x0 apunta a la derecha. El sistema de referencia Σ1(x1, y1, z1) se
ubica sobre el segundo servomotor, el eje z1 está alineado con el eje de rotación del segundo servomotor y
el eje x1 apunta hacia la derecha a lo largo del segundo eslabón. El sistema de referencia Σ2(x2, y2, z2) se
ubica sobre el tercer servomotor, el eje z2 está alineado con el eje de rotación del tercer servomotor y el eje
x2 apunta hacia la derecha a lo largo del tercer eslabón. El sistema de referencia Σ3(x3, y3, z3) se ubica en
el extremo final del robot de 3gdl, el eje z3 es paralelo al eje z2 y el eje x1 apunta hacia la derecha.

5.4.1. Cinemática directa analítica de Euler
Con el objetivo de obtener el modelo dinámico del robot de 3 gdl a través de la mecánica analítica de Euler
se han plasmado en la Figura 5.4 los vectores p01,p02 y p03 que representan la relación entre los sistemas
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Σ1 → Σ0,Σ2 → Σ0 y Σ3 → Σ0 respectivamente; así mismo, se han representado los vectores d1
0,d

2
1 y d3

2

que serán utilizados más adelante.

.

.

l 1
+
β
1
+
l 1
a

l2 l3

y0

y1

y2 y3

x0

z0

z0

z1
z1

z2 z3

β2

β3

Σ0

Σ1 Σ2 Σ3

q1

q2

q2

q3

q3

p02

p03

d0
1 = p01

d1
2 d1

2

d2
3

d2
3

Figura 5.4: Robot de 3 gdl en la posición de casa (q1 = q2 = q3 = 0).

Para obtener los vectores p01,p02 , p03 calculamos primero p0,p1 y p2 empleando la ecuación fundamental
de la cinemática [1, 2], tal que:

Para el primer eslabón:

p0 = d1
0 +R1

0(ϕ, θ, ψ)p1 (5.30)

Se sabe que, d1
0 = Rz0(q1)[0 0 l1 + β1 + l1a]

T ∈ R3. Hay una rotación de ϕ = q1 respecto a z0, una
rotación de θ = π

2
respecto al eje x0 y no hay rotación respecto al eje y0 por lo que ψ = 0. Por lo

tanto, se tiene:

p0 = Rz0(q1)






0
0

l1 + β1 + l1a


+Rx0(

π

2
)p1


 (5.31)

Para el segundo eslabón:
p1 = d2

1 +R2
1(ϕ, θ, ψ)p2 (5.32)

Se sabe que, d2
1 = Rz1(q1)[l2 0 β2]

T ∈ R3. Hay una rotación de ϕ = q2 respecto a z1, no hay
rotaciones respecto al eje x1 ni al eje y1 por lo que θ = ψ = 0. Por lo tanto, de la ecuación (5.32) se
tiene:

p1 = Rz1(q2)





l2
0
β2


+ p2


 (5.33)

Para el tercer eslabón:
p2 = d3

2 +R3
2(ϕ, θ, ψ)p3 (5.34)
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Dado que no existe ninguna herramienta asociada al extremo final del robot, entonces p3 = [0 0 0]T;
por lo tanto:

p2 = d3
2 = Rz2(q3)



l3
0
β3


 (5.35)

Ahora ya podemos proceder a calcular los vectores p01,p02 , p03. Entonces, partiendo de la ecuación fun-
damental de la cinemática se cumple:

La relación entre Σ1 → Σ0: p01 se obtiene de la ecuación (5.31) cuando p1 = [0 0 0]T , tal que:

p01 = d1
0 = Rz0(q1)




0
0

l1 + β1 + l1a


 (5.36)

La relación entre Σ2 → Σ0: p02 se obtiene de las ecuaciones (5.31) y (5.33) cuando p2 = [0 0 0]T ,
tal que:

p02 = Rz0(q1)






0
0

l1 + β1 + l1a


+Rx0(

π

2
)Rz1(q2)



l2
0
β2




 (5.37)

La relación entre Σ3 → Σ0 : p03 se obtiene de las ecuaciones (5.31) y (5.35), tal que:

p03 = Rz0(q1)






0
0

l1 + β1 + l1a


+Rx0(

π

2
)Rz1(q2)





l2
0
β2


+Rz2(q3)



l3
0
β3






 (5.38)

5.4.2. Cinemática diferencial
La velocidad v1 se obtiene de derivar la ecuación (5.36):

v1 = ṗ01 = S(k0)Rz0(q1)




0
0

l1 + β1 + l1a


 q̇1 = 0 (5.39)

La velocidad v2 se obtiene derivando p02 de la ecuación (5.37):

v2 = ṗ02 = S(k0q̇1)Rz0(q1)






0
0

l1 + β1 + l1a


+Rx0(

π

2
)Rz1(q2)



lc2
0
β2




+Rz0(q1)Rx0(

π

2
)S(q̇2k)Rz1(q2)



lc2
0
β2




=
[
S(q̇1k0 +Rz0(q1)Rx0(

π

2
)q̇2k1)

]
Rz0(q1)Rx0(

π

2
)Rz1(q2)



lc2
0
β2


 (5.40)
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La velocidad v3 se obtiene derivando p03 de la ecuación (5.38):

v3 = ṗ03 =S(q̇1k)Rz0(q1)






0
0

l1 + β1 + l1a


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π

2
)Rz1(q2)
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


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0
β2


+Rz2(q3)



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0
β3




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

+Rz0(q1)


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π

2
)S(q̇2k1)Rz1(q2)
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


l2
0
β2
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+Rz2(q3)
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
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0
β3



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
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
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
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π

2
)Rz1(q2)S(q̇3k2)Rz2(q3)



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0
β3




 (5.41)

=S
(
q̇1k0 +Rz0(q1)Rx0(

π

2
)q̇2k1

)
Rz0(q1)Rx0(

π

2
)Rz1(q2)



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β2



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π

2
)(q̇2 + q̇3)k1

)
Rz0(q1)Rx0(

π

2
)Rz1(q̇2 + q̇3)



lc3
0
β3


 (5.42)

5.4.3. Rapidez cartesiana

La rapidez ∥ṗ01∥2 se obtiene:

∥ṗ01∥2 = vT
1 v1 = 0 (5.43)

La rapidez ∥ṗ02∥2 se obtiene:

∥ṗ02∥2 = vT
2 v2

= q̇21


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

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T
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

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
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
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
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
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
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
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La rapidez ∥ṗ03∥2 se obtiene:

∥ṗ03∥2 =
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
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
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5.4.4. Energía potencial
La energía potencial U(q) en el caso del robot de 3gdl es:

U(q) = m1glc1 +m2glc2 sen(q2) +m3g[l2 sen(q2) + lc3 sen(q2 + q3)] (5.46)

5.4.5. Energía cinética
La energía cinética K en el caso del robot de 3gdl es:

K =
1

2
m1∥ṗ01∥2 +

1

2
I1q̇

2
1 +

1

2
m2∥ṗ02∥2 +

1

2
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2 +
1

2
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2
I3[q̇1 + q̇2 + q̇3]

2 (5.47)
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
 , (5.48)

donde los elementos de la la matriz de inercia M(q) ∈ Rn×n quedan definidos por:
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m22 =



l2
0
β2




T

[
I − k0k

T
1

]


l2
0
β2


+



l2
0
β2




T

[
I − k0k

T
1

]


l3
0
β3


+



lc2
0
β2




T

Rz1(q2)
Tk1k

T
1Rz1(q2)



lc2
0
β2




+



l3
0
β3




T

[
I −Rz0(q1)R

T
x0
(π
2
)k0k

T
1R

T
x0
(π
2
)Rz0(q1)

T
]


l3
0
β3


 (5.51)
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5.4.6. Modelo dinámico del robot de 3gdl
El modelo dinámico del robot de 3gdl se puede escribir de manera compacta de la siguiente manera [1,44]:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + ff(q̇) = τ (5.54)

donde q, q̇, q̈ ∈ Rn×1 es el vector de posición, velocidad y aceleración en coordenadas articulares, respec-
tivamente.

La matriz de Coriolis y fuerzas centrípetas C(q, q̇) ∈ Rn×n se puede obtener mediante (5.55):

C(q, q̇)q̇ = Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
(5.55)

El par gravitacional g(q) se define como:

g(q) =
∂U(q)
∂q

(5.56)

Y el vector de pares de fricción:

ff(q̇) = Bq̇ + Fcsgn(q̇) + Fe[1− |sgn(q̇)|] (5.57)



Capítulo 6

Control para robots manipuladores

A continuación se presenta el desarrollo de un esquema de control adaptable con base a modelo
de referencia

6.1. Algoritmo de control de posición puro
El diseño de nuevos esquemas de control implica grandes retos teóricos que mejoran sustancialmente pro-
blemas de origen práctico. Su estudio resulta indispensable en aplicaciones que no pueden ser llevadas a
cabo por medio de algoritmos de control tradicionales. De ahí que el diseño de controladores sigue siendo
un problema de gran interés [1].

El problema de control de posición también se conoce como regulación: consiste en mover el extremo final
de] robot manipulador independientemente de su posición inicial q(0) hacia una posición deseada constante
qd. La importancia de esta problemática radica en proponer estrategias de control que no sólo cumplan con
el objetivo de control de posición ĺımt→∞[q̃T q̇T]T = [0T 0T]T ∈ R2n×1, sino también que el desempeño
práctico sea alto. El desempeño de un algoritmo de control se refiere a realizar de manera correcta y exacta
la tarea programada al robot, lo que lo habilita a llevar a cabo diversas aplicaciones de control punto a
punto [1] . Bajo esta filosofía es que se propone el siguiente esquema de control:

τ = Kp fp(q̃)−Kv fv(q̇) + g(q) (6.1)

donde,Kp yKv ∈ Rn×n son matrices diagonales definidas positivas de las ganancias proporcional y deriva-
tiva respectivamente. Los vectores asociados a la acción de control proporcional fp(q̃) ∈ Rn×1 y derivativa
fv(q̇) ∈ Rn×1 están conformados por componentes hiperbólicos y se definen como:

fp(q̃) =

[
cosh2m(α1q̃) senh

2m(α1q̃)

cosh2m(α1q̃) senh
2m(α1q̃) + 1

]
[coth(α1q̃) + tanh(α1q̃)] (6.2)

fv(q̇) =

[
cosh2m(α2q̇) senh

2m(α2q̇)

cosh2m(α2q̇) senh
2m(α2q̇) + 1

]
[coth(α2q̇) + tanh(α2q̇)] (6.3)

donde m ∈ N es un número entero positivo; α1, α2 ∈ R+ son parámetros del algoritmo de control. En
conjunto conforman una familia de controladores saturados cuya respuesta se muestra en las figuras 6.1 y
6.2.
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En la Figura 6.1 se observa la respuesta de la acción de control fp(q̃) en función de distintos valores de m.
Tenga en cuenta que para valores de m > 1 existe una zona al rededor del origen donde la respuesta de la
acción de control es casi nula. recomendamos usar valores de m = 1 para fines de control.
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1

Figura 6.1: Familia de funciones hiperbólicas saturadas f(x) para α1 = 1.

En la Figura 6.2 se observa la respuesta de la acción de control fp(q̃) en función de distintos valores de
α1. Tenga en cuenta que aumenta la sensibilidad de la acción de control conforme el valor numérico de α1

aumenta. La selección adecuada del parámetro α1 dependerá de cada aplicación.
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Figura 6.2: Familia de funciones hiperbólicas saturadas f(x) para m = 1.

Tenga en cuenta que la función fp(q̃) va de [−2, 2] en el eje y del plano cartesiano por lo que se debe dividir
la ganancia deseada entre 2 para evitar saturar los servomotores.
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6.1.1. Ecuación en Lazo cerrado

Sea el modelo dinámico del robot manipulador;

τ =M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) +Bq̇ (6.4)

y el esquema de control propuesto en (6.1), tal que, al igualar (6.1) y (6.2) se obtiene la ecuación en lazo
cerrado:

d

dt




q̃

q̇


 =




−q̇

M−1(q)

[
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cosh2m(α2q̇) senh

2m(α2q̇)

cosh2m(α2q̇) senh
2m(α2q̇) + 1

[coth(α2q̇) + tanh(α2q̇)]− C(q, q̇)q̇ −Bq̇

]




(6.5)

6.2. Análisis de estabilidad asintótica global

6.2.1. Análisis del punto de equilibrio

Para este propósito, se evalúan las condiciones que hacen a la ecuación (6.5) igual a cero, es decir:




˙̃q

q̈


 =


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−q̇

M−1(q)

[
Kp

cosh2m(α1q̃) senh
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[coth(α1q̃) + tanh(α1q̃)]

−Kv
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2m(α2q̇)

cosh2m(α2q̇) senh
2m(α2q̇) + 1

[coth(α2q̇) + tanh(α2q̇)]− C(q, q̇)q̇ −Bq̇

]



=




0

0




Esto se cumple si:

i) −q̇ = −Iq̇ = 0 ⇔ q̇ = 0. → Si q̇ = 0 ⇒ q(t) = Constante

ii) M(q) > 0 ⇔ M−1(q) > 0, además, C(q, q̇) = C(q, q̇)|q̇=0 = 0 ∈ Rn×n, también, Bq̇ = 0 ⇔ q̇ =
0, B > 0 .

iii) Así mismo:

Kp
cosh2m(α1q̃) senh

2m(α1q̃)

cosh2m(α1q̃) senh
2m(α1q̃) + 1

[coth(α1q̃) + tanh(α1q̃)] =0 ⇔ q̇ = 0, Kp > 0

Kv
cosh2m(α2q̇) senh

2m(α2q̇)

cosh2m(α2q̇) senh
2m(α2q̇) + 1

[coth(α2q̇) + tanh(α2q̇)] =0 ⇔ q̃ = 0, Kv > 0

Si q̃ = 0 ⇒ q(t) = qd

Por lo tanto: el punto de equilibrio existe y es único
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6.2.2. Propuesta de la función candidata de Lyapunov
La propuesta de función candidata de Lyapunov se diseña siguiendo la filosofía de [49] y viene dada por la
siguiente expresión:

V (q̃, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2mα1

√
ln
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√
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)T

M(q)q̇ (6.6)

donde
√

ln
(
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2m(α1q̃) + 1
)

se define como:
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∈ Rn

Se cumple:

✓ V (q̃, q̇) = 0 ⇔ q̃ = 0, q̇ = 0;M(q) > 0;Kp > 0

✓ V (q̃, q̇) > 0 para todo q̃, q̇ ̸= 0; si y sólo si:

0 < ϵ0 <

√
mα1λ

mim
Kp

β
[1 + ||q̃||] (6.7)

donde β = λmáx
M ∈ R+ es el valor propio máximo de la matriz de masas e inercias M(q).

6.2.3. Derivada de la función candidata de Lyapunov
Derivando la ecuación (6.6) y acotando se tiene:

V̇ (q̃, q̇) ≤−
[
∥q̃∥
∥q̇∥

] [
a b
c d

] [
∥q̃∥
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]
= −

[
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∥q̇∥

]
Q

[
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]
; Q > 0 ∈ R2×2 (6.8)

donde:
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máx
Kv

γmγv
√
n− ϵ0

mα1[1 + ||q̃||]Kc1γm +
ϵ0

mα1[1 + ||q̃||]λ
máx
B γm]

d =λmı́n
Kv
γv
√
n+ λmı́n

B − ϵ0
[1 + ||q̃||]λ

máx
B

√
n− ϵ0

mα1

γmβ

Dado que el punto de equilibrio existe y es único. La función candidata de Lyapunov V (q̃, q̇) > 0 es
definida positiva y su derivada V̇ (q̃, q̇) < 0 es definida negativa , entonces se concluye que el punto
de equilibrio tiene estabilidad asintótica global.
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6.3. Algoritmo de control versión adaptable
Debido a la conocida propiedad de parametrización lineal de la dinámica del robot en términos de un
conjunto adecuado de parámetros de robot y carga útil, podemos expresar el vector de pares gravitacionales
g(q) como [50]:

g(q) =g0(q) + Φ(q)θ̂ (6.9)

donde Φ(q) ∈ Rn×n es una matriz conocida, θ̂ ∈ Rn×1 es el vector de parámetros adaptables y g0(q) es
el vector de pares gravitacionales independiente de θ̂. Entonces la versión adaptable del control 6.1 queda
definida cómo:

τ =Kp fp(q̃)−Kv fv(q̇) + g0(q) + Φ(q)θ̂ (6.10)

donde,Kp yKv ∈ Rn×n son matrices diagonales definidas positivas de las ganancias proporcional y deriva-
tiva respectivamente. Los vectores asociados a la acción de control proporcional fp(q̃) ∈ Rn×1 y derivativa
fv(q̇) ∈ Rn×1 están conformados por componentes hiperbólicos y se definen en 6.2 y 6.3.

6.4. Ley de adaptación
Hemos propuesto la ley de adaptación (6.11) tomando como referencia el trabajo de [50], sin embargo la
diferencia más importante radica en que se ha agregado una no linealidad senh(q̃) ∈ Rn×1 tal como se
observa a continuación.

θ̂ =Γ

∫ t

0

ΦT(q)
senh(q̃)

1 + ∥q̇∥2dσ + θ̂0 (6.11)

donde θ̂0 ∈ Rn×1 es el vector de parámetros estimados en el instante t = 0 y Γ ∈ Rn×n es una matriz
simétrica definida positiva de las ganancias de adaptación.

Esta ley de adaptación se utilizará en los esquemas de control adaptable que veremos en los las secciones
posteriores; sin embargo, usaremos subíndices para diferenciar los parámetros usados en el esquema de
control MRAC y el esquema de control adaptable con autosintonía.

6.5. Control MRAC con compensación adaptable de gravedad
El modelo de control adaptable MRAC propuesto es el que se muestra en la Figura 6.3, el cual está formado
por el robot manipulador con dinámica desconocida (par gravitacional), un modelo de referencia con espe-
cíficaciones de la respuesta deseada del sistema de control qr, una ley de control τ con ajuste de parámetros
del par gravitacional θg ∈ Rn×1 y el algoritmo de adaptación, tal que se obtenga la respuesta deseada en el
robot; es decir, que el error de adaptación q̃a ∈ Rn×1 converja a cero conforme t→ ∞, donde q̃a = qr− q.
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Algoritmo de control

Esquema de adaptación

Modelo de referencia

q̈m = M−1
m [Kp fp(q̃m)−Kv fv(q̇m)

+Cm(qm, q̇m)−Bmq̇m]

θ̂g = Γg
∫ t
0 ΦT

g (q)
senh(q̃a)
1 + ‖q̇‖2 dσ + θ̂g0
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τ = Kp fp(q̃)

−Kv fv(q̇) + gm(q)
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q̇

θ̂g
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Figura 6.3: Control MRAC con compensación adaptable de gravedad.

El esquema de adaptación se emplea para calcular el parámetro θ̂g ∈ Rn×1 que representa la ganancia
empleada en la compensación del par gravitacional con una condición inicial θ̂g0 ∈ Rn×1, Φ ∈ Rn×n

es una matriz de lecturas, tal que gm(q) = gm0(q) + Φθ̂g ∈ Rn×1 es un modelo del par gravitacional que
eventualmente converge al valor real g(q), el vector gm0(q) es el modelo del par gravitacional de referencia,
la matriz Γg ∈ Rn×n es una matriz simétrica definida positiva de las ganancias de adaptación y q̇ ∈ Rn×1

es la velocidad articular.

A lo largo de este análisis se considera que es conocida toda la dinámica del robot, tanto sus parámetros
como la forma matemática del modelo dinámico, sin embargo, se desconoce completamente el efecto de
par gravitacional.

6.5.1. Control MRAC con compensación adaptable de gravedad para el péndulo
simple

El algoritmo de control en el caso del péndulo toma la forma de:

τ = kp fp(q̃)− kv fv(q̇) + gm(q) (6.12)

donde θ̂g ∈ R+ es el parámetro adaptable, gm(q) = gm0(q)+ϕg(q)θ̂g, además gm0(q) = mm0gm0lcm0
sen(q)

y ϕg(q) = sen(q) ∈ R+. Por otro lado, la ley de adaptación para el péndulo simple toma la forma:

θ̂g =γg

∫ t

0

sen(q)
senh(q̃a)

1 + q̇2
dσ + θ̂g0 (6.13)

donde γg ∈ R+ es la ganancia de adaptación, θ̂g es el parámetro de adaptación y θ̂g0 es una condición inicial.
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6.5.2. Control MRAC con compensación adaptable de gravedad para el robot de 2
gdl

En el caso del robot de 2gdl utilizamos el algoritmo de control (6.14), el cual es una variante del algoritmo
de control en su versión adaptable (6.10).

τ = Kp fp(q̃)−Kv fv(q̇) + gm(q) (6.14)

donde el término gm(q) = gm0(q)+Φg(q)θ̂g, el vector independiente gm0(q) ∈ R2×1 y la matriz de lecturas
Φg(q) ∈ R2×2 se definen como:

gm0(q) = g

[
g10 sen(q1) + g20 sen(q1 + q2)

g20 sen(q1 + q2)

]
(6.15)

Φg(q) =

[
sen(q1) sen(q1 + q2)

0 sen(q1 + q2)

]
(6.16)

donde g10 y g20 ∈ R+ representan valores numéricos aproximados a los parámetros del par gravitacional
real, cabe resaltar que los valores reales se consideran desconocidos pero constantes. La ley de adaptación
utilizada es:

θ̂g =Γg

∫ t

0

ΦT
g (q)

senh(q̃a)

1 + ∥q̇∥2dσ + θ̂g0 (6.17)

6.6. Control con autosintonía y compensación adaptable de gravedad
El modelo de control adaptable con autosintonía propuesto es el que se muestra en la Figura 6.4, el cual está
formado por el robot manipulador con dinámica desconocida (par gravitacional), un algoritmo de control
τ con ajuste de parámetros del par gravitacional θ̂ ∈ Rn×1 y la ley de adaptación, tal que se obtenga la
respuesta deseada en el robot; es decir, que el error de posición q̃ ∈ Rn×1 converja a cero conforme t→ ∞,
donde q̃ = qd − q.

-

å

+ Algoritmo de control
τ = Kp fp(q̃)−Kv fv(q̇)

+ g0(q) + Φ(q)θ̂

Esquema de Adaptación

θ̂ = Γ
∫ t

0
ΦT(q)

senh(q̃)
1 + ‖q̇‖2 dσ + θ̂0

τqd

q̃

qq

q

q

q̇

θ̂

Σ

Figura 6.4: Control con autosintonía y compensación adaptable de gravedad.
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El esquema de adaptación se emplea para calcular el parámetro de adaptación θ̂ ∈ Rn×1 con una condición
inicial θ̂0 ∈ Rn×1, ϕ ∈ Rn×1 es un vector de lecturas, tal que g(q) = g0(q) + Φ(q)θ̂ ∈ Rn×1 ∈ Rn×1 es
el modelo del par gravitacional representado como una combinación de parámetros del robot y carga útil.
Γ ∈ Rn×n es la matriz simétrica definida positiva de las ganancias de adaptación y q̇ ∈ Rn×1 es la velocidad
articular.

6.6.1. Péndulo simple
El algoritmo de control 6.10 queda representado en el caso del péndulo por:

τ = kp fp(q̃)− kv fv(q̇) + g0(q) + ϕ(q)θ̂ (6.18)

donde θ̂ ∈ R+ es el parámetro adaptable, además g0(q) y ϕ(q) ∈ R+ se definen como :

g0(q) =m0g0lc0 sen(q) (6.19)
ϕ(q) = sen(q) (6.20)

La ley de adaptación (6.11) para el péndulo simple toma la forma:

θ̂ =γ

∫ t

0

sen(q)
senh(q̃)

1 + q̇2
dσ + θ̂0 (6.21)

donde γ ∈ R+ es la ganancia de adaptación, θ̂ es el parámetro de adaptación y θ̂0 es una condición inicial.

6.6.2. Robot de 2gdl
En el caso del robot de 2gdl utilizamos el algoritmo de control (6.10), donde el término independiente
g0(q) ∈ R2×1 y la matriz de lecturas Φ(q) ∈ R2×2 se definen como:

g0(q) = g

[
g10 sen(q1) + g20 sen(q1 + q2)

g20 sen(q1 + q2)

]
(6.22)

Φ(q) =

[
sen(q1) sen(q1 + q2)

0 sen(q1 + q2)

]
(6.23)

donde g10 y g20 ∈ R+ representan valores numéricos aproximados a los parámetros del par gravitacional
real, cabe resaltar que los valores reales se consideran desconocidos pero constantes. La ley de adaptación
utilizada es la de la ecuación 6.11.



Capítulo 7

Resultados de simulación y experimentales

En este capítulo se evalúa el desempeño del esquema de control adaptable con base en el
modelo de referencia y el esquema de control adaptable con autosintonía utilizando simulaciones
y experimentos con el robot ROTRADI I.

7.1. Resultados de simulación

7.1.1. Robot tipo péndulo simple
Para propósitos de simulación se han definido algunos parámetros numéricos. Para el algoritmo de control
(6.12) y (6.18) definimos kp = 150×0.8/2, kv = 0.69×kp1, α1 = 1.335, α2 = 0.1885,mm0 = m0 = 0.5kg
, lcm0

= lc0 = 0.001m, g = 9.81m/s2 y para la ley de control (6.13) y (6.21) definimos γ = 270, γg = 455 y
θ̂g0 = θ̂0 = 0Nm. La simulación se hizo correr 2s. En cada una de las siguientes graficas se observan líneas
diferentes.
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Figura 7.1: Posición del robot.
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La línea entrecortada en color amarillo corresponde al comportamiento del robot sin control adaptable,
mientras que la línea entrecortada en color verde corresponde al modelo referencia usado en el control
adaptable MRAC. Las líneas sólidas en color azul y rojo corresponden al comportamiento que presenta
el robot cuando se usa control adaptable MRAC y control adaptable con autosintonía respectivamente. En
la Figura 7.1 se observan cuatro curvas correspondientes a la posición del robot. Se observa que el robot
con control adaptable MRAC y con autosintonía se posicionan en q = 90◦ en un tiempo de t = 0.2s
aproximadamente, alcanzando en el estacionario un error del orden de 10−5.
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Figura 7.2: Valor numérico de θ̂.
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Figura 7.3: Par solicitado al servomotor.
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En la Figura 7.2 se observa la evolución en el tiempo de θ̂, se aprecia que con ambos algoritmos de control
(Control Adaptable MRAC y con autosintonía) el parámetro θ̂ converge en un valor cercano a θ̂ ≈ 0.3875.
Y en la Figura 7.3 se muestra el par solicitado por el algoritmo de control al servomotor. El par máximo
solicitado no supera el 80% de τmáx es decir 120Nm en ninguno de los algoritmos analizados.

7.1.2. Robot de 2gdl
Para propósitos de simulación se han definido algunos parámetros numéricos. Para el algoritmo de control
(6.14) y (6.10) definimos kp1 = (150×0.8)/2, kp2 = (15×0.8)/2, kv1 = 0.9653×kp1 , kv2 = 0.9466×kp2 ,
α1 = 2.9, α2 = 0.5, g10 = 2.5, g20 = 0.008 , g = 9.81m/s2 y para la ley de control (6.17) y (6.11)
definimos la matriz de ganancias de adaptación para el control MRAC Γg = diag[157.5; 8.55], la matriz de
ganancias de control con autosintonía Γ = diag[435; 26.25] y θ̂g0 = diag[16; 2]Nm, θ̂0 = diag[14; 1]Nm.
La simulación se hizo correr 10s.

En cada una de las siguientes graficas se observan líneas diferentes. La línea entrecortada en color amarillo
corresponde al comportamiento del robot sin control adaptable, mientras que la línea entrecortada en color
cían corresponde al modelo referencia usado en el control adaptable MRAC. Las líneas sólidas en color ne-
gro y verde corresponden al comportamiento que presenta el robot cuando se usa control adaptable MRAC,
mientras que las líneas sólidas en color azul y rojo corresponden al control adaptable con autosintonía.

Figura 7.4: Posición del robot.

En la Figura 7.4 y 7.5 se observa la posición del robot. Se observa que el robot con control adaptable MRAC
y con autosintonía se posiciona en q = qr = [45◦, 90◦]T en un tiempo de t = 0.8s aproximadamente con un
ligero sobre impulso en la articulación q2. En el estacionario se alcanza un error del orden de 10−5 y 10−6.
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Figura 7.5: Posición del robot

En la Figura 7.6 se observa la evolución en el tiempo de θ̂, se aprecia que con ambos algoritmos de control
(Control Adaptable MRAC y con autosintonía) el parámetro θ̂ ≈ θ̂g converge a un valor cercano a θ̂ ≈
[13.94 , 1.748]T .
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Figura 7.6: Valor numérico de θ̂

En la Figura 7.7 se muestra el par solicitado por el algoritmo de control a los servomotores. El par máximo
solicitado no supera el 80% de τmáx es decir 120Nm y 12Nm en ninguno de los algoritmos analizados.
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Figura 7.7: Par solicitado a los servomotores

7.1.3. Medida del desempeño
Para este análisis se ha empleado una variante de la norma L2[f ], también conocida como rms[f ]. La norma
L[f ] se define como:

L[f ] =
√

1

t

∫ t

0

fT (φ)f(φ)dφ =

√
1

t

∫ t

0

∥f(φ)∥2dφ <∞ (7.1)

donde f = q̃ es una medida del errorde posición, medido para φ = 0 hasta φ = t . Teniendo en cuenta
además que la norma L2[f ] es inversamente proporcional al desempeño del esquema a evaluar.

El valor numérico de rms[q̃] obtenido con los esquemas de control evaluados durante la simulación se
muestra en la tabla 7.1:

Robot Esquema de control Duración del experimento L[q̃]

Péndulo simple
Control MRAC

2 s
0.36432

Control adaptable con autosintonía 0.36431
Control sin compensación de gravedad 0.36524

Robot de 2gdl
Control MRAC

2 s
0.25603

Control adaptable con autosintonía 0.25953
Control sin compensación de gravedad 0.28493

Tabla 7.1: Rendimiento durante simulación del algoritmo de control adaptable MRAC.
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En la Figura 7.8 y 7.9 se muestra el desempeño de los esquemas de control evaluados durante las simula-
ciones. En la Figura 7.8 se observa que para el caso del péndulo simple, los métodos de control adaptable
MRAC y con autosintonía presentan mejor desempeño que el obtenido mediante el algoritmo de control de
posición puro sin compensación adaptable de gravedad.

Figura 7.8: Desempeño del esquema de control para el péndulo simple.

En la Figura 7.9 se muestra el resultado obtenido luego de evaluar el desempeño utilizando la Norma L en el
robot de 2 gdl. De igual manera que con el péndulo simple, los métodos de control adaptable MRAC y con
autosintonía tienen el mejor desempeño; sin embargo, el control MRAC muestra el mejor desempeño [51].

Figura 7.9: Desempeño del esquema de control para el robot de 2gdl.
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7.2. Resultados experimentales: Robot de 3gdl
Para propósitos de experimentación se han definido algunos parámetros numéricos. Para el algoritmo de
control (6.14) y (6.10) definimos kp1 = (15×0.8)/2, kp2 = (50×0.8)/2, kp3 = (4×0.8)/2, kv1 = 0.98×kp1 ,
kv2 = 0.29 × kp2 , kv3 = 0.455 × kp3 , α1 = 1.3235, α2 = 0.27085, g20 = 0.6511, g30 = 0.045 ,
g = 9.81m/s2 y para la ley de control (6.17) y (6.11) definimos la matriz de ganancias de adaptación,
Γg = diag[112.5; 1.83] para el control MRAC y Γ = diag[0.20; 0.081] para el control con autosintonía. Así
mismo, se definen las condiciones iniciales para los parámetros adaptables θ̂g0 = diag[−0.07;−0.07]Nm,
θ̂0 = diag[−0.07;−0.07]Nm. Se realizó compensación adaptable de gravedad a la segunda y tercera arti-
culación, lo que corresponde al hombro y al codo. En el caso de la base se realizó unicamente control de
posición pura debido a que esta articulación no se ve afectada por la gravedad. El experimento se hizo correr
se hizo correr 5s.

7.2.1. Control de posición para el robot de 3gdl
En la Figura 7.10 se muestra la posición del robot. Se observa que el robot con control de posición pura
llega a la posición deseada qd = [60◦, 45◦, 90◦]T en un tiempo de t = 0.4s aproximadamente con un
ligero sobre impulso en la articulación q3. En el estacionario, el robot de 3gdl alcanza la posición q =
[61.495◦, 45.243◦, 91.178◦]T, lo que representa un error de posicionamiento ±1.5◦ aproximadamente, esto
es causado por la incertidumbre que existe en el par gravitacional.
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Figura 7.10: Posición del robot de 3gdl.

En la Figura 7.11 se muestra el par solicitado por el algoritmo de control a los servomotores. El par máximo
solicitado no supera el 80% de τmáx, es decir τ1 <= 0.8 ∗ 15Nm, τ2 <= 0.8 ∗ 50Nm y τ3 <= 0.8 ∗ 4Nm.
Se observa que el torque presenta variaciones en el transitorio, pero luego de 0.4 segundos entra al estado
estacionario donde se estabiliza en ciertos valores.
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Figura 7.11: Torque solicitado a los servomotores del robot de 3gdl.

7.2.2. Control adaptable para el robot de 3gdl
En cada una de las siguientes graficas se observan diferentes líneas. La línea entrecortada en color amarillo
corresponde al comportamiento del robot sin control adaptable; es decir, con el control de posición pura
(6.1). Las líneas sólidas en color rojo, azul y verde corresponden al comportamiento que presenta el robot
cuando se usa control adaptable con autosintonía, mientras que las líneas sólidas en color cían, rosa y
negro corresponden al control adaptable con base en el modelo de referencia.
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Figura 7.12: Posición del robot de 3gdl.
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Tal como se observa en la Figura 7.12, el robot llega a la posición deseada qd = [60◦, 45◦, 90◦]T en un
tiempo de t = 0.4s aproximadamente con un ligero sobre impulso en la articulación q1 en los tres casos.
Para el algoritmo de control de posición pura, en el estacionario, se observa un error de ±1.5◦, esto es
causado por la incertidumbre que existe en el par gravitacional.

Al evaluar el comportamiento del robot con los esquemas de control adaptables, se observa que el ro-
bot de 3gdl con control adaptable con autosintonía alcanza la posición [61.516◦, 45.152◦, 90.599◦] en el
estacionario, lo que representa un error de posicionamiento de ±0.6◦ para la segunda y tercera articula-
ción aproximadamente. Mientras que con el control adaptable MRAC, el robot de 3gdl alcanza la posición
[61.497◦, 44.959◦, 90.098◦], lo que representa un error de posicionamiento de ±0.04◦ para la segunda y
tercera articulación, siendo más pequeño que el observado en el control adaptable con autosintonía. La
reducción del error en el estado estacionario es debido a que la incertidumbre en el par gravitacional y los
errores de posicionamiento están siendo compensadas mediante la ley de adaptación. Es importante men-
cionar que en el caso de la base no se ha aplicado compensación adaptable del par gravitacional pues éste
no está sujeto a los efectos de la gravedad.

En la Figura 7.13 se observa la evolución en el tiempo de los parámetros adaptables θ̂. Se aprecia que
los parámetros adaptables usados en los esquemas de control adaptable MRAC convergen a los valores
θ̂g ≈ [−3.705 , −0.16662], mientras que los parámetros adaptables usados en el control con autosintonía
alcanzan un valore de θ̂ ≈ [−0.073746 , −0.071235]T , estos últimos valores continúan evolucionando
aún luego de terminado el experimento lo que implica que aún se puede mejorar la sincronización de este
parámetro con el objetivo de mejorar la respuesta del robot.
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Figura 7.13: Valor numérico de θ̂.

En la Figura 7.11 se muestra el par solicitado por los algoritmos de control a los servomotores. El par
máximo solicitado no supera el 80% de τmáx, es decir τ1 <= 0.8 ∗ 15Nm, τ2 <= 0.8 ∗ 50Nm y τ3 <=
0.8 ∗ 4Nm en ninguno de los casos. Se observa que el torque presenta variaciones en el transitorio, pero
luego de 0.4 segundos se estabiliza al alcanzar el estacionario.
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Algo de interés es que el par solicitado al servomotor de la segunda articulación por el control adapta-
ble MRAC presenta una caída suave y constante durante el estacionario. Esto es debido a que la Ley de
adaptación realiza correcciones en el par solicitado a las servomotores por medio de la actualización de los
parámetros adaptables con la finalidad de ir reduciendo el error de posición hasta lograr la convergencia
asintótica a la posición deseada.
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Figura 7.14: Torque solicitado a los servomotores del robot de 3gdl.

7.2.3. Medida del desempeño
Para este análisis se ha empleado una variante de la norma L2[f ], también conocida como rms[f ]. La norma
L[f ] se definió en (7.1). El valor numérico de rms[q̃] obtenido con los esquemas de control evaluados
durante la experimentación se muestra en la tabla 7.2:

Robot Esquema de control Duración del experimento L[q̃]
Robot de 3gdl

Control adaptable con autosintonía
5s

17.64
Control adaptable MRAC 17.758

Control sin compensación de gravedad 17.72

Tabla 7.2: Rendimiento de los algoritmos de control observado en los experimentos con el robot de 3gdl.

Aunque pareciera que el desempeño del algoritmo de control adaptable MRAC parece ser más bajo en
comparación al control de posición pura y al de autosintonía, esto podría resultar engañoso a primera vista.
Por ello, es importante observar que la ventaja del algoritmo de control adaptable con autosintonía y MRAC
sobre el control de posición pura es que en el estacionario la posición alcanzada es mucho más cercana a la
posición deseada.



Conclusiones

Se ha realizado el modelado de un robot tipo péndulo, un robot manipulador de 2gdl y un robot
manipulador de 3gdl empleando la mecánica analítica con el enfoque de Leonard Euler obteniendo
nuevas propiedades del modelo dinámico que son de gran importancia en la reducción del álgebra. El
uso de esta metodología ha permitido obtener una nueva representación del modelo dinámico de los
robots manipuladores antes mencionados, lo cual permite visualizar con mayor facilidad la manera
en que los parámetros geométricos influyen en la forma final del modelo matemático y por ende en el
comportamiento del robot.

Se ha diseñado un regulador de posición pura y se ha hecho el análisis de estabilidad asintótica y
global con una función estricta de Lyapunov demostrando que el algoritmo de control cumple con
el objetivo de regulación. Este algoritmo ha demostrado tener un muy buen desempeño tanto en las
simulaciones como en los experimentos realizados. El desempeño de los algoritmos se ha medido
utilizando las normas RMS y L2. Se han diseñado dos algoritmo de control adaptable, uno con base
en modelo de referencia y otro con autosintonía, los cuales en simulación y experimentación han
demostrado ser capaces de mantener el desempeño aún en presencia de incertidumbres paramétricas.
La mayor ventaja de estos algoritmos se observa en el estado estacionario donde ayudan a reducir el
error de posicionamiento.

Para la realización de los experimentos se han implementado los esquemas de control desarrollados
en el trabajo de tesis utilizando una tarjeta Arduino MKR Vidor 4000, la cual cuenta con un FPGA
Cyclone 10CL016 y un microcontrolador SAMD21 Cortex-M0. En el FPGA se han implementado
los decoders para obtener la posición articular de cada una de las articulaciones por medio de la se-
ñal de un encoder y un módulo SPI Slave que permite establecer comunicación entre el FPGA y el
microcontrolador de la tarjeta. Los algoritmos de control se han implementado en el microcontrola-
dor SAMD21 Cortex-M0, las señales de control se envían a los servomotores utilizando DAC’S y
OpAmp’s para la etapa de acondicionamiento de señal cerrando así el lazo de control. La modifica-
ción de las posiciones deseadas, las ganancias asociadas a los algoritmos de control y la captura de
datos se realizaron mediante una interfaz desarrollada en Python.

Como resultados adicionales de la realización de este trabajo de tesis, se produjeron diversos artículos
científicos, los que se pueden ser consultados en el Apéndice B. Prueba de ello son los artículos
presentados Congreso internacional de ingeniería electrónica ELECTRO 2021, el primero titulado
Control saturado para robots manipuladores con estabilidad asintótica global y el segundo Control
tipo hiperbólico con estabilidad asintótica para robots manipuladores, siendo publicados ambos en
las memorias de dicho congreso.
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Anexos

Apéndice A
Esquemático de tarjeta de control prototipo
La tarjeta de control prototipo de la Figura 7.15 desarrollada para el robot ROTRADI I consiste de una
tarjeta Arduino MKR Vidor 4000 usada para la lectura de los encoders, la ejecución de los algoritmos de
control y la comunicación con una computadora. Adicionalmente se tiene una fuente de alimentación de
±12v.

Figura 7.15: Prototipo de tarjeta de control.

El esquemático de la tarjeta de control prototipo de la Figura 7.15 se presenta a continuación.
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Apéndice B

Participación en eventos científicos y artículos realizados
En este apéndice se presentan los diferentes resultados alcanzados durante la realización del trabajo de tesis,
en materia de participación en eventos científicos y artículos realizados. Estos artículos fueron presentados
al Congreso internacional de ingeniería electrónica ELECTRO 2021. El primero se titula Control satu-
rado para robots manipuladores con estabilidad asintótica global y el segundo Control tipo hiperbólico
con estabilidad asintótica para robots manipuladores, siendo publicados ambos en las memorias de dicho
congreso.
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RESUMEN. 
En el siguiente trabajo se presenta un esquema control tipo 

hiperbólico con el análisis de estabilidad asintótica para robots 

manipuladores. El esquema de control propuesto está compuesto 

por funciones hiperbólicas, como el senh, cosh y tanh. Para el 

análisis de estabilidad, primero se estableció la ecuación de lazo 

cerrado que se encuentra combinando el modelo dinámico del 

robot manipulador y la estructura matemática del esquema de 

control por moldeo de energía. Luego se demuestra la existencia y 

unicidad del punto de equilibrio de la ecuación en lazo cerrado. 

Finalmente se demuestra la estabilidad asintótica a través de la 

propuesta de una función estricta de Lyapunov. 

Palabras Clave: Robot Manipulador, Estabilidad de Lyapunov, 

Esquema de Control. 

 

ABSTRACT. 
In the present work, a hyperbolic type control scheme is presented 

with the asymptotic stability analysis for robot manipulator. The 

proposed control scheme is composed of hyperbolic functions, 

such as senh, cosh and tanh. For the stability analysis, the closed-

loop equation was first established, which is found by combining 

the dynamic model of the robot manipulator and the mathematical 

structure of the energy molding control scheme. Then the 

existence and uniqueness of the equilibrium point of the closed-

loop equation is demonstrated. Finally, the asymptotic stability is 

demonstrated through the proposal of a strict Lyapunov function. 

Keywords: Robot Manipulator, Lyapunov Stability, Control 

Scheme. 

 

1. INTRODUCCIÓN 
Para que el robot manipulador de 𝑛 grados de libertad realice 

una tarea específica, es necesario resolver el problema de la 

regulación en el espacio articular. Este problema de regulación 

o control de posición de robots manipuladores consiste en 

colocar el extremo final del robot en una posición deseada 𝒒d 

(constante en el tiempo) para cualquier condición inicial 

[𝒒(0)  𝒒̇(0)]𝑇  ∈ ℝ2𝑛×1. Matemáticamente el problema se 

describe como diseñar un controlador 𝝉 tal que la velocidad de 

movimiento 𝒒̇(𝑡) y el error de posición 𝒒̃(𝒕) convergen 

asintóticamente a cero (al punto de equilibrio) ∀ 𝑡 ≥  0, sin 

importar las condiciones iniciales  𝒒̃(𝟎) y 𝒒̇(0), [1]. 

No obstante, los servomotores del robot manipulador no tienen 

una fuente ilimitada de torque generando una mecánica no 

modelada en el manipulador del robot. Esta problemática es 

tratada proponiendo controladores saturados [2].  

Los esquemas de control se han modificado de forma que 

evitan esta problemática desde diferentes perspectivas.  Una 

forma de tratar esta problemática ha sido usar funciones 

hiperbólicas, como en [3] donde se presenta una familia de 

controladores tipo hiperbólico y en [4] se utiliza un regulador 

tipo arcoseno hiperbólico. En ambas investigaciones se analiza 

la estabilidad asintótica global. 

En [5], se propone un esquema de control difuso con pares 

acotados y se demuestra estabilidad asintótica global a través de 

la teoría de Lyapunov con una evaluación experimental. Otros 

trabajos que también proponen esquemas de control, han 

realizado un análisis de estabilidad de Lyapunov [6], [7], pero 

en otras ocasiones este análisis no es considerado [8], [9], [10]. 

La demostración asintótica global del punto de equilibrio de 

lazo cerrado, que se forma por la dinámica del robot y el 

esquema de control tipo hiperbólico propuesto, a través de una 

función estricta de Lyapunov, es una contribución importante 

de este trabajo. Se propone una función estricta de Lyapunov 

que satisface ser una función definida positiva y su derivada, 

una función definida negativa.  

 

2. MODELO DINÁMICO DEL ROBOT 
El modelo dinámico de un robot manipulador de 𝑛 grados de 

libertad, formado con eslabones rígidos conectados por 

articulaciones libres de elasticidad en cadena cinemática 

abierta, consideración la fricción viscosa, se puede escribir 

como [1], [11]. 

 

  𝝉 = 𝑀(𝒒)𝒒̈ + 𝐶(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝒈(𝒒) + 𝐵𝒒̇ (1) 
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donde 𝒒 ∈ ℝ𝑛×1 es el vector de coordenadas generalizadas o 

posiciones articulares, 𝒒̇ ∈ ℝ𝑛×1 es el vector de velocidades 

articulares, 𝒒̈ ∈ ℝ𝑛𝑥1 es el vector de aceleraciones articulares; 

𝑀(𝒒)  ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz de inercia, la cual es simétrica y 

definida positiva, 𝐶(𝒒, 𝒒̇)  ∈ ℝ𝑛×𝑛  es la matriz de fuerzas 

centrípetas y de Coriolis, 𝒈(𝒒)  ∈ ℝ𝑛×1 es el vector de fuerzas 

o pares gravitacionales obtenido como el gradiente de la 

energía potencial, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz diagonal definida 

positiva para el par de fricción viscoso y 𝝉 ∈ ℝ𝑛×1 es el vector 

de pares aplicados. 

El modelo dinámico del robot manipulador presenta las 

siguientes propiedades: 

 

Propiedad 1: Para el caso de robots provistos únicamente de 

articulaciones rotacionales, existe una constante positiva 

𝛽𝑀 >  0 tal que, ‖𝑀(𝒒)‖  ≤  𝜆𝑀(𝒒)
𝑚á𝑥 ≤  𝛽𝑀 , ∀ 𝒒 ∈ ℝ𝑛×1; donde 

𝜆𝑀(𝒒)
𝑚á𝑥  representa el valor propio máximo de la matriz de inercial 

𝑀(𝒒). 

 

Propiedad 2: Para el caso de robots provistos únicamente de 

articulaciones rotacionales, existe una constante 𝑘𝐶1
> 0, tal 

que: ‖𝐶(𝒒, 𝒙)𝒚‖ =  𝑘𝐶1
‖𝒙‖ ‖𝒚‖, ∀ 𝒒, 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛×1. 

 

Propiedad 3: La fricción viscosa satisface lo siguiente: 

𝜆𝑩
𝑚Í𝑛‖𝒒̇‖  ≤  ‖𝐵𝒒̇‖  ≤  𝜆𝐵

𝑚á𝑥‖𝒒̇‖; donde 𝜆𝐵
𝑚á𝑥 y 𝜆𝑩

𝑚Í𝑛  son el 

valor propio máximo y mínimo de la matriz de coeficientes de 

fricción viscosa 𝐵, respectivamente. 

 

Propiedad 4: La derivada temporal de la matriz de inercia y 

la matriz de fuerzas centrípetas y de Coriolis satisfacen: 

𝑀̇(𝒒)  = 𝐶(𝒒, 𝒒̇)  + 𝐶𝑇(𝒒, 𝒒̇) . 
 

Propiedad 5: La matriz de fuerzas centrípetas y de Coriolis 

𝐶(𝒒, 𝒒̇) y la derivada con respecto al tiempo de la matriz de 

inercia 𝑀̇(𝒒) satisfacen: 
1

2
 𝒒̇𝑇[𝑀̇(𝒒)  −  2𝐶(𝒒, 𝒒̇)]𝒒̇  ≡  0,

∀ 𝒒, 𝒒̇ ∈ ℝ𝑛×1. Es decir, la matriz resultante [𝑀̇(𝒒)  −

 2𝐶(𝒒, 𝒒̇)] es una matriz antisimétrica. 

 

3. ESQUEMA DE CONTROL TIPO HIPERBÓLICO. 
Se presenta el siguiente esquema de control tipo hiperbólico, 

que depende del error de posición y de la velocidad de 

movimiento del robot manipulador.  Se agrego una 

compensación por gravedad, lo cual representa una gran ventaja 

para el análisis de estabilidad de Lyapunov y el rendimiento en 

los robots manipuladores: 

 

𝝉 =  𝐾p 

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̃)

(1 +  𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 )
 

          −𝐾v 

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̇)

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2𝑚 )
 

                + 𝒈(𝒒) (2) 

donde 𝑚 ∈  ℕ, es un número entero positivo, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+, son 

números positivos, 𝒒̃ ∈ ℝ𝑛×1, es el vector de posición de error, 

𝒒̇ ∈ ℝ𝑛×1, es el vector de velocidad y 𝐾v, 𝐾p  ∈ ℝ𝑛×𝑛, son 

matrices diagonales definidas positivas.\\ 

Los términos del esquema de control serán representados de la 

siguiente forma: 

 

 𝛿 =  
2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̃)

(1 +  𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 )
 

(3) 

 

 

𝜔 =
2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̇)

(1 +  𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇)2𝑚 )
 

(4) 

 

donde: 

 

𝛿 =

[
 
 
 
 
 

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏)
2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̃𝟏)

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏)
2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏)

2𝑚 )
⋮

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̃𝑛)

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛)2𝑚 )]
 
 
 
 
 

 

(5) 

 

𝜔 =

[
 
 
 
 
 

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝟏)
2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̇𝟏)

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝟏)
2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝟏)

2𝑚 )
⋮

2 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝑛)2𝑚−1 cosh(𝛼𝒒̇𝑛)

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝑛)2)(1 + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̇𝑛)2𝑚 )]
 
 
 
 
 

 

(6) 

 

 

Las ecuaciones (3) y (4), satisfacen la siguiente relación: 

 

𝛿 ≤ {
√𝑛𝛾1, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 

√𝑛𝛾1‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 
 

(7) 

 

 

𝜔 ≤ {
√𝑛𝛾2, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 

√𝑛𝛾2‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 
 

(8) 

 

 

donde el número 𝛾1y 𝛾2, representan el límite superior (este es 

el valor máximo que depende del valor de 𝑚). 

En la figura 1, se muestra la respuesta que tiene el control a 

diferentes valores de 𝛼. Asimismo, se le asigna el valor de 1 a 

la variable 𝑚. Este será el valor de 𝑚 que se utilizará al 

momento de obtener los resultados. 



Congr. Int. en Ing. Electrónica. Mem. ELECTRO, Vol. 43 pp.162 - 167, Oct 2021, Chihuahua, Chih. México 

http:// electro.itchihuahua.edu.mx/revista 

ISSN 1405-2172 

 

164 

 

 
Figura 1: Respuesta del esquema de control a diferentes valores de 𝛼.  

4. ECUACIÓN DE LAZO CERRADO ENTRE EL 
MODELO DINÁMICO Y EL ESQUEMA DE CONTROL  
Se establece la ecuación de lazo cerrado entre el modelo 

dinámico y el esquema de control, igualando las ecuaciones (1) 

y (2). Se expresa el resultado como variables de estado: 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝒒̃
𝒒̇
] =  [

−𝒒̇

𝑀(𝒒)−1[𝐾p 𝛿 − 𝐾v𝜔 −  𝐶(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇  −  𝐵𝒒̇]
] 

(9) 

 

Se tiene la siguiente consideración para las variables de estado 

𝒒̃ =  𝒒𝒅  −  𝒒 . Para demostrar la existencia y unicidad del 

punto de equilibrio [𝒒̃   𝒒̇]𝑇  =  [𝟎   𝟎]𝑇 de la ecuación en lazo 

cerrado (9), se toman las siguientes consideraciones: 

 

 La primera componente de la ecuación en lazo 

cerrado, −𝒒 =  −𝐼𝒒̇  ⟺ 𝒒̇  =  𝟎, ya que la matriz 

identidad  𝐼 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es una matriz definida positiva. 

Si 𝒒̇  =  𝟎 ⟹  𝒒(𝑡)  =  𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆. 

 La segunda componente, es la matriz de inercia 

𝑀(𝒒), la cual es definida positiva y su matriz inversa 

existe 𝑀(𝒒)−1 y también es definida positiva. 

 La matriz de fuerzas centrípetas y de Coriolis 

𝐶(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇  =  𝟎 ∈ ℝ𝑛×𝑛 si 𝒒̇  =  𝟎 ∈ ℝ𝑛×1. 

 En el caso de la fricción viscosa, se cumple que 

𝐵𝒒̇ =  𝟎, si 𝒒̇  =  𝟎 ∈ ℝ𝑛×1. 

 Por diseño, la ganancia proporcional 𝐾p  y derivativa 

𝐾v son matrices definidas positivas. 

 La función propuesta (𝛿 y 𝜔) de hipérbolas, se hace 

cero cuando 𝒒̇  = 𝟎 o 𝒒̃  = 𝟎.   

 

Por lo tanto, [𝒒̃   𝒒̇]𝑇  =  [𝟎   𝟎]𝑇el punto de equilibrio existe y 

es único. 

 

5. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD ASINTÓTICA DEL 
PUNTO DE EQUILIBRIO  

5.1. Función estricta de Lyapunov 
Ahora se procede a proponer una función estricta de Lyapunov, 

de la siguiente forma [4]: 

𝑉(𝒒̃, 𝒒̇)  =  
1

2
𝒒̇𝑇𝑀(𝒒)𝒒̇  +  𝒰(𝐾p , 𝒒̃)  −  

𝜖0𝒒̃
𝑇𝑀(𝒒)𝒒̇

𝟏 + ‖𝒒̃‖
 

(10) 

 

A partir de la ecuación (10) se propone la siguiente función 

estricta de Lyapunov: 

 

𝑉(𝒒̃, 𝒒̇)  =  
1

2
𝒒̇𝑇𝑀(𝒒)𝒒̇  

                      + 
1

2
 [√

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃)3𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃))
]

𝑇

𝐾p  

                       ×  [√
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃)3𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃))
]   

                        − 
𝜖0𝒒̃

𝑇𝑀(𝒒)𝒒̇

𝟏 + ‖𝒒̃‖
 

(11

) 

 

donde 𝜖0 es cualquier número positivo. Es importante tener en 

cuenta que 𝜖0 solo se requiere para fines de análisis y, por lo 

tanto, no es necesario conocer su valor numérico. Solo se 

necesita para demostrar que existe [4].  

Por otro lado, la función de Lyapunov estricta es una función 

definida positiva y su derivada temporal produce una función 

definida negativa. Por lo tanto, a través del método directo de 

Lyapunov se puede concluir la estabilidad asintótica global. La 

ecuación (11) puede ser reescribir de la siguiente manera: 

 

𝑉(𝒒̃, 𝒒̇)   =  [𝒒̇ −  
𝜖0𝒒̃

𝑇

𝟏 + ‖𝒒̃‖
]

𝑇

𝑀(𝒒) [𝒒̇ − 
𝜖0 𝒒̃

𝑇

𝟏 + ‖𝒒̃‖
]  

                      + 
1

2
 [√

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃)3𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃))
]

𝑇

𝐾p   

                      ×  [√
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃)3𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚 + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃))
]  

                      − 
1

2

𝜖0
𝟐𝒒̃𝑇𝑀(𝒒)𝒒̇

[𝟏 + ‖𝒒̃‖]𝟐
 

(12

) 

 

Por simplicidad el término que contiene las funciones 

hiperbólicas de la ecuación (12), se va expresar de la siguiente 

forma: 

𝜑 =  [√
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃)3 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃)2𝑚  + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃))
] 

(13) 

donde:  



Congr. Int. en Ing. Electrónica. Mem. ELECTRO, Vol. 43 pp.162 - 167, Oct 2021, Chihuahua, Chih. México 

http:// electro.itchihuahua.edu.mx/revista 

ISSN 1405-2172 

 

165 

 

𝜑 =  

[
 
 
 
 
 
 
√

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃𝟏)
3 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏)

2𝑚  + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃𝟏) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝟏))

⋮

√
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝒒̃𝑛)3 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛)2𝑚  + 1)

𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛼𝒒̃𝑛) 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛) 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝒒̃𝑛))]
 
 
 
 
 
 

 

(14) 

 
La ecuación (3) satisface la siguiente relación: 

 

𝛿 ≤ {
√𝑛𝝆, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 

√𝑛𝝆‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 
 

(15) 

 
Para el análisis de estabilidad por Lyapunov, primero se 

demuestra que la función estricta de Lyapunov es definida 

positiva. El primer término de la ecuación (12), tiene una forma 

cuadrática y se sabe que 𝑴(𝒒) es definida positiva, por lo tanto, 

este término es definido positivo. De manera similar para el 

segundo término, también es definido positivo debido a que 

𝑲p  es una matriz diagonal definida positiva. 𝝐0 es una 

constante positiva tal que satisface (16); por lo tanto, la función 

candidata de Lyapunov (12) es una función definida positiva.   

 

0 <  𝜖0  < √
𝜆𝑲p 

𝑚í𝑛𝜌

𝛽
 

(16) 

 
5.2. La derivada temporal de la función estricta 
de Lyapunov 

Ahora, se realiza la derivada temporal de la función estricta de 

Lyapunov propuesta, obteniendo lo siguiente: 

 

𝑉̇(𝒒̃, 𝒒̇)  =  𝒒̇𝑇𝑀(𝒒)𝒒̈  + 
𝟏

𝟐
𝒒̇𝑇𝑴(𝒒)𝒒̇ − 𝛿𝑲p 𝒒  

− 
𝜖0𝒒̃

𝑻𝑀(𝒒)𝒒̈

1 + ‖𝒒̃‖
 −  

𝜖0𝒒̃
𝑻𝑴̇(𝒒)𝒒̇

1 + ‖𝒒̃‖
 +  

𝜖0𝒒̇
𝑇𝑴(𝒒)𝒒̇

1 + ‖𝒒̃‖
 

− 
𝜖0𝒒̃

𝑻𝒒̇𝒒̃𝑻𝑴(𝒒)𝒒̇

‖𝒒̃‖[1 + ‖𝒒̃‖]2
 

(17) 

 

En la ecuación (17), reemplazamos el valor de 𝒒̈ y usamos las 

propiedades (4) y (5), obteniendo lo siguiente: 

 

𝑽̇(𝒒̃, 𝒒̇)  = −𝒒̇𝑇𝐾v 𝜔 − 𝒒̇𝑇𝐵𝒒 ̇ −  
𝜖0𝑞̃

𝑻

1 + ‖𝑞̃‖
𝐾p 𝛿 

+ 
𝜖0𝑞̃

𝑻

1 + ‖𝑞̃‖
𝑲v 𝜔 + 

𝜖0𝑞̃
𝑻

1 + ‖𝑞̃‖
 𝐵𝒒 ̇  

−  
𝜖0𝑞̃

𝑻𝑪(𝑞, 𝑞̇)𝑞̇

1 + ‖𝑞̃‖
 +  

𝜖0𝑞̃
𝑻𝑴(𝒒)𝒒 ̇

1 +  ‖𝑞̃‖
 

− 
𝜖0𝒒̃

𝑻𝒒̇𝒒̃𝑻𝑴(𝒒)𝒒̇

‖𝒒̃‖[1 + ‖𝒒̃‖]2
 

(18) 

 

Ahora, procedemos a obtener las cotas superiores de todos los 

términos de la función de Lyapunov haciendo uso de las 

propiedades (1), (2), (3) y de la relación de las funciones 

hiperbólicas (7) y (8): 

𝑉̇(𝒒̃, 𝒒̇)  ≤  −𝜆𝐾p 
𝑚í𝑛𝜌1‖𝒒̇‖2 − 𝜆𝐵

𝑚í𝑛‖𝒒̇‖2  −
𝜖0‖𝒒̃‖2

1 + ‖𝒒̃‖
𝜆𝐾p 

𝑚í𝑛  

+  
𝜖0‖𝒒̃‖𝜌2‖𝒒̇‖

1 + ‖𝒒̃‖
 +  

𝜖0‖𝒒̃‖𝜆𝐵
𝑚á𝑥‖𝒒̇‖

1 + ‖𝒒̃‖
 

− 𝜖0𝐾c‖𝒒̇‖2  +  
𝜖0𝛽

1 + ‖𝒒̃‖
‖𝒒̇‖2  

− 𝛽𝜖0‖𝒒̇‖2 (19) 

 

Después de realizar agrupaciones algebraicas y reducción de 

términos, la ecuación (19) se puede reescribir como: 

 

𝑉̇(𝒒̃, 𝒒̇)  ≤  − [𝜆𝐾p 
𝑚í𝑛𝜌1 + 𝜆𝐵

𝑚í𝑛 −
𝜖0𝛽

1 + ‖𝒒̃‖
 + 𝛽𝜖0] ‖𝒒̇‖2   

+  [
𝜖0𝜌2

1 + ‖𝒒̃‖
 +  

𝜖0𝜆𝐵
𝑚á𝑥

1 + ‖𝒒̃‖
] ‖𝒒̃‖ ‖𝒒̇‖

− 
𝜖0‖𝒒̃‖2

1 + ‖𝒒̃‖
𝜆𝐾p 

𝑚í𝑛 
(20) 

 

Le damos forma de una estructura cuadrática a la ecuación 

(20): 

 

𝑉̇(𝒒̃, 𝒒̇)  ≤  − [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
]
𝑇

𝑄 [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
] 

(21) 

 

donde: 

 

𝑄 =  [
𝑞11 𝑞12

𝑞21 𝑞22
] (22) 

 

Los elementos de la matriz 𝑄 esta definidos por: 

 

𝑞11  =
𝜖0

1 + ‖𝒒̃‖
𝜆𝐾p 

𝑚í𝑛   
(23) 

 

𝑞22  = 𝜆𝐾p 
𝑚í𝑛𝜌1 + 𝜆𝐵

𝑚í𝑛 −
𝜖0𝛽

1 + ‖𝒒̃‖
 + 𝛽𝜖0 

(24) 

 

𝑞12  = 𝑞21 = 
𝜖0𝜌2

1 + ‖𝒒̃‖
 + 

𝜖0𝜆𝐵
𝑚á𝑥

1 + ‖𝒒̃‖
 

(25) 

 

Como la ecuación (21), es definida negativa por lo tanto se 

demuestra estabilidad asintótica. Con esto se logra que: 

 

lim
𝑡→∞

[
𝒒̃(𝑡)
𝒒̇(𝑡)

]  →  [
𝟎
𝟎
]  ∈ ℝ2𝑛×1 ∀ 𝑡 ≥  𝟎 
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6. RESULTADOS  
En esta sección se describe los resultados obtenidos de la 

simulación del esquema de control tipo hiperbólico, 

implementado en un robot manipulador antropomórfico de 2 

grados de libertad de transmisión directa, que se muestra en la 

figura 1. Esto se hace para avalar la eficacia, rendimiento y 

resultados teóricos del esquema de control propuesto. La 

simulación se llevó a cabo en el software MATLAB. Este 

enfoque permite evaluar los fenómenos físicos del robot 

manipulador, sin la necesidad de tenerlo físicamente. 

 

 
Figura 2: Robot Manipulador. 

La actividad que se llevó a cabo en la simulación, consiste en 

posicionar a las articulaciones del hombro y el codo del robot 

manipulador que se encuentran en posición de casa [0   0]𝑇 

grados, hacia una posición deseada [45   90]𝑇 grados.  

Los parámetros numéricos del robot de dos grados de libertad 

han sido obtenidos a través de identificación paramétrica, los 

cuales son presentados en [1].  

 

Articulación Modelo Par máx Resolución 

Hombro DM-1150 150 [Nm] 1024.0 

Codo DM-1050  15 [Nm] 1024.0 

 

Tabla 1 Características de los servomotores 

 
 

En la tabla 1, se muestran las características de los 

servomotores. Con estos datos se propone la siguiente regla de 

sintonía para 𝐾p  en ambas articulaciones: 

 

𝐾p1 =  150 × 0.95 (26) 

 

𝐾p2 =  15 × 0.805 (27) 

 

La variable 𝐾p 1 corresponde al primer eslabón y 

𝐾p 2 corresponde al segundo eslabón. Para las ganancias 

derivativas se tiene la siguiente regla de sintonía: 

 

𝐾v1 = 0.95 × 𝐾p1 (28) 

 

𝐾v2 =  1.055 × 𝐾p2 (29) 

 

Las variables 𝛼 y 𝛽, son las que permiten que la respuesta de la 

función hiperbólica se estabilice más rápido, fueron 

sintonizadas con los siguientes valores: 

 

𝛼 = 0.645 (30) 

 

𝛽 = 1.1085 (31) 

 

En la figura 3, se muestra el error de posición del robot 

manipulador de 2 grados de libertad para ambas articulaciones, 

respectivamente. Por medio del control tipo hiperbólico, se 

puede observar que los errores de posición llegan 

asintóticamente a cero. También se tiene en cuenta que cada 

posición converge asintóticamente a cero sin generar sobre 

impulsos en régimen transitorio y de forma suave y rápida llega 

al estado estacionario, en un tiempo menor a 1 segundo. En 

otras palabras, el esquema de control tipo hiperbólico cumple 

con el objetivo de llevar al robot manipulador a la posición 

deseada. 

 

 
Figura 3:Error de posición. 

De igual forma, en la figura 4 se muestra las velocidades de las 

articulaciones del robot manipulador. Se puede observar que de 

igual forma, el error de posición y las velocidades de 

movimiento llegan asintóticamente a cero. 
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Figura 4: Velocidad del robot. 

 

Por lo tanto, de forma cualitativa a través de la simulación se ha 

podido mostrar que el robot manipulador llega al punto de 

equilibrio de la ecuación en lazo cerrado de forma asintótica. 

Con las figuras 3 y 4, se demuestra que el esquema de control 

propuesto tiene un buen desempeño. 

En la figura 5, se puede observar que la energía que se le 

suministra al robot manipulador, no sobrepasa los límites 

físicos permitidos, los cuales se muestran en la tabla 1.  Esto se 

debe a la correcta sintonización de las ganancias constantes y a 

la regla de sintonía implementada. 

 

 
Figura 5: Pares aplicados. 

 

7. CONCLUSIÓN 
En este trabajo se ha presentado un nuevo esquema de control 

tipo hiperbólico para resolver el problema de control de 

posición de los robots manipuladores en el espacio articular. 

Según el método directo de Lyapunov, este esquema está 

respaldado por un riguroso análisis de estabilidad asintótica 

global en el sentido de Lyapunov. Para esto se propuso una 

función estricta de Lyapunov, la cual cumple con ser una 

función definida positiva y su derivada temporal produce una 

función definida negativa, lo cual permite establecer 

condiciones que garanticen la estabilidad asintótica y global.  

El rendimiento del esquema de control propuesto, tiene una 

buena respuesta transitoria y pequeños errores de posición de 

estado estable. Asimismo, la simulación nos permite tener un 

respaldar del análisis teórico presentado. 
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RESUMEN. 
En el presente trabajo se propone y evalúa el desempeño de un 

nuevo algoritmo de control de posición pura para robots 

manipuladores. Se sigue la técnica de moldeo de energía para el 

diseño de la propuesta realizada. Se presenta el análisis de 

existencia y unicidad del punto de equilibrio de la ecuación en lazo 

cerrado conformada por el modelo dinámico del robot y el 

algoritmo de control. También se demuestra estabilidad asintótica 

y global por medio de una función estricta de Lyapunov. 

Finalmente se evalúa el desempeño de la nueva propuesta en un 

caso particular y se incluyen los resultados de simulación. 

Palabras Clave: robots manipuladores, control de posición, 

estabilidad de Lyapunov. 

 

ABSTRACT. 
In this papper, the performance of a new position control 

algorithm for robot manipulators is proposed and evaluated. The 

energy molding technique is followed for the design of the 

submitted proposal. The existence and uniqueness's analysis of the 

equilibrium point of the closed-loop equation formed by the 

dynamic model of the robot and the control algorithm is 

performed. Asymptotic and global stability is also demonstrated 

by means of a strict Lyapunov function. Finally, the performance 

of the new proposal in a particular case is evaluated and the 

simulation results are included. 

Keywords: manipulator robots, position control, Lyapunov 

stability. 

 

1. INTRODUCCIÓN 
Los robots manipuladores se han vuelto indispensables hoy en 

día, su uso va desde las aplicaciones tradicionales de tomar y 

trasladar objetos hasta aplicaciones espaciales o en medicina. 

Estas aplicaciones requieren de un alto rendimiento en el 

control del robot manipulador, ya que esto garantiza que la 

precisión y la productividad aumenten, siendo este uno de los 

objetivos de todo fabricante [1]. 

El diseño de algoritmos control con alto rendimiento para 

robots manipuladores es un área de investigación que está en 

constante crecimiento y sigue siendo un problema abierto [2]. 

Diversos autores utilizan la técnica de moldeo de energía para 

este propósito [3, 4]. El algoritmo de control proporcional-

derivado (PD) es uno de los reguladores más simples y además 

garantiza globalmente el objetivo de regulación [5]. 

Recientemente, se han propuesto una serie de reguladores con 

distintos enfoques. Por ejemplo, en [6] se propone un método 

adaptable PID con lógica difusa. En [7] se presenta el diseño y 

análisis de estabilidad de un control adaptativo para un robot 

manipulador de 4 grados de libertad (GDL). En [8]  es 

presentado un compensador robusto de zona muerta con red 

neuronal adaptable de seguimiento para robots manipuladores 

industriales y en [2] se propone una familia de esquemas de 

control tipo hiperbólico con estabilidad asintótica global. 

Un número amplio de publicaciones utiliza redes neuronales, 

lógica difusa, control adaptable, entre otros enfoques. Sin 

embargo, el análisis de estabilidad a veces queda relajado. El 

objetivo de este trabajo es probar formalmente la estabilidad 

asintótica y global de la ecuación en lazo cerrado, lo cual se 

logra mediante la técnica de moldeo de energía y una función 

estricta de Lyapunov. 

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En la sección 2 

se estudia la dinámica del robot manipulador y sus propiedades. 

En la sección 3 se presenta un nuevo algoritmo de control 

saturado y su respectivo análisis de estabilidad asintótica y 

global, el cual constituye nuestro principal aporte. En la sección 

4 se incluyen los resultados de simulación. 

 

2. MODELO DINÁMICO DEL ROBOT 
El modelo dinámico de un robot manipulador de 𝑛 grados de 

libertad, formado con eslabones rígidos conectados por 

articulaciones libres de elasticidad en cadena cinemática abierta 

se define como [9, 10]: 

 

  𝝉 = 𝑴(𝒒)𝒒̈ +  𝑪(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ +  𝒇f(𝒒̇)  + 𝒈(𝒒) (1) 

 

donde 𝒒, 𝒒̇, 𝒒̈ ∈ ℝ𝑛×1 es el vector de posición, velocidad y 

aceleración en coordenadas articulares, respectivamente 
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𝑴(𝒒)  ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz de inercia, la cual es cuadrada, 

simétrica y definida positiva; 𝑪(𝒒, 𝒒̇)  ∈ ℝ𝑛×𝑛  es la matriz de 

Coriolis y fuerzas centrípetas; 𝒈(𝒒)  ∈ ℝ𝑛×1 es el par 

gravitacional; 𝒇f (𝒒̇)  ∈ ℝ𝑛×1 es el vector de pares de fricción 

presente en cada articulación del robot. 

Para fines de análisis y simulación sólo son considerados los 

efectos de la fricción viscosa; por lo tanto, 𝒇f (𝒒̇) = 𝑩𝒒̇ ; donde 

𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛  es una matriz diagonal de coeficientes de fricción 

viscosa. 

El modelo dinámico del robot manipulador cumple con las 

siguientes propiedades: 

 

Propiedad 1: La matriz 𝑪(𝒒, 𝒒̇)  está relacionada con la 

matriz de inercia 𝑴(𝒒)  por la expresión: 

 

𝒙T [
1

2
 𝑴̇(𝒒) −  𝑪(𝒒, 𝒒̇) ]  𝒙 =  𝟎         ∀ 𝒒, 𝒒̇, 𝒙 ∈ ℝ𝑛×1  (2) 

 

donde  
1

2
 𝑴̇(𝒒) −  𝑪(𝒒, 𝒒̇)  es una matriz antisimétrica. 

Propiedad 2: La derivada de la matriz de inercia 𝑴̇(𝒒) es una 

matriz simétrica y satisface: 

 

 𝑴̇(𝒒) =  𝑪(𝒒, 𝒒̇)𝐓 +  𝑪(𝒒, 𝒒̇)  ∈ ℝ𝑛×𝑛  (3) 

 

Propiedad 3: Para el caso de robots provistos únicamente de 

articulaciones rotacionales, existe una constante 𝑘𝐶1
> 0, tal 

que: 

 

  ‖𝑪(𝒒, 𝒙)𝒚‖ ≤  𝑘𝐶1
‖𝒙‖ ‖𝒚‖  (4) 

 

para todo 𝒒, 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛. 

Propiedad 4:  Para el caso de robots provistos únicamente 

de articulaciones rotacionales, existe una constante 𝛽 > 0, tal 

que: 

 

  𝜆𝑚á𝑥{ 𝑴(𝒒)} ≥  𝛽        ∀ 𝒒, ∈ ℝ𝑛×1  (5) 

 

Propiedad 5: Si  𝒒̇ = 𝟎, entonces la matriz de fuerzas 

centrípetas y de coriolis 𝑪(𝒒, 𝒒̇) satisface que  𝑪(𝒒, 𝒒̇) = 𝟎 ∈
ℝ𝑛×𝑛     ∀ 𝒒̇, ∈ ℝ𝑛×1 . 

 

3. ALGORITMO  DE CONTROL DE POSICIÓN. 
El problema de control de posición también se conoce como 

regulación: consiste en mover el extremo final del robot 

manipulador independientemente de su posición inicial 

𝒒(0) ∈ ℝ𝑛×1 hacia una posición deseada constante 𝒒d ∈ ℝ𝑛×1 

[10]. En este trabajo se propone el siguiente esquema de 

control: 

 

  𝝉 = 𝑲p 𝒇p (𝒒̃) − 𝑲v 𝒇v (𝒒̇) + 𝒈(𝒒) (6) 

 

donde, 𝑲p y 𝑲v  ∈ ℝ𝑛×𝑛 son matrices diagonales definidas 

positivas de las ganancias proporcional y derivativa 

respectivamente; los vectores asociados a la acción de control 

proporcional 𝒇p (𝒒̃) y derivativa 𝒇v (𝒒̇) están conformados por 

componentes hiperbólicos y se definen como: 

                𝒇p (𝒒̃) = [
cosh2𝑚(𝛼1𝒒̃) senh2𝑚(𝛼1𝒒̃)

cosh2𝑚(𝛼1𝒒̃) senh2𝑚(𝛼1𝒒̃) + 1
] 

                                            × [coth(𝛼1𝒒̃) + tanh(𝛼1𝒒̃)] (7) 

 

                 𝒇v (𝒒̇) = [
cosh2𝑚(𝛼2𝒒̇) senh2𝑚(𝛼2𝒒̇)

cosh2𝑚(𝛼2𝒒̇) senh2𝑚(𝛼2𝒒̇) + 1
] 

                                             × [coth(𝛼2𝒒̇) + tanh(𝛼2𝒒̇)] (8) 

 

donde 𝑚 ∈  ℕ es un número entero positivo, 𝛼1 y 𝛼2  ∈ ℝ+ 

son parámetros del algoritmo de control. Es importante 

observar que se cumple la siguiente propiedad: 

 

Propiedad 6: Para los vectores 𝒇p (𝒒̃) y 𝒇v (𝒒̇)  ∈ ℝ𝑛×1  

existen las constantes 𝛾p > 0 y 𝛾v > 0; tal que, se cumplen las 

siguientes desigualdades: 

 

‖𝒇p (𝒒̃)‖   < {
𝛾p√𝑛

𝛾p√𝑛 ‖𝒒̃‖
 (9) 

  

‖𝒇v (𝒒̇)‖   < {
𝛾v√𝑛

𝛾v√𝑛 ‖𝒒̇‖
 (10) 

 

Luego (6), (7) y (8) en conjunto conforman una familia de 

controladores saturados cuya respuesta se muestra en las 

Figuras 1 y 2. 

 
Figura 1. Familia de funciones hiperbólicas saturadas 𝑓𝑝(𝑞̃) para 

𝛼1 = 1 

En la Figura 1 se observa la respuesta de la acción de control 

𝑓𝑝(𝑞̃)  en función de distintos valores de 𝑚. Tenga en cuenta 

que para valores de 𝑚 > 1 existe una zona al rededor del 
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origen donde la respuesta de la acción de control es casi nula. 

Recomendamos usar valores de 𝑚 = 1 para fines de control. 

 

 
Figura 2 Familia de funciones hiperbólicas saturadas 𝑓p(𝑞̃) para 

𝑚 = 1  

 

En la Figura 2 se observa la respuesta de la acción de control 

𝑓p(𝑞̃) en función de distintos valores de α1. Tenga en cuenta 

que aumenta la sensibilidad de la acción de control conforme el 

valor numérico de α1 aumenta. La selección adecuada del 

parámetro α1 dependerá de cada aplicación. 

Tenga en cuenta que la función 𝑓p(𝑞̃) va de [−2, 2] en el eje 𝑦 

del plano cartesiano por lo que se debe dividir la ganancia 

deseada entre 2 para evitar saturar los servomotores. 

 

3.1. Ecuación en lazo cerrado  
A partir del modelo dinámico (1) y el control saturado (6) se 

obtiene la ecuación en lazo cerrado (11): 

 

  
d

dt
[
𝒒̃
 
𝒒̇
 

] = [
−𝒒̇

𝑴−1(𝒒)  [𝑲p 𝒇p (𝒒̃) −  𝑲v 𝒇v (𝒒̇) 

                       + 𝒈(𝒒)  −  𝑪(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ − 𝑩𝒒̇]

] (11) 

 

Tenga en cuenta que: −𝒒̇ = −𝑰𝒒̇ = 𝟎  ⟺   𝒒̇ = 𝟎, entonces  𝒒 

es constante. Además 𝑴(𝒒) > 0 ⟺ 𝑴−1(𝒒) > 0 ; también, 

𝑪(𝒒, 𝒒̇) =  𝑪(𝒒, 𝒒̇)|𝒒̇=𝟎
̇ = 𝟎 ∈ ℝ𝑛×𝑛 y 𝑩𝒒̇ = 𝟎 ⟺ 𝒒̇ = 0,

𝑩 > 0. La acción de control derivativa 𝑲v 𝒇v (𝒒̇) = 𝟎 ⟺ 𝒒̇ =
𝟎 y la acción de control proporcional  𝑲p 𝒇p (𝒒̃) = 𝟎 ⟺ 𝒒̃ =

𝟎. Entonces (11) es cero solo en 𝒒̃ = 𝟎 y 𝒒̇ = 𝟎; por lo tanto, 

queda demostrado que el punto de equilibrio existe y es único.  

 

3.2. Función estricta de Lyapunov 
La propuesta de función la candidata de Lyapunov se realiza 

siguiendo la filosofía de diseño de [11] y viene dada por la 

siguiente expresión: 

 

 𝑉(𝒒̃, 𝒒̇) =
1

2
𝒒̇T𝑴(𝒒)𝒒̇ +

1

2𝑚𝛼1

[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑲p[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)] 

−
1

𝑚𝛼1

𝜖0

1 + ‖𝒒̃‖
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑴(𝒒)𝒒̇ 

(12) 

 

Por definición  

 

𝜻(𝛼1, 𝒒̃) = [
√ln(cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) + 1)

⋮

√ln(cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) + 1)

] 

 

           = √ln(cosh2𝑚(𝛼1𝒒̃) senh2𝑚(𝛼1𝒒̃) + 1) (13) 

 

Observe que 𝜻(𝛼1, 𝒒̃)  ∈ ℝ𝑛×1 cumple con la siguiente 

propiedad: 

 

Propiedad 7: Dada la norma euclidiana  ‖𝜻(𝛼1, 𝒒̃)‖, existe un 

un 𝛾m > 0 tal que: 

 

‖𝜻(𝛼1, 𝒒̃)‖  ≥  𝛾m ‖ 𝒒̃‖2 (14)  

 

La función candidata se puede reescribir como: 

 

 𝑉(𝒒̃, 𝒒̇) =
1

2
[𝒒̇ −

𝜖0[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]

𝑚𝛼1(1 + ‖𝒒̃‖)
]

T

𝑴(𝒒) [𝒒̇ −
𝜖0[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]

𝑚𝛼1(1 + ‖𝒒̃‖)
] 

                  −
1

2𝑚𝛼1

[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T [𝑲p −
𝜖0

2𝑴(𝒒)

𝑚𝛼1(1 + ‖𝒒̃‖)2] [𝜻(𝛼1, 𝒒̃)] 
(15) 

 

 

tal que 𝜖0  ∈ ℝ+ está acotado por: 

 

0 < 𝜖0 < √
𝑚𝛼1𝜆𝐾p

𝑚í𝑛 

𝛽
[1 + ‖𝒒̃‖] (16) 

 

 

Observe que la condición (16) es suficiente para que la función 

estricta de Lyapunov (12) sea definida positiva. 

 

3.3. Derivada temporal de la función de Lyapunov 
Derivando la función candidata de Lyapunov (12) se obtiene: 

 

𝑉̇ = 𝒒̇T𝑴(𝒒)𝒒̈ +
1

2
𝒒̇T𝑴̇(𝒒)𝒒̇ 

       +
1

𝑚𝛼1

[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑲p[𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)] 

       −
𝜖0[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑴(𝒒)𝒒̈

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
−

𝜖0[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑴̇(𝒒)𝒒̇

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
 

(17) 
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       +
𝜖0[𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)]

T
𝑴(𝒒)𝒒̇

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
+

𝜖0𝒒̃
T𝒒̇[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑴(𝒒)𝒒̇

𝑚𝛼1‖𝒒̃‖[1 + ‖𝒒̃‖]2 
 

 

donde 𝑉̇ =  𝑉̇(𝒒̃, 𝒒̇, 𝒒̈) y la derivada 𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃) se define como: 

 

𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃1)

cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) + 1

×
[coth(𝛼1𝑞̃1) + tanh(𝛼1𝑞̃1)]𝑞1̇

√ln(cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃1) + 1)

⋮
cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛)

cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) + 1

×
[coth(𝛼1𝑞̃𝑛) + tanh(𝛼1𝑞̃𝑛)]𝑞𝑛̇

√ln(cosh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) senh2𝑚(𝛼1𝑞̃𝑛) + 1)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (18) 

 

tenga en cuenta que 𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)  ∈ ℝ𝑛×1 cumple con la siguiente 

propiedad: 

 

Propiedad 8: La norma euclidiana  ‖𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)‖  satisface que: 

 

‖𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)‖  ≥  √𝑛 ‖𝒒̇‖  (19)  

 

Resolviendo (20) y usando la Propiedad 1 (de antisimetría) y 

Propiedad 2, se tiene: 

 

𝑉̇ = −𝒒̇T𝑲v[𝒇v(𝒒̇)] − 𝒒̇T𝑩𝒒̇ 

         −
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑲p𝒇p(𝒒̃) 

         +
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑲v𝒇v(𝒒̇) 

         −
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑪𝐓(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ 

         +
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑩𝒒̇ 

         +
𝜖0

[1 + ‖𝒒̃‖]
[𝜻̇(𝛼1, 𝒒̃)]

T
𝑴(𝒒)𝒒̇ 

         +
𝜖0𝒒̃

T𝒒̇

𝑚𝛼1‖𝒒̃‖[1 + ‖𝒒̃‖]2 
[𝜻(𝛼1, 𝒒̃)]T𝑴(𝒒)𝒒̇ 

(20) 

 

 

luego, empleando las Propiedades 4, 6, 7 y 8 obtenemos: 

 

𝑉̇ ≤  − 𝜆𝑲v

𝑚í𝑛𝛾v√𝑛 ‖𝒒̇‖2 −  𝜆𝑩
𝑚í𝑛‖𝒒̇‖2 

          −
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑲p

𝑚í𝑛𝛾m 𝛾p√𝑛 ‖𝒒̃‖2        

         +
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑲v

𝑚á𝑥𝛾m 𝛾v√𝑛 ‖𝒒̃‖‖𝒒̇‖ 

         −
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝑘𝑐1

𝛾m ‖𝒒̃‖‖𝒒̇‖ 

         +
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑩

𝑚á𝑥𝛾m√𝑛 ‖𝒒̃‖‖𝒒̇‖ 
(21) 

 

         +
𝜖0

[1 + ‖𝒒̃‖]
𝛽√𝑛 ‖𝒒̇‖2 + 

𝜖0

𝑚𝛼1

𝛾m 𝛽 ‖𝒒̇‖2 

 

observe que (16) se puede reescribir como: 

𝑉̇ ≤  − [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
]

T

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
] 

    =  − [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
]

T

𝑸 [
‖𝒒̃‖

‖𝒒̇‖
] ;          𝑸 > 0 ∈ ℝ2×2 

 (22) 

 

donde: 

 

𝑎 =  
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑲p

𝑚í𝑛𝛾m 𝛾p√𝑛  
(23) 

 

𝑏 = 𝑐 = −
1

2
[

𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑲v

𝑚á𝑥𝛾m 𝛾v√𝑛 

                −
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝑘𝑐1

𝛾m + 
𝜖0

𝑚𝛼1[1 + ‖𝒒̃‖]
𝜆𝑩

𝑚á𝑥𝛾m√𝑛] 
(24) 

 

𝑑 = 𝜆𝑲v

𝑚í𝑛𝛾v√𝑛 + 𝜆𝑩
𝑚í𝑛 −

𝜖0

[1 + ‖𝒒̃‖]
𝛽√𝑛 −

𝜖0

𝑚𝛼1
𝛾m 𝛽 

(25) 

 

 

La elección de 𝜖0 está en función de satisfacer (16) y además 

det(𝑸)  >  0 de manera simultánea, obtener su valor numérico 

no es necesario para la familia de algoritmos de control 

saturado y sólo es necesario para propósitos de la demostración 

de estabilidad asintótica del punto de equilibrio del sistema en 

lazo cerrado en el espacio de estados. Por lo tanto, se concluye 

que el punto de equilibrio tiene estabilidad asintótica y global, 

es decir: 

 

lím
𝑡→∞

[
𝒒̃

𝒒̇
] = 𝟎 ∈ ℝ2𝑛×1 

(26) 

 

 

4. RESULTADOS 
Con la finalidad de evaluar el desempeño del algoritmo de 

control (5) se han realizado simulaciones en MATLAB 

considerando un caso particular. El análisis consiste en 

implementar el modelo dinámico numérico, disponible en  [10], 

del robot manipulador de 2 grados de libertad (ver Figura 3) y 

el algoritmo de control (6) en MATLAB. Luego, empleando  

(5) se procede a mover el robot desde la posición de casa 

[0°, 0°]T a una posición deseada [45°, 90°]T, Finalmente se 

ejecuta la simulación empleando ode45( ) y se evalúa la 

respuesta. 
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Figura 3 Robot direct drive BUAP 

 

 

Articulación Modelo Par máx Resolución 

Hombro DM-1150 150 [Nm] 1024.0 

Codo DM-1050  15 [Nm] 1024.0 

 

Tabla 1 Características de los servomotores 

 

Hay que tener en cuenta que el modelo dinámico numérico [10] 

utilizado en la simulación corresponde a un robot real, el cual 

tiene algunas especificaciones importantes como los que se 

observan en la Tabla 1. Los parámetros del controlador 

saturado propuesto en este trabajo han sido configurados con 

los siguientes valores numéricos: 

 

𝑲p = [
𝑘𝑝1

0

0 𝑘𝑝2

] = [

150 × 0.8

2
0

0
15 × 0.8

2

] 

𝑲v = [
0.653𝑘𝑝1

0

0 0.866𝑘𝑝2

] 

𝛼1 = 2.5 

𝛼2 = 1.0 

𝑚 = 1 

 

El algoritmo de control propuesto permite configurar la rapidez 

con la que el algoritmo responde a los cambios en el error y la 

velocidad articular mediante los parámetros 𝛼1 y 𝛼2 

representando una ventaja.  
 

 
Figura 4. Posición articular del robot. 

 

En la Figura 4, se muestran los errores de posición presentes en 

el robot manipulador de 2 grados de libertad.  No se observan 

sobre impulsos y ambos servomotores alcanzan una posición 

estable aproximadamente a los 0.6s  con valores de 𝑞1 =
 45.03° y  𝑞2  =  89.95°. Tenga en cuenta que luego de 

𝑡 = 0.75s se llega asintóticamente a las posiciones deseadas 

𝒒 = [45°, 90°]T .  
 

 
Figura 5. Velocidad articular del robot. 

 
La Figura 5 muestra como la velocidad en el primer eslabón 

alcanza un valor máximo en aproximadamente 𝑡 = 0.3s y luego 

decrece hasta entrar al estado estacionario. Se observa que 

luego de 𝑡 = 0.6s las velocidades 𝑞1̇ y 𝑞2̇ son prácticamente 

cero. 
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Figura 6. Pares aplicados a los servomotores del robot. 

 
La Figura 6 muestra la energía suministrada al robot 

manipulador. El valor máximo del par ocurre al inicio, en 𝑡 =
0s, con un valor de 120[Nm] y 12[Nm] para la primera y 

segunda articulación respectivamente; es importante observar 

que esto corresponde al 80% del valor máximo del torque 

permitido. Es importante observar que los límites físicos no son 

superados, esto se debe a una correcta sintonía de las ganancias 

de manera empírica; es decir no está sustentada bajo ningún 

método científico.  

 

5. CONCLUSIONES  
En este artículo, hemos presentado un nuevo de algoritmo de 

control saturado, conformado por funciones hiperbólicas, 

aplicado al control de posición. En las simulaciones se observa 

que cuando los parámetros 𝛼1 y 𝛼2 aumentan, el controlador 

tiene un estado transitorio más corto y error en estado 

estacionario de cero, esta característica se debe a las 

componentes hiperbólicas presentes en la estructura del control 

saturado. Nuestra propuesta está respaldada por un riguroso 

análisis de estabilidad mediante la propuesta de una función 

estricta de Lyapunov que permite establecer las condiciones 

para asegurar estabilidad asintótica y global del punto de 

equilibrio. El no realizar la sintonía de las ganancias mediante 

algún método científico puede afectar el desempeño del 

algoritmo de control; sin embargo, se han obtenidos resultados 

positivos en las simulaciones mostrando convergencia 

asintótica. 
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