View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Repositorio Institucional de la Universidad Auténoma del Estado de México

Ciencia Ergo Sum

ISSN: 1405-0269
ciencia.ergosum@yahoo.com.mx

CIENCIA
EVgoO SUM 3o
=

Universidad Autbnoma del Estado de México
México

Andablo Reyes, Gloria; Castafieda Alvarado, Enrique
Un breve espacio para el mundo de los hiperespacios
Ciencia Ergo Sum, vol. 15, nim. 3, noviembre-febrero, 2008, pp. 317-324
Universidad Auténoma del Estado de México
Toluca, México

Disponible en: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=10415310

Como citar el articulo

Numero completo . ., o
P Sistema de Informacién Cientifica

Mas informacion del articulo Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal

¥y ¥ ¥y

Pagina de la revista en redalyc.org Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto


https://core.ac.uk/display/55528698?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=104
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=10415310
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=10415310
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=104&numero=10443
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=10415310
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=104
http://www.redalyc.org

Recepcion: 28 de enero de 2008
Aceptacion: 28 de mayo de 2008
* Facultad de Ci
Universidad Michoacana de San Nicolas
de Hidalgo.

Correo electronico: gloria@fismat.umich.mx,
gloria_andablo@yahoo.com.mx

** Facultad de Ciencias, Universidad

Fisico M.

Auténoma del Estado de México.

Correo electronico: eca@uaemex.mx,
eca1972@gmail.com

Los autores agradecen a Javier Sanchez
Martinez su apoyo en la elaboracion de
las figuras. Asi como a los arbitros por las
observaciones y sugerencias que hicieron
a este trabajo.

Un breve espacio parael mundo

de los hiperespacios

Gloria Andablo-Reyes* y Enrique Castafieda-Alvarado**

Resumen. La Teorfa de Hiperespacios de Continuos es una linea de investigacién en topologia que

apareci6 en la década comprendida entre 1910 y 1920 aproximadamente. En México se ha estado

trabajando en esta drea en los ultimos 20 afios. Este articulo presenta una breve introduccién a la

Teoria de Hiperespacios de Continuos, haciendo énfasis en sus modelos geométricos.

Palabras clave: continuo, hiperespacio, topologia, métrica de Hausdorff.

A Brief Space for the World of Hyperspaces

Abstract. Hyperspaces of Continuum is a line of research in topology that appeared in the decade

of, approximately, 1910-1920. In Mexico, this area has been active for the last 20 years. This article

gives a brief introduction to this theory, emphasizing its geometric models.

Key words: continuum, hyperspace, topology, Hausdorff metric.

Introduccion

La Teoria de los Hiperespacios tiene sus inicios con los trabajos de
F. Hausdorff y L. Vietoris. Dado un espacio topolégico X, el hiperes-
pacio 2X de todos los subconjuntos no vacios y cerrados de X, fue
introducido por L. Vietoris en 1922. El hiperespacio de todos los
subconjuntos no vacios, cerrados y conexos de X es denotado por
C(X) y considerado como subespacio de 2X_ Vietoris probé hechos
bésicos acerca de 2, por ejemplo: la compacidad de X implica la de
2X y viceversa (si X es un espacio T); 2X s conexo si y sélo si X
lo es. Cuando X es un espacio métrico, a X sele puede dotar de la
métrica de Hausdorff (definida por F Hausdorff en 1914). Un continuo
es un espacio métrico, compacto, conexo y con mas de un punto. Los
primeros resultados acerca de hiperespacios de continuos localmente
conexos se deben a L. Vietoris y T. Wazewski, quienes probaron en
1923 que la conexidad local de X es equivalente a la de 2Xy alade

C(X). De particular importancia para la estructura de los hiperespa-
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cios de continuos son los resultados probados por K. Borsuk y S.
Mazurkiewicz en 1931, donde mostraron que para un continuo X, los
hiperespacios 2X y C(X) son conexos por arcos. La tesis doctoral de
J. L. Kelley en 1942, es una de las obras mas importantes en la Teoria
de los Hiperespacios, pues Kelley le dio una estructura sistematica a
los resultados ya existentes hasta ese momento. Ademas, introdujo
una variedad de tépicos y nuevos resultados en esta teoria, asi como
herramientas para el desarrollo de esta area.

Como se puede observar, los hiperespacios 2X y C(X) han sido am-
pliamente estudiados desde los inicios de la topologia. Una excelente
referencia donde se incluye casi todo lo que se conocia de hiperespa-
cios hasta 1978 es el libro de Nadler, Hyperspaces of sets (1978), véase
también (Nadler, 2006). En 1999, A. lllanes y S. B. Nadler Jr. escribieron
una actualizacién de tal libro (lllanes y Nadler, 1999).

Existen otros hiperespacios, por ejemplo para cada nimero natural
n denotemos por F;,(X) al hiperespacio formado por los subconjun-
tos de alo mas n puntos. A este hiperespacio se le llama el n-ésimo
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producto simétrico de X. Y denotemos por Cj(X) al hiperespacio
formado por los subconjuntos que tienen a lo mas n componentes.
Los hiperespacios 2Xy C(X) tienen propiedades que los hacen
mas agradables y mas regulares que los productos simétricos, por
ejemplo como ya mencionamos siempre son conexos por arcos, no
tienen agujeros de ninguna clase, etc. Por esta razén su estudio ha
sido mas amplio. En este articulo, damos una breve introduccién a
la Teoria de Hiperespacios de Continuos, haciendo énfasis en sus
modelos geométricos.

I. Un poco de continuos

Los espacios topoldgicos con los que trabajaremos seran los continuos.
Enseguida presentamos ejemplos y algunas de sus propiedades.

[HCLICHE Arcos y curvas cerradas simples.

El ejemplo mas sencillo es el arco, el cual es homeomorfo al
intervalo [0,1]. El siguiente ejemplo es una curva cerrada simple,
la cual es homeomorfa a una circunferencia. Estos dos ejemplos se
muestran en la Figura |.

También podemos construir nuevos continuos uniendo algunos
ya conocidos. Por ejemplo, consideremos n arcos que se intersec-
tan en un Unico punto, el resultado es también un continuo al que
llamaremos n-odo simple. Siguiendo esta idea podemos considerar
la unién de una cantidad finita de arcos tales que, sean ajenos dos a
dos o si se intersectan lo hagan en uno o en ambos puntos extremos.
A este nuevo continuo lo llamaremos grdfica finita. Cuando una
grafica finita no contiene curvas cerradas simples es llamada drbol,
véase la Figura 2.

Una generalizacion de los arboles son las dendritas, continuos
localmente conexos y sin curvas cerradas simples. A primera vista

podriamos pensar que las dendritas son

&1) [ @ T~
-
b) r~—
T~

muy simples, sin embargo no es asi, algunos
ejemplos de dendritas se muestran en la
Figura 3.

En la Figura 3a) tenemos la dendrita que se
obtiene al unir una cantidad numerable (tantos
como nuimeros naturales) de arcos cuya lon-

gitud va disminuyendo y por lo tanto no es un

Graflcas finitas.

arbol. A esta dendrita se le denota por F,.

Otro continuo importante es la dendrita de

n-odo

Ve e

Gehmann, la cual se muestra en la Figura 3b).
Esta dendrita se construye empezando en la
parte superior de la que salen dos segmentos,
en cuyos extremos inferiores se colocan otros
dos segmentos mas pequeiios. Este proceso se
repite una infinidad de veces y al final del pro-
ceso se toma la cerradura de la unién de todos

arbol estos segmentos. Nétese que el conjunto de

Flgura 3 Ejemplos de dendritas que no son graficas finitas.

puntos que se afiaden al tomar la cerradura
constituye un conjunto de Cantor.

a) Dendrita Fe

h
e

e,

¢) Dendrita D4 d) Dendrita D

) Dendrita de Gehmann

En la Figura 3c) presentamos la dendrita
Dy, la cual se construye empezando con
una cruz, luego usando cada uno de los
segmentos de la cruz se construye otra cruz
mas pequena. Debemos ser cuidadosos en
los pasos para realizar este proceso, pues
en cada uno nos debemos fijar en todos los
segmentos que unen a dos puntos de rami-
ficacion del dibujo del paso anterior y con él
se construye una cruz mas pequena. Al final,
al igual que en la dendrita de Gehmann, se
toma la cerradura de la unién de todas las
cruces asi construidas.

Dejamos al final la dendrita universal D ),
la cual se construye de forma analoga a Dy,

pero ahora empezamos con F )y a la mitad
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de cada uno de los segmentos de esta dendrita se coloca una copia
de F . En el siguiente paso se coloca otra copia de F' ) en el punto
medio de cada uno de los segmentos que quedaron en el paso an-
terior. Continuamos este proceso una cantidad numerable de veces
y al final se toma nuevamente la cerradura de la unién de todos los
segmentos. Los primeros pasos de esta construccién se muestran
en la Figura 3d).

Otra clase importante de continuos son los llamados dendroides,
continuos conexos por arcos que son hereditariamente unicoherentes.
Se dice que un continuo es unicoherente si

cada vez que lo podemos ver como la unién

tercer paso de esta construccion. Este continuo tiene muchas
propiedades muy interesantes, posiblemente la mas importante
es que todo continuo que esté en el plano y que tenga interior
vacio se puede encajar en la Carpeta de Sierpinski.

Otros continuos que se pueden construir con esta técnica son
los que se muestran en la Figura 6.

Aqui mostramos los primeros pasos del Triangulo de Sierpinski, un
pariente muy cercano de la Carpeta de Sierpinski; la Curva de Menger,
el hermano mayor de la Carpeta de Sierpirski y el Solenoide Diadico.

m Ejemplos de dendroides que no son dendritas.

de dos subcontinuos propios la interseccion
de éstos es conexa. Decimos que un con-
tinuo es hereditariamente unicoherente si
cada subcontinuo de él es unicoherente. En
la Figura 4 se muestran algunos ejemplos de
dendroides que no son dendritas.

Quizas en este momento estén pensan-
do que todos los continuos que se puden
imaginar se obtienen como unién de arcos
o circunferencias, pero no es asi, existe una
técnica para poder construir continuos que
de hecho ni siquiera podemos visualizar,
esta técnica se presenta en el siguiente:

Teorema |. Si X es un continuo y 4,

BN

=D =

Az,... son subcontinuos anidados, es decir
A1DAy0+ entonces A=A1NA+ es un
subcontinuo de X.

La prueba de este teorema no la incluimos
porque no es la finalidad de este trabajo, pero
puede consultarse en (Nadler, 1992: 6,7).
Enseguida mostraremos cémo se utiliza en
la construccién de nuevos continuos.

El continuo llamado Carpeta de Sierpinski
es uno de ellos y se construye de la siguiente
forma: comenzamos con C:[O,l]z, luego
dividimos el cuadrado C en 9 cuadrados de

lado 1/3 y quitamos el interior del cuadrado

IM Carpeta de Sierpiriski.

DO0OO0OD0DOO0D0O D
DDDDDDDDD
DOO0OO0OO0ODO0OO0OOdD
Ooo Ooo
EIDEI |:||:||:|
Ooo OO0 O
O s I I s I R R R
DDDDDDD‘:‘D
[ S I T I s Y s R

central. Llamamos 4; ala parte de C que nos

MTriéngulo de Sierpinski, Curva de Menger y Solenoide Diadico.

quedd. Ahora realizamos la misma operacién
en cada uno de los 8 cuadrados restantes,
es decir, dividimos cada uno de ellos en 9
cuadrados iguales y quitamos el interior del
central. Al resultado le llamamos 4,. Hace-
mos lo mismo en cada uno de los cuadraditos
restantes y continuamos este proceso una

cantidad numerable de pasos.

o
Por el teorema anterior X =) 4; es un

i=1

EBIZIQ

continuo y lo llamaremos Carpeta de
Sierpinski. En la Figura 5 se muestra el

a) Tridngulo de Sierpinski

b) Curva de Menger

¢) Solenoide diadico
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Este dltimo se construye comenzando con un toro sélido (objeto en
forma de dona), lo siguiente es considerar un toro sélido contenido
en el primero y que ademas le dé dos vueltas a éste. Posteriormente
consideramos otro toro sélido que esté metido en el segundo y le dé
dos vueltas a éste. Continuando con este proceso podemos construir
una cadena anidada de toros sélidos 41>4,>-- cuya interseccién es un
continuo, como nos asegura el teorema anterior. Una propiedad impor-
tante de este continuo es que no puede expresarse como la unién de
dos subcontinuos propios. Los continuos que tienen esta propiedad se
llaman continuos indescomponibles. Otro continuo indescomponible es
el que se conoce como el arco iris de Knaster. Mostramos los primeros
pasos de la construccién de este continuo en la Figura 7.

Recordemos que X se puede encajar en Y si existe una funcién
continua e inyectiva / de X en Y tal que X es homeomorfo a A(X).
Como ya pudieron darse cuenta todos los continuos de los que he-
mos hablado se pueden encajar en R”, para alglin natural n. Entonces
resulta natural preguntarnos si todos los continuos se pueden encajar
enalgin R". La respuesta es no. Consideremos el cubo de Hilbert que
se define como el producto topoldgico de una cantidad numerable de
copias del intervalo [0,1], es decir Q =[0,1]x[0,1]x-- con la topologia
producto. Entonces O es un continuo que no se puede encajar en
R" para toda n, pero si tiene la propiedad de que cualquier continuo
que se puedan imaginar esta contenido en él, como se demuestra en
(Kuratowski, 1966: 241, 242). Para terminar esta seccién vale la pena
mencionar que una excelente referencia para un estudio muy completo
de continuos es la obra de Nadler (1992).

2. Introduccioén a los hiperespacios

Sea X un continuo con métrica d. Los hiperespacios son ciertas co-
lecciones de subconjuntos de X con alguna caracteristica particular.
Los hiperespacios mas estudiados son:

2X={4cX: A # Dy cerrado},

C(X)={4 e2X: des conexo},

F(X)={4 €2X: 4 tiene alo mas n elementos} para cada neN,

C(X)={4 €2X: 4 tienealomésn componentes} paracadaneN,

F(X)={4 €2X: 4 esun subconjunto finito de X}= U Fp(X),
n=1

Co(X)={4 €2X: 4 tiene un nimero finito de componentes}.

IM Continuo arco iris de Knaster.
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Como pueden observar cada una de estas colecciones es un
subconjunto de 2X ademas Fo(XcF+1(X)y Cpy(X)cFy+1(X) para
cada neN. Como todas estas colecciones estan contenidas en 2X,
es suficiente dotar a 2X de una métrica. Para definir esta métrica
necesitamos mencionar primero algunos conceptos.

Sean &0, peX y AeZX, la bola de radio ¢ centrada en p es:

B(ep)={xeX : d(px)<e}.

y la nube de radio & centrada en A4 es:

N(g,A)={xeX : existe aeA tal que d(x,a)<s&}.

Obsérvese que B(ep)=N(s,{p})y que N(gA)= LJA B(g,a).
ae

Ahora estamos listos para dotar 2X de una métricaala que llamare-
mos métrica de Hausdorff. Dados 4, B € 2X, se define

H(A,B)=inf{e>0 : AcN(&,B) y BcN(&A)}.

La idea intuitiva de esta métrica es que dos conjuntos estan cercanos si
casi estan empalmados. La funcién H asi definida es en efecto una mé-
trica para el hiperespacio 2X su demostracién puede verse en los libros
(lllanes, 2004: 22, 24) y (lllanes y Nadler, 1999: | 1,12). Esto quiere decir
que 2Xesun espacio métrico y por tanto también lo son sus subespacios.
Asi pues, todos los hiperespacios que definimos son espacios métricos
con la métrica de Hausdorff y en consecuencia también espacios topo-
I6gicos. De hecho, todos los hiperespacios que definimos resultan ser
continuos como veremos mas adelante. Mas adin, aunque el continuo X
no contengaarcos, 2X (v (Nadler, 1978: 63, 66) y los espacios C;,(X)
(Macias, 2001), son también conexos por arcos.

Cabe mencionar que existe otra manera de dotar de una topologia
a 2% la cual es conocida como la Topologia de Vietoris (lllanes y
Nadler, 1999: 3, 4). Se puede verificar que la topologia de Vietoris
es equivalente a la topologia que induce la métrica de Hausdorff.

3. Modelos de C(X)

Un modelo geométrico para un hiperespacio H (donde H puede
ser 2% CX), Fy(X), Cp(X), F(X), Coo(X)) de un continuo X es un
espacio “conocido” que es homeomorfo a H y cuyos elementos son
puntos (en lugar de subconjuntos del continuo X).

3.1. El arco

Comencemos con el modelo del continuo mas sencillo, el arco.
Concretamente mostraremos que el hiperespacio C([0,1]) es una
2-celda, esto es, homeomorfo a [0,1]2. Los subcontinuos de [0,1]
son los subintervalos de la forma [a,b], donde 0<a<b<1. Observen
que el intervalo [a,b] queda determinado por su punto medio y
por su longitud, de manera que podemos definir la funcién
h:C([0,1])—>R? mediante:

UN BREVE ESPACIO PARA EL MUNDO...



a+b
2
La imagen de C([0,1]) bajo / es la regién triangular T de R que

([a,b]) = (

,b-a).

se muestra en la Figura 8, cuyos vértices son los puntos (0,0), (1,0)
y (1/2,1).

No es dificil probar que / es inyectivay que / (C([0,1]))=7". Ademas
se puede probar que / es una funcién continua y dado que C(X) es
compacto (véase el Teorema 9) tenemos que / es un homeomorfis-
mo sobre su imagen. Con esto hemos probado que C([0,1]) es una
2-celda. Notemos que los subcontinuos de [0,1] que contienen al 0
quedan representados en el triangulo por el segmento que une a los
puntos (0,0) y (1/2,1). Los subcontinuos de [0,1] que contienen al 1
quedan representados en el triangulo por el segmento que une a los
puntos (1,0) y (1/2,1). Ademas los subcontinuos que constan de un

Unico punto quedan representados en la base del triangulo.

3.2. La curva cerrada simple
Construiremos ahora un modelo geométrico para C(X) cuando X es
una curva cerrada simple. Podemos suponer que X es la circunferencia

de radio 1:

definida /2(4) para toda 4 C (S"). Se puede demostrar que / es un ho-
meomorfismo de C(S") sobre el disco D, y claramente los subcontinuos
que constan de un sélo punto estan representados en la frontera de D.

3.3. El triodo simple
Un triodo simple T es un continuo que es la unién de tres segmentos
unidos por un punto, el cual es punto extremo de cada uno de los
segmentos. Podemos considerar que T es el espacio que se obtiene al
unir los segmentos Be;, Be,, Bes, donde Oes el origen de R3, €;=(1,0,0),
¢,=(0,1,0), e3=(0,0,1). Un elemento de C(7) que contiene a 0 es de la
forma A=0 (ae,)U 0 (be,) U 6 (ce;) donde a,b,c€[0, 1]. Observemos
que la funcién que a cada subcontinuo A=0 (ae;) U 0 (be,) U 6 (ce,) de
C(7) le asocia una terna (a,b,c)<[0,11? es una funcién continua e inyec-
tiva. Asi, C(7) contiene una copia topolégica de [0,1]° a la que hay que
unirle tres triangulos que corresponden a los subcontinuos del triodo
simple que estan contenidos en alguno de sus segmentos. El modelo
geométrico completo de ((7) se muestra en la Figura 10.

También si X es un n-odo simple, se puede probar que C(X)

contiene un hipercubo de la forma [0,1]”. Con esto nos podemos

Modelo para C([0,1]).

S1={(x, y)e]R2 : x2+y2=1}.

Mostraremos que C(S) es una 2-celda cuya
frontera corresponde a los subcontinuos
que constan de un Gnico punto.

Definiremos un homeomorfismo /# de C(S') |

A

en el disco unitario

D={(x, y)eR? : x2+)2<1}.

Modelo para C(S").

Comencemos definiendo /(4) cuando
A es cualquier arco de S'. Nuevamente 4
queda determinado por su longitud /(4) y
por su punto medio m(A). Designemos por
h(A) al punto que esta en el segmento de
linea recta que une al origen del plano con
el punto medio m(A4) y que esta a una

distancia ];i)de m(A) (véase la Figura 9).
T

En otras palabras, si consideramos a m(A4)

ARV Modelo para C(7).

Ccomo un vector, entonces

4 =22y
9

Ahoralo tinico que nos hace falta es definir /1 ¢

para los subcontinuos de S' que no son arcos,
es decir, para los subcontinuos que constan de b
un Unico puntoy para la circunferencia misma.
Entonces para completar la definicién de 7
hagamos /( {x})=xy h(S"=(0,0). Asi tenemos

T(n,b,c)
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convencer de que existen pocos continuos X para los cuales su hi-
perespacio C(X) tiene un modelo geométrico que se puede encajar
en RR3. De hecho, dado que una 2-celda contiene 7-odos para toda
n, se concluye que si X=[0,1]?, entonces C(X) contiene celdas de
cualquier dimensién. Mas atin, en 1977 Curtis y Schori probaron que
C(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Se sabe también que si X es una grafica finita y C(X) se puede
encajar en R3, entonces X no contiene 4-odos ni subcontinuos que
tengan la forma de la letra H. Por tal razén, las Gnicas graficas para
las cuales su hiperespacio C(X) se puede encajar en R? se muestran
en la Figura | 1.

Dejamos que el lector se convenza de que el hiperespacio de la
grafica llamada paleta es homeomorfo al modelo que se muestra
en la Figura 12.

Existen mas continuos para los cuales se puede construir un mode-
lo geométrico para su hiperespacio C(X), pero son mas sofisticados.
Por ejemplo, se sabe que para el arco iris de Knaster (Figura 7) su
hiperespacio C(X) es homeomorfo a su cono. Todos estos modelos
que hemos presentado se pueden visualizar, pero también existen
otros muy precisos que no. Por ejemplo se sabe que C([0,1]%)
es homeomorfo al cubo de Hilbert. Mas aln si X es un continuo
localmente conexo en el que todos sus arcos tienen interior vacio,
entonces C(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert véase (lllanes y
Nadler, 1999: 75, 96).

Es posible que se pregunten por qué no hacemos modelos
geométricos para los hiperespacios 2X la respuesta es que para
ningdn continuo se tiene un modelo que podamos visualizar,
pues si X es un continuo localmente conexo, entonces 2X es un
cubo de Hilbert. De hecho para cualquier continuo X se tiene
que 24 contiene cubos de Hilbert véase (lllanes y Nadler, 1999:
75, 96).

AR kM Continuos localmente conexos para los cuales se puede visualizar C(X).

4. Propiedades basicas de los hiperespacios

En esta seccién vamos a probar que los hiperespacios poseen pro-
piedades topoldgicas tales como conexidad y compacidad, lo que los
convierte a su vez en continuos, como ya lo habiamos mencionado.
Vamos a probar primero que 2Xes conexo. Para ello necesitamos
algunos resultados previos que demostramos a continuacion.
Lema 2. El hiperespacio F(X) es denso en 2X,

Demostracion. Recordemos que F(X) = U F, (X). Deseamos probar

que toda bola alrededor de cualquier eIerﬁ;énto de 2Xintersectaa Fi X).
Elijamos cualquier elemento 4 e2X y tomemos &> 0. Como 4 es un sub-
conjunto cerrado del compacto X, 4 es compacto. Puesto que la familia
{B(&,a):acA} esunacubiertaabiertade 4, existen neNy {a,,....a,}c4
tales que AcB(ga) U ... U B(ga,)=M&la,....ay}).

Ademas es claro que {a,,...,a,}cAcN(¢&,A). Por lo tanto,
H(A4,{ay,...a,})<e Asi, {a,,....a,}=B(&A4) N F(X). Por lo que F(X)
es denso en 24 m

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en
(Garcia de la Rosa, 1995: 17), el caso particular X=R se demuestra
en (Munkres, 1975: 121).

Lema 3. Sea X" el producto topolégico de 1 copias del continuo
X. Entonces la métrica D: X"xX"—[0,00) dada por D((x,,...,x,),
W peYp))ymmaxid(x;,y)),....d(x,,)}, donde d es una métrica para
X, induce la topologia producto.

Lema4.Sea X" el producto topolégico de 1 copias del continuo X.
Entonces la funcién g: X"—F, (X) definida por g(x,,....x,)={x.....x,}
es continua y suprayectiva.

Demostracién. Por el lema 3, podemos considerar a X" dotado
con la métrica:

DCe e X))y (V1o ¥n)) = max{d(x,,),...,d(x,,v,)}

Vamos a probar no sélo que g es continua,
sino que es uniformemente continua. Para
ello elegimos &>0 y tomamos (x,,...,x,),
(¥}, yn)€X" tales que:

D( e XV ey )= {d(xp,y s
d(x,.y,)}<e

m Modelo de C(X) para la Paleta.

Asi, d(x;y;)<¢ para cada i€ {l,...,n}. Por lo

que:

XXy fOEN(EAY eV }) Y
DYt CNEAX X))

De maneraque H(g(x},.... ), 01V n))<E.
Por tanto g es uniformemente continua. Para
verificar que g es suprayectiva es suficiente
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puede escribir de la forma (x;....,x,), pues si tenemos un conjunto
de menos de 1 elementos podemos repetir algunos y esto no altera
al conjunto. m
Corolario 5. Para cada neN, el hiperespacio F,(X) es conexo.
Demostracion. Por el Lema 4, el hiperespacio F,(X) es la ima-
gen del espacio conexo X" bajo una funcién continua. Luego, es
conexo. B
Otro resultado que se obtiene del Lema 4 de manera analoga a
como se obtuvo el Corolario 5.
Corolario 6. Para cada neN, el hiperespacio F,(X) es compacto.
Ahora estamos en condiciones de probar que 2X es conexo.

Teorema 7. El hiperespacio 2X es conexo.

Demostracién. Puesto que para cada neN, F|(X)cF,(X) y
el hiperespacio F,(X) es conexo, tenemos que el hiperespacio
F(X)=U{F (X): neN} es la unién de conjuntos conexos cuya
interseccion es F';(X). Por tanto F(X) es conexo. Luego, por el
Lema 2, la cerradura de F(X) es 2X, de manera que 2X también
es conexo. m

Existen varias demostraciones del siguiente resultado

Teorema 8. El hiperespacio 2X es compacto.

Sin embargo, casi todas estas demostraciones resultan muy técni-
cas (Nadler, 2006: 5, 7), (lllanes y Nadler, 1999: 18, 19). Una demos-
tracién que utiliza herramienta menos sofisticada puede encontrarse
en (lllanes, 2004: 66, 69). Como consecuencia de los teoremas 7 y
8 se tiene que el hiperespacio 2X es un continuo.

A continuacién vamos a demostrar que C(X) también es un con-
tinuo. Para ello probaremos primero que es compacto.

Teorema 9. El hiperespacio C(X) es compacto.

Demostracion. Como ya probamos que 2X es compacto, es su-
ficiente probar que C(X) es cerrado en 2X Tomemos una sucesién
convergente {4, }"_ de C(X) y supongamos que limd,=4, con
Ae2X. Vamos a demostrar que A€ C(X). Para esto necesitamos
probar que 4 es un subconjunto conexo de X. Supongamos que
A no es conexo, entonces existen dos subconjuntos cerrados, aje-
nos y no vacios G y K de X tales que 4=G U K. Sea &=inf{d(p,q):
peGyqeK}. Como Gy K son compactos y ajenos, tenemos que
&>0. Puesto que 1im4,,=4, para el nimero &2 existe neN tal que

Andablo, G. (2002). “Ordered Embeddings
of Hyperspaces”. Illanes, A.; S. Macias y

W. Lewis (Eds.). Continuum Theory (Denton, pp. 51-65.

CIENCIA ergo sum, Vol. 15-3, noviembre 2008-febrero 2009

TX, 1999), Lecture notes in Pure and Applied
Mathematies. 230, Marcel Dekker, New York,

H(A4,,4)<&/2. Asi,
AcN(&2,4,) y A,cN(&2,4)=N(&2,G)=N(&/2.K).

Por la eleccién del nimero ¢, los conjuntos N(£/2,G) y N(&/2,K) son
ajenosy abiertos. Puesto que 4, es conexo, debe estar contenido en
sélo uno de estos conjuntos. Supongamos, por ejemplo, que
A4,=N (&2,G). De este modo,

KcA(&2.4,)=N(&6).

Pero, por la eleccién del nimero &, los conjuntos K y N(&,G) son
ajenos, por lo que K debe ser vacio. Esto contradice la eleccion de
K. De modo que A4 es conexo. Por tanto C(X) es cerrado en 2Xy
asi es compacto. m

La conexidad de C(X) se deriva del hecho de que éste es conexo
por arcos véase (Nadler, 2006: 51). Por tanto, el hiperespacio C(X)
también es un continuo.

Finalmente, como consecuencia de los resultados anteriores
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 10. El hiperespacio Cy(X) es un continuo.

Demostracion. Puesto que C(X) es un continuo, se pue-
de demostrar que la funcién G: (C(X))"—>Cu(X) dada por
G(A,,...,A,)={A4,,...,4,,} es continuay suprayectiva (la demostracién
es analoga a la del lema 4). Por tanto, Cy(X) es conexo y compacto.
Luego, es un continuo. m

Como prometimos en un principio, el objetivo principal de este
trabajo es introducirlos al mundo de los hiperespacios mediante la
presentacién de sus modelos geométricos. Ademas de las propiedades
que aqui mostramos existen muchas otras muy interesantes que se
pueden consultar en los libros que se sugieren en las referencias.

Por otra parte, algunas propiedades de los hiperespacios Cy(X)y
C,(X) pueden consultarse en el libro (lllanes, 2004) y en los articulos
(Illanes, 2004), (Macias, 2000a), (Macias, 2000b), (Macias, 2001) y
(Orozco, 2006). Finalmente, algunos resultados importantes sobre
productos simétricos (F,(X)) se encuentran en (Andablo, 2002),
(Andablo y Neumann, 2008), (Castafeda, 2002), (Castaneda, 2004),
(Macias, 1999) y (Macias, 2000). Por Ultimo queremos comentar
que existe una amplia literatura respecto a los hiperespacios, en las
referencias sélo incluimos algunos articulos recientes sobre todo de
autores mexicanos.
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