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Resumen. La Teoria de Hiperespacios de
Continuos es una linea de investigacién en
topologia que aparecié aproximadamente en
la década de 1910 a 1920. En México se ha
trabajado en esta area en los dltimos 20 afos.
El hiperespacio conocido como el n-ésimo
producto simétrico fue introducido por K.
Borsuk y S. Ulam en 1931. En este articulo
enfocamos nuestra atencién a los modelos
geométricos de dichos hiperespacios y algunas
de sus propiedades mas importantes.
Palabras clave: continuo, hiperespacio,
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A Look at Symmetric Products

Abstract. The Hyperspaces of Continua is
a line of research in topology that appeared
around 1910-1920. In Mexico there has been
work in this area over the past 20 years. The
hyperspace known as the n-th symmetric
product was introduced by K. Borsuk and
S. Ulam in 1931. In this paper we focus our
attention on the geometric models of such
hyperspace and some of its most important
properties.

Key words: continuum, hyperspace,

symmetric product, unicoherence, ordered

ordenado.

Introduccién

La Teoria de Hiperespacios de Continuos es una linea de
investigacion en topologia que nacio6 en la década 1910-1920
aproximadamente. En México se ha estado trabajando en
esta area en los Ultimos 20 afios.

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo
y no degenerado (con mas de un punto). Un subcontinuo
A de X es un subconjunto de X que a su vez es un conti-
nuo. Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una
coleccion de subconjuntos de X que satisfacen propieda-
des especificas. Los hiperespacios mas estudiados de un
continuo X son:

22X = {AcX :A# Dy cerrado},
CX)=1{4 € 2% des conexo},
_ X . : ,
F, (X)=1{4 € 27 : A tiene a lo mas n elementos}, para
cadan € N.

embedding,

El conjunto 2Xpuede dotarse de una métrica que se define
en términos de la métrica del continuo X, dicha métrica es
conocida como métrica de Hausdorff, esto puede consultarse
en los libros (Illanes, 2004b: 22, 24), (Illanes y Nadler, 1999:
11, 12). Intuitivamente, dos elementos de 2% estan cercanos
con esta métrica si estan casi empalmados. Claramente F (X)
y C(X) estan contenidos en 2% Asi pues, podemos considerar
cada uno de ellos con la métrica heredada por 2%,

El hiperespacio F,(X), conocido como el n€simo produc-
to simétrico del continuo X, fue introducido por K. Borsuk
y S. Ulam en 1931.

Una anécdota acerca de los productos simétricos la protago-
nizaron K. Borsuk y R. Bott, pues el primero afirmé en Borsuk
(1949) que el tercer producto simétrico de una circunferencia
es homeomorfo a S! x §2 con la topologia producto. Sin
embargo, en (Bott, 1952) se muestra que no es asi, sino que el
tercer producto simétrico de una circunferencia es realmente
homeomorfo a la esfera de dimensién 3, S°.
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CiencIAs ExAcTAs Y APLICADAS

1. Algunas propiedades basicas de los productos
simétricos

En esta seccion daremos algunas propiedades basicas

de los productos simétricos. Iniciamos probando que si
X es un continuo, entonces sus productos simétricos tam-
bién son continuos, para ello necesitamos los siguientes
resultados.
Lema 1. Sea X" el producto topolégico de n veces el conti-
nuo X. Entonces la métrica D: X" x X" — [0,00) dada por
D (@1 % )s (s 1)) = mild (6 1)ses d (5},
donde d es una métrica para X, induce la topologia producto
(Garcia de la Rosa, 1995: 17).

Denotamos por H a la métrica de Hausdorff y defini-
mos para cada Ae2¥, N(g, A) = {x € X: existe a € A tal
que d(a, x)<&}.

Lema 2. Sea X" el producto topolégico de n veces el con-
tinuo X. Entonces la funcién g: X" — F, (X) definida por
g(xy,..., x,) = {xy,..., X, } es continua y suprayectiva.

Demostracién. Por el Lema 1, podemos considerar a
X" dotado con la métrica:

D1, X )s Q150 V) = madx {d(x1, Y1)seeer dXy, Yy )}

Vamos a probar no sélo que g es continua, sino que es
uniformemente continua. Para ello elegimos £ > 0y toma-

mos (X ..., X ), (Vs ¥, ) € X" tales que
D ((xp-.s xn), 0o yn)) = mix{d (x, y,),.. d (xn, yn)}<£.
Asi, d(xl., y,)<¢para cadai €{1,..., n}. Por lo que:

1 %} EN(E (P D} T V10 Y} EN (& 1 3, )

De manera que H(g(xy,..., x,) , g01,.... ,,)) < & (Lllanes,
2004: 26). Por tanto g es uniformemente continua. Para
verificar que g es suprayectiva es suficiente observar que
todo elemento de F,, (X) se puede escribir de la forma {x,...,
X, }, pues si tenemos un conjunto de menos de 7 elementos
podemos repetir algunos y esto no altera al conjunto.m
Corolario 3. 51 X es un continuo, entonces el hiperespacio
F,(X) es un continuo, para cadan € N.

Demostracion. Por el Lema 2, el hiperespacio F (X) es la
imagen del continuo X" bajo una funcién continua. Luego,
F, (X)) es continuo.m

Antes de seguir enumerando propiedades de los productos
simétricos necesitamos algunas definiciones.

Definicion 4. Decimos que el espacio X es conexo por
arcos si para cualesquierax,y € X existe una funcién conti-
nua o [0,1] > X tal que a(0) =xy o(1)=y. La funcién
o es llamada arco que conecta a x con y.

190

Definicién 5. Decimos que el continuo X es localmente
conexo (o continuo de Peano) si para cadax € X y cada
abierto U de X que contiene a x, existe un abierto y conexo
V' de X contenido en U que contiene a x.

Existen varias propiedades que poseen los hiperespacios
C(X)y 2X y que los productos simétricos no tienen. Por
ejemplo, los hiperespacios C(X) y 2% son conexos por arcos
para cualquier continuo X, mientras que para los productos
simétricos se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6. Sean X un continuo yn € N. EntoncesF, (X)
es conexo por arcos si y sélo si X lo es.

Demostracion. Supongamos primero que X es conexo por
arcos, probaremos que cada elemento {xy,..., x;} € F, (X)con
k < n se puede conectar mediante un arco con cualquier
elemento {p} de F, (X). Notemos que para cada i € {1,..., k}
existe una funcién continua ¢;: [0,1] - X tal que ;(0) =
py (1) =x;, entonces la funciéon a: [0,1] —» F, (X) dada
por a(t) = {e(1),..., @z (1)} es un arco que une a{p} con
{1 o xz } en F, (X). Para probar el reciproco procedemos
de la siguiente manera. Sean p, g € X, puesto que {p}, {g}
€ F, (X), existe una funcién continua f: [0,1] - F,, (X) tal
que S(0) = {p} vy £(1) = {g}. Entonces, dado que £([0,1])
es la imagen continua del continuo localmente conexo
[0,1], por el Corolario 8.17 de (Nadler, 1992), £ ([0,1]) es
un subcontinuo localmente conexo de F),(X). Considere-
mos ahora el subconjunto B = (JA([0,1]) de X. Puesto que
la funcién unién es continua (Illanes y Nadler, 1999: 91),
entonces B es la imagen continua del continuo localmente
conexo S([0,1]). Por lo que B es un subcontinuo localmente
conexo de X. Finalmente, por el Teorema 8.23 de (Nadler,
1992) se tiene que B es un subcontinuo conexo por arcos
que contiene tanto a p como a q. Lo que demuestra que X
es un continuo conexo por arcos.m

Otra propiedad que satisfacen los hiperespacios C(X) y 2X
y que no necesariamente cumplen los productos simétricos es
la unicoherencia. Decimos que un continuo X es unicoherente
st dados dos subcontinuos cualesquiera cuya union sea X la
interseccion de ellos es conexa. A este respecto, cabe mencio-
nar que en 1931 K. Borsuk y S. Ulam plantearon la siguiente
pregunta:

Pregunta 7. Sea X un continuo localmente conexo y unico-
herente yn € N, entonces jes F,, (X) unicoherente?.

Esta pregunta fue respondida afirmativamente en (Ganea,
1954) donde de hecho T. Ganea probo¢ el siguiente resultado:

Teorema 8. S7 X es un espacio de Hausdorft, conexo,
localmente conexo y unicoherente, entonces F, (X)) es uni-
coherente para cadan € N.

Después, en 1985 A. Illanes generalizo este resultado
demostrando lo siguiente:
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Teorema 9. Si X es un espacio de Hausdorft, localmente
conexo y conexo por arcos, entonces F,, (X) es unicoherente
para todan > 3 (Illanes, 1985).

Poco tiempo después en (Macias, 1999) se generaliz6 atin
mas este resultado al demostrar:

Teorema 10. 57 X es un continuo, entonces F, (X) es
unicoherente para todan > 3.

Para el caso n = 2 en (Castafieda, 1998) se da un ejem-
plo de un continuo unicoherente cuyo segundo producto
simétrico no es unicoherente. De hecho el ejemplo es la
unién de dos circunferencias concéntricas y una espiral
enredandose en forma asintética a las dos circunferencias,
como se muestra en la Figura 1.

Como podemos darnos cuenta existen propiedades impor-
tantes que hacen que los productos simétricos posean una es-
tructura topoldgica diferente a los hiperespacios 2 y C(X).

2. Modelos para productos simétricos

En esta seccion nos dedicamos a construir algunos modelos
geométricos para productos simétricos, iniciamos con el
continuo mas sencillo, el arco.

2.1 El segundo producto simétrico del arco
Un arco es cualquier espacio topoldgico homeomorfo a
un intervalo. En esta seccidén trabajaremos con el intervalo
[0, 1]. Vamos a denotar por {x, ¥} a un elemento cualquiera
de F5([0, 1]). Recordemos que podemos tener x = y, este es
el caso de los conjuntos de un solo punto. Consideremos
el conjunto {x, y}. Sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que 0 < x < y < 1, entonces definimos A({x, y}) =
(x, v). Es claro que cada conjunto de la forma {x, y} queda
completamente determinado por la pareja (x, y) y viceversa.
Notemos que la imagen de 4 es la region del plano:
T= {0y 0<x< y< 1},
Se puede probar que 4 es un homeomorfismo.

Por lo que obtenemos un tridngulo como modelo para el
segundo producto simétrico de [0, 1],

CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

construir el modelo geométrico para F, (S!). Tomamos A =
{a, b} un conjunto de a lo mas dos puntos (recordemos que
también estamos considerando el caso a=b) de S'. Notemos
que los dos puntos a y b determinan en la circunferencia dos
arcos. Escojamos el arco de menor longitud y denotemos por
m(A4)y (4) su punto medio y su longitud, respectivamente.
De este modo, la asignacion h(A) = (1 +1(4))m(A4) seria
perfecta si no fuera porque tenemos una dificultad para los
conjuntos de puntos antipodas. Este par de puntos deter-
minan dos arcos de la misma longitud (a saber, ). Por lo
que si de momento omitimos estos puntos la imagen de /
es el conjunto {x € R 1 < |lx[|<1+m}.

Notemos que si hiciéramos una asignacién como la ante-
rior a cada pareja de puntos antipodas de S! le correspon-
deria dos puntos, uno por cada arco que determina dicha
pareja. Obsérvese que estos puntos también son antipodas
en la circunferencia de radio 1 + 7, véase la Figura 3.

Por lo anterior tendriamos una extension f'de la funcién
h cuya imagen es el anillo D = {x e R% 1 < ||x||<1+n}
hasta este momento todo estatfa bien, salvo que a cada pareja
de puntos antipodas de § !'le estamos asignando dos puntos.

Continuo cuyo segundo producto simétrico no es unicoherente.

",

Modelo para F, ().

véase la Figura 2.

——
2.2 El segundo producto simétrico 1~ = - / ///\ \
de una curva cerrada simple ,/ AN / //
Continuando con la idea de construir { }I;) [ O \
modelos de acuerdo con el grado de di- \ / \ // /
ficultad de los continuos, toca el turno \\ . 0 /// //
al segundo producto simétrico de una 1 -~ __
curva cerrada simple. Puesto que una

curva cerrada simple es homeomorfa a Da

la circunferencia unitaria S 1, vamos a
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Esto se soluciona si identificamos los puntos antipodas de
la circunferencia de radio 1 + z en el anillo D. Al hacer esta
identificacién lo que obtenemos es una banda de Mdbius
(véase la Figura 3). Finalmente hemos conseguido un modelo
del segundo producto simétrico de una curva cerrada simple.
Notemos que el conjunto de todos los elementos de F, (S1)
que consisten de un solo punto de S', estan representados en
la frontera de la Banda de M6bius. Un conjunto de puntos
interesante en el segundo producto simétrico de S', es el
formado por aquellos conjuntos de la forma {p, x} donde
pesun punto fijo en S, este conjunto esti representado
en la Figura 4.

mmntos de la forma {p,x} en F> (S7).
{p}

m Continuo figura 8.

(O

m Modelo para F, (Triodo).

2.3 El segundo producto simétrico del triodo
simple

Consideremos ahora el triodo simple 7, es decir, T esta
formado por tres arcos L, L, y L3 que tienen en comin
un punto p el cual es un punto extremo de cada uno de
ellos. En general un n-odo simple T, esta formado por
n arcos, digamos Ly, L,, ..., L, que tienen en comin
un punto p el cual es un punto extremo de cada uno
de ellos.

Consideremos los arcos J, = L,\ULs, J, = L;UL;, J;
= L,U L,. Ya sabemos que para cada i € {I, 2, 3}, F,
(J;) es un triangulo. Notemos que si @, b € T, entonces
a pertenece a alglin L; y b pertenece a alglin L; (podria
suceder que j = k). De modo que {a, b} pertenece a algiin
J;. Esto muestra que Fo(T) = Fo(J))UFy(J5)UF,(J3). En-
tonces, para obtener un modelo para el segundo producto
simétrico del triodo simple, lo Gnico que necesitamos
es saber como se pegan los tridngulos F»(J;), Fa(J5) v
F,(J3). Observemos que {a, bye Fo(J)Fy(J,) siy
s6losi {a, b} < Jyy {a, b} < Jp,es decir {a, b} = J;[]
J, = L. Hsto muestra que Fy(J)Fy (Jy) = F, (L), que
es un subtriangulo de F»(J;) y de F5(J,). De manera que
tenemos que pegar a F,(J|) con F,(J,) por ese subtrian-
gulo. En la Figura 5, los subtridngulos sombreados que
aparecen a la izquierda en los tridngulos F5(J), F5(J2) v
F5(J3), corresponden a los modelos de los hiperespacios
Fy(Ly), F5(Ly) y F5(L3), respectivamente, mientras que
los subtridngulos que aparecen a la derecha de los mismos
triangulos corresponden a los modelos de los hiperespa-
cios Fo(Ly), F5(Ly) y Fo(L3), respectivamente. Ademas se
muestra el modelo geométrico de F,(T) después de haber

realizado los pegados correspondien-

tes. (Illanes, 2004b: 48).

s " 2.4. El segundo producto simétri-
M co del continuo figura 8

Ahora mostraremos el segundo pro-
g ducto simétrico del continuo figura

FTrioda)

o

-~
P

Efl 8, al cual denotamos por Z. Podemos
ver a Z como la unién de dos circun-

P ferencias C,y C,donde C,(1C, = {p}

g como se muestra en la Figura 6.

' Cada elemento 4 = {x, y} € Fy(Z)
satisface una de las siguientes tres
posibilidades:

aAcC,
byAcC,o
ogxe CyyeC,

192 AnNDABLO-REYES, G. Y E. CAsrANEDA-ALVARADoI UNA MIRADA A LOS PRODUCTOS SIMETRICOS



Denotemos por Ay Ba los conjuntos
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Modelo para F, (Figura 8).

formados por elementos de F,(Z) que
satisfacen (a) y (b) respectivamente.
Por lo visto en la Secciéon 3.2, tanto
A como B son homeomorfos a una
banda de Mobius. Mientras que el

conjunto C de elementos de F,(Z) R __“;{_"H;t
que satisface (¢), se puede probar que es (Y “‘\'__.:1 J ;‘I
R %

homeomorfo al toro C;xC,. Entonces 1 e

. S .
-"-. - A e
o —, -
r 5L |
o L 3
L% e Iy I
s e S Sy
] T P
- — [ I )
S e
o—— = ll |I'| H'"-\.
."4,"-.\‘__.--". *
] ' ___."
[ _.-" __"

F)(Z) = AUB\UC. Ahora,side A

Gréficas para las cuales F, (X) se puede visualizar.

(1 C, entonces 4 =
x,ye Ciyxe Cy,ye C, Porlo que
y = p. De aqui,

{x, v} satisface que

ANC ={{x, p} € F(Z):xe C,}.
Similarmente

BNC ={{x,p} € F5(Z):xe C,}.
De nuevo, por lo visto en la Seccion 3.2,

AN C queda representado en la banda

de Mébius como una circunferencia

)

Y

®

[ f_x\

Ilt“‘x___, ,f

que toca a la frontera en un punto,
mientras que en el toro CyxC,, ANC
puede ser representado por una circunferencia horizontal,
como se muestra en la Figura 7. Obsérvese que A 1B = {p}.
No es dificil ver que la banda de Mobius 2 puede ser enca-
jada en la parte interior del toro C;xC, de tal forma que la
circunferencia A (1 C en By que en C;x C, corresponde a la
circunferencia {p} xC, y que en la Figura 7 aparece en forma
vertical en el toro, sean identificadas. La banda de Mébius A
puede ser encajada en la parte exterior del toro C;xC, de tal
forma que la circunferencia A (1C en A y que en C;xC,
corresponde a la circunferencia C;x {p} y que en la Figura
7 aparece en forma horizontal en el toro, sean identificadas.
Por lo tanto para crear un modelo para F,(Z) solo tenemos
que realizar los pegados que se muestran en la Figura 7.

3. Continuos para los que su segundo producto
simétrico se puede encajar en R?

Se dice que un continuo es una grifica finita si se puede
expresar como la union finita de arcos, los cuales, o bien son
ajenos dos a dos o se intersectan s6lo en uno o en ambos
puntos extremos. Decimos que una grafica finita no es plana
0 no es aplanable si no se puede encajar en el plano R?. As,
el arco, las curvas cerradas simples y los n-odos simples son
ejemplos de graficas finitas planas.

CIENCIA ergo sum, Vol. 16-2, julio-octubre 2009.

Quizas se preguntaran por qué no construimos el modelo
de un 4-odo simple, que es mas sencillo de analizar que el
continuo figura 8. La razén es que los Gnicos continuos
localmente conexos, para los que podemos construir mo-
delos de este hiperespacio que pueden visualizarse, es decir,
que pueden encajarse en R’, son aquellos continuos que son
subcontinuos del continuo figura 8. Lo anterior se resume
en el siguiente:

Teorema 11. Sea X un continuo localmente conexo.
Entonces F,(X) puede ser encajado en R® si y sélo si X es
homeomorfo a alguno de los siguientes espacios: un arco,
una circunferencia, un triodo simple, una paleta, un 4-odo
simple, una medalla o el continuo figura 8, (ver Figuras 8
y 6). Una demostracién rigurosa de este hecho se puede
encontrar en el Teorema 3 de (Castafieda, 2002).

Con respecto al Teorema 11, durante mucho tiempo se
tuvo la siguiente pregunta:

Pregunta 12. ;Podemos encajar en R* el segundo produc-
to simétrico de cualquier grafica finita?

Recientemente, en el taller de investigacién de Teoria de
Continuos e Hiperespacios que se llevo a cabo en la ciudad
de Puebla, México en julio de 2007, el segundo autor y los
colegas A. Illanes, F. Capulin, F. Orozco, J. G. Anaya, J.
Sanchez, T. Gardufio y N. Ordofiez, resolvieron en forma
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negativa esta pregunta, es decir, existen graficas finitas para
las cuales su segundo producto simétrico no se puede encajar
en el espacio euclidiano 4-dimensional.

Ejemplo 13. Sea X = Y\ UW donde Y y W son grificas
finitas no planas tales que YW = {p}. Afirmamos que
F5(X) no se puede encajar en R,

En efecto, pues si A es un elemento del segundo producto
simétrico de X, entonces tenemos los siguientes casos:

aAcCy,
byAcW,
osid={yz},conye Yyze W.

Del inciso ¢) tenemos que el segundo producto si-
métrico de X contiene una copia topoldgica de YxWW,
que no puede ser encajado en R*y por tanto F,(X)
tampoco puede ser encajado en el espacio euclidiano
4-dimensional.

Antes de continuar, necesitamos dar algunos conceptos.
Una dendrita es un continuo localmente conexo sin cur-
vas cerradas simples. Un continuo tiene una propiedad
hereditaria si cada uno de sus subcontinuos la tiene. Un
dendroide es un continuo conexo por arcos y heredita-
riamente unicoherente.

El ejemplo anterior es una grafica finita no aplanable.
Para el caso de graficas finitas planas y de hecho, para
cualquier continuo plano como las dendritas, los dendroi-
des o la misma carpeta de Sierpinski (cuya construccion
se puede ver en (Andablo y Castafieda, 2008)) su segundo
producto simétrico se puede encajar en R Esto se debe a
que cualquiera de estos espacios se puede encajar en [0,1]° y
por el Teorema 1 de (Molski, 1957) tenemos que F,([0,11%)
es homeomorfo a [0,1]*. En la Figura 9 se muestran los
primeros pasos de las construcciones de algunos ejemplos
de continuos planos.

Ejemplos de continuos planos.

coooooooo
o[Jo o[Jo a[Jo
Ooo0oo0O0DOo0O0DO
ooo ooo
oo o[Je
ooo ooo
ooooooooo
oJo o[Jo o[Jo
oooooooooO

N
:

N
X4

La pregunta natural ahora es: ;qué pasa con los continuos
que no son localmente conexos?, sexistira un continuo que
no sea localmente conexo tal que su segundo producto
simétrico tenga un modelo geométrico que pueda visua-
lizarse? En el afio 2005, A. Illanes construyé un modelo
geométrico para el segundo producto simétrico de la curva
sinoidal, X = sen(1/x) (X es la cerradura de la grifica de
la funcién sen(1/x) con dominio el intervalo (0,1], ver
Figura 10.

Este continuo no es localmente conexo y al construir
el modelo geométrico de su segundo producto simétrico,
A. Tllanes mostr6 que dicho producto simétrico se puede
encajar en R3. Lo que todavia no se sabe, es si éste es el
unico continuo no localmente conexo cuyo segundo pro-
ducto simétrico se puede encajar en el espacio euclidiano
3-dimensional, con respecto a esta pregunta se tiene la
siguiente.

Conjetura 14. El segundo producto simétrico de
cualquier compactacién del rayo [0,00) se puede encajar
en R3.

Cuando K. Borsuk y S. Ulam introducen los produc-
tos simétricos también prueban que paran € {1, 2, 3},
F,([0,1]) es homeomorfo a [0,1]", y que, paran > 4
, F,, ([0,1]) no puede ser encajado en R". Después R.
Molski probd que FZ([O,I]z) es homeomorfo a [0,1]*
y que para n>3 ninguno de los espacios Fn([O,l]z)
y F5([0,1]") se puede encajar en R*". Siguiendo esta
linea de investigacion, en (Castaneda, 2002) se prueba
que el arco es el tnico continuo cuyo segundo ¥ terceBr
producto simétrico puede ser encajado en R™ y R,
respectivamente. También se obtiene que, para ningin
continuo X y ninguna n>4, F,(X) se puede encajar en
R”. Si X es un continuo que contiene un 5-odo simple
o una copia topologica de la letra H, entonces F,(X) no
puede ser encajado en R>.

[ALITERDN Curva sinoidal.
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4. Condiciones para existencia de encajes ordenados
entre productos simétricos

Decimos que una funcién A es un encajesi es un homeomor-
fismo sobre su imagen. Dados dos continuos X y Y y dos
hiperespacios H(X) y K(Y) de Xy Y, respectivamente,
decimos que H(X) puede encajarse ordenadamente en K(Y)
siempre que exista un encaje i: H(X) — K(Y)tal que, si
AcB, entonces h(4) < h(B). En este caso, & es llamado
encaje ordenado.

Un continuo es indescomponible si no se puede escribir
como uni6n de dos de sus subcontinuos propios. Decimos que
un continuo es descomponible si no es indescomponible.

En (Andablo, 2002) se dan ejemplos y condiciones bajo
las cuales C(X) puede ser encajado ordenadamente en C(Y).
En particular, se caracterizan los continuos X tales que C(X)
puede ser encajado ordenadamente en C(Y), cuando Y es
un continuo hereditariamente indescomponible. También
se demuestra que 2% puede encajarse ordenadamente en
2% para cualesquiera dos continuos X y Y.

Si un continuo X puede encajarse en un continuo Y
mediante un encaje : X — Y, existe un encaje ordenado
natural 2”: 2% 5 27 dado por 2”(4) = h(A4) (la imagen de
A bajo h). La funcién 2" es llamada la funcién inducida
véase Seccion 77 de (Illanes y Nadler, 1999). Las restricciones
2h IC(X): CX)> C(Y)y 2" |Fn w0 FnX)> F,(Y) también
son encajes ordenados. Sean n y m ntimeros naturales, da-
dos continuos X y Y, una pregunta que surge de manera
natural es: ;bajo qué condiciones F, (X) puede ser encajado
ordenadamente en F,,(Y)?

En esta seccion presentamos un bosquejo de las demos-
traciones de las afirmaciones que responden la pregunta
anterior. Las demostraciones completas de estos resultados
pueden consultarse en (Andablo y Neumman, 2008).

Sid e F,)(X), denotamos por| 4| al nimero de elementos
de 4.

Teorema 15. Sean X, Y continuos yn, m € N. Si F,(X) pue-
de encajarse ordenadamente en F,(Y), entoncesn < m.

Demostracion. Sean g: F, (X) — F,,(¥) un encaje ordenado
yA e F,(X) tal que|4|=n. Supongamos que A={x;,..., x,, }.
Puesto que g es un encaje ordenado y {xq,..., X;.1 } G {X{,..., X; }
para cadai € {2.., n},entonces g ({xy,... X;.1 &g ({X1,... X;}),
para cadai € {2,.., n}. Asi

lg({xp,m ;D1 > g(fpxi DI+ 1

Por tanto,
| g({xyx, DI > g }) [+n1>n

CIENCIA ergo sum, Vol. 16-2, julio-octubre 2009.
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Puesto que g({x,,..., X1 })€F,.(X), concluimos que m>n.m

Dados un continuo Xy n € N, definimos F: X)=F,X)\
F, (X), paran>2,y hacemos FIO()O = F(X). Notemos que
F, ,f (X) es un subconjunto abierto de F, (X).

Lema 16. Sean X y Y continuos. Sea c: F,,|(X) - F,»(Y)
un encaje ordenado, donde 1 <m<n. i para alginE € F ,,? X),
o(E) € F,2.|(Y), entonces X puede encajarse en Y.

Ahora estamos en condiciones de abordar el resultado
mas importante de esta seccion.

Teorema 17. Sean X y Y continuos. Si n<m<2n y F,(X)
puede encajarse ordenadamente en F,,(Y), entonces X puede
encajarse en Y.

Bosquejo de la demostracion. Vamos a demostrar la afir-
macién usando induccion sobre n. Sea n =1 y supongamos
que F1(X) puede encajarse ordenadamente en F;(Y). Puesto
que X (respectivamente Y') es homeomorfo a F'j(X) (respec-
tivamente F(Y)), concluimos que X puede encajarse en Y.

Supongamos ahora que el teorema es cierto para algu-
nan € N. Supongamos también que n + 1<m<2n+2y
c: F,.1(X) - F,(Y) es un encaje ordenado.

Consideremos primero el caso n + 1= m. Entonces estamos
suponiendo que 6: F,;{(X) — F,+(Y). Afirmamos que
o({p}) es un conjunto con un solo elemento. En efecto,
supongamos que existe p € X tal que 6({p}) contiene mas
de un elemento. Podemos elegir elementos p,,..., p,_; en X
tales que p, ps..., p,_1 son diferentes dos a dos. Puesto que
es un encaje ordenado, o({p, p,}) contiene propiamente a
o({p}), asi que & ({p, p»}) contiene al menos tres elemen-
tos. Repitiendo este argumento con los conjuntos o( {p,pz,
P3Hoes SUP, P Pty obtenemos que o({p, py Pyei )
contiene al menos n + 2 elementos. Esto es una contradic-
cion puesto que 6({p, Py, Pp+1}) € £y (¥). Asi, hemos
probado que o({p}) es un conjunto con un solo elemento.
Fyor) €8 U0 encaje de F(X) en F(Y).
Por tanto, X puede encajarse en Y.

De manera que, G|

Supongamos ahora que que n + 1< m. Si para algin 4 €
F;(X), c(4) e F,,?_l (Y), por el Lema 16, concluimos que
X puede encajarse en Y. Si para algin 4 € F, (X), o (4) €
Fn? (Y), entonces podemos elegir un elemento ¢ € X\4 y
asi obtenemos que 6(4\J {g}) contiene propiamente a G(A4).
Pero esto es imposible puesto que 6(4) contiene m elemen-
tos y 6(4U{q}) € F,,(Y). Por tanto, podemos suponer que
o(A) € F,py (Y) paracada 4 € F,; (X). Puesto que G es un
encaje ordenado, obtenemos que 6 £, (x: F(X) - F, 5(Y)
también es un encaje ordenado. Entonces por el Teorema
15, n<m-2. Puesto que n<m-2, podemos aplicar la hipotesis
de induccién a G| £, Para concluir que X puede encajarse
en Y. Esto demuestra el paso inductivo y concluye la idea
de la demostracién del teorema.m
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So6lo nos falta determinar qué pasa cuando m>2n. El
siguiente ejemplo muestra que el hecho de que F,,(X) pue-
da encajarse ordenadamente en F,(Y) para m>2n, no es
suficiente para afirmar que X puede encajarse en Y.

Ejemplo 18. Sean Xy Y los continuos que se muestran en
lafigura 11, entonces para cadan € N, F,(X) puede encajarse
ordenadamente en F,,(Y) y X no puede encajarse en Y.

Claramente, X no puede encajarse en Y dado que si exis-
tiera un encaje de X'a ¥, los puntos By D s6lo podrian ser
enviados por éste a los puntos / y G, por ejemplo Ba [y
D a G, pero en el continuo Y no existe una circunferencia
que contenga al punto /, mientras que en el continuo X
el punto B si estd contenido en una circunferencia. Para
definir un encaje de F,(X) en F,,(Y), primero necesitamos
definir un encaje de F*,(X) a F,(X). Para ello consideremos
los homeomorfismos /;: S; - S, i = 1, 2, dados por

/iy =x+ Lyt Dy A y)=x+1,y+1).

Donde S y S, son las circunferencias con centros 4 y E res-
pectivamente, mientras que S 1y S, son las circunferencias con
centros F'y H, respectivamente. Observemos que f{ ((-1,0)) =
f>((-1,0))=(0, 1). Denotemos por p: R? >R la proyeccién
en la primera coordenada y consideremos las aplicaciones p;
=pef; S;— R. Ahora, definimos g: F; (X) > F, (¥) por

10, (5 (@ -D,- D), size s,
20, (3 (P20 + 1),- D), size Sy,

glizh) = 1
(0.-p@). (5 PELPEN}  size b,

(O, P, (5 p)-pE}, sizel

véase 1.48 de (Nadler, 2006). Ademas, por la forma en la
que definimos la funcién A, no es dificil probar que si 4
B, entonces h(A)  h(B). Finalmente, por la propiedad de
g se puede probar que / también es inyectiva. Por lo tanto,
h es un encaje ordenado.

Con la presentacion de este ejemplo hemos respondido
completamente a la cuestiéon que origind a esta seccion.

5. Relacién entre productos simétricos y otras estruc-
turas topoldgicas

Dado un continuo X se define su cono como el espacio

R/

El problema de determinar los continuos para los
cuales su hiperespacio C(X) es homeomorfo a su cono
ha sido ampliamente estudiado. Una discusion detallada
al respecto puede revisarse en las Secciones 7 y 80 de
(Illanes y Nadler, 1999). El caso en que X es hereditaria-
mente descomponible fue resuelto completamente por
S. B. Nadler, Jr., cuando demostré que existen exacta-
mente ocho de esos continuos, los cuales se 1lustran en
la figura 12.

AL WkM Continuos del ejemplo 18.

Se puede prObar que la funcién g asi FETIERPA Continuos cuyo C(X) es un cono.

definida es continua e inyectiva. De hecho
g posee una propiedad mas fuerte que ser :
inyectiva: dado z € X, existe w € g({z}) (] 1ed)
tal que w no pertenece a ninguno de los *,
conjuntos de la forma g({v}),con v#z.

Ahora definimos A: F,(X) — F,,(Y)
por h(4) = |J g(ix}).

xeAd

Puesto que la funcién unién es

continua, / es una funcién continua,
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Los continuos para los que existe un continuo de di-
mension finita Y tales que C(X) es homeomorfo al cono
de Y, han sido descritos completamente en (Illanes, 1995).
En (Illanes y Lopez, 2002) se presenta una lista de tales
continuos, cuando X es hereditariamente descomponible.
El caso en que X no es hereditariamente descomponible fue
completamente resuelto en (Lopez, 2002).

Con respecto a productos topoldgicos, A. Illanes mostrd
que un continuo X tiene la propiedad de que C(X) es ho-
meomorfo al producto de dos continuos no degenerados
y de dimension finita si y s6lo si X es un arco o una curva
cerrada simple, véase (Illanes, 1997).

Para finalizar comentamos la relacién de los productos
simétricos con las estructuras topoldgicas de conos topo-

CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

légicos y productos topoldgicos, al respecto se tienen los
siguientes resultados que pueden ser consultados en (Cas-
tafieda, 2004):

Teorema 19. 51 X es una grifica finita, entonces I,(X) es
homeomorto al producto de dos continuos no degenerados
si y sélo si X es un arco.

Teorema 20. S7 X es una grifica finita, entonces I,(X)
es homeomorfo al cono sobre un continuo Z si y sélo si X
es un n-odo simple o un arco.

Como podemos darnos cuenta los productos simétricos
poseen muchas propiedades que los hacen muy atractivos
y en los textos y articulos que incluimos en las referencias
existen varias preguntas acerca de ellos que ain permanecen

Andablo, G.

__ (2002). “Ordered Embeddings of Hy-
perspaces”, en Illanes, A.; S. Macias; W.
Lewis (Ed.). Continuum Theory (Denton, Tx,
1999), Lecture notes in Pure and Applied Ma-
thematics, 230, Marcel Dekker, New York.

_ yCastaneda, E. (2008). “Un breve espacio
para el mundo de los hiperespacios”, Ciencia
ergo-sum. Vol. 15, Nam. 3.

___y Neumman, V. (2008). “Ordered Em-
beddings of Symmetric Products”. Houston
J. Math. Vol. 34, Nam. 1.

Borsuk, K.

____(1949). “On the Third Symmetric Poten-
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___y Ulam, S. (1931). “On Symmetric
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