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PRESENTACION

\3

ﬁ unidad de aprendizaje de Métodos Numeéricos es

fundamental en la formacion de profesionistas de la
Licenciatura en Ingenieria en Sistemas Inteligentes, ya que
es una herramienta indispensable en la solucion numeérica
de problemas durante su preparacion y en el ejercicio

profesional en algunas areas del conocimiento.
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PRESENTACION (b) |

3

ﬁra que los alumnos logren lo anterior se utilizaran las
siguientes estrategias de ensefanza:
e exposicion de los conocimientos tedricos por parte
del profesor,

* planteamiento y solucion de ejercicios en clase,

* series de ejercicios que el alumno resuelve fuera de
clasey

* desarrollo de software para la solucion de problemas
especificos de esta unidad de aprendizaje.




\ INTRODUCCION “

Ala busqueda de un modelo matematico que represente lo

- mejor posible un conjunto de datos experimentales, los cuales
puedan abordarse en su entendimiento de diferentes formas,
para lo cual se proponen métodos de solucion:

1. Mediante interpolaciony
2. mediante la obtencidon de una curva, y=¢(x), que se
aproxime a los datos sin que, necesariamente, pase por ellos
(método a tratarse).

-




PROCEDIMIENTO

ﬂ criterio a considerar, consiste en obtener un modelo
- geométrico, que realice la suma de minimos cuadrados de
las longitudes (distancia euclidiana) (ver Figura siguiente).

-1 T 2 3 4 s
Figural




‘ PROCEDIMIENTO “
ﬂsi, el problema quedaria planteado en los términos \

siguientes:
Dados los datos {(x,y:) i=1,2, ,N } hallar ¢(x) que verifique:

N
Z((}’i = Cb(xi))z = Minima
=1

Formula 1

La formula anterior recibe el nombre de ajuste de minimos

wdrados de los datos. j
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[ MODELOS LINEALES ]

ﬂ)s modelos lineales son aquellos que utilizan funciones cp()%
- d

e la forma:
@(x)= a,q,(x)+ a,q,(x)+ + a,,q,,(x) o

donde a, i=1.....m (hormalmente, m<<N=numero de datos)
son los parametros a determinar en el problema de ajuste, y
gi(x) i=1.....m son funciones linealmente independientes

de cierto espacio de funciones (polinomios, spline, etc.).
Sustituyendo el problema general de ajustar la mejor recta
con minimos cuadrados a una coleccion de datos queda de la

\ siguiente manera, para minimizar el error total:
- — \'m
\ E = (00, 01) - Zi=1[yi — (alxi -+ ao)]z Formula 3




\ MODELOS LINEALES \

@que haya un minimo, se debe cumplir lo siguiente:

d
O=-—= iy — (ayx; + ap)? =2 X2, (y; — —ay)(—1)
%)
0=-—=2Z1ly; —(ayx; + ap) P =2 X2, (y; — — ap)(—x)
1
ao*m+a Xl x; = XY Y A lim1 X+ ar Xty xF= Xt xy;

K Formulas 4




‘ MODELOS LINEALES \

/ La solucion de este sistema de ecuaciones es:

0 = mox Yy, -Y2 xy Y x
b= m(Zi, x*) — (B2, x,)?

mE =1 XY~ Z =1 X; 21—13’
m(Zi2, %) —(ZL, %)’

K Formulas 5

a, =




EJEMPLO \

Considere el problema de estimar los valores de una funcion en
~ puntos no tabulados, si se cuenta con los siguientes datos
experimentales de la tabla siguiente:

x|y
1.3
3.5
4.2
5.0
7.0
8.8
10.1
12.5

O 00 N O U B W N PP

13.0

15.6
Tabla 1

=
o




| MODELOS LINEES CON EXCEL |

@ntinuacién vamos a indicar un procedimiento basado en la
utilizacion de la hoja de calculo EXCEL, que nos facilita y agiliza
todos los calculos anteriores.

Una vez abierta |la hoja de calculo introducimos en la primera
columna los valores de la variable independiente (x,) y en la

segunda columna los de la variable dependiente (y;), esto es,
los valores de x en la primera y los valores de y en la segunda
columna, a continuacion seleccionamos todas las celdas, este
sera el aspecto de nuestra hoja:
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MODELOS LINEALES CON EXCEL

Hacemos clic sobre el menu insertar en nuestra hoja de

L] L]
- Excel como se muestra en la siguiente pantalla:
.
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MODELOS LINEALES CON EXCEL

Seleccionamos en la pestaﬁa gréficos, el XY (Dispersién) Y
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MODELOS LINEALES CON EXCEL

Su pantalla se debe ver de la siguiente manera:
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ODELOS LINEALES CON EXCEL

0s colocamos en la grafica y oprimimos el boton secundario,
seleccionamos el submenu Formato de linea de tendencia y

| . . 7
Nnos aparece el siguiente submenu:
.
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MODELOS LINEALES CON EXCEL

En opciones de linea de tendencia, seleccionamos lineal y
' también presentar ecuacidn en el grafico:
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\ OTRO METODO DE SOLUCION “

Tomando los datos anteriores, obtenga la linea de minimos
[ cuadrados que aproxima estos datos, extendiendo la tabla'y
sumando las columnas como se indica en las columnas tercera
y cuarta de la siguiente tabla:

x| e g | Py
1.3

3.5
4.2

7
8.8

10.1

12.5
13

| 10 15.6

Tabla 2

O 00 N O U1 B W N -
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\ OTRO METODO DE SOLUCION “

@culando apY a, para sustituirlo en la tabla anterior:

d, = 385(81) — 55(5724) =-0.360
10(385) — (55)2

I
- 3,=10(5724)-5581) .
10(385) - (55)2

P(x.)= a,x. +a_

K Formulas 6
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EJEMPLO

Llenado de la tabla y calculo de P(x))

x| i x| oxy | Po=axta
1 1.3 1 1.3

2 3.5
3 4.2
4 5
5 7
6 8.8
7 10.1
I 8 12.5
9 13
10 15.6

Z Xi= 55 Z y,=81.0

4

9

16

25

36

49

64

81

100

Y x.2=385

7.0
12.6
20.0
35.0
52.8
70.7
100.0
117.0
156.0
Y xyi=5724
Tabla 3




EJEMPLO

Llenado de la tabla y calculo de P(x))

x| i | ox2 | xy | P(x)=1538x,—0.360
1 1.3 1 13 1.18

2
3

4

10

2 Xi= 55

e 4 7.0
ol 9 12.6
5 16 20.0
7 25 35.0
— 36 52.8
. 49 70.7
—— 64 100.0
13 81 117.0
1.2 100 156.0

Y y:=81.0 Y. x2=385 Y x;y:=572.4

2.72
4.25
5.79
7.33
8.87
10.41
11.94
13.48

15.02

E=3i%(yi — P(x))? ~2.34

fobta4
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| MODELOS LINEALES CON EXCEL ]

mvamente habra una nueva hoja de calculo de EXCEL. Una
vez abierta la hoja de calculo, introducimos en la primera
columna los valores de la variable independiente (x,) y en la
segunda columna los de la variable dependiente (y;) y una
tercera columna con P(x;), esto es, los valores de x en la
primeray los valores de y en |la segunda columna y los valores

obtenidos P(x;)= ax.+a,, a continuacion seleccionamos todas
las celdas.
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RESUMEN DE LOS MODELOS LINEALES ]

\

Como casos particulares de ajustes de este tipo se tiene:
1. Ajuste lineal (recta de minimos cuadrados) si se utiliza:
@(x)= a+ bx. Férmula 7

2. Ajuste polinomial si se utiliza el modelo:
@(x)= ay,+ ax+.... + a,x, (llamado cuadratico o cubico
para k=2 6 3). Férmula 8

3. Ajuste con spline lineal (1 nodo interior x*) si se utiliza el
modelo:

@(x)= agt a,x+ az(x—x*) Férmula 9




‘ RESUMEN DE LOS MODELOS LINEALES “

@modelos lineales son aquellos que utilizan funciones ¢(x)
- que no son lineales respecto a los parametros del ajuste.
Algunos modelos clasicos son:

1. Ajuste exponencial cuando se usa el modelo:

(P(X)= aebx ) Formula 10
|

2. Ajuste potencial si se toma
(P(X)= axb. Férmula 11

3. Ajuste racional si se considera un modelo del tipo:
1
X)= Formula 12
K ('0( ) a+bx
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Aproximaciones por minimos
cuadrados (caso polinomial)

J




[ Reé;esién Lineal ]

ﬂejemplo mas simple de aproximacion por minimos
cuadrados es ajustar una linea recta a un conjunto de
observaciones definidas por puntos:

(X]_;y]_); (Xz,yz), .......... ’(Xn'yn) Formula 13

La expresidon matematica para la linea recta es:
y :ao +alx+e Formula 14

* Donde a, y a; son coeficientes que representan la
interseccion con el eje “y’" y Ila pendiente,
respectivamente.

e e= es el error, o diferencia, entre el modelo y las

\observaciones, el cual se representa al reordenar la

ecuacion, guedando como sigue:
e=y-a -a,X

Formula 15




PROBLEMA

‘. Datos con un error significativo

Ajuste polinomial oscilando mas alla del rango
de los datos

Resultados mas satisfactorios mediante el
ajuste por minimos cuadrados

Grdfica 1




PROCEDIMIENTO

El error o residuo “e” es la discrepancia entre el valor verdadero
de “y” y el valor aproximado “a, + a;x”, el cual se predice en la
ecuacion lineal.
Si se minimiza la suma de los errores residuales de todos los
datos disponibles se tiene una mejor linea de ajuste, es decir,

>e =3 (yi—ag—ax) Férmula 16

Las sumas van de i=1 hasta n=numero de puntos.
Una mejor aproximacion es minimizar la suma de los valores
absolutos:

>lel =2 yi—ag—ax| Formula 17
Para i=1 a n, los dos criterios anteriores, sin embargo, no son
\adecuados pues no dan un “Unico” mejor ajuste.




[ Linealizacion de Relaciones No Lineales ]

En la regresion lineal no siempre se da el caso de que N
relacion entre las variables dependientes e independientes

es lineal. Por ejemplo, si los datos son curvilineos, no se
debe utilizar el método de regresion lineal por minimos
cuadrados.

- J




[ Linealizacion de Relaciones no Lineales ]

Asten ocasiones en que los datos no son compatibles con\

datos.

Ejemplo: Ecuacion de Potencias

"

la regresion lineal, por lo tanto, se debe recurrir a una
transformacion. Estas transformaciones matematicas son
capaces de manipular las ecuaciones para que resulten de
una manera lineal, y después de esto aplicar el método de
regresion lineal simple para ajustar las ecuaciones a los

Formula 18

J
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[ Linealizacion de Relaciones No Lineales ]

Ala siguiente Tabla se observan los datos por graficar de

ecuacion de potencias sin logaritmo y con logaritmo.
X y logx logy
1 0,5 0 -0,301
2 1,7 0,301 0,226
3 3,4 0,477 0,534
4 5,7 0,602 0,753
5 8,4 0,699 0,922
Tabla 5

~




[ Linealizacion de Relaciones no Lineales ]
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[ Regresion Polinomial ]

ﬂonsiste en otra alternativa, para ajustar polinomios a Io\
d

atos. Se requiere ajustar a un polinomio de segundo
grado 6 cuadratico:

2
y=a,+a,x+a,x" +e il G

La suma de los cuadrados de los residuos es:

n
2N\2 .
Sr = Z(yi —a, —a, X —a,X.") Férmula 20
i=1

Se deriva Sr con respecto a a:

M — ZZ(yi —ad, —a, X, —a, Xiz) Férmula 21 j




[ Regresion Polinomial ]

Luego con FESDECtO d al: N
2
o 22 X (yi _ a0 o a1X1 - az X ) Formula 22

Se iguala 0, y se reordena:
(Ma, + QO x)a + QO x)a, =y, AU D)
(Xx)ag + (X )3+ (% a, = X%y, n hastaj=1
(inz)ao +(in3)a1 +(in4)az :ZXiZYi

Se tiene entonces un sistemas de ecuaciones, con 3
incognitas (a,a,,a,), entonces se puede extender un
polinomio de n-ésimo grado como sigue:

| 2 m
M y:ao +a1X+a2X + ...... amX +e Férmu/aﬂlj




Ejemplo \

ﬂjuste los datos de la siguiente tabla de datos con el
| polinomio discreto de minimos cuadrados de segundo

grado.

N

Xi

0.25

0.5

0.75

Tabla 6

yi

1.284
1.6487
2.117

2.7183




[

ﬁcule ahora el sistema de ecuaciones para determinar los
valores de a, a, y a, respectivamente, por el método de
Gauss-Jordan:

En este caso, n =2, m=5, y las tres ecuaciones normales:
50, + 2.5q, +1.875a0, =8.7680
2.5a0,+ 1.875a, +1.5625a, =5.4514
1.875a,+ 1.5625a, +1.3828a, =4.4015

=\ 2 m
P(XI) =a, +a,X+a,X" +....a, X" rsmuig 25




‘ Ejemplo “

fResoIviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los
~ siguientes resultados

* a,=1.10849
* a,=0.0364
¢ a,=1.67176

E =Y¥_,(yi —P(xi))*> =0.0378

.




Ejemplo

u b WON B —

Xi Yi o pxi) (yi-P(xi))2
0 1 1.10849 0.0118
0.25 1.284
o B
0.75 2.117 2.07616 0.0017
1 2.7183 2.81665 0.0097
0.0378
Grafica polinomial a pie
3
2.5
2
15 -
1
Grdfica 3 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

== yi
== P(XI)
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| MODELOS LINEES CON EXCEL |

@vamente vamos a utilizar un procedimiento en Excel que
nos facilita y agiliza todos los calculos anteriores. Una vez
abierta la hoja de calculo introducimos en la primera columna
los valores de la variable independiente (x) y en la segunda
columna los de la variable dependiente (y;), esto es, los valores
de x en |la primera y los valores de y en la segunda columna, a
continuacion seleccionamos todas las celdas, este sera el
aspecto de nuestra hoja:




LINOMIALES CON EXCEL

-
——— — -
™ R A R I Librol — Microsoft Excel IR - =
Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Mitro Pro 9 PDF & e = B 2
sy 1 o R .
& Cortar Calibri 1l v A AT B S Ajustar texto General - H g E‘E'I- Q( @ Z Autosuma % ﬂ
153 copiar = [#] Rettenar -
Pegar N &£ § - .| e A~ Combinary centrar = | $ = % 000 @ <8 %8 Formato  Darformato Estilos de | Insertar Eliminar Formato Ordenar  Buseary
 Copiar formato s-H - ' B  *? | ondicional * como tabla~ celda - - - @Bormar*  yfiltrar - seleccionar ©
Portapapeles [F] Fuente [ Alineacion [F] Mamero [F] Estilos Celdas Modificar
s & 2 :
2 B c E F G H I ] K L M N Q P Q i
1 xi yi B
2 0 1
3| 025 1.284 | |
']
4 0.5 1.6487
s | 075 2.117
6 1 2.7183
7
8
9
10
11
12
13 -
14
15
16
17
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19
20
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22
-
4] [ ] 3|

Figura 9




MODELOS LINEALES CON EXCEL

Seleccionamos en la pestana graficos, el XY (Dispersion)y "
~en Subtipo el que considere mas adecuado y de clip:

9= — Librol - Microsoft Excel =
Inicio Insertar Disefio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Nitro Pro @ PDF o @ o =

= S ——— .
& conar (=) - | Seauserteto Generat T R = S - T S -

Calibri - 11 - AT AT

— B2 coplar - @] Rellenar =

Pegar N & s- M- S A- B combinary centrar = | $ + % 000 | <3 L%  Formato  Darformato Estilos de | Insertar Eliminar Formato Ordenar  Buscary

< Copiar formato - condicional * como tabla~  celda ™ &2 Borrar - v filtrar = seleccionar ~
Portapapeles = Fuente = Alineacién = Niamero = Estilos Celdas Modificar

[ D3 v £
A B [+ D E F G H 1 1 K L M N o P Q
1 xi Vi
2 0 1
3| 025 1.284 | |
4 05 | 1.6487
s 075 | 2117
5 1 2.7183
7
8
9

23

2n
W 4 v ¥ [ Hojal | Hoja2 “Hoje3 -~ ¥d [ [ ] (an|

7 m e 9
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Insertar
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Figura 11|




ODELOS LINEALES CON EXCEL

OS colocamos en la gratica y oprimimos el boton

secundario, seleccionamos el submenu Formato de linea de
tendencia y nos aparece la siguiente pantalla:
|

HH9-~-|= Practica? - Microsoft Excel e, | = 2
Inidio | Insertar  Disefio de pagina  Fémmulas  Dates  Revisar  Vista  NitroPro®  PDF | Dissfio  Presentacén  Formato @ o & =
=1 ¥ cortar =, ! = -
- = Ajustar texto 5 4 4 -
“— 3 copiar ~ = ':_Q 5 ] =5) ==
PO opiar fommato Far) &= 8 Combinary centrar Formato Darformato Insertar Eliminar Formato Ordenar _ Buscary
- Copiar forma condicional - como tabla - - - yfiltrar - seleccionar ©
Portapapeles o Fuente Alineacién Nimero Estilos Celdas Modificar
| 1 Gréfico G £ o
g ]
Al B < E (2 5 H ! E K [ Formato de linea de tendencia > -
1 i Xi yi
z 1 0 1 s | | [ Opdiones delinea de tendendia | | Opciones de linea de tendencia
i Color de nea Tipo de tendendia o regresisn
3 2 0.25  1.284 V!
Estio de linea ;
3 Exponendial
a 3 0.5 1.6487
v=0.8437x" + 0.8642x+ 1.0051 / Sombra
- - - Lingal
z 4 0.75 2117 25 = Tuminado v bordes suaves =
3 5 1 2.7183 Logaritmica
7 2
5 Polinémica Orden 2 :
9 1s
Potencial
10
11 1& Mediamévil  Periodo: |2 z
12
13 05 Nombre de la linea de tendencia
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) Personalizado
16 o 0z 04 06 o8 1
17 3 Extrapalar
i Adelante: 0.0 periados
19 Haca atras: 0.0 periados
20
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23 [] Presentar el valor R cuadrado en el arafico
24
> [
26 m
27
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29
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MODELOS LINEALES CON EXCEL

En opciones de linea de tendencia, seleccionamos lineal y
' también presentar ecuacidn en el grafico:

a9 [= " Practica? - Microsoft Exeel - =
Inicia | Insertar  Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar  Vists Hitro Pro 8 PDF & @ o @ =B

[
_i‘ & Cortar Calibri -1
, 53 Copiar -

- .
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0 1
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|EEm wex = O &)
B () - muow

Figura 13



[ CONCLUSIONES |

ﬂl final del presente material se pudo observar entre\

los alumnos una mejoria en su desempeno en el
aprendizaje en la resolucion de problemas relacionados
con minimos cuadrado, al resolverlos de manera
manual y al utilizar el software (Excel).

En la aplicacién de la teoria de minimos cuadrados al
ajuste de curvas de acuerdo a los métodos: regresion
lineal simple y regresion polinomial, se pudo
comprobar como el software estimulaba y ayudaba en

Kla compresion de este tema (minimos cuadrados). j
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