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Calculo Diferencial Vectorial

Proposito General

Proposito General de la Unidad de Aprendizaje

Manejar los conceptos de derivadas parciales, gradientes,
multiplicadores de Lagrange y aplicarlos en diversas areas
haciendo énfasis en aplicaciones fisicas. Conocer el Teorema de
Taylor, el Teorema de la Funciéon Implicita y el Teorema de la
Funcién Inversa y sus diversas aplicaciones.
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Presentacion

|
El presente material didactico de solo visién proyectable, tiene
como finalidad, desarrollar en los estudiantes la habilidad de la
observacion, reflexion y analisis sobre:

Campos vectoriales y funciones con valores reales,

Limites de campos vectoriales,

Continuidad,

Diferenciabilidad.

Dentro del enfoque por competencias se pretende desarrollar en
el estudiante la capacidad de analisis.
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Especificaciones

|
La metodologia que se sugiere para el mejor aprovechamiento

del material respecto a cada tema, se describe a continuacion,
sin embargo a los jovenes les resulta agradable el uso este tipo
de recurso didactico, especificamente las diapositivas
considerandolas como notas de clase, para efectuar el repaso que
fortalezca su aprendizaje.
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Recursos que se utilizaran

Caifion,

N

B Software: Cualquier visor de archivos pdf,

Computadora,

w

'

Pizarrén,

i

Material impreso.
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Indicaciones de uso

El uso del presente material es de facil acceso:

Abra el dispositivo de almacenamiento con doble clic.
Solo de clic para dejar pasar las diapositivas.
Con la tecla ESC se interrumpe la presentacion.

Con las teclas de Redpag y Avpég puede avanzar y
retroceder las diapositiva.
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Competencias a desarrollar

De conocimientos

Campos vectoriales y funciones con valores reales,
Limites de campos vectoriales,

Continuidad,

Diferenciabilidad.

De Habilidades

Identificacion de postulados, hipétesis y conclusiones.
Intuicién sobre la veracidad o falsedad de una afirmacion.
De Actitudes y Valores

Disciplina, orden, tenacidad, gusto por enfrentar nuevos
retos, paciencia y rigor en el razonamiento.
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Indice General

Objetivo.

Geometria de Funciones.
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Diferenciacion

Ampliar los principios del calculo diferencial para funciones de
una variable a funciones de varias variables.
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Pare ello en la primera parte del curso realizaremos lo siguiente
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Diferenciacion

Objetivo

Ampliar los principios del calculo diferencial para funciones de
una variable a funciones de varias variables.
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Geometria de las funciones con valores reales y el estudio de
las gréficas de estas funciones.
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Diferenciacion

Objetivo

Ampliar los principios del calculo diferencial para funciones de
una variable a funciones de varias variables.
Pare ello en la primera parte del curso realizaremos lo siguiente

Geometria de las funciones con valores reales y el estudio de
las gréficas de estas funciones.

Definiciones bésicas de limite y continuidad.
Definicion de derivada y reglas bésicas del calculo.

Algunas aplicaciones.
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Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales,
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Geometria de funciones

Definicion 1

Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales, sim =1, a f
se le llama funcion de valores escalares.

Ejemplo
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Geometria de funciones

Definicion 1

Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales, sim =1, a f
se le llama funcion de valores escalares.

Ejemplo
f:R*— {0} — R? definida por
f(z1,m2, 23, 24) = (1/(2? + 23, 2% + 23), 22 — 3).
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Geometria de funciones

Definicion 1

Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales, sim =1, a f
se le llama funcion de valores escalares.

Ejemplo
f:R*— {0} — R? definida por
f(z1,m2, 23, 24) = (1/(2? + 23, 2% + 23), 22 — 3).
g: R3 — R? definida por
g(x1, T2, 3) = (sen(z17273), T379 — 13).



Calculo Diferencial Vectorial

Geometria de funciones

Definicion 1

Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales, sim =1, a f
se le llama funcion de valores escalares.

Ejemplo
f:R*— {0} — R? definida por
f(z1,m2, 23, 24) = (1/(2? + 23, 2% + 23), 22 — 3).
g: R3 — R? definida por
g(x1, T2, 3) = (sen(z17273), T379 — 13).
h:R3 — R definida por h(z1, 72, 23) = 2% + 23 + exp(z3).
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Geometria de funciones

Definicion 1

Seann, me Ny f: ACR" — R™. Cuandom > 1, a f lo
llamaremos funcion con valores vectoriales, sim =1, a f
se le llama funcion de valores escalares.

Ejemplo
f:R*— {0} — R? definida por
f(z1,m2, 23, 24) = (1/(2? + 23, 2% + 23), 22 — 3).
g: R3 — R? definida por
g(x1, T2, 3) = (sen(z17273), T379 — 13).
h:R3 — R definida por h(z1, 72, 23) = 2% + 23 + exp(z3).
f: R — R? definida por f(t) = (sen(t), cos(t)).
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Definicion 2

Sea f:U C R" — R. Definimos la grdfica de f como el
subconjunto de R™ que consta de todos los puntos

(x1,x2, ..., Tn, f(z1,22,...,2,)), para (z1,22,...,2,) EU. Es
decir

gmf(f) = {(mlax% 0o ,C(In,f(ﬂfl,l’g, s 55571)) S RH—H :
($1,$2,...,$n) S U}
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Definicion 2

Sea f:U C R" — R. Definimos la grdfica de f como el
subconjunto de R™! que consta de todos los puntos

(x1,22, ..., Tn, f(z1,22,...,2,)), para (z1,22,...,2,) €EU. Es
decir

graf(f) = {(z1, 22, ..., &0, f(21,22,...,2,)) € R*HT:
(1'1,1’2,..-,$n) S U}

A\

\ Y
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Definicion 2
Sea f:U C R" — R. Definimos la grdfica de f como el
subconjunto de R™! que consta de todos los puntos

(x1,22, ..., Tn, f(z1,22,...,2,)), para (z1,22,...,2,) €EU. Es
decir

graf(f) = {(z1, 22, ..., &0, f(21,22,...,2,)) € R*HT:
($1)$27"'7xn) S U}
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Curvas de nivel

Definicion 3

Sean f:U CR" - R yc€R. Entonces el conjunto de nivel
del valor c se define como aquellos puntos x € U para los
cuales f(x) = c. Sin =2, hablamos de una curva de nivel
(del valor ¢); y si n = 3, hablamos de una superficie de nivel.
Es decir, el conjunto de nivel de valor ¢ se escribe

{reU: f(x) =c} CR™
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del valor c se define como aquellos puntos x € U para los
cuales f(x) = c. Sin =2, hablamos de una curva de nivel
(del valor ¢); y si n = 3, hablamos de una superficie de nivel.
Es decir, el conjunto de nivel de valor ¢ se escribe

{reU: f(x) =c} CR™

Ejemplos:
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Curvas de nivel

Definicion 3

Sean f:U CR" - R yc€R. Entonces el conjunto de nivel
del valor c se define como aquellos puntos x € U para los
cuales f(x) = c. Sin =2, hablamos de una curva de nivel
(del valor ¢); y si n = 3, hablamos de una superficie de nivel.
Es decir, el conjunto de nivel de valor ¢ se escribe

{reU: f(x) =c} CR™

Ejemplos:
f:R? R, definida por f(z,y) = 2.
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Curvas de nivel

8y
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Esbozo de la gréfica

lc=2

<Y
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Esbozo de la grafica




Calculo Diferencial Vectorial

Curvas de nivel

f:R? = R, definida por f(z,y) =z +y + 2.
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Curvas de nivel

f:R? R, definida por f(z,y) =z +y + 2.
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Curvas de nivel

f:R? R, definida por f(z,y) =z +y + 2.
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Curvas de nivel

yx+2
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Curvas de nivel

f:R? = R, definida por f(z,y) = 2% + .
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Curvas de nivel

f:R? = R, definida por f(z,y) = 2% + y>.
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Curvas de nivel

f:R? = R, definida por f(z,y) = 2% + y>.
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Curvas de nivel

f:R? R, definida por f(z,y) = 2% + 4y%.
g:R? = R, definida por g(z,y) =2 —y + 3.
h :R? — R, definida por g(z,y) = —xy.



Calculo Diferencial Vectorial

Continuidad

Definicion 4

Sea f: A CR"™ = R™ una funcion con dominio A. Decimos que
f es continua en xg si y solo si para cada € > 0 existe § > 0
tal que si x € Bs(xzg) N A, entonces f(x) € Be(f(x0))-

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que
f es continua en cada punto xo de A.
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Continuidad

Definicion 4

Sea f: A CR"™ = R™ una funcion con dominio A. Decimos que
f es continua en xg si y solo si para cada € > 0 existe § > 0
tal que si x € Bs(xzg) N A, entonces f(x) € Be(f(x0))-

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que
f es continua en cada punto xo de A.

Teorema 5

Sean f: ACR® 5> R™, g: ACR"” - R™ y ¢ un numero real.
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Continuidad

Definicion 4

Sea f: A CR"™ = R™ una funcion con dominio A. Decimos que
f es continua en xg si y solo si para cada € > 0 existe § > 0
tal que si x € Bs(zg) N A, entonces f(x) € Be(f(z0)).

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que
f es continua en cada punto xo de A.
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Sean f: ACR" - R™, g: ACR"” - R™ y ¢ un nimero real.

Si f es continua en xg, también lo es cf, donde

(cf)(@) = c(f(2)).
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Continuidad

Definicion 4

Sea f: A CR"™ = R™ una funcion con dominio A. Decimos que
f es continua en xg si y solo si para cada € > 0 existe § > 0
tal que si x € Bs(zg) N A, entonces f(x) € Be(f(z0)).

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que
f es continua en cada punto xo de A.

Teorema 5
Sean f: ACR" - R™, g: ACR"” - R™ y ¢ un nimero real.
Si f es continua en xg, también lo es cf, donde
(ef)(x) = c(f(2)).
Si f y g son continuas en xg, también lo es f + g, donde

(f +9)(x) = fz) + g().
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St
|z — 20| < min <1,€> Yy — ol < s———,
2(Jyol + 1) 2(|wo| + 1)
entonces

lzy — xoyo| < €.

Siyo#0y
[0 €|y0|2
< )
ly — yo| < min < 9 9

entonces y # 0 y
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Continuidad

Sean f: ACR" >R yg: ACR"” —» R.
Si f y g son continuas en xg, entonces la funcion producto
fg definida por (fg)(x) = f(x)g(x) es continua en xg.
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Continuidad

Sean f: ACR" >R yg: ACR"” —» R.
Si f y g son continuas en xg, entonces la funcion producto
fg definida por (fg)(x) = f(x)g(x) es continua en xg.
Si f: ACR"™ = R es continua en xg y no se anula en A,
entonces el cociente 1/f es continua en xq, donde

(1/ ) (@) =1/ f ().
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Continuidad

Teorema 8

Sean f: ACR" > R™ yg: BCR™ - R%. Si f(A) C B, f es
continua en xg € A y g es continua en f(xg), entonces
go f:A— R® es continua en xg.
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Limites

Definicion 9

Sea f: A CR"™ = R™ una funcion con dominio A. Decimos que
f tiende a ly, cuando x tiene a xy si y solo si para cada & > 0
existe 0 > 0 tal que si x € Bs(xz) N A — {xo}, entonces

f(z) € B:(lp). Se denota por

g ) = o
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Limites

Teorema 10

Sea f: ACR"™ — R™ una funcion con dominio A. Si

A f@=b
Yy
g =,

entonces lg = 1.



Calculo Diferencial Vectorial

Limites

Sean f: ACR" - R™, g: ACR"” - R™ y ¢ un nimero real.

Si lim f(x) = ly, entonces lim cf(x) = cly, donde
T—x0 T—x0

(cf)(@) = c(f(2)).
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Limites

Sean f: ACR" - R™, g: ACR"” - R™ y ¢ un nimero real.
Si lim f( ) = lo, entonces li_)rn cf(z) = cly, donde
T—T0

(@) = e(f(@)).

B S hm flx)=1ly hm g( ) = 11, entonces
9)(x )—lo-l-h, donde (f + 9)(z) = f(z) + g().

hm (
T—T0
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Sean f: ACR" >R yg: ACR"” —» R.
Si lim f(x) =1lp y lim g(x) =11, entonces
T—x0 T—T0
(fg9)(z) = loly, donde fg esta definida por

lim
T—TQ

(fg)(x) = f(x)g(x) es continua en .
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Sean f: ACR" >R yg: ACR"” —» R.
Si lim f(x) =1lp y lim g(x) =11, entonces
T—x0 T—T0
(fg9)(z) = loly, donde fg esta definida por

lim
T—TQ
(f9)(x) = f(x)g(x) es continua en x.
Si 1511 f(x)=1o#0 vy f no se anula en A, entonces
T—T(

(1/f)(x) = 1/lo, donde (1/f)(z) =1/ f(z).

lim
T—T0
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Teorema 13

Sean f: ACR® > R™, g: ACR"” > R™ ybeR™. Si
f(@) = (fr(2), fa(=), ..., fm(2)), donde f; : A— R, para

1€1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces
lim f(x) =b= (b1,be,...,bn) siy solo si lim f;(x)=b;, para
T—T0 T—T0

cada i € 1,2,...,m.
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Teorema 13

Sean f: ACR® > R™, g: ACR"” > R™ ybeR™. Si
f(@) = (fr(2), fa(=), ..., fm(2)), donde f; : A— R, para

1€1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces
lim f(x) =b= (b1,be,...,bn) siy solo si lim f;(x)=b;, para
T—T0 T—T0

cada i € 1,2,...,m.

Teorema 14

Sean f: ACR" - R™ ¢g: ACR" — R™. Si

f(x) = (f1(z), f2(2), ..., fm(x)), donde f;: A — R, para

1 €1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces f
es continua en xg st y solo si cada una de las funciones

f1, fo, ... fm es continua en xg.



Calculo Diferencial Vectorial

Calcular los siguientes limites

m2

lim @———.
(2,y)=(0,0) /22 + 92

1



Calculo Diferencial Vectorial

Calcular los siguientes limites

1.2

lim ——.
(2,y)—=(0,0) /22 + y2

1

XIsqrt(y?+x)
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Calcular los siguientes limites
2
x

2 i =
(@) (0.0) 22 + 32
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Calcular los siguientes limites
2
x

2 im —.
(z,y) (0,022 + y?
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Sean U C R™ un conjunto abierto y f: U C R™ — R una
funcion con valores reales. Entonces

0f/0x1,0f 0z, ...0f /0y, las derivadas parciales de f con

respecto a la primera, sequnda, . . . , n-ésima variable son las
funciones con valores reales, de n variables, las cuales, en el
punto (x1,x9,...,x,) = x, estdan definidas por
af .
%j(xl, X9y ey Ty) =
. flz,ze, . xj+ hy o) = fon, .0 2n)
lim
h—0 h
0
(Aii(xl7x2a"'a$n) :}llll)r%)f(m_l_he}i) f(l‘)

s1 existen los limites, donde 1 < j < n ye; es el j-ésimo vector

Ao la hace aennl defmasdn nor o — (0 1 N ~om 1 em ol
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Diferenciacion

Ejemplos
Si f(x,y) = 2%y + 2, hallar 9f/0x y Of /Oy.
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Diferenciacion

Ejemplos
Si f(x,y) = 2%y + 2, hallar 9f/0x y Of /Oy.

Si z = cos(zy) + x cos(y) = f(z,y), hallar las derivadas
parciales Of /0x y Of /0y
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Diferenciacion

Ejemplos
Si f(x,y) = 2%y + 2, hallar 9f/0x y Of /Oy.
Si z = cos(zy) + x cos(y) = f(z,y), hallar las derivadas
parciales Of /0x y Of /0y

Hallar 0f /0y, si f(z,y) = i/

Vi 4y
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Diferenciacion

Ejemplos
Si f(x,y) = 2%y + 2, hallar 9f/0x y Of /Oy.

Si z = cos(zy) + x cos(y) = f(z,y), hallar las derivadas
parciales Of /0x y Of /0y

. Yy

Hallar 0f /0y, si f(z,y) = ——.

Si f(x,y) = x4y, hallar 8f/0z y 8f /0y em el punto
(0,0).
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Definicion 16

Sea f : R? — R. Decimos que f es diferenciable en (xo,y,), si
Of /0x y Of /0y existen en (xo,yo) y si tiende a cero la siguiente
expresion, cuando (x,y) tiende a (xg,yo).

f(z,y) — f(zo0,90) — [gi(l‘o,yo)] (x — x0) — [gjyc(xo,yo)] (¥ — o)
(=, y) — (2o, yo)l
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Definicion 17

Sea f : R? — R diferenciable en &9 = (z0,v0). EL plano de
mathbbR3 definido mediante la siguiente ecuacion

0 0

z = f(xo,%0) + [%(xo,yo)} (x — o) — [ai(ffoayo)] (¥ — o),

se llama palno tangente a la grifica de f en el punto (zg, o).
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Definiciéon 18

Sean U un conjunto abierto en R™ y f : U C R®™ — R™ una
funcion dada. Decimos que f es diferenciable en xy € U, si
existen las derivadas parciales de f en xg y si

Lo 15@) = flwo) = T(@ = zo)l| _

w—a0 [l = o

0,

donde T = D f(xg) es la matriz cuyos elementos matriciales son
0fi/0x; evaluadas en xo y T(x — x0) es el producto de T' con
(x — ) (considerado como un vector columna). Llamamos a T
derivada de f en xg.
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Definiciéon 18

Sean U un conjunto abierto en R™ y f : U C R®™ — R™ una
funcion dada. Decimos que f es diferenciable en xy € U, si
existen las derivadas parciales de f en xg y si

Lo 15@) = flwo) = T(@ = zo)l| _

w—a0 [l = o

0,

donde T = D f(xg) es la matriz cuyos elementos matriciales son
0fi/0x; evaluadas en xo y T(x — x0) es el producto de T' con

(x — ) (considerado como un vector columna). Llamamos a T
derivada de f en xg.

Denotaremos la derivada T de f en xg por D f(xg).
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Calcular la matriz de derivadas parciales para las siguientes fun-
ciones

Fz,y) = (€Y +y, ya®)
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Calcular la matriz de derivadas parciales para las siguientes fun-
ciones
F,y) = (€ 4y, ya?)

f(x,y,2) = (zsen(wy), e V=", —ye?)
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Calcular la matriz de derivadas parciales para las siguientes fun-
ciones

Fz,y) = (€Y +y, ya®)
Fz,y,2) = (zsen(zy), e T+ —ye?)

f(z,y) = (2 — tanxy, cos(x)sen(y), z1y?).
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Definicion 19

Considerar el caso especial f : U C R™ — R. Aqui Df(z) es una
matriz de 1 X n:

Df(z) = |2 ... 2]

Oxr1 """ Oxn
F ! diente vector (2L, ... 2L llamado el
ormamos €L COrresponailente vecror Bx1’ """ Ozn )’ amaado e

gradiente de f y denotado por gradf o </ f
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Definicion 19

Considerar el caso especial f : U C R™ — R. Aqui Df(z) es una
matriz de 1 X n:

Df(z) = |2 ... 2]

Formamos el correspondiente vector (%, e %), llamado el

gradiente de f y denotado por gradf o </ f
Para el caso particular de f: U C R? — R,

o of 1
vf_axH— 95+ k.
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Definicion 19

Considerar el caso especial f : U C R™ — R. Aqui Df(z) es una
matriz de 1 X n:

Df(z) = |2 ... 2]

Formamos el correspondiente vector (%, e %), llamado el

gradiente de f y denotado por gradf o </ f
Para el caso particular de f: U C R? — R,
vf=GLi+gi+ 5k

y para f: U C R? = R,
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Calcular el gradiente de las siguientes funciones
fla,y, z) = ze” 1V’
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Calcular el gradiente de las siguientes funciones
fla,y, z) = ze” 1V’

_ sen(zy)
f(.’[',y) - x4 +e$y3
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Calcular el gradiente de las siguientes funciones
fla,y, z) = ze” 1V’

_ sen(zy)
f(.’[',y) - x4 + exyS
2,3

f(mayvz) = ta‘n(:3g5)
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Lema 20

Sea A : R™ — R™ una transformacion lineal con matriz [a;;] de
modo que Ax tenga componentes y; =y a;;xj. Sea

1/2
M= (Z a%) . Entonces

|Az]| < M|z,
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Lema 20

Sea A : R™ — R™ una transformacion lineal con matriz [a;;] de
modo que Ax tenga componentes y; =y a;;xj. Sea

1/2
M= (Z a%) . Entonces

|Az]| < M|z,

Lema 21

Sea f:U C R™ — R™ diferenciable en xo € U. Entonces existen
M € Rydy > 0 tal que || f(x) — f(zo)|| < Mil|z — xol|, si

x € Bg, (z0) y  # xo.
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Lema 20

Sea A : R™ — R™ una transformacion lineal con matriz [a;;] de
modo que Ax tenga componentes y; =y a;;xj. Sea

1/2
M= (Z a%) . Entonces

|Az]| < M|z,

Lema 21

Sea f:U C R™ — R™ diferenciable en xo € U. Entonces existen
M € Rydy > 0 tal que || f(x) — f(zo)|| < Mil|z — xol|, si

x € Bg, (z0) y  # xo.

Teorema 22

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en xg € U. Entonces f es
continua en xg.
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Sea f : R? — R definida por

] 1, siz=00y=0
fay) = { 0, otro caso
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Teorema 23

Sea f:U C R®™ — R™. Supongamos que existen todas las
derivadas parciales 0f;/0x; de f y son continuas en una
vecindad de un punto x € U. Entonces f es diferenciable en x.
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Propiedades de la derivada

Teorema 24

1 Regla del multiplo constante Sea f: U C R" — R™
diferenciable en xg y sea ¢ un nuimero real ¢ un niumero
real. Entonces h(x) = cf(x) es diferenciable en xg y

Dh(zo) = ¢Df(xo) (igualdad de matrices)

2 Regla de la suma Sean f:U C R" - R™ y
g:U C R" — R™ diferenciable en xg. Entonces
h(z) = f(z) + g(x) es diferenciable en zq y

Dh(z9) = Df(x0) + Dg(zo) (suma de matrices)

3 Regla del producto Sean f:U C R" - R y
g: U C R"™ — R diferenciable en xg. Entonces
h(z) = f(z)g(z) es diferenciable en xy y

Dh(xg) = g(zo)D f(z0) + f(w0)Dg(z0)
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Propiedades de la derivada

|
4 Regla del cociente Sean f: U CR" - Ryg:U CR" - R
diferenciable en zy. Si g nunca es cero en U, entonces

h(z) = % es diferenciable en xg y

g(xo)D f(z0) — f(z0)Dg(z0)
[9(z0)]?

Dh(l‘o) =
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Teorema 25 (Regla de la Cadena)

Sean U C R y V C R™ abiertos. Sean g: U C R" — R™ y
f:VCR™— RP funciones dadas tales que g(U) C V.
Supongamos que g es diferenciable en xg y que f es diferenciable
en yo = g(xo). Entonces f o g es diferenciable en xy y

D(f o g)(z0) = Df(yo)Dg(x0)-
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