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Аннотация
Исследованы смещения уровня значимости и мощности критерия, 
когда при проверке статистических гипотез с использованием прави-
ла Неймана – Пирсона в качестве модели переходной характеристи-
ки логической схемы используется простая функция ошибок. Смеще-
ния рассчитаны для рэлеевских функций распределения. В качестве 
одного из варьируемых параметров используется обобщенное отноше-
ние сигнал-помеха.
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Abstract
A significance level and the strength of test shifts are studied then the 
error function as a transient response model of logical gate is used for 
testing of statistical hypothesis with Neumann-Pearson criterion. Shifts 
are rated for Rayleigh accumulated distributions. The generalized signal-
to-noise ratio is used as one of the variable parameters. The paper reveals 
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that the finite slope of the transient response curve of logical gate results 
in a type I error increase. The significance level lock leads to bottom 
of critical region increase and the strength of test decrease in return. 
The twofold increase of the slope of the transient response curve leads to 
both the type I error and the bottom of critical region and the strength 
of test shifts decrease about 12 dB. The twofold increase of generalized 
signal-to-noise ratio causes the rise of the maximum displacement of a test 
power functions more than 3 dB up. As this takes place the extremum 
abscissa is diminished.

Keywords
critical region, power function of a test, significance level, strength of 
test, transient response

For citation 
Nakhmanson G. S., Kostennikov V. S., Nitsak D. A. Significance Level 
and the Strength of Test Shift Through the Finite Rate of the Transient 
Response. Ural Radio Engineering Journal. 2022;6(4):378–389. (In Russ.) 
DOI: 10.15826/urej.2022.6.4.002.

Введение
Проверка статистических гипотез с использованием байесов-

ской методологии находит широкое применение в теории об-
наружения и распознавания радиосигналов [1–3]. Использова-
ние правила Неймана-Пирсона для оценки мощности критерия 
предполагает, что переходная характеристика логической схе-
мы обладает бесконечной крутизной [1; 2].

При проверке статистических гипотез с помощью электрон-
ных устройств использование ступенчатой функции для опреде-
ления границы критической области не всегда достаточно обо-
сновано. Установка расчетного порогового значения без учета 
динамики переходной характеристики (ПХ) логической схемы 
приводит к смещению уровня значимости и мощности крите-
рия [4; 5].

В работе [4] применяется кусочно-линейная аппроксимация 
ПХ, а в [5] – аппроксимация ПХ нелинейными функциями, ко-
торая в большей степени соответствует ПХ физически реализу-
емых пороговых устройств.

В данной работе предлагается в качестве модели ПХ принять 
простую функцию ошибок. Эта модель, как и функция Хэвисай-
да является идеализацией, однако по характеру наиболее близ-
ка к ПХ современных электронных компараторов [6].

Смещение уровня значимости и мощности критерия получе-
ны для рэлеевских функций распределения. Варьируемыми па-
раметрами при этом являются обобщенное отношение сигнал-
помеха и масштабный коэффициент простой функции ошибок.
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Смещение уровня значимости
Пусть Z – гауссовский аналитический вектор, соответствую-

щий фоновому сигналу и C = M–1A, где A – вектор известного об-
наруживаемого сигнала, M – матричная корреляционная функ-
ция вектора Z. Тогда при оптимальной обработке модуль Z+C 
распределен по закону Релея [7] 

2

0 2 2
exp , 0,

2
f

b b

 
= − τ ≥ 

τ


τ
 	

(1)

где τ = |Z+C| – случайная величина и переменная плотности ее 
распределения; /2b = µ , μ = A+M–1A – энергетический показа-
тель качества обнаружения или обобщенное отношение сигнал-
помеха [7]. Замена τ = bt позволяет с учетом нормировки рас-
сматривать (1) как функцию одной переменной 

2

0 �exp .
2

t
f t

 
= −   	

(2)

Уровень значимости из (2) 

0

22
0

0 �exp d exp
2 2t

tx
F x x

∞   
= − = −      ∫

определяет нижнюю границу критической области 

0 02ln .t F= −

Используем в качестве ПХ функцию 

01
1 erf , 0,

2 2
a

t t
H a

a

− = + >   	
(3)

где a – масштабный коэффициент простой функции ошибок.
Очевидно, что

0
0 0

1
1 lim erf ( ),

2 2
a

t t
H t t

a
→

− + = −  
где H – функция Хэвисайда.

Заимствуем табличный интеграл [8, с. 30] 

2 2

2 2 2
0

2 22 2

2
0

2 2
0

02 2 2 2

2 e erf ( )d

( )
e erf e erf ( )

x

t

x

x x t x

x x t
x t

−α

−
−α+β

α β
α

α β − =

+ β −
= − β −

+ β

αβ
+ βα α

∫

и определим динамику ошибки I рода с учетом ПХ (3): 
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2 2

2
0
2

0 02 2

0

2
2( 1)0 0

2 2 2

1
( ) �e �d 1 erf 1 erf e

2 2 2

( 1)1
erf erf e .

1 2 1 2 1

x t
t

a a

t

a

t t t
F t x H x

a a

a t t t

a a a a a

− −

−
+

 − = = − − + +   
 − + +   + + + 

+

∫

  

(4)

Интеграл (4) примечателен тем, что его нижний предел ра-
вен нулю. Роль функционального порогового устройства «вы-
полняет» ПХ (3).

При t → ∞ (4) принимает вид 
2
0
22( 1)0 0

2 2

1 1
1 erf 1 erf e .

2 2 1 2 1

t

a
a

t t
F

a a a a

−
+

  
 = − + +   + +    

(5)

Уравнение (5) не является алгебраическим и решается от-
носительно t0 численно, но при малых значениях a, слагаемые 

0 0

2
erf , erf

2 2 1

t t

a a a +
стремятся к единице и (5) упрощается к 

2
0

22

1
exp .

2( 1)1
a

t
F

aa

 
≅ − + + 	

(6)

Решением

2 2
0 0

22

1
exp exp

2( 1) 21

t t

aa

   
− = −   +   +

относительно t0 находим, когда F0 и Fa эквивалентны: 

1 2 2( 1)ln( 1).eqt a a a−≅ + +
	

(7)

Эквивалентное значение ошибки I рода 
2

2

0

1
2 21( ) .

eq

a

a
eq a t t

F F a
+−

=
= ≅ +

При F0 < Feq разность Fa – F0 положительна, при F0 > Feq – от-
рицательна.

В окрестности
2

0 0 2

ln( 1)
lim 1a

a
t

a→ +
+= =

при малых значениях a смещение уровня значимости относи-
тельно 0 exp( 1/2) 0,606F = − ≅  стремится к нулю.
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На рис.  1 представлены абсолютные значения смещения 
ошибки I рода с учетом ПХ (3) для различных значений a в от-
носительных единицах 020�lg( )aF F F∆ = −  как функции от F0. 
Чтобы совместить для наглядности ΔF(Feq) по вертикали (тем-
но-серая пунктирная линия), функции смещены по оси абсцисс 
на exp(–1/2) – Feq.

–30

–40

–50

–60

–70

–80

–90

∆F

0,2 0,4 0,606 0,8 F0

0,015625

0,03125

0,0625

0,125

0,25

a = 0,5

Рис. 1. Абсолютные значения смещения ошибки I рода

Fig. 1. Type I error shift modulus

Установка расчетного значения порога t0 в физически реали-
зуемом детекторе, использующем правило Неймана – Пирсона, 
ведет к увеличению ошибки I рода в области значений F0 < Feq, 
представляющей практический интерес. В этой области ошиб-
ка I рода имеет максимум смещения при 3

0 eqF F≅ . На рис. 1 экс-
тремальные значения ΔF(F0), F0 < Feq выделены точками.

Отметим, что смещение уровня значимости в области F0 > Feq 
имеет минимум. Для малых значений a экстремумы наблюда-
ются при F0 → 1. Их оценка выполняется численно с исполь-
зованием (5).

Решением уравнения
2

022 ( )

1
exp

2 11

at
F

aa

 
− = + +

относительно ta получим скорректированное значения порога 
для стабилизации заданного значения ошибки I рода 

2 2 2
0( 1)ln[ ( 1)].at a F a≅ − + +

	
(8)

На рис.  2 показаны абсолютные значения смещения по-
рога для различных значений a в относительных единицах 
Δt = 20lg(|ta – t0|) как функции от F0. Как и на рис. 1 функции 
смещены по оси абсцисс на exp(–1/2) – Feq.
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Рис. 2. Абсолютные значения смещения порога

Fig. 2. Threshold shift modulus

Как и смещение ошибки I рода, смещение порога положитель-
но при F

0
 < Feq и отрицательно при F0 > Feq. В отличие от сме-

щения уровня значимости смещение порога не имеет экстрему-
мов и увеличивается с уменьшением F0. Так, при уменьшении 
уровня значимости от 2 · 10–1 до 10–6 смещения порога состави-
ли плюс 10 дБ. Ошибка I рода, напротив, в указанном диапазо-
не уменьшилась на минус 20 дБ.

Увеличение крутизны переходной характеристики в 2 раза 
приводит к уменьшению смещения как ошибки I рода, так и 
нижней границы критической области примерно на минус 12 дБ.

Использование (6) в качестве приближенной оценки Fa вме-
сто строгого решения (5), а также (7) и (8), полученных на ос-
нове (6), обеспечивает точность, достаточную для проведения 
инженерных расчетов в области значений F0 < Feq, представля-
ющей практический интерес.

Смещение мощности критерия
При наличии обнаруживаемой цели вектор-наблюдение при-

нимает вид Z + Aeιϕ0, где ϕ0 – в общем неизвестная фаза перео-
тражения, 1ι = − . Плотность вероятности |Z+C + A+Ce–ιϕ0| име-
ет вид обобщенного распределения Релея или Релея – Райса [7]

2 2

2
�

2
1 02 2

, 0, 0,bf e I
b b

τ +ε−τ ετ = τ ≥ ε = µ ≥   	
(9)

где I0 – модифицированная функция Бесселя первого рода ну-
левого порядка.

Аналогичная замена переменной с учетом нормировки умень-
шает число переменных (9) до двух 
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2

�
2

1 0e �e ( 2 ).
t

f t I t
−−µ= µ 	

(10)

Мощность критерия в этом случае 
2

0

�
2

0 0e �e ( 2 )�d .
x

t
D x I x x

∞ −−µ= µ∫
	

(11)

Используем асимптотическое решение [9] 
2 2

�
2

0 20
e �e ( 2 )�d 1 e 1,

(
lim

1 2
,

)

x k
n

n k

x
x I x x k

k

−−α −α
→∞ =

 
α = − Γ + Γ +  

α
∫ ∑

где ( ),Γ λ λ ∈ – гамма-функция Эйлера (далее – гамма-функ-
ция) [10], Γ(λ, z) – дополнительная неполная гамма-функция 
[10], получим 

2
0

0 20
e 1, .

! 2
lim

k
n

n k

t
D k

k
−µ

→∞ =

 µ= Γ +  ∑
	

(12)

Мощность критерия с учетом ПХ (3)
2

�
2

00
e �e ( 2 ) �d

x

a aD x I x H x
∞ −−µ= µ∫ 	

(13)

находим с учетом (12), выполняя интегрирование (13) по ча-
стям [9].

С учетом обозначений: 

22
2 20 0

2 2 2 2

1
, , ;

2 1 2 ( 1)

t ta
p q r p q

a a a a

+= = = =
+ +
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21 1
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lq q
F l l r m r

p m p
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2( ) 1

1
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2 1 2
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 
ϕ = Γ +  + ∑

где

1
2 0

1
, ;

2
F l l r − − − +    – 

обобщенная гипергеометрическая функция [10];

2 2
,

2 2 1

l l

m m

   
      + 

 –

биномиальные коэффициенты [10], получим 
2
0
2

�
2 1(0 1 2

0 0

) li
1 e

1 erf e
2 !

m .
2 !2 2

t k
n ka

a n lk l

t
D

k la a

−µ −
+

→∞ = =

ϕ + ϕµ   = − +     π 
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(14)



385

 Ural Radio Engineering Journal. 2022;6(4):378–389	 ISSN 2588-0454

Г.
 С

. Н
ах

м
ан

со
н,

 В
. С

. К
ос

те
нн

ик
ов

, Д
. А

. Н
иц

ак
 |

  С
м

ещ
ен

ие
 у

ро
вн

я 
зн

ач
им

ос
ти

 и
 м

ощ
но

ст
и 

кр
ит

ер
ия

 п
ри

 к
он

еч
но

й 
кр

ут
из

не
 п

ер
ех

од
но

й 
ха

ра
кт

ер
ис

ти
ки

  

Интегральная ошибка, связанная с усечением k-членов ряда 
в (12) и (14), не превышает по модулю [9] 

( 1,�� )
1 .

( 1)

n
Q

n

Γ + µ= −
Γ +

На рис. 3 как функции относительных единиц 20lgQ постро-
ены диаграммы, позволяющие в зависимости от μ определить 
необходимое число членов ряда n для оценки (12). Например, 
чтобы ошибка (12), связанная с усечением ряда разложения 

0 ( 2 )I x µ  в (11), не превысила минус 110 дБ, n должно быть не 
менее 8, 11, 16, 24 и 37 для μ = 1, 2, 4, 8 и 16, соответственно.

45
40
35
30

25

20

15

10
9
8
7
6

–190 –180 –170 –160 –150 –140 –130 –120 –120 20lgQ

16
n

8

4

2

µ = 1

Рис. 3. Зависимость числа k-членов ряда от допустимой ошибки

Fig. 3. Dependence of the number of k-terms of the series  
on the admissible error

На рис. 4 и 5 представлены смещения оперативных характе-
ристик при различных значениях a и μ в относительных еди-
ницах 

0
020lg( )

a
a t t

D D D
=

∆ = − , рассчитанные с помощью (12),  
(14) и с учетом коррекции порога (8) для стабилизации задан-
ного уровня значимости. Поскольку ] [0

0 0, 1a F
D D

∈
> , смещение 

функций ΔD(F0) по оси абсцисс на exp(–1/2) – Feq не выпол-
няется. Для детализации ΔD(F0) в области значений F0, пред-
ставляющей практический интерес, ось абсцисс отображается 
в логарифмическом масштабе.

Максимальные значения max ΔD(F0) выделены точками, сое-
диненными пунктирными линиями при различных a. Увеличе-
ние μ в два раза вызывает возрастание смещений оперативных 
характеристик примерно на 3,0 ÷ 3,8 дБ с одновременным убыва-
нием аргумента max ΔD(F0). Так, возрастание μ от 1 до 2, от 2 до 
4, от 4 до 8 и от 8 до 16 приводит к уменьшению абсциссы экс-
тремума примерно на 0,1, 0,066, 0,01 и 0,0002, соответственно.
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Рис. 4. Смещение оперативных характеристик:  

а – μ = 1; б – μ = 2; в – μ = 4; г – μ = 8
Fig. 4. Displacement of power functions of a test

а – μ = 1; б – μ = 2; в – μ = 4; г – μ = 8
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Экстремумы смещений наблюдаются в области значе-
ний ошибок I рода F0, представляющих практический инте-
рес, при 4 ≤ μ ≤ 16. Если μ = 16, max ΔD(F

0
) имеет место при 

10–8 < F0 < 10–6.

–20

–30

–40

–50

–60

–70

–80

∆D

10–7 10–6 10–5 10–4 10–3 F0

µ = 16

0,015625

0,03125

0,0625

0,125

0,25

a = 0,5

Рис. 5. Смещение оперативных характеристик при μ = 16

Fig. 5. Displacement of power functions of a test at μ = 16

При увеличении крутизны переходной характеристики в два 
раза смещение ΔD(F0), по аналогии с ΔF и Δt, уменьшается при-
мерно на минус 12 дБ.

Заключение
При проверке статистических гипотез с использованием пра-

вила Неймана – Пирсона применение простой функции ошибок 
в качестве модели переходной характеристики логической схе-
мы увеличивает ошибку I рода. Стабилизация заданного зна-
чения ошибки I рода повышает нижнюю границу критической 
области и уменьшает мощность критерия.

В таких условиях увеличение крутизны переходной характе-
ристики в два раза приводит к уменьшению смещений и ошиб-
ки I рода, и нижней границы критической области, и мощности 
критерия примерно на минус 12 дБ. Увеличение обобщенного 
отношения сигнал-помеха в два раза вызывает рост максималь-
ного смещения оперативных характеристик более чем на 3 дБ, 
при этом абсцисса экстремума убывает.
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