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Résumeé

L’utilisation des programmes informatiques dans des applications critiques
nécessite 1'utilisation des méthodes formelles basées sur la rigueur mathématique pour
établir leur correction conformément a leurs spécifications.

La méthode formelle Why permet de générer, a partir d’un programme C spécifié
avec Caduceus, un ensemble d’obligations de preuves qu’il faut prouver a I’aide d’un
assistant de preuve pour établir la correction du programme.

Le calcul matriciel est intensivement utilisé dans les programmes scientifiques.
Ceci a engendré le développement de plusieurs librairies dont BLAS (Basic Linear
Algebra Subroutines), pour permettre une écriture rapide et efficace des programmes de
calcul matriciel.

Dans notre travail, nous avons utilisé la méthode Why pour prouver deux
programmes issus des BLAS : le produit matriciel et la résolution des systemes.

Nous avons utilisé 1’assistant de preuve Coq pour décharger les obligations de

preuves. Pour mener les preuves, nous avons proposé une nouvelle définition du type
matrice qui peut tre utilisé pour prouver d’autres programmes.

Mots clés : Preuves des programmes, 1’outil Caduceus, la méthode Why, 1’assistant de
preuve Coq, la librairie BLAS.



Abstract

The use of software in critical application requires the use of formal methods,
based on mathematical accuracy, to prove the correctness of software regarding its
specification.

The Why formal method generates, from a C program annotated using the
Caduceus tool, a set of proof obligations. We must discharge these proof obligations
within a proof assistant to establish the correction of the program.

Matrix calculus is intensively used in scientific computations. Consequently,
many libraries such as BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) were developed to
allow rapid and efficient writing of matrix programs.

In our work, we used the Why method to prove the correctness of two programs
from the BLAS: matrix product and system resolution.

We used the Coq proof assistant to discharge the prove obligations. We defined
also a new type matrix in Cog. This type could be used to prove other programs.

Keywords: Program proving, the Caduceus tool, the Why method, the Coq proof
assistant, the BLAS library.
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Introduction Générale

Les programmes informatiques s’immiscent de plus en plus dans des applications
dites critiques. Dans ce genre d’applications, une erreur logicielle peut avoir des
conséquences dramatiques (pertes de vies humaines ou catastrophes économiques). C’est
le cas des logiciels utilisés par exemple dans les transports ou dans la médecine.

Pour garantir la correction des programmes utilisés, les méthodes de tests sont
insuffisantes. En effet, le domaine d’une application est souvent trés grand, quand il
n’est pas infini. Il en résulte qu’il est impossible d’effectuer des tests exhaustifs. Par
conséquent, les tests peuvent seulement montrer la présence d’erreurs dans un
programme mais ne garantissent jamais leurs absences.

La réponse aux exigences en matiere de garantie de correction des programmes a
été apportée par les méthodes formelles. Ces méthodes proposent d’abord un cadre
formel pour décrire explicitement le comportement attendu d’un programme : Ssa
spécification formelle. Ensuite, une démarche est proposée pour établir par un
raisonnement mathématique la conformité d’un programme vis-a-vis sa spécification
formelle. On a alors un programme certifié sans erreurs.

Les méthodes formelles de preuve des programmes sont scindées en deux parties :
les méthodes de synthese de programmes et les méthodes de vérification de programmes.
La synthese des programmes consiste a obtenir un programme certifi¢ a partir d’une
spécification formelle (par exemple, la méthode B). La vérification des programmes
consiste a prendre des programmes déja écrits et a démontrer leur correction.

La méthode formelle Why permet de prouver des programmes écrits en C. Cette
méthode nous fournit un outils pour écrire des spécifications au coeur méme du
programmes : 1’outils Caduceus. A partir du code annoté, cette méthode permet de
générer un ensemble de formules logiques. L’utilisateur doit choisir un assistant de
preuve, parmi ceux qui sont pris en charge par Why, pour démontrer ces formules et
établir ainsi la correction du programme.

Notre travail s’inscrit dans la certification des programmes de calcul numériques.
En effet, 1’exigence du calcul scientifique en terme de rapidité et de performance des
calculs a engendré le développement de logiciels et de bibliothéques scientifiques. Ces
logiciels et bibliotheques sont intensivement utilisés dans la recherche et dans 1’industrie.
Plusieurs projets de recherches sont lancés pour certifier les programmes de calcul

scientifiques. Citons le projet CerPAN qui vise a certifier des programmes d’analyse
numériques.

Nous effectuons dans ce travail la preuve de deux programmes issus de la
bibliotheque BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines), en utilisant la méthode Why.
Les BLAS constituent un standard incontournable dans le calcul matriciel. Les
programmes que nous prouvons concernent le produit matriciel et la resolution des
systemes triangulaires.



Introduction générale

Ce document est organisé comme ceci :

Le Chapitre 1 est une introduction aux preuves des programmes. Nous
présentons dans un premier temps un apercu sur les méthode formelles suivi d’une
classifications des approches formelles des preuves des programmes. Dans un deuxieme
temps, nous nous intéressons aux systémes de preuves avec un intérét particulier pour les
assistants de preuve.

Le chapitre 2 comporte deux sections. La premiere est consacrée a la
présentation des techniques utilisées pour prouver des programmes impératifs. Il s’agit
des logiques de Hoare et Dijkstra, des techniques de plongement des langages de
programmation et des techniques de raisonnement sur la mémoire. La deuxieme section
est consacrée a un autre aspect des programmes : les calculs numériques qu’ils effectuent.
Nous y présentons les principales approches d’interaction entre les preuves formelles et
les propriétés numériques des programmes.

Le chapitre 3 concerne 1’assistant de preuve Coq. C’est le systéme de preuve que
nous utilisons pour notre travail. Nous présentons d’abord des aspects de son langage de
spécification. Ensuite nous abordons un autre point concernant la manipulation des
preuves. Nous terminons ce chapitre par un paragraphe concernant 1’utilisation de Coq
pour prouver des programmes.

Le chapitre 4 concerne les outils Caduceus et Why. Aprés une présentation
générale de leur fonctionnement, nous présentons chaque outil en détail. Pour 1’outil
Caduceus, nous le présentons d’abord de point de vue langage de
spécification concernant surtout les annotations des fonctions et des boucles. Nous le
présentons ensuite de point de vue traduction. Il s’agit d’étudier les étapes qu’il effectue
pour traduire un langage C en un langage écrit dans la syntaxe Du langage Why.
Concernant I’outil Why, nous présentons d’abord ses caractéristiques générales puis,
nous présentons ensuite en détail ses fondements théoriques. Il s’agit d’étudier comment
cet outil génere les obligations de preuve. Ce chapitre se termine par un exemple détaillé
d’utilisation de Caduceus et Why.

Le chapitre 5 est consacré a notre contribution. Celle-ci consiste a prouver deux
programmes issus du domaine de 1’algebre linéaire et plus particulierement de la librairie
scientifigue BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines). Il s’agit des deux opération
DGEMM PLUS et DTRSM. Nous présentons d’abord les deux programmes et nous
énongons clairement I’objectif du travail et la démarche a suivre. Nous détaillons ensuite
chaque étape de la solution.

Dans La conclusion générale nous récapitulons d’abord le travail réalisé. Nous
présentons ensuite quelques perspectives que nous comptons explorer pour exploiter nos
résultats, les enrichir et aborder d’autre aspects concernent les preuves des programmes.
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Chapitre 1
Introduction aux preuves
Des programmes

1. Introduction

La propriété la plus importante qu’un programme doit vérifier est d’accomplir les
taches souhaitées par son utilisateur. Une grande partie du travail de programmation est en
effet consacrée a la vérification de la correction des résultats d’une exécution. Couramment,
pour se convaincre de la validité de son algorithme, le programmeur le teste sur des cas
particuliers et le modifie si les résultats produits ne correspondent pas a son attente. Aprés une
série de tests qui semblent suffisants, il estime que son programme est correct. Le temps
passé a faire des tests est tres souvent important par rapport au temps passé a écrire le
programme [15]. De plus, le jeu de tests choisit n’est jamais exhaustif. Les tests permettent
donc de montrer la présence d’erreurs dans un programme, mais ne peuvent jamais garantir
leurs absences [50].

C’est dans cet esprit que des pionniers tels que C.A.R. HOARE [33] et E.W. Dijkstra
[50] préconiserent [’utilisation de méthodes rigoureuses pour établir la correction des
programmes : ce sont les méthodes formelles.

2. Les méthodes formelles

L’expression "méthodes formelles™ désigne I'utilisation des concepts et techniques
issues des mathématiques ou de la logique formelle pour spécifier, développer et raisonner
sur des systemes informatiques et leurs propriétés ([51], [52]).

Comme la définition l'indique, les méthodes formelles peuvent étre utilisées lors des
différentes étapes du processus de développement d'un systeme. Une méthode formelle doit
fournir [09] :

- Un langage formel permettant de décrire ou modéliser le systéme et ses propriétés;
- Une démarche articulée autours d'un ensemble d'outils pour raisonner sur des
éléments de ce langage.
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3. Laspécification formelle

A la base des méthodes formelles, se trouve la notion de spécification formelle
[51].Spécifier un programme consiste a donner sous une forme explicite sont comportement,
c'est-a-dire décrire ce qu’il fait, mais pas comment il le fait. Il s’agit d’exprimer quelles sont
ses données et quelles propriétés elles vérifient. Il s’agit aussi de spécifier quels sont les
résultats (sorties) du programme et quelles propriétés ils doivent vérifier. On peut prendre un
exemple avec la spécification d'un programme de division sur deux entiers naturels. Ce
dernier a comme entrées les entiers a (dividende) et b (diviseur). Le diviseur doit vérifier la
propriété (b>0). Les sorties de ce programme sont les deux entiers g (quotient) et r (reste).
Les entiers q et r doivent vérifier la propriété (a = b*g+r et b>r) [15].

Une spécification est dite formelle si [34] :

- Elle est écrite en suivant une syntaxe bien définie, comme celle des langages de
programmation;

- La syntaxe est accompagnée d'une sémantique rigoureuse qui définit des modeéles
mathématiques représentant les réalisations acceptables de chaque spécification
syntaxiquement correcte.

- La syntaxe et la sémantique sont donc accompagnées de régles de déduction qui
permettent de démontrer des propriétés d'une spécification.

Concernant les propriétés, on en trouve deux types: les propriétés structurelles et les
propriétés comportementales. Les propriétés structurelles concernant par exemple la
composition des programmes et l'interconnexion entre les modules. Les propriétés
comportementales se distinguent en deux types: Les propriétés fonctionnelles et les
propriétés non fonctionnelles. Les propriétés fonctionnelles décrivent les liens entres entrées
et les sorties du programme. Les propriétés non fonctionnelles décrivent en général toutes les
autres contraintes par exemple les contraintes temporelles et I'aspect sécurité [51].

Les spécifications formelles permettent de définir le comportement d’un programme
de facon rigoureuse, sans incohérence et sans ambiguité. Plusieurs erreurs peuvent étre
évitées en écrivant la spécification formelle d’un programme.

Il est possible de spécifier formellement une application, sans pour autant utiliser de
méthodes formelles pour la programmation et la vérification. En revanche, si ’on souhaite
obtenir ou établir qu'un programme est certifié¢, ou garanti sans erreurs, il est nécessaire de
I’avoir spécifié¢ formellement.

Il existe plusieurs langages de spécification basés sur différents paradigmes de
spécification.
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3.1 Les paradigmes de spécification

3.1.1 Le paradigme fonctionnel [54] [56]

Le paradigme fonctionnel propose un cadre de spécification dans lequel la notion de
fonction est centrale. Il se rapproche donc des langages de programmation fonctionnels
comme Ocaml. Le systéme modélisé est exprimé par une série de définitions de fonctions,
éventuellement récursives, sans effets de bord. Les fonctions sont représentées dans des
formalismes dérives du lambda-calcul qui est le fondement de tous les formalismes
fonctionnels. Le lambda-calcul peut étre enrichi avec des types pour les variables et les
fonctions et offre un modele se spécification tres robuste. Le lambda-calcul typé est la base de
certains systemes comme L’assistant de preuve Coq [01].

3.1.2 Spécification a base d’états [S4]

Ce paradigme consiste a spécifier le systeme par la donnée de préconditions et de
postconditions pour les opérations du systéme et par la donnée d’invariants. La précondition
d’une opération indique les conditions nécessaires pour que celle-Cci soit appliquée. La
postcondition d’une opération indique 1’état a la fin de I’exécution de 1’opération. Les
invariants décrivent les contraintes sur les objets du systeme. Des langages tels que VDM
[34], B [55] et Caduceus [06] reposent sur ce paradigme.

3.1.3 Le paradigme algébrique [34]

La spécification algébriques (ou par algebre multi - sortées) est une collection
d’ensembles de données, d’opérations et d’axiomes. Les noms des ensembles des valeurs sont
appelés sortes. Par exemple, la sorte nat des nombres naturels. A chaque ensemble de
données correspond un ensemble d’opérations. Chaque opération est typée par la donnée de
son domaine et de son co-domaine. Les opérations sont spécifiées par un ensemble
d’axiomes. Les axiomes sont soit des €équations, soit des axiomes conditionnels. L’ensemble
des sortes et des noms d’opérations d’une spécification algébrique est appelé signature. La
méthode formelle Larch [14], par exemple, posséde un langage de spécification algébrique.

3.1.4 Le paradigme état — transition [56]

Ce paradigme est représenté par les machines a états abstraits (ASM : Abstract State
Machine). Les ASM forment un paradigme basé sur les notions d’états et de transitions. Un
systéme y est modélisé par un ensemble d’états et par un ensemble de régles de transition. Cet
ensemble décrit sous quelles conditions (appelées gardes) un ensemble de transformations ont
lieu permettant la transition d’un état a un autre. Parmi les outils issus des ASM, citons le
langage de programmation ASMGopher qui étend le langage de programmation fonctionnel
Gopher.

3.1.5 Le paradigme logique [56]

Ce paradigme est centré sur les notions de prédicats, de régles et de déduction sur ces
regles. Les données sont représentées a l'aide de types simples mais suffisamment expressifs
(comme les listes). Une opération est décrite par ses proprietés comportementales, a I'image
des axiomes des spécifications algébriques. La programmation logique, Prolog par exemple,
considere les formules logiques comme des programmes et la construction de leurs preuves

10
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comme I'exécution de ces programmes. Une approche similaire au model logique est donnée
par les systemes de réécriture tels que ELAN et SPIKE ou les axiomes et régles de la logique
sont remplacés par des equations déterminant le comportement calculatoire des fonctions.

4. Les preuves des programmes

Prouver un programme consiste a montrer par un raisonnement mathématique que le
comportement induit par sa spécification est cohérent. L’intérét des preuves des programmes
est qu’elles nous permettent d’étre siirs a 100% qu’un programme est correct. On parle alors
de programmes certifiés sans erreurs. De plus, un programme prouvé est un programme
documenté. L’utilisateur sait exactement comment 1’utiliser et ce qu’il fait et pourquoi il est
correct.

On distingue deux principales approches permettant d’avoir des programmes certifiés
([13], [53]) : la synthése des programmes et la vérification des programmes.

4.1 La synthése des programmes

Nous retrouvons dans cette approches deux techniques : 1’extraction et le raffinement.

4.1.1 L’extraction

L’extraction ([13], [03]) est adaptée & la certification de programmes fonctionnels. Elle
est utilisée par les systémes basés sur la logique constructive et 1’isomorphisme de Curry —
Howard. Dans la logique constructive, la preuve de la spécification d’une fonction donne une
méthode pour construire celle-ci. L’isomorphisme de Curry — Howard permet de traiter les
preuves comme des objets de calcul et d’en extraire ainsi une partie algorithmique.

L’idée est que tout énoncé logique est aussi une spécification. Une preuve de la
spécification contient une information logique (qui nous assure que la démonstration est
correcte) et une information dite calculatoire qui est extraite en tant que programme.

Prenons I’exemple [15] de la division de deux entiers naturels précédant et donnons la
preuve mathématique de la spécification va, b (b>0) —3 q, r (a=b*qg+r Ab>r).1l s’agit d’une
preuve par récurrence sur a :

Sia=0alors q=r=0 et on abien : 0=b*0+0 et b>0.
Sinon, on suppose qu’on connait g et r pour le prédécesseur de a, c'est-a-dire : (a-1)=b*q+r
et b>r et on essaie de construire q; et r; pour a. Il faut distinguer deux cas :
- Casl: b<(r+1) et on a bien le quotient q; est q+1, le reste est 0 et a =b*(q+1) +r et
b>0. Ceci provient du fait que a-1 =b*qg+r et que b>r et b<(r+1) donc b=r+1.
- Cas2: b>(r+1) et on a le quotient résultat est g, le reste est (r+1) et on bien la
propriété a =b*q+r+1 et b>(r+1).

La preuve contient une méthode de construction explicite de q et r (partie
calculatoire), mais elle prend aussi en argument une preuve que (b>0) et rend une preuve de
(a=b*qg+r Ab>r) pour chacun des cas possible (partie logique). C’est la partie calculatoire qui
est donc extraite en tant que programme. On retrouve cette approche dans le systeme Coq qui
propose une extraction vers les langages fonctionnels Haskell et Ocaml.

11
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L’extraction pose le probléme de la définition du contenu algorithmique : Si on veut
extraire une fonction faisant le tri d’une liste par exemple, on est obligé d’écrire une preuve
correspondant & un algorithme choisi pour le tri.

4.1.2 Le raffinement

Le raffinement ([13], [55]) est issu des travaux d’axiomatisation des langages de
programmation de MORGAN et DIJKSTRA [13]. Contrairement a la méthode précedente,
celle-ci est beaucoup plus adaptée au traitement des programmes impératifs. Cette approche
permet la synthése pas a pas d’une description implantable a partir d’ une spécification.

Chaque degré de précision supplémentaire représente un choix d’implémentation, par
exemple, le choix de I’algorithme implémentant une fonction, ou encore le choix de la
représentation concréte d’un type de donnée.

Chaque étape du raffinement engendre des formules logiques qu’il faut démontrer. Cela
permet de garantir que 1’étape n+1 satisfait bien ce qui est requis a 1’étape n. Ainsi, on est sur
que le programme final jouisse des propriétés de la spécification originale. Le principal
systéme faisant appel au raffinement est la méthode B. La figure (1.1.a) montre I’exemple
d’une machine abstraite B .Son raffinement est donné par la figure (1.1.b)

MACHINE SquareRoot REFINEMENT SquareRootR
REFINES SquareRoot
OPERATIONS OPERATIONS
sqrt <« SquareRoot (xx) = sqrt < SquareRoot (xx) =
ANY vy, zz
PRE xx € N WHERE yy € NAzz € NA
THEN sginv (xx, yy, zz) \
ANY vyy zz=yy+1
WHERE yy € N Asquare (yy) <xx A XX THEN
< (square (yy+1) sqrt :=yy
THEN sqgrt :=yy END
END DEFINITIONS
END square (X) = x *x;
DEFINITIONS sginv (X, y, 2) =y <z N\ square (y) < x N\
square (x) = x*x x<square (z)
END END
Figure 1.1.a La machine abstraite SquareRoot Figure 1.1.b Raffinement de SquareRoot

La machine SquareRoot permet de spécifier la fonction qui calcule la racine carrée
d'un nombre naturel. Elle définit une macro square et une opération appelée SquareRoot.
Cette opération prend un argument naturel xx et retourne un nombre naturel sqrt. Le résultat
de I'opeération est défini par une variable yy qui satisfait un prédicat qui dit que yy est le plus
grand nombre naturel dont le carré n'excéde pas xx. L’écriture sgrt :=yy veut dire que la
valeur de sqrt devient yy. Le raffinement de cette machine suggére un algorithme permettant
de calculer la racine carrée de sorte qu’elle satisfasse toujours le prédicat.

12
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Le raffinement pose plusieurs problémes, citons par exemple 1’optimisation et la
maintenance. Pour la maintenance, toute modification au niveau du code obtenu, nécessite de
revoir toute la chaine de raffinement

4.2 La vérification des programmes

L’approche vérification consiste a prendre un programme déja écrit, et a en vérifier sa
specification formelle [13]. Pour vérifier un programme, on procéde en montrant que chacune
des parties du programme accomplit son calcul, et que la combinaison des différentes parties
du programme vérifie aussi les propriétés attendues.

Contrairement aux deux méthodes précédentes (qui sont des approches « programmer
en prouvant »), celle-ci peut donc s’exercer a posteriori sur un programme existant. Elle a
donc I’avantage de dissocier la partie programmation de la partie preuve. Les problémes du
contenu algorithmique et de I’optimisation ne sont pas posés non plus : le programme nous est
donné. Nous distinguons  deux techniques dans cette approche : L’annotation des
programmes et la génération de spécification.

4.2.1 L’annotation des programmes

Cette technique consiste a insérer dans le code source des énoncés logiques décrivant
son comportement : les annotations. Il s’agit du modéle de la logique de Hoare [33].
L’annotation d’une fonction ou d’un bout de code indique ses invariants en cours d’exécution,
sa précondition et sa postcondition. La précondition représente les conditions préalables a
I’exécution du code. La postcondition représente 1’é¢tat a la fin de [’exécution. Ces
spécifications sont écrites souvent dans un langage basé sur la logique du premier ordre et
dont la sémantique est totalement liée au langage de programmation avec lequel est écrit le
code qu’on veut prouver. Si on prend le code suivant [15] qui fait la division de deux entiers
positifs x et y (division de x par y).

{y #0}

r:=x; q:=0;
while y<=r do
r=r-y;
q:=1+q;

{(not (y<=r)\ (x= r+y*q))}

Ce programme est specifie en posant la précondition (y # 0) et la post condition
(not(y<=r)\ (x= r+y*q)) qui signifie qu'a la fin de I'exécution du code on obtient deux
nombres q et r tels que (x= r+y*q).

Les programmes et les annotations sont traités par des outils qui génerent des conditions
de vérification qu’il faut prouver pour se convaincre de la correction du programme. Dans ce
cadre, plusieurs outils ont été développés, citons le systéme d’annotation JML (JAVA
Modeling Language) [58] pour les programmes JAVA et I’outil Caduceus [06] pour les
programmes C. Notons aussi que cette approche a été initialement consacrée pour la preuves
des programmes imperatifs (comme C ou Pascal), et trés recemment [21], elle a été utilisée
pour prouver des programmes fonctionnels.
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4.2.2 La géneration de spécification

Cette technique consiste a générer une spécification (ou un modele) a partir d’un code
source en effectuant des transformations préservant sa semantique, puis de vérifier cette
spécification par rapport a celle de I’utilisateur [53].

Le systeme SOSSub, [53] utilise cette technique : le programme source est transformé
en un ensemble d’équations. Les spécifications de 1’utilisateur sont également exprimées sous
forme d’équations (en logique équationnelle). Ensuite, la preuve de la conformité du
programme par rapport aux spécifications est établie : on doit arriver a prouver les équations
de la spécification a partir des équations qui représentent le programme.

La génération de la spécification est aussi utilisée par la méthode Why [08] qui construit
un modele fonctionnel a partir d’un programme impératif annoté de sa spécification. Nous
reviendrons dans le chapitre 4 sur le fonctionnement de cette méthode.

5. Les systéemes des preuves

Pour avoir donc des programmes certifiés, le systéme et ses propriétés peuvent étre
modélisés dans un systéeme logique. Un systéme logique est associé a une théorie composée
d’axiomes, qui sont des formules supposées vraies sans démonstrations et des regles
d’inférences permettant de déduire une formule (la conclusion) & partir d’un ensemble de
formules vraies (les prémisses). La preuve d’une formule consiste alors en une succession
d’applications de régles du systéme, a partir des axiomes, permettant d’aboutir a la formule
visée. J. RUSHBY [52] propose un classement a trois niveaux des démonstrations :

- Le premier niveau regroupe les outils fournissant un cadre formel & la démonstration
sans pour autant en fournir un support. Les démonstrations y sont faites a la main et
une preuve est validée lorsqu’elle convainc les évaluateurs.

- Les outils du deuxiéme niveau proposent en plus un systeme formel permettant une
formulation rigoureuse de la démonstration. L’usage de la langue naturelle, possible
au niveau précédent, disparait. Les preuves sont cependant toujours menées
manuellement.

- Le troisieme niveau regroupe les outils intégrant la formulation d’une démonstration
en leur cadre : les systémes de preuve.

Des trois niveaux, le troisieme propose, a travers les systemes de preuves le plus haut
niveau de rigueur et de garantie. Nous présentons donc les systémes de preuves avec un
intérét particulier pour les assistants de preuves.

5.1 Définition

Les systéemes de preuve sont des logiciels issus de 1’interaction des formalisations des
mathématiques et de I’informatique. Ils permettent de profiter de la rapidité et de la rigueur
des machines pour fournir aux utilisateurs un cadre pour écrire des théories mathématiques
(axiomes, fonctions, théoremes) ainsi que des spécifications de programmes et d’effectuer des
preuves. Ces logiciels proposent des outils pour aider I’utilisateur (langage de spécification,
bases de connaissances...) et surtout, ils lui garantissent la correction de son développement.
Parmi les systemes de preuves les plus connus citons : Coq [01], PVS [66], Isabelle [62],
HOL [61], haRVey [64], et Simplify [63].

14



Chapitre 1 Introduction aux preuves des programmes

5.2 Criteres de classification

Les systéemes de preuve peuvent étre classifiés selon les criteres suivants :

5.2.1 Critére de de Bruijn

Ce critére ([59], [47]) énonce que la correction des preuves dans le systeme doit étre
garantie par un programme de taille réduite (le vérifieur). Cela veut dire qu’il y a un noyau de
preuve par lequel sont « filtrées » toutes les théories définies dans le systeme. Chacun des
systemes Coq, Isabelle et HOL a un noyau consacré a la vérification des preuves. En
revanche, PVS, par exemple, n’a pas cette notion de noyau : de nouvelles méthodes de
preuves peuvent étre ajoutées et la correction des preuves nouvellement obtenues ne dépendra
que de la correction de I’implémentation de la nouvelle méthode.

5.2.2 Logique traitée

Nous trouvons dans pour ce critére deux classes ([47], [59]) :

- les systemes qui ont une logique fixe comme Coq (logique constructive avec théorie
des types d’ordre supérieur), PVS (logique classique du premier ordre) ;

- les systemes qui ont une méta — logique : c’est-a-dire une logique permettant de
définir d’autres logiques. Le systéme Isabelle est basé sur une méta — logique et parmi
les logiques développées pour ce Systéme, on trouve une logique d’ordre supérieure
(Isabelle /HOL) et une logique du premier ordre.

5.2.3 Automatisation/ Expressivité

Ces deux facteurs antagonistes ([60], [59] ont un impact important sur le comportement
déductif des moteurs de preuves : d’une part I’expressivité de la logique permet 1’énoncé de
propriétés complexes, d’autre part, la simplicité du formalisme logique utilis¢ permet une
grande automatisation. Le systtme Coq, par exemple, qui posséde un langage de
spécification tres expressif a une faible automatisation.

5.2.4 Style d’interaction

Suivant le style d’interaction avec 1’utilisateur, on distingue deux catégories de systémes
de preuve ([47], [59], [60]) :

Les démonstrateurs de théorémes

Les démonstrateurs de theéoremes privilégient 1’automatisation de la déduction au
pouvoir d’expression. La preuve, une fois le systéme paramétré, est automatique. Le systéme
haRVey est un demonstrateur de theoremes qui traite de la logique équationnelle (les
formules élémentaires sont des égalités) du premier ordre. A partir d’une paire constituée
d’une formule est d’un ensemble d’axiomes, haRVey permet de construire une preuve de la
formule donnée. Le systéme s’arréte si la formule soumise n’est pas prouvable a partir de
I’ensemble d’axiomes.
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Les assistants de preuves

Le choix des assistants de preuve est de privilégier I’expressivit¢ du langage de
spécification. Dans ce cas, les logiques en question sont d’ordre supérieur et donc
indécidables. Il n’existe pas de procédure de décision construisant une preuve pour une
propriété arbitraire. Si ce fait parait restrictif, il faut cependant souligner que beaucoup de
propriétés ont besoin de la puissance de telles logiques pour étre convenablement exprimes et
démontrées.

Pour réaliser la preuve, I’intervention de I’utilisateur est nécessaire, et le procédé
standard que 1’on retrouve dans tous les assistant de preuve est la construction interactive de
la preuve par I’application de commandes manipulant la preuve. Une telle commande est
appelée «tactique ». Une tactique exprime un pas de preuve de base, cependant, elle peut
permettre un raisonnement complexe ou méme une preuve compléte. C’est le cas avec les
tactiques implémentant des procédures de décision pour un fragment décidable de la logique
d’ordre supérieur.

Ces systemes sont aussi appelés « vérifieurs de théorémes » car ils fournissent a
I’utilisateur les moyens de construire une démonstration, mais puisque 1’utilisateur n’est pas a
I’abri de I’erreur, ces systémes doivent vérifier la validité de la preuve construite. Coq, PVS et
Isabelle/HOL sont des assistants de preuves.

Les assistants de preuves sont utilisés dans plusieurs travaux de certification. Par
exemple, le systeme Isabelle/HOL est utilisé dans la certification de programmes Java ainsi
que dans le projet Verisoft qui ambitionne la vérification complete des systemes informatiques
incluant matériel, systemes d’exploitations et applications utilisateurs [32]. L’assistant de
preuve Coq est utilisé pour extraire des programmes Ocaml certifiés [03], prouver des
programmes écrits en C, Java ou ML [07]. Il est également utilisé dans le cadre du projet
CompCert dans le but de développer un compilateur certifié pour le langage C [65] et dans le
projet FOST [80] dans le but de certifier des programmes de calcul scientifique.

16



CHAPITRE 2

Preuves des programmes impératifs
Et
Des programmes numériques

17



Chapitre 2 Preuves des programmes impératifs et des programmes numériques

Chapitre 2

Preuves des programmes impératifs
Et des
Programmes numeriques

1. Preuves des programmes impératifs

Le paradigme de programmation impérative correspond a une approche ou les
programmes sont vus comme des actions modifiant le contenu de la mémoire de la machine.
L'action de base est I'affectation de variable. Chaque variable représente le contenu d'une
case mémoire. L’affectation correspond a une opération qui modifie ce contenu. Ce
paradigme est le plus proche du langage machine. Parmi les langages de programmation
impératifs, citons: C, Fortran et Ada.

Pour effectuer des preuves sur les programmes impératifs, plusieurs techniques ont été
développées, parmi lesquelles nous avons :

1) La logique de Hoare et la logique de Dijkstra ;
2) Les techniques de plongement;
3) Les techniques de raisonnement sur la mémoire.

1.1 La logique de Hoare

La logique de Hoare [33] est une discipline qui consiste a annoter les programmes
avec des formules logiques, appelées « assertions », et a extraire d’autres formules logiques,
appelées « obligations de preuve » a partir d’un tel programme annoté. La validité des
obligations de preuve entraine la correction du programme vis-a-vis des annotations : sa
spécification formelle. Pour un programme (ou une partie d’un programme) S, on aura le
triplet de Hoare suivant : {P} S {Q} ou :

- Sest l'action spécifiée;

- P et Q sont des formules logiques portant sur les variables du programme et appelées
respectivement précondition et postcondition telles que: la précondition indique les
conditions logiques qui doivent étre satisfaites avant I'exécution de l'action S et la
postcondition indique les conditions logiques vérifiées apres 1’exécution de S.
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1.1.1 Correction d’un triplet de Hoare

Un triplet {P} S {Q} est partiellement correct si pour tout état initial vérifiant P, si
I'exécution de S se termine, alors Q est vraie apreés I'exécution de S. Un triplet {P} S {Q} est
totalement correct si pour tout état initial vérifiant P, alors I'évaluation de S se termine et
I'état final des variables vérifie Q [32].

Le principe est d’utiliser un raisonnement déductif : le triplet {P} S {Q} est correcte
s’1l est dérivé comme conséquence de 1’application des régles d’inférence et des axiomes de la
logique de Hoare.

1.1.2 Les regles d’inférence

Les régles d’inférence présentées dans ce paragraphe correspondent aux constructeurs
de base d’un petit langage de programmation a boucle while ([34], [33]) :

1.1.2 .1 L’instruction Skip

L'instruction skip est I'instruction qui « ne fait rien ». Elle joue le r6le d'instruction
neutre. Elle est donnée par I’axiome skip: {P} skip {P}.

1.1.2 .2 L’affectation

L’axiome correspondant a 1’affectation s’appelle axiome de substitution arriere. Il
s’écrit de la maniere suivante :
{P [x«—exp]} x:=exp {P} (affect.)

La notation P /x<—exp] correspond a I’assertion P ou toutes les occurrences de x ont
été remplacées par exp. Cet axiome se lit de la maniére suivante : dans 1’état d’arrivé, x est
égal a exp, donc pour qu’une propriété pour X soit vraie, il suffit qu’elle soit vraie pour exp
dans 1’¢état d’origine.

1.1.2.3 La composition séquentielle

La régle d’inférence correspondant a la composition séquentielle (enchainement) de
deux instructions est :
ALSH2 A2 T s |
ALST Hs |

Pour prouver {P1} S; T {P3}, on doit trouver un prédicat P2 tel que les deux triplets :
{P1} S {P2} et {P2} T {P3} soient corrects.

(seq.)

1.1.2.4 La conditionnelle

La regle d’inférence pour la conditionnelle exprime le fait qu’il y a deux exécutions
possible, selon que la condition est vraie ou fausse : si dans ces deux cas, lorsque P est vraie
au départ et que I’on termine et on obtient Q, alors il en est de méme pour I’instruction
conditionnelle.

AabSg ] HA-bTd |
HifbselseT d | “toond)
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1.1.2.5 La boucle

La derniére construction est une instruction d’itération de la forme while (condition)
do (instruction(s)). Les preuves sur de telles constructions sont plus compliquées que les
précédents du fait qu’il y a une infinité d’exécutions possibles [34].

La technique utilisées s’apparentent a de la récurrence : on montre qu’une proprieté
appelée invariant (qu’on note Inv) est vraie quand la boucle commence, est préservé a
chaque itération et qu’a I’arrét, I’invariant implique la postcondition. Cela s’exprime par la
regle suivante :

P=Inv Hvab gﬂwj (InvA =b) = Q

A Vhile bdo (Inv)s € |

(while)

Remarque 1 (Les invariants des boucles)

Par le caractere méme de la boucle, qui ne renvoie pas de résultat mais modifie des
données en place, il se dégage le plus souvent une propriété qui persiste a chaque itération de
la boucle: [’invariant de boucle. En effet, c’est I'idée de cet invariant qui guide le
programmeur dans I'écriture de la boucle méme si parfois cette idée reste informelle. Le choix
d’un invariant est parfois difficile et il n’existe pas de méthode pour le trouver. On peut
cependant appliquer les régles empiriques suivantes :

- 1l y a dans le corps de la boucle des variables qui évoluent, un invariant est une
relation entre ces variables, et éventuellement d’autres. Pour les variables de la boucle,
il doit indiquer les valeurs des variables a la sortie d’un tour de boucle en fonction de
leurs valeurs a I’entrée du tour.

- La définition de I’invariant est guidée par la postcondition : on doit écrit un invariant
qui doit impliquer la postcondition.

Pour illustrer le cas de la boucle, considérons le triplet de Hoare (T) concernant un
fragment de programme qui calcule la factorielle d’un entier n strictement positif [34] :

{n >0Ai=n Afact =1} while (i # 1) do fact := fact *i, i :=i-1,{fact =n!} (T)

Pour cet exemple, les variables modifiees par la boucle sont fact et i. En s’aidant des
conditions initiales, ainsi que de la relation entre les variables a chaque itération, on voit
qu’on a la relation fact * i = n !, pour les valeurs de i comprises entre n et 1, et que pour la
valeur 1, cette assertion correspond a la postcondition. C’est cette assertion qui constitue
I’invariant pour la boucle. Suivant la regle (while), on doit demontrer:

{i#1afact *il=n!}fact :=fact *i,i:=i-1{fact *il=nl} (T1)
n>0An=inafact =1= fact*i'=n! (P1)
—i#zlafact *il=nl= fact =n! (P2)

Pour prouver (T1) qui correspond a une séquence, on utilise d’abord la régle (aff.) qui
sert a établir I’assertion intermédiaire par une substitution en arriére dans 1’assertion finale.
Cela donne les deux sous — triplets suivants :

{izlnfact *il=n!}fact :=fact *| {fact *(i-1)!=n'} (T1.1)
{fact *(i-1)!=nl} i=i-1{fact *il=n!} (T1.2)
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Pour les prouver, on applique la régle de I’affectation et du renforcement de la
précondition. On se raméne a la preuve de:

i#lafact*il=n!=fact*i*(i-1)!=n! (P3)
fact*(i-1)!=n! = {fact* (i -1) !=n'} (P4)

On obtient les conditions de vérifications P1, P2, P3 et P4 dont les démonstrations
vont faire appels a de I’arithmétique élémentaire et aux propriétés de la factorielle qui doivent
avoir été énoncées dans la spécification.

Remarque 2 (Terminaison des boucles)

Il est possible de généraliser la logique de Hoare de maniere a vérifier la correction
totale d’un programme, c'est-a-dire sa correction partielle et sa terminaison. Pour cela il faut
identifier un variant de boucle : un nombre naturel supérieur a zéro, écrit en fonction des
variables de la boucle. Ce nombre décroit a chaque itération de la boucle jusqu’a atteindre
une borne (le zéro généralement). Mais comme pour 1’établissement d’un invariant, il n’y a
pas de méthode générale pour déterminer le variant.

Pour une boucle annotée de son invariant (Inv) et de son variant (v), on aura la regle
d’inférence suivante :

P=Inv Invab=v>0 Hvabav=v0§Hvav<v0 § (Inva-b)=Q

A Jhile bdo (Inv,v)s € 3

Le variant de boucle doit étre supérieur a zéro. Si on commence un tour de boucle
avec (v =v0), alors a la fin du tour, v devient inférieur & v0. Pour 1’exemple précédent, le
variant de la boucle est I’entier i.

1.1.2.6 Les regles logiques

Les axiomes et les régles permettant de raisonner sur les triplets de Hoare dépendent
du langage de programmation considéré. Cependant, on a toujours les deux regles
d’inférences suivantes qui correspondent respectivement au renforcement de la précondition
et a ’affaiblissement de la postcondition :

PI>P HSq ] Asd ] o=>q1
ALsd | Asd ]

Le renforcement de la précondition indique que si en partant d’un état vérifiant P, S
meéne dans un état vérifiant Q, ceci est vrai pour tout état impliquant P. Et I’affaiblissement de
la postcondition indique que si on a une preuve de {P} S {Q} et si on a une preuve que tout
état vérifiant Q vérifie aussi une propriété Q1, on peut affirmer {P} S {Q1}.

(renf.)

(aff.)
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1.1.3 Quelques travaux sur la logique de Hoare

Les axiomes et reégles d’inférence données ci-dessous correspondent a un langage trés
simple qui a deux propriétés pour la validité de 1’axiome de ’affectation :
- Les expressions (exp) dans 1’affectation n’ont pas d’effets de bords, c'est-a-dire que
leur évaluation ne modifie pas les variables du programme ;
- Il n’y a que des variables simples, c'est-a-dire des identificateurs, on n’a pas des
éléments de tableaux par exemple.

Depuis le papier fondateur de cette discipline [33], ou cette logique est présentée pour
un langage impératif simple, plusieurs travaux ont été menés pour étendre ce formalisme et
résoudre des difficultés, comme par exemple [47]:

- Pouvoir référer dans la postcondition Q d’un triplet {P} S {Q} & la valeur d'une
variable avant I'exécution du programme S ;

- Avoir des effets de bords dans les expressions;

- supporter les break, continue et les exceptions;

- Avoir des structures de données complexes : tableaux, structures, pointeurs,
objets... ;

Plusieurs travaux ont également formalisé la logique de Hoare pour extraire
automatiquement des obligations de preuves a partir d’un programme annoté. Pour illustrer
cette démarche, citons le travail de Norbert SCHIRMER [32] qui a formalisé la logique de
Hoare dans le systeme de preuve Isabelle/HOL :

— L'auteur introduit d'abord un langage de programmation appelé Simpl (Sequential
imperative programming language) qui est indépendant des langages de programmation
concrets, mais assez expressif pour couvrir plusieurs caractéristiques de ceux-ci (les
exceptions, les procédures mutuellement récursives, les instructions break...);

- Ensuite, une logique de Hoare pour les corrections partielle et totale est définie en donnant
des régles d’inférence pour tous les constructeurs du langage de programmation.
L'application des régles de la logique de Hoare est automatisée dans un générateur de
conditions de Vérification, implémenté comme une tactique (commande) appelé vcg
(verification condition generator) dans Isabelle/HOL.

— Pour établir le lien avec un langage de programmation réel, une partie du langage C
appelée CO est formalisée dans le langage Simpl, de telle sorte que les propriétés prouvées
pour un programme écrit en Simpl soient vérifiées également pour le méme programme
écrit en CO.
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1.2 La logique de Dijkstra
La logique de Dijkstra a été développée aprés les travaux de Hoare. Dans cette
approche, Dijkstra propose un calcul sur les assertions qui est ascendant. Il propose en
partant d'une postcondition, de trouver la plus faible précondition (Weakest Precondition)

qui vérifie le triplet de Hoare. Ainsi, on raisonne toujours sur des triplets, mais les regles sont
établies dans l'autre sens dans un calcul ascendant (abduction) [24].

1.2.1 Définitions [29]

Soient A et B deux formules logiques. On dit que A et plus fort que B et inversement
B est plus faible que A, Si A =>B.

Soit I’ensemble des formules suivant : {Aj, Ay, As,...}. La formule A; est la plus faible
formule de 1’ensemble si A; => A; pour toute formule A; de I’ensemble. Par exemple, la
formule (y < 4) est la plus faible formule dans I’ensemble {(y <3), (y=1)V (y =3)), (y <4))}.

Pour un programme S et une formule Q, WP (S, Q), la plus faible précondition pour S
et Q est la plus faible formule P tel que : |= {P} S {Q}.

Proposition Un programme S est correct par rapport a une précondition Q et une
postcondition Q si P implique la plus faible précondition pour Set Q :

F{P} S {Q} — FP=>WP (S, Q).

1.2.2 Propriétés du calcul WP
Le calcul de la plus faible précondition satisfait les propriétés suivantes [29] :
La propriété dite: « The excluded miracle »: WP (S, false) = false.
La conjonction: WP (S, P) A WP (S, Q) = WP (S, PAQ).
La disjonction: WP (S, P) VWP (S, Q)=WP (S,PV Q).

La monotonie: P=Q
WP (S, P) =WP(S,Q)
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1.2.3 Régles du Calcul WP

Voici les regles de calcul de la plus faible précondition attribuées aux constructeurs
d’un mini langage de programmation a la Pascal ([29], [24]) :

1.2.3.1 L’instruction Skip

WP (ip, Q) =Q

La formule Q est valide aprés 1’exécution de Skip si elle 1’était avant I’exécution.

1.2.3.2 L’affectation

WP (x = 1,Q(x))= Q(X) <t _

Si la substitution des occurrences de x par t fait que Q(X) soit valides « maintenant »,
alors, apres I’exécution de I’affectation (x :=t), Q(X) sera valide car x aura la valeur t.

1.2.3.3 La composition séquentielle

WP(S T,Q) =WP(S WP(T,Q)

Si la séquence (S ; T) doit établir la formule Q, alors T doit établir Q, et par définition,
WP (T, Q) doit étre vérifiée. C’est exactement la formule que doit établir ’exécution de S.

1.2.3.4 La conditionnelle

WP (if BthenSelse T,Q)=(B=>WP (S Q)) A (-B= WP(T,Q))

Si la condition B est vraie alors la plus faible précondition de la conditionnelle est
WP(S, Q). Si la condition B est fausse alors la plus faible précondition de la conditionnelle est
WP (T, Q).

1.2.3.5 La boucle
Pour calculer sa WP, la boucle doit étre annotée de son invariant | est de son variant v.

WP (while Bdo (S, I,v),Q) <IA(IAB=WP(S D)A(IA-B=Q) A
(I=veN)A(IABAV=V0= WP (S v<V0))

Pour le cas de I’itération, on calcule une précondition mais elle n’est pas forcément la
plus faible car le calcul dépend de I’invariant que pose 1’utilisateur. Ceci justifie le fait que
pour cette regle nous avons une implication et non une équivalence.
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1.2.4 Utilisation du calcul WP pour les preuves des programmes

Le calcul de la plus faible précondition est utilisé par plusieurs outils comme stratégie
de vérification des programmes. Dans le systeme Theorema [81] par exemple, ce calcule est
réalisé par une fonction appelée EPT (Extended Predicate Transformer) [35].

Afin de vérifier le programme Si; Sy ... ; Sp1; Sy pour une précondition P et une
postcondition Q, la fonction EPT est d’abord appelé pour calculer Pn3= WP (S, Q). Pna
devient une postcondition pour S, et la fonction calcule alors WP (Sn._;, Pp.1).

Le calcul se poursuit jusqu’a I’obtention de Po. Il faut alors démontrer que P=>P,.

{P}S1;S2; ... ; Sna; Sn{Q}
{P}
{Po} 4
Si;
{P1}
S2;

»

Sna
{Pn-l};
Sn;
{Q}

Figure 2.1 : Calcul de la plus faible précondition

En plus de Py, la fonction EPT retourne également un ensemble de lemmes
représentant les conditions de vérifications (Les invariants de boucle par exemple). Il faut
également démontrer ces lemmes pour s’assurer de la correction du programme vis-a-vis de sa
spécification.

Le calcul de la plus faible précondition est également utilisé par la méthode Why [07].
Why utilise le calcul WP pour extraire une speécification de chaque instruction du programme.
Ces informations sont ensuite utilisées dans le cadre de la théorie des types pour générer des
conditions de vérification.
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1.3 Les techniques de plongement

Les techniques de plongement (embedding techniques) ont été introduites en 1992
dans le but d’utiliser des plateformes logiques existantes a des fins d’analyse formelle. Le
principe général est de traduire un langage ou une logique source dans un langage ou une
logique cible [22]. Leur utilisation dans le domaine de la preuve des programmes impératifs
répond au besoin suivant : partant du fait qu’on cherche a prouver des propriétés issues d’un
code annoté, il faut avoir un modele formel du programme, et donc une formalisation du
langage de programmation utilisé [09]. Il y a deux approches pour la formalisation des
langages de programmation: le plongement superficiel (shallow embedding) et le plongement
profond (deep embedding).

1.3.1 Formalisation par plongement superficiel

Cette technique consiste a fixer des notations conventionnelles pour traduire les
constructions du langage en des constructions sémantiquement équivalentes dans le langage
cible, seule la sémantique du langage est donc représentée. Au niveau raisonnement, le
plongement superficiel est utilisé généralement par des outils de vérification de programmes
comme 1’outil Why. Ces outils prennent en entrée un programme spécifié dans le style de la
logique de Hoare. Ils modélisent d’abord le programme par une sémantique donnée du
langage. Ensuite, lls construisent une preuve formelle que le modele du programme vérifie la
specification ([09], [22]). Pour un exemple complet de plongement superficiel d’un langage
de programmation impératif dans Coq, on pourra se référer a [49].

1.3.2 Formalisation par plongement profond

Cette approche consiste a traduire la syntaxe et la sémantique du langage source dans
le langage/logique cible. Elle est utilisée pour des études méta- théoriques, c'est-a-dire sur le
langage de programmation lui-méme. Le plongement profond permet par exemple de prouver
la propriété de la shreté de typage (absence d'erreurs de typage a I'exécution) d'un langage de
programmation. Parmi les travaux ayant suivi cette approche, on peut citer D. Von OHEIMB
[48] ou un sous ensemble du langage Java (Java light) a été formalisé dans le systeme de
preuves lIsabelle/HOL et la sOreté de typage a été prouvée pour ce langage. On peut aussi
citer la formalisation du langage C dans le systtme HOL dans le travail de M.NORRISH [27].

1.4 Les techniques de raisonnement sur la mémoire

Le raisonnement sur les programmes impératifs nécessite la définition d'un modeéle
pour la mémoire, c'est a dire la description formelle de celle-ci et des opérations la
manipulant. On distingue les techniques suivantes :

1.4.1 Le modeéle concret

Ce modeéle, le plus proche de la réalité, consiste a modeéliser la mémoire comme un
seul tableau d'octets. Son utilisation dans le cadre de la vérification des programmes s'avére
trés lourde: a chaque modification d'un emplacement de la mémoire, on doit prouver que les
autres emplacements n'en ont pas été affectés [09]. De plus, certaines propriétés comme la
séparation de zones mémoire ne sont pas exprimables. Ce modele a été utilisé par
N.MAGAUD [28] pour la vérification du programme de la racine carrée de la bibliothéque
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GMP (GNU Multiple Precision Arithmetic Library) caractérisée par le fait que chaque
argument pour les opérations GMP est décrit par la position de son mot mémoire de poids
faible et le nombre de mots mémoire qui le composent. Ces informations aident a vérifier la
validité des accés mémoire et a spécifier les zones mémoires modifiées.

1.4.2 Le modéle de Burstall-Bornat

Cette approche consiste a modéliser la mémoire comme une collection
d'emplacements disjoints correspondant aux champs de structures et aux blocs alloués par des
pointeurs dans un programme. Cette séparation assure qu'une modification dans un
emplacement n'affecte pas les autres emplacements [09].

Ce modele a été utilisé dans plusieurs travaux ([25], [26], [32]) pour prouver des
propriétés de programmes manipulant les pointeurs et résoudre particulierement des
probléemes d’alias (Un alias arrive quand deux expressions distinctes désignent le méme
emplacement mémoire).

Ce modeéle est utilisé par 1’outil Caduceus [06]. Nous aborderons ce point au chapitre

1.4.3 Logique de fragmentation

En plus des deux modéles précités, on peut citer aussi les travaux de J.C REYNOLDS
qui a introduit un cadre de raisonnement sur des propriétés de séparation des zones mémoire
appelée logique de fragmentation (separation logic) [31]. C’est une extension de la logique de
Hoare qui permet de traiter les problemes d’alias et de prouver des formules mettant en jeu
des adresses et des blocs mémoire.

Un ensemble de commandes est d’abord introduit pour manipuler les structures de
données : allocation, affectation, acces, et libération. Ensuite, un ensemble de connecteurs est
défini. Par exemple, pour deux prédicats P1 et P2 :

- L’écriture P1 * P2 signifie que ’espace adressable peut étre divisé en deux
parties disjointes. Le prédicat P1 est vérifié dans une partie et le prédicat P2 est
vérifié dans 1’autre partie.

- L’écriture e->e; signifie que I’espace adressable contient une cellule a 1’adresse e
dont le contenu est e;.

Des régles d’inférences sont définies pour les commandes manipulant les structures de
données. Pour I’affectation, nous avons par exemple les deux régles suivantes :

e=_)_E]::e1 e=_)e1} @_)_)*rﬂ]::el @_)el)*r}
La logique de fragmentation est une discipline a part entiere et plusieurs travaux lui

ont donné suite. Cependant, son utilisation demeure difficile dans les systémes existant du fait
qu’elle introduit de nouveaux connecteurs [31].
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2. Preuves des programmes de calcul numérique

Les structures de contrble et les acces mémoires ne constituent qu’une partie de
I’exécution d’un programme. Une certification compléte doit prendre en considération les
calculs numériques des programmes. Il est en effets indispensable de s’assurer que le résultat
calculé par une application réponde bien au probléme posé par I’utilisateur. L’obligation
d’une preuve formelle est donc étendue aux calculs numériques [36].

Les travaux traitants des applications des méthodes formelles a ce type de programmes
sont assez récents. Diverses raisons sont a l'origine de cet état de fait [12] :

1- Une premiére raison est l'utilisation importante des nombres réels dans les
programmes numériques, alors que les méthodes formelles manipulent plutét
des nombres entiers et plus généralement des structures discreétes.

2- Une deuxiéme raison provient du fait que les méthodes formelles s'appliquent
généralement aux programmes fonctionnels et elles sont, de ce fait, moins
adaptées aux programmes d'analyse numériques, qui sont, le plus souvent,
impératifs.

Le domaine des programmes numériques dans les méthodes formelles recoit de plus
en plus d’intérét légitime. Plusieurs travaux ont été¢ effectués dans cette optique. Nous
pouvons les regrouper en trois catégories principales :

1) La formalisation basée sur 1’arithmétique des ordinateurs ;
2) La formalisation de I’arithmétique d’intervalles ;
3) La formalisation des nombres réels.

2.1 Formalisation de ’arithmétique des ordinateurs

2.1.1 Arithmétique flottante IEEE-754

Les mémoires des ordinateurs sont limitées. Par conséquence, I’ensemble des nombres
représentables en machine 1’est également. On ne peut pas donc représenter tous les résultats
de toutes les opérations possibles. L’arithmétique des ordinateurs permet alors d’étudier la
manicre d’effectuer de telles opérations [40].

Les nombres a virgule flottante sont, en général, les nombres utilises dans les
ordinateurs pour représenter les nombres réels. Les nombres flottants sont spécifiés par la
norme IEEE-754 [41] qui a été définie pour satisfaire ou faciliter un certain nombre de
propriétés dont en voici les principales :

- Conserver des propriétés mathématiques ;
- Faciliter la construction de preuves ;
- Rendre les programmes portables.
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La plupart des processeurs actuels se basent sur la norme IEEE-754 pour leurs calculs
flottants. Les nombres flottants IEEE-754 sont caractérisés par trois champs: une fraction f,
un exposant e et un signe s ( qui prend la valeur O ou 1) :

S e f

Figure 2.2 : Nombre a virgule flottante IEEE-754.

La base de représentation étant fixée a 2. Ainsi, la valeur d’un nombre flottant x est
calculée, sauf cas particulier, de la facon suivante:

(-1)°x2°°® x1.f

Ou B est une valeur connue dépendant du format flottant, appelée le biais. Le nhombre
(1.f) est appelé mantisse.

En plus de la représentation des nombres flottants, la norme IEEE-754 permet de
spécifier :

- Les différents formats pour les nombres. Par exemple: le format simple précision
sur 32 bits et le format double précision sur 64 bits. Pour le format simple
précision, I’exposant est représenté sur 8 bits, la fraction 23 sur bits et le biais
vaut 127.

- les valeurs particuliéres comme les infinis et la valeur zéro. Pour le zéro signé
par exemple, la valeur de la fraction est 0. Quant a ’exposant, il vaut emi,-1,tel
que enmin est le plus petit exposant pour le format considéré.

- les modes d’arrondi qui permettent de trouver une représentation flottante pour
le résultat d’une opération quand celui-ci n’est pas représentable en machine, ce
qui est souvent le cas (exemple : arrondi vers le plus pres, arrondi vers zéro) ;

- les exceptions comme les divisions par zéro et les débordements de capacité ;

- les conversions ;

- les opérations élémentaires sur les flottants et leurs propriétés (addition,
soustraction, multiplication, division et racine carrée).

2.1.2 Formalisation de I’arithmétique flottante

La formalisation de I’arithmétique flottante a été réalisée dans plusieurs systemes de
preuves comme PVS [46], HOL/Light [45]. Pour le systtme Cog, Les travaux de M.
DAUMAS, L. THIERRY et L. RIDEAU [39] ont donné lieu a une bibliothéque pour
raisonner sur les nombres flottants. L’originalité de cette bibliotheque réside dans le fait
qu’elle soit générique : elle ne traite pas une base ou un format particulier.

Un nombre flottant (float) est défini comme un enregistrement comportant deux
champs Fnum et Fexp, comme suit :

Record float :Set: = Float {Fnum: Z; Fexp: Z}.
Le champ Fnum est un entier relatif (Z) représentant la mantisse du nombre flottant.

Le champ Fexp est un entier relatif représentant 1’exposant du nombre flottant. Le fait que
float est de type Set indique que float est un type de donnée calculatoire.

29



Chapitre 2 Preuves des programmes impératifs et des programmes numériques

Pour donner une sémantique a ce nouveau type, une fonction FtoR est définie pour
calculer la valeur numérique d’un nombre flottant :

Definition FtoR (x: float):= (Fnum x * (powerRZ (I1ZR radix) (Fexp x))) %R.

La valeur numérique d’un flottant X est le produit signé dans R, les réels de Coq, (
%R) de sa mantisse par la base (radix) élevée a la puissance (powerRZ)de son exposant. La
base est un entier supposé supérieur a 1.

A partir de 13, les auteurs définissent plusieurs notions : 1’égalité sur les flottants, la
définition des opérations arithmétiques sur le type float ainsi que des propriétés sur les
opérations, les nombres représentables en machine et les modes d’arrondi.

Cette bibliothéque permet d’explorer un grand nombre de propriétés mathématiques
associées a la I’arithmétique flottante et de garantir la validité de méthodes parfois subtiles
employées en calcul flottant et dans 1’arithmétique multiprécision [40] ainsi que pour la
veérification du comportement flottant de programmes C [30].

Il serait intéressant de parler également du travail de S. BOLDO et J-C. FILLIATRE
[30] Les auteurs y présentent une extension d’un outils de vérification de programmes C :
Caduceus. L’extension présentée permet d’insérer dans les programmes C, selon le style de la
logique de Hoare, des annotations portant sur les propriétés des nombres flottants et de les
prouver. Ce travail, utiliseé avec la librairie précitée a permis de démontrer plusieurs
programmes.

Voici un exemple [30] permettant d’illustrer ce travail : La fonction C suivante permet
de démontrer le théoreme de Sterbenz qui stipule que si x et y sont deux flottants
représentables exactement en machine (sans erreur d’arrondi) tels que ((1/2) <x < (2%)),
alors le résultat de la soustraction sur les flottants (x-y) est exactement représentable.

[*@ requires y/2 <= x <= 2*y

@ && \round_error(x) ==

@ && \round_error(y) ==

@ ensures

@ \round_error(\result)==

@*/

double Sterbenz(double x,double y){
return x-y;}

En plus des déclarations et du corps de la fonction, nous avons une précondition
(requires) qui énonce que ((y/2) <x <(2*y)) et qu’il n’ y a pas d’erreur d’arrondi sur les
valeurs x et y (\round_error(x) =0 et \round_error(y) =0). La post condition (ensures)
signifie qu’il n’ y a pas d’erreur d’arrondi sur le résultat (\result) retournée par la fonction.

A partir de ce programme, des obligations de preuves sont générés, elles sont prouvées
en utilisant 1’extension de 1’outil Caduceus et la bibliotheque des nombres flottants.
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2.2 Formalisation de ’arithmétique d’intervalles

L’arithmétique d’intervalles consiste & remplacer un nombre réel par un intervalle qui
le contient. On calcule sur les intervalles plutét que sur les valeurs et il est garanti que le
résultat est contenu dans I’intervalle calculé. Elle a été introduite dans les calculs sur
ordinateurs par Ramon E. Moore en 1962 [44]. De nombreuses applications ont été
développées depuis son introduction comme I’optimisation linéaire et la résolution
d’équations différentielles ordinaires.

L’arithmétique d’intervalles a été formalisée dans 1’assistant de preuve PVS dans le
but de pouvoir justifier formellement des calculs qui apparaissent dans la vérification
d’applications scientifiques comme la résolution de conflit de navigation aérien [37].

Nous ne pouvons parler d’arithmétique d’intervalles sans citer [’outil GAPPA
(Génération Automatique de Preuves de Propriétés Arithmétiques) [36]. C’est un logiciel de
certification d’application effectuant des calculs numériques qui est basé sur I’arithmétique
d’intervalle ainsi qu’un ensemble de théorémes et de régles de réécriture.

Pour expliquer le principe de GAPPA, considérons I’exemple [36] de la fonction f, en

float f (float x) {

assert (0 <=x && x <=1);
floaty = x * (1 - X);

return sqrt(0.25 - y);}

Cette fonction prend en argument un flottant simple précision (float) x. L’assertion a
son début spécifie que x est compris entre 0 et 1. La fonction calcule ensuite la valeur de y; il
s’agit du flottant x * (1-x). Ce ne sont pas ici la multiplication et la soustraction sur les
nombres réels ; il s’agit d’opérateurs spécifiques liés a 1’arithmétique flottante, et comme les
formats flottants sont limités, chaque valeur calculée est potentiellement entachée d’une
erreur d’arrondi pouvant provoquer des comportements inattendus (division par zéro, racine
d’un nombre négatif).

Pour garantir que ces différents problémes ne risquent pas de se produire, il faut
pouvoir prouver que chacune des valeurs calculées satisfait les contraintes de domaine
qu’imposent les parties du programme qui utilisent ces valeurs.

Alors que I’on sait que la valeur (1/4) - x * (1 —X) = (x- 1/2)? est supérieur & zéro pour
les nombres réels, il n” y a, a priori, aucune garantie que le nombre le soit pour les flottants.

Pour garantir qu’aucun comportement exceptionnel ne se produise, il faut prouver que
la fonction ne cherchera pas a prendre la racine d’un nombre négatif. Si on note F, ’ensemble
des nombres flottants simple précision, cela revient a prouver la proposition logique suivante :

vXeF,0<x<1-2025-(x*(1-x) >0
Dans cet exemple, la certification du bon comportement d’une fonction a ét¢ ramencée
a la preuve d’une proposition contenant des encadrement d’expressions arithmétique. Ce

genre de proposition est a la base des certifications que GAPPA effectue : a partir d’une
proposition logique, il génere une preuve formelle de la propriété. Cette preuve peut étre
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vérifiée automatiquement par 1’assistant de preuve Coq. Elle peut étre aussi utilisée au sein
d’une preuve plus générale qui prend en compte, en plus des erreurs de calculs, la validité des
acces mémoire et la terminaison des boucles par exemple.

L’outil GAPPA a été utilisé pour la certification dans différents domaines, par
exemple, les fonctions de la bibliotheque CRIibm telle que la fonction exponentielle [36].
Un rapprochement entre GAPPA et d’autres outils de preuve de programmes comme 1’outil
Why est également réalisé [78] pour une certification compléte des programmes numériques
[36]. Il convient de citer cependant, le principal inconvénient de I’arithmétique d’intervalles :
I’intervalle retourné par le calcul peut étre trop large, ce qui rend la solution impertinente
[38].

2.3 Formalisation des nombres réels

2.3.1 Les erreurs numeriques

Dans les langages de programmation qui servent a faire des calculs, on trouve donc les
nombres a virgule flottante qui sont une approximation plus ou moins satisfaisante des
nombres réels. On découvre donc en plus des résultas erronés, certaines propriétes
élémentaires du corps des nombres réels non respectées [12].

La suite (an) suivante est un exemple ([12], [38]), des problemes liées aux erreurs
d’arrondi :
1130 —3000 /a,,,

a

n

a,=11/2,a, =61/11, a,,, =111 —

Bien que la notion de calcul dans un langage de programmation n’est pas une preuve,
on peut tout de méme espérer trouver un résultat assez proche de celui donné par une preuve
mathématique. Pour cette suite, il a été démontré que :

6n+l +5n+1
"T e 150
En effectuant les calculs, en définissant une fonction récursive en Ocaml, on obtient
les résultats suivants :

, dont la limite a I’infini vaut 6.

n 2 14 15 16 17 18 19 20 21 25 26

an 5.59 |15.41 |67.47 | 97.14 1 99.82 | 99.98 | 99.99 | 99.99 | 99.99 | 100. | 100.

D’apres ces résultats, on aurait tendance a croire que cette suite converge vers 100 et
non vers 6. L’exemple suivant [12], en Ocaml, montre que la propriété de 1’associativité de
I’addition n’est pas respectée :

# (10000003.+. (-10000000.)) +. 7.501 ;;
- :float=10.501

# 10000003.+. (-10000000.) +. 7.501) ;;
- :float = 10.5010000002

Ce qui signifie que (10000003+ (-10000000)) + 7.501 # 10000003+ (10000000 + 7.501).
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Les problemes liés aux résultats erronés ont mis en avant plusieurs solutions dont les
systemes de calcul formels qui offrent plusieurs formes pour definir les nombres réels. Cette
approche consiste a avoir, au dessus de 1’arithmétique des machine, une couche, logicielle,
permettant de manipuler les nombres flottants en précision arbitraires : dans le systeme
MAPLE [43], par exemple, I’utilisateur peut exiger que tous les calculs soient effectués avec
une précision de 1000 chiffres décimaux.

Néanmoins, méme si  ces systémes sont plus valides que les langages de
programmation, ils ne permettent pas la vérification. En effet, I’exemple concernant la suite
(an) reste valable, c'est-a-dire qu’elle continue a converger vers 100 dans les systémes de
calcul formel [12].

D’autres travaux ont plaidé pour le développement d’une arithmétique exacte [38] qui
permet ou d’obtenir des résultats « aussi proche que 1’on veut ». Pour cela, 1’utilisateur doit
indiquer une borne supérieure sur I’erreur d’arrondi autorisée sur le résultat final et cette
borne est respectée tout au long du calcul.

Le principe de I’arithmétique exacte est de proposer des algorithmes permettant de
représenter les nombres réels. On peut par exemple représenter un réel par des fractions
continues, ou par des entiers dans une base [38].

Le principe de I’arithmétique exacte est repris par certains travaux ayant pour but la
formalisation des réels dans les systemes de preuves afin d’établir des preuves de programmes
travaillant sur les nombres reels.

2.3.2 Formalisation des nombres réels dans les systemes de preuves

Dans ce paragraphe, nous présentons les principales approches possibles pour formaliser
les nombres réels dans les assistants de preuves. La formalisation des réels est un travail qui
souléve d’importants problémes théoriques et généralement, on est contraint des faire un
choix suivant les deux sources d’opposition suivantes [12] : Construction Vs axiomatisation,
formalisation classique Vs formalisation intuitionniste.

2.3.2.1 Construction versus axiomatisation [12]

Construire les nombres réels

Les deux formalisations les plus connues sont la méthode de Cantor et les coupures de
Dedekind dont voici une bréve présentation :

Méthode de Cantor Cette méthode identifie un nombre réel a une suite de nombres
rationnels convergente (vers ce nombre) en utilisant la propriété suivante. Un suite (S)
converge Vers s i :

Ve>0,3NVn=N,[S, —s/<e
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Coupures de Dedekind Cette méthode identifie un nombre réel a un ensemble de
nombres rationnels plus petits que lui. Si nous nommons S cet ensemble, il s’agit d’une
coupure s’il vérifie les propriétés suivantes:

1.3x,xeS
2.3X,X¢S
3.vXeS, vy<xyeS
4. v xeS, Fy>XyeS

Pour plus de détail concernant les deux méthodes, on pourra se référer a [42].
Axiomatiser les nombres réels

Axiomatiser une théorie revient a poser un ensemble minimal d’axiomes qui
permettent de la spécifier. Une axiomatisation permet d’arriver rapidement aux aspects plus
intéressants et recherchés d’un développement, a condition, bien entendu, que les axiomes
posés ne suscitent pas le moindre doute. Ce dernier point peut étre vu comme le point négatif
de cette méthode, puisqu’un axiome faux permettrait de rendre toute proposition prouvable.
Néanmoins, le fait que la théorie des nombres réels est bien connue rend le risque d’une
formalisation, ou un ensemble minimal de définitions ne serait pas prouve faible.

La formalisation des réels dans la distribution Coq standard est une axiomatisation.
Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.

2.3.2.2 Formalisme intuitionniste versus formalisme classique [12]

Une formalisation constructive ne peut étre faite que dans un systéme de preuves basé
sur la logique intuitionniste comme Coq. L’avantage d’une telle formalisation est qu’il est
alors possible d’utiliser 1’information calculatoire provenant des preuves effectuées. Cet
aspect prend toute son importance lorsqu’on veut utiliser le principe de 1’extraction.
Cependant, dans certains cas, une formalisation intuitionniste peut s’avérer trop restrictive.
Notamment, abandonner le tiers exclus, revient a abandonner des résultats importants en
analyse.

Une formalisation classique est indispensable lorsqu’il est nécessaire de montrer
I’existence de fonctions non calculables. De ce fait, s’il s’agit, par exemple, de montrer des
théorémes d’analyse mathématique, une telle formalisation semble mieux adaptée.
L’inconvénient majeur est, bien entendu, de ne pas pouvoir profiter de I’avantage offert par la
formalisation intuitionniste, a savoir 1’extraction de programmes.

Le tableau suivant [12] permet de résumer les différents points concernant les choix
pour la formalisation des réels. Les avantages sont notées par des « + » et les aspects négatifs
par des «-» Les considérations de temps (long, rapide) concernent la rapidité
d’implémentation des propriétés de base, tandis que les considérations de difficulté
(compliqué, simple) concernent aussi bien I’implantation que I’'utilisation.

34



Chapitre 2 Preuves des programmes impératifs et des programmes numériques

Intuitionniste Classique
Construction + | Prouvé/extractible prouvé
- Long/compliqué long
Axiomatisation + Rapide Rapide/simple
+/-extractible
- Non Non prouvé
prouvé/compliqué Non extractible

Tableau 2.1 : Méthodes de formalisation des réels
2.3.3 Quelques exemples de formalisation des nombres réels

Dans ce paragraphe, nous allons citer quelques exemples de formalisation des nombres
réels dans différents systémes de preuves :

- Dans le systéme HOL, il s’agit d’une construction classique utilisant la méthode
de Cantor faite par John Harrison en 1995 [42]. Une grande partiec de 1’analyse
standard y est formalisée.

- Dans le systtme PVS, il s’agit d’une axiomatisation classique. Une partie de
I’analyse réelle et des fonctions transcendantes y sont formalisées [79].

- Dans Mizar, il s’agit d’une construction classique basee sur les coupures de
Dedekind [12].

- Dans Coq, la formalisation standard est une axiomatisation classique réalisé par
M .MAYERO [12]. Il existe également une axiomatisation intuitionniste faite
par M. NIQUI [19].

Les travaux de formalisation des nombres réels sont utilisés pour prouver des
théoremes issues de plusieurs domaines. La formalisation intuitionniste de M. NIQUI, par
exemple, entre dans le cadre de [D’extraction d’une preuve pour le théoréme FTA
(Fundamental Theorem of Algebra) [19]. La formalisation axiomatique dans Coq est utilisée
pour prouver des programmes d’analyse numériques (projet CerPAN [77]) dans le cadre de la
méthode Why par exemple.
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Chapitre 3

L’assistant de preuves Coq

1. Introduction

L’assistant de preuves Coq est basé sur le lambda-calcul et la logique constructive
d’ordre supérieure.

1.1 Le lambda-calcul

Le lambda-calcul, introduit par A. Church [76], est une théorie des fonctions et
constitue le formalisme de base pour plusieurs systemes de preuves. Le lambda-calcul (1 —
calcul) est caractérisé par la syntaxe suivante :

- Variables = {a, b, ¢, d, ...}. Toutes les variables sont des 1 -expressions, on peut les
noter simplement a ou bien (a) ;

- Si U et V sont deux lambda-expressions alors (U V) est une A -expression. Le terme
(U V) peut étre vu comme la valeur rendue par la fonction U Appliquée a I’argument
Vi

- Siaestune variable, et U une A -expression, alors (4 a.U) est une A-expression, telle
que a s’appelle un parametre de la /1 -expression. La 1 -expression U est appelée le
corps de (1 a.U).

La théorie du A-calcul est démontrée équivalente aux machines de Turing. Toutes les
fonctions calculables sont A-définissables (Thése de Church) [76].

Au A-calcul, on peut associer un systéeme de types. A chaque terme correspond un type
qui détermine certaines propriétés. Le couple (A-calcul, systeme de types) a été exploité par
Curry et Howard en considérant les types comme des propositions et les A-termes
correspondants sont les preuves. Cette correspondance est connue sous le nom de
’isomorphisme de Curry-Howard [76].

1.2 La logique constructive

La logique constructive [03] est une logique ou la loi du tiers exclu (A V (non A)) n’est
pas valable. Le but de cette logique n’est pas de savoir si une telle proposition est vraie ou
non, mais son interét est de savoir si une telle proposition possede ou non une preuve. La
preuve de I’existence d’un objet donne une méthode pour le construire. La valeur de vérité du
calcul propositionnel dans la logique classique peut étre obtenue a I’aide des tables de vérité.
Dans la logique constructive, nous avons besoin d’introduire une sorte de calcul pour les
preuves.
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1.3 La sémantique de Heyting et Kolmogorov

La sémantique de Heyting utilise la notion de preuve comme objet. Les preuves sont
considérées comme des objets manipulables au méme titre que les entiers ou les fonctions. La
sémantique de Heyting-Kolmogorov est décrite par [03] :

- Une démonstration A => B s’exprime comme une fonction qui associe a toute
démonstration de A une démonstration B.

- Une démonstration de vx € A.P (x) est une fonction qui prend en argument un
élément quelconque de A et rend une preuve de P (x).

- Une démonstration de A /\ B est un couple formé d’une démonstration de A et d’une
démonstration de B.

- Une démonstration Pavede A \/ B a deux formes possibles :

a) Soit Pave = < g, PA> ou Paest une preuve de A,
b) Soit Pave =<d, Pe> ou Psest une preuve de B.
Les membres g et d permettent d'indiquer de quelle propriété le membre droit est une

preuve. On voit ici que pour montrer AVB, il faut soit savoir prouver A, soit savoir

prouver B.

- Une démonstration de 3 x eA. P(x) est une paire < a, h >, ou a est un élément
particulier (le ttmoin) de A et h une preuve de P (a). Cela veut dire que pour prouver
une formule existentielle, il faut exhiber un témoin.

2. Lesysteme Coq

Coq est un systeme d'aide a la preuve développé depuis 1986 a I’'INRIA. Il est di a
I’origine a Thierry Coquand et Gérard Huet [01], et a profité de nombreuses contributions. Il
est basé sur une logique d'ordre supérieure appelée calcul des constructions inductives. Il
s'agit d'un lambda calcul typé basé sur une logique d’ordre supérieur avec types dépendants,
types récursifs et polymorphisme de type. Les composantes essentielles du systeme Coq sont:

- Un noyau de vérification de types et de construction d'environnement bien typés;

- Un langage de spécification et de développement de théories mathématiques: Gallina;

- Un outillage d'aide a la construction interactive de preuves par des tactiques de preuve ;

- Un extracteur de programme: ce module de Coq permet d’extraire un programme sans
erreur a partir de la preuve de sa spécification.

3. Le langage de Spécification : Gallina

Le langage de spécification du systtme Coq, Gallina ([01], [03]), nous permet de
développer des théories mathématiques et de prouver des spécifications de programmes en
définissant des objets tels que les axiomes, les théoremes, les fonctions et les prédicats en
offrant un ensemble de commandes qui permettent la declaration et la spécification des
différents objets.

Ce langage repose sur le CCI. Dans ce calcul tous les objets ont un type. Il y a des
types pour les fonctions (ou les programmes), les donneées, les preuves et les types eux-mémes
possédent un type. Par exemple, on ne permet pas la déclaration "pour tout x, P", on doit dire
au lieu de cela : "Pour tout x appartenant a T, P". L'expression "x appartenant a T" est écrite
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"x:T ". On dit aussi : "x de type T". Les termes de Gallina constituent une catégorie

syntaxique tres générale. Elle correspond a la notion intuitive d'expression bien formée

prenant en compte les regles de construction du langage, par exemple, nous avons les
expressions correspondant aux programmes fonctionnelles et les types.

Dans le systeme Coq, les types sont considérés comme des termes, or chaque terme
dans Coqg posséde un type. Le type d'un type est appelé: sorte. Les sortes sont au hombre de
trois:

- La sorte Set: elle contient les objets ayant un trait calculatoire, par exemple: lI'ensemble des
naturels.

— La sorte Prop: elle contient tout ce qui a trait a la logique par exemple les justifications et
les pré/post-conditions.

— Lasorte Type: C'est le type de Set et Prop. De plus, il y a une hiérarchie de types (i) pour
n'importe quel nombre i. (cela empéche que « Type soit son propre type »). L'ensemble S
des sorte est défini donc par: S = {Prop, Set, Type (i)/ i € N}. Les sortes ont les propriétés
suivantes: Prop:Type (0), Set: Type (0) et Type (i) : Type (i+1). Notons aussi que les
indices sont invisibles a l'utilisateur.

3.1 Les types inductifs

Un type inductif ([02], [04]) est spécifié par la donnée de son nom, son types et les
noms et types de ses constructeurs. Les constructeurs d'un type inductif T sont des fonctions
dont le type final doit étre T (ou une application de T a des arguments lorsque le type T est
une fonction).

3.1.1 Les types inductifs sans récursivité

Les types inductifs les plus simples sont les types énumérés, utilisés pour décrire des
ensembles finis. Nous donnons I'exemple de I'ensemble des valeurs booléennes qui contient
deux éléments et qui est défini dans le systeme Coq comme suit:

Coq < Inductive bool:Set:=true:bool | false: bool.
Le type déclaré ainsi a pour nom bool, son type est Set et ses deux constructeurs sont
true et false.

Les types inductifs peuvent aussi étre utilisés pour représenter des agrégations de
données pour définir des enregistrements. Dans ce cas, on utilise des définitions inductives a
un seul constructeur. Ce constructeur a le type d'une fonction qui prend autant d'arguments
qu'il y a de champs dans I'enregistrement. L'explication est que le constructeur est une
fonction qui retourne un enregistrement si on lui donne les valeurs de tous les champs. Par
exemple, un point dans un plan est décrit comme un couple de coordonnées. Si I'on s'intéresse
a l'ensemble constitué de tous les points a coordonnées entiéres, le type correspondant pourra
étre décrit de la fagon suivante:

Coq < Inductive plan:Set:=point:Z->Z->plan.

Ou Z est I'ensemble des entiers dans Coq. Le constructeur point qui a le type Z->Z-
>plan, prend deux arguments dans Z qui représentent les deux champs du type enregistrement
concerne.

3.1.2 Les types inductifs avec récursivité
Les types inductifs sans récursivité permettent de décrire des données dont la taille est

connue d'avance. Cependant, il est nécessaire de pouvoir raisonner sur des structures de
données dont la taille est non définie a I'avance. La récursivité fournit la solution et ceci en
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exprimant que certaines données comportent des fragments de méme nature que ces données
elles-mémes.

Pour bien illustrer ce fait, prenons I'exemple du type des nombres naturels qui est
décrit dans Coq selon la définition suivante:

Inductive nat: Set := O : pat| S : nat-> nat.
nat is defined

nat_rect is defined

nat_ind is defined

nat_rec is defined

Cette définition introduit le type nat dans la sorte Set. Ce type possede deux
constructeurs qui traduisent les deux maniéres dont sont construits les nombres naturels: soit
on prend le nombre 0 (le constructeur O), soit on applique la fonction successeur a un nombre
déja construit (le constructeur S) et c'est dans le deuxiéme constructeur ou l'on trouve la
récursivité. Par exemple le nombre naturel (S (S 0)) contient le fragment (S 0) qui est lui
méme un nombre naturel.

Nous remarquons que pour le type nat défini dans la paragraphe précédent, le systeme
annonce trois définitions: nat_rect, nat_ind et nat_rec. En effet, pour tout type inductif T, le
systeme Coqg génére automatiquement trois définitions T_rect, T_ind et T_rec qui sont des
théoreme qui vont nous permettre de raisonner et de faire des calculs sur les données de ce
type.

Coq < Check nat_ind.
nat_ind
: forall P : nat -> Prop,
P O -> (foralln: nat,Pn->P (Sn))->foralln:nat,Pn

Le théoreme nat_ind est appelé principe d'induction associé a la définition inductive. Il
exprime que pour une propriété P donnée sur les données de type nat, si l'on arrive a
démontrer qu'elle est satisfaite par O et que si I'on prend un nombre n qui la satisfait alors le
nombre (S n) la satisfait aussi alors, tout nombre naturel satisfait P.

3.1.3 Vecteurs et matrices

Concernant les vecteurs, la distribution standard Coq fournit le type inductif défini
comme ceci :

Inductive vector (A : Type) : nat -> Type :=

Vnil: vector A0

| Vcons : A-> v n: nat, vector A n -> vector A (S n).

Si A est un type et n un nombre naturel, alors « vector A n » est un vecteur dont le type
des éléments est A et sa longueur est n.

Concernant le type matrice, il n’est pas fournit par la distribution standard. Plusieurs
travaux existent a titre de contributions [01]. Citons :
- la contribution de J-C FILLIATRE qui définit le type matrice en se basant sur un
algorithme de C. OKASAKI [17] ;
- La contribution N.MAGAUD qui définit une matrice comme un vecteur de
vecteurs [18].
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3.2 Les fonctions récursives

Une fonction se définit généralement en indiquant la valeur qu'elle retourne pour un
parametre donné. On dit: la fonction qui a x associe I'expression e. La variable x est autorisée
a apparaitre dans l'expression e, ce qui fait que la fonction n'est pas constante.

Pour une fonction récursive, on dit: la fonction f qui & x associe I'expression e avec la
possibilité que f apparaisse dans e. En d'autres termes, on suppose que la fonction f déja
partiellement définie lorsqu'on essaye de déterminer la valeur qu'elle retourne pour une
nouvelle valeur du parametre.

Pour définir une fonction récursive dans Coq ([02], [04]), I'utilisateur doit déterminer
les valeurs prises par la fonction dans un ordre précis qui suit l'ordre dans lequel sont
construits les termes des types inductifs. Pour les nombres naturels, par exemple, on est obligé
de construire 0 avant (S 0), (S 0) avant (S (S 0)) et ainsi de suite. Pour la définition d'une
fonction récursive sur les naturels, on utilise la valeur (f 0) pour définir la valeur (f (S 0)), la
valeur (f (S 0)) pour définir la valeur (f (S (S 0))) et de maniere générale, on utilise la valeur
(f n) pour définir la valeur (f (S n)).

De point de vue pratique, la construction des fonctions récursives se fait dans Coq
avec la commande Fixpoint. Par exemple, soit la fonction récursive plus qui calcule la somme
de deux nombres naturelsnetm :

Fixpoint plus (n m:nat) {struct n} : nat :=
match n with
|O=>m
| Sp=>3 (pluspm)
end.

Quand on définit une fonction récursive a plusieurs arguments, I'argument sur lequel la
récursivité s'organise est appelé: argument principal. Dans la fonction plus, 1’argument
principal est n, ce qui est indiqué par 1I’écriture {struct n}. L’écriture « match n with » indique
un filtrage par motif sur I’argument n.

3.2.1 Les fonctions structurellement récursives [04]

En pratique, les fonctions récursives définies avec Fixpoint contiennent toujours un
filtrage sur I'argument de la récursivité. La description de la fonction est organisée suivant la
structure du type inductif. Pour I’exemple précédent, comme il y a deux constructeurs dans le
types inductif nat, on retrouve deux cas dans les deux fonctions; le deuxieme constructeur a
un argument dans le méme type inductif, on peut donc utiliser des appels récursifs sur cet
argument. On parle de récursivité structurelle.

Dans la récursivité structurelle, la terminaison de la fonction est Vérifiée
syntaxiquement aupres de I'argument principal des appels récursifs, en s'assurant qu'il décroit
a chaque appel récursif. En effet, lors de I'appel récursif, la fonction se rappelle avec un
argument qui est un sous terme de I'argument traité.

3.2.2 Définir des fonctions par récurrence bien fondée [04]
Cette methode consiste a définir la fonction par rapport a une relation R bien fondée.

Une relation bien fondée est une relation qui ne contient pas de chaine infinie décroissante
(I'ordre naturel sur les entiers positifs est un exemple de relation bien fondee).
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L'idée est qu'une définition récursive est correcte si tous les appels récursifs se font sur
des arguments « plus petits » que I'argument initial selon une certaine relation R bien fondee
sur un type inductif A. La propriété de bonne fondation de la relation assure qu'il ne peut y
avoir des suites infinies décroissantes d'appels récursifs de la fonction, ce qui assure sa
terminaison. L'utilisateur doit fournir la preuve de la bonne fondation de la relation (si elle
n'existe pas dans Coq) ainsi que des théorémes qui assurent que l'argument de Il'appel
récursif est plus petit que l'argument initial.

Considérons, par exemple, la fonction log (définit sur le type nat) dont la description
est la suivante:
log0=0
logl=0
log (S (S m))=S (log (div2 (S (S m)))) ou div2 est une fonction qui effectue la division sur
2 pour nat.
On remarque que lors de I'appel récursif, la fonction se rappelle avec I'argument (div2
(S (S m))) qui n'est pas un sous terme de I'argument traité (S (S m)). Cette fonction est donc
non structurellement récursive (sa terminaison n’est pas vérifiée syntaxiquement). C’est dans
ce genre de cas qu’il faut utiliser la récursivité bien fondée. La relation considéree est la
relation It: inférieur &, définie sur le type nat et qui est bien fondée. Il s’agit donc de
démontrer que les arguments d’appels récursifs sont reliés par cette relation.

3.3 Les predicats inductifs

Le mécanisme des définitions permet la définition d'objets logiques: les prédicats
inductifs (ou propriétés inductives) [02]. On peut par exemple définir le prédicat even (étre
pair) sur ’ensemble des nombres naturels comme ceci :

Inductive even: nat ->Prop: =
| even_0: (even 0)
| even_ss: forall (n: nat), (even n) -> even (S (S n)).

La sorte Prop souligne I’intention logique de cette définition qui introduit le prédicat
even avec les deux constructeurs even_0 et even_ss qui définissent les clauses de even : zéro
est pair et si n est pair alors n+2 (le successeur de son successeur) est aussi pair.

Les prédicats inductifs ont un tres grand pouvoir expressif qui nous permet de
formuler de nombreuses propriétés des données et des programmes (spécifier). En particulier,
nous pouvons représenter des fonctions comme des relations inductives en vue de faciliter le
raisonnement sur ces fonctions. Soit la fonction fact qui calcule le factoriel d’un nombre
naturel n :

Fixpoint fact (n:nat) : nat :=
match n with
|O=>1
| Snl=>Sn*factnl
end.
Cette fonction va étre décrite par la relation inductive pfact qui reliera deux nombres
naturels comme ceci :
Inductive pfact: nat->nat->Prop: =
| fact_O: pfact 01
| fact_s: forall (n f:nat), pfact n f->pfact (S n) ((S n) *f).
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L’idée est la suivante : pour représenter une fonction f a k arguments, on introduira la
propriété inductive a k+1 arguments qui met en relation les k valeurs en entrée avec une
valeur en sortie. Ensuite, on donnera a cette propriété une collection de constructeurs couvrant
tous les cas apparaissant dans la fonction. On déduira ensuite pour chacun des ces cas, la
forme des données en entrée. Ces données en entrée apparaitront dans la conclusion du
constructeur. On détermine ensuite les conditions de chaque cas et on les met comme
hypotheses au constructeur et on remplace les appels récursifs de la fonction par des
références a la propriété inductive. Finalement, on ajoute les quantifications universelles.

4. Manipulation des preuves

Dans cette partie, nous abordons les techniques de raisonnement en Coq, en
commencant par la syntaxe de présentation des théorémes [03] :

Theorem < nom_du_théoréme > : < énoncé >.
Lemma < nom_du_lemme> : < énoncé >.

Cet énoncé est appelé le but initial, d’'une maniére générale un but est la donnée d’une
formule a prouver sous certaines hypotheses, celles-ci forme le contexte local d’hypothéses
du but. Dans le cas d’un but initial, le contexte initial est vide. Le développement d’une
preuve se fait d’'une maniére interactive par I'usage de commandes appelées tactiques.

4.1 La tactique

Un but est une proposition que I'on souhaite démontrer. Une tactique [03] est une
commande en langage Coqg qui, appliqué a un sous but, soit réussit en produisant les
informations suivantes:

- le résout, c'est a dire terminer la preuve du sous but courant et affiche le nouveau sous but
a prouver (s'il y en a, sinon la proposition est prouvée);

- le transforme en un autre sous but avec un contexte différent;

- le transforme en plusieurs sous buts, chacun avec son contexte,

— soit échoue, en laissant le sous but inchangé.

4.2 Quelques tactiques de base

Nous présentons ici quelques tactiques de base ([01], [02], [03], [04]):
- Assumption: Cette tactique est utilisée pour résoudre un sous but B lorsque le contexte
courant contient une déclaration de la forme (v:B). Autrement dit, lorsque la propriéeté
gu'on veut prouver fait déja I'objet d'une hypothese.

— Intro: Permet d'introduire des hypothéses et des variables quantifiées dans le contexte
courant. Si le but courant est un produit dependant (forall x:A, B) alors le nouveau but sera
B et la variable x de type A sera poussée dans le contexte local, et si le but courant est un
produit non dépendant A->B, une nouvelle hypothése Hi:A est introduite dans le contexte
et le but courant devient B.

— Apply term: Cette tactique essaie de faire correspondre le but courant avec la conclusion du

type de term (un terme dans le contexte local). Si elle réussit, elle retourne autant de sous
buts qu'il y a de prémisses dans term.
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- Genaralize term: Elle permet d'ajouter au but courant une quantification universelle. Le
terme term doit étre une variable définie dans le contexte courant. Si le but est de la forme
(p x) et que x est un objet défini de type T, alors, Generalize x transforme le but en: forall
x: t, (P x).

— Absurd term: Cette tactique permet de déduire une contradiction (term est de type Prop) et
génere deux sous buts: term et ~term. En général, I'un de ces deux énoncés est une des
hypotheses du but courant. Elle est utile dans les preuves par cas ou certains cas sont
impossibles.

— Induction term: Elle permet de faire une preuve par induction. L'argument term doit étre
une constante inductive. Cette tactique génere un sous but pour chaque constructeur du
type inductif concerné et remplace chaque occurrence de term dans la conclusion et les
hypothése du but en rajoutant au contexte local des hypothéses d'induction.

- Unfold ident: Cette tactique s'applique si l'identificateur ident apparait dans le but et est
défini. Ainsi toutes les occurrences de ident seront remplacées par sa définition dans le but
courant.

— Split: Permet de passer d'un but de la forme A /A B a deux buts A et B.

— Les tactiques Right et Left: La tactique Right permet de transformer un but de la forme A\ B
en un but B et la tactique Left transforme le méme but en un but A.

— auto: Cette tactique essaie d'appliquer autant de fois que possible une base de données
(Hint) de théorémes précédemment prouvés. En d'autres termes, auto profite des théorémes
déja présents dans la mémoire du systeme Coq.

Voici des exemples sur I’utilisation des quelques tactiques de base :
Exemple 1 (intro, left, right)

Coq < Lemma exemplel: forall b:bool, b=true \/ b=false.
1 subgoal

forall b : bool, b =true \/ b = false

exemplel < intro.
1 subgoal

b =true \/ b = false

exemplel < elim b.
2 subgoals

true = true \/ true = false
subgoal 2 is:
false = true V false = false
exemplel < left.
2 subgoals

b : bool
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true = true
subgoal 2 is:
false = true \/ false = false
exemplel < trivial.
1 subgoal

false = true V false = false

exemplel < right.
1 subgoal

false = false
exemplel < trivial.
Proof completed.

Exemple 2 (apply, assumption)

Coq < Lemma exemple2: forall a b ¢ :Prop, ((a->b)->c)->b->c.

1 subgoal

forallabc: Prop, ((a->b)->c)->b->¢

exemple2 < intros.
1 subgoal

a:Prop

b: Prop

c: Prop
H:(@a->b)->c
HO: b

exemple2 < apply H.
1 subgoal
a:Prop
b : Prop
c: Prop
H:(a->b)->c
HO:b

a->b
exemple2 < intro.
1 subgoal

a:Prop

b : Prop

c: Prop

H:(a->b)->c

HO:b
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b
exemple2 < assumption.
Proof completed.

Exemple 3 (induction, auto)

Coq < Lemma exemple3 : foralln,n=n - 0.
1 subgoal

foralln:nat,n=n-0
exemple3< intro.
1 subgoal

exemple3 < induction n.
2 subgoals

subgoal 2 is:
Sn=Sn-0
exemple3 < simpl.
2 subgoal

subgoal 2 is:
Sn=Sn-0
exemple3 < auto.
1 subgoal

n : nat
IHh:n=n-0

exemple3 < simpl.
1 subgoal

Sn=Sn
exemple3 < auto.
Proof completed.
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4.3 Les tactiques numériques

Le systeme Coq fournit trois catégories principales de nombres: les nombres naturels,
les nombres entiers et les nombres réels. Pour ces trois catégories de nombres, on dispose de
relations d’ordre et de tactiques pour decider I'égalité des formules et la satisfiabilité des
systemes d'inéquation ([01], [02], [12]).

La tactique Ring : La tactique Ring est bien adaptée pour résoudre des équations
polynomiales entre des valeurs apparaissant dans un anneau ou un semi-anneau. Elle permet
de démontrer des égalités ou les membres sont des expressions construites avec une fonction
d'addition ou une fonction de multiplication et des valeurs x;... X, . Cependant, cette tactique
ne marche pas si des fonctions ou des constructeurs sont inséres au milieu des expressions et
n‘utilise pas les égalités présentes dans le contexte du but courant pour établir son résultat. Il
faut s'assurer que les réécritures adéquates ont été effectuées avant de faire appel a cette
tactique. L’exemple suivant montre l'utilisation de Ring pour prouver une égalite:

Exemple 5
Coq < Theorem exemple_ring: forall X y:Z, (X+y)*(X+y)=x*x+2*x*y+y*y.
1 subgoal

forall Xy : Z, X +y) * (X +y) =X*X+2*x*y+y*y

exemple_ring < intros.
1 subgoal

(X+y)*(x+y)=x*x+2*x*y+y*
exemple_ring < ring.
Proof completed.

La tactigue Omega : Cette tactique est tres puissante pour résoudre les systemes
d'équation et d'inéquation linéaires sur nat et Z. Elle fonctionne en utilisant toutes les
informations qu'elle trouve dans le contexte du but courant. Lorsque les inégquations ne sont
pas linéaires, Omega peut résoudre le but si les expressions linéaires peuvent étre reconnu
facilement, en revanche, quand deux variables apparaissent multipliées I'une a l'autre, la
tactique ne résout pas le but. Exemple :

Exemple 6

Coq < Definition square (x:Z):=x*x.

square is defined

Coqg < Theorem exemple_omega: forall x y:Z, 0<=(square x)->3*(square x)<=2*y
->square X<=y.

1 subgoal

forall xy : Z, 0 <=square x -> 3 * square x <=2 *y -> square x <=y
exemple_omega < intros.
1 subgoal
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X:Z

y:Z

H : 0 <=square x
HO:3*squarex<=2%*y

square X <=y
exemple_omega < omega.
Proof completed.

Dans cet exemple, le terme (square X) est considéré comme une boite noire et les
inéquations sont considérées comme linéaires.

La tactique Field : Cette tactique fournit la méme fonctionnalité que la tactique Ring
mais pour une structure de corps. Elle considére donc également la division. Pour toute
simplification concernant les divisions, elle engendre wune obligation de preuve
supplémentaire pour assurer que le diviseur est non nul. Exemple :

Exemple 7

Coq < Theorem exemple_field: forall x y:R, x<>0->y=y*(1/x)*x.
1 subgoal

forall xy : R, x<>0->y=y*(1/x)*
exemple_field < intros.
1 subgoal

y=y*(1/x)*x

exemple_field < field.
1 subgoal

x<>0
exemple_field < exact H.
Proof completed.
exemple_field < Qed.

La tactique Fourier : La tactique Fourier fournit la méme fonctionnalité que Omega
mais pour les nombres réels. Les inéquations considérées doivent se ramener a des
inéquations linéaires a coefficients rationnels.

Exemple 8
Coqg < Theorem exemple_fourier : forall x y:R, (X <y)%R -> (y + 1 >=x - 1)%R.

exemple_fourier < intros; fourier.
Proof completed.
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5. Formalisation des réels

La bibliotheque standard de Coq fournit une librairie de nombres réels formalisés
selon une axiomatisation classique [12] : des axiomes de bases ont d’abord été définis (par
exemple le commutativité et 1’associativité de 1’addition sur les réels), ensuite, un ensemble
de propriétés élémentaires a été prouvé et des fonctions de base ont été définies (max, min,
valeur absolue...).

Sur la base de ces axiomes, propriétés et fonctions, plusieurs développements ont été
réalisés comme la formalisation de I’analyse (les suites, les séries numériques...). Des
tactiques ont été également développées spécialement pour I’ensemble des réels (field, DiscR,
SplitRmult...).

Cette formalisation a permis d’effectuer des preuves formelles pour des cas non
triviaux issus de domaines différents:

- La démonstration du théoreme des trois intervalles qui est un probléeme
mathématique faisant intervenir des notions d’analyse, propriétés numériques et
géométrie [12] ;

- La démonstration d’une partic du logiciel Odyssée: un logiciel de
différentiation automatique de programme FORTRAN-77 ([12], [16]).

6. Preuves des programmes dans Coq

Etant basé¢ sur le CCI, le systtme Coq a été d’abord utilis¢é pour prouver des
programmes fonctionnels [03] [15]. L’utilisation de ce systéme pour prouver des programmes
impératifs remonte a 1999 avec le développement par J-C FILLIATRE d’une méthode, dans
Coq, qui porte le nom Correctness [08].

L'implantation de cet méthode se présente sous la forme d'une tactique qui prend en
entrée un programme écrit dans un langage dédié proche de ML et pouvant contenir des
constructions impératives et des annotations dans le style de la logique de Hoare, selon la
syntaxe suivante:

Correctness nom_programme-annoté.
Cette commande engendre alors une série d'énoncés qui correspondent aux propriétés
logiques a Vvérifier pour s'assurer de la correction du programme. Ces énoncés peuvent alors

étre démontrés par l'utilisateur dans le systéme Coq.

Par la suite, Correctness a été dissociee du systeme Coq, pour devenir un outil, plus
élaboré, dédié a la \Vérification de programmes impératifs: 1’outii Why[05].
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Chapitre 4

Les outils Caduceus et Why

1. Introduction

Dans le but d’en effectuer la vérification, un programme C annoté de sa spécification
est d'abord soumis a I'outil Caduceus qui génere un programme écrit dans le langage de I'outil
Why (WL: Why Language). L'outil Why est un VCG (Verification Condition Generator): a
partir du programme écrit en WL, il génere des obligations de preuves qui sont des formules
logiques dont la validité implique la correction du programme vis-a-vis sa spécification. Ces
formules logiques peuvent alors étre prouvées dans le systéeme Coq (figure 4.1).

Caduceus

[ Verification conditions }

Coqg

Figure4.1: Combinaison des outils Caduceus, Why et Coq

2. L’outil Caduceus

Caduceus ([06], [09]) est un outil de vérification pour les programmes C, et plus
précisément de programmes répondant a la norme ANSI-C. Il permet a la fois de Vérifier
I’absence de menaces (acces a I’adresse d’un pointeur nul, appelé déréferencement, ou 1’accés
en dehors des bornes d’un tableau) et de prouver des propriétés fonctionnelles d’un
programme, spécifiées sous la forme d’annotations insérées dans le code source.
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2.1 Annotations et spécifications

Une annotation [09] de programme est un énoncé placé au cceur méme du programme
dont on cherche a vérifier le comportement. Les annotations sont utilisées pour spécifier les
propriétés fonctionnelles de chaque fonction du programme dans un langage de spécification
donné. D’un point de vue pratique, les annotations sont insérées dans le code source C sous la
forme de commentaires spéciaux : /*@...@*/. Les annotations sont écrites dans un langage
de spécification de premier ordre qui étend la syntaxe du langage C (les expressions sans
effets de bord) avec de nouveaux constructeurs, prédicats et mots-clé. La spécification d’un
programme consiste a décrire, sous forme d’annotations, le comportement attendu de chaque
fonction du programme, c'est-a-dire, les propriétés qui doivent étre vérifiées par les variables
intervenant dans 1’exécution de la fonction.

La spécification d’une fonction [09] comporte sa précondition et sa post-condition qui
sont des assertions logiques portant sur les variables et éventuellement sur le résultat de la
fonction :

a- la précondition décrit les propriétés qui doivent étre verifiées par les variables au
moment ou la fonction est appelée. Elle est introduite dans I’annotation par le
mot clé : requires.

b- La postcondition décrit les propriétés vérifiées par les variables aprés 1’exécution
de la fonction (sous réserve que les propriétés décrites dans la précondition soient
vérifiées). Elle est introduite dans 1’annotation par le mot clé : ensures.

c- Une clause qui spécifie toutes les variables qui peuvent étre modifiées par la
fonction (appelées valeurs gauches). Cette clause est introduite dans I’annotation
par le mot clé : assigns.

En plus des annotations qui décrivent la spécification des fonctions, d’autres doivent
étre ajoutées pour spécifier les boucles qu’un programme contient : ce sont les annotations de
boucles [09]. Elles sont nécessaires pour pouvoir prouver les obligations, qui seront générées
par I’outil Why, et contiennent :

- Le variant de boucle qui permet d’assurer la terminaison de la boucle en indiquant
quelle est I’expression qui décroit strictement a chaque tour de boucle. Il est
introduit dans 1’annotation par le mot clé : variant.

- L’invariant de boucle qui exprime la propriété qui est vérifiée a chaque tour de
boucle par les variables intervenant dans le corps de la boucle. (il est vérifié a
I’entrée de la boucle, a chaque itération et a la sortie). Il est introduit dans
I’annotation par le mot clé : invariant.

- Une clause qui indique I’ensemble des expressions qui sont modifiées par la
boucle, introduite par le mot clé : loop_assigns.

Lorsqu’une précondition contient une propriété, portant sur une ou plusieurs variables
globales, qui est vraie dans I’ensemble du programme, cette propriété peut étre décrite sous la
forme d’un invariant global [09]. Elle sera alors ajoutée aux préconditions de toutes les
fonctions manipulant ces variables et aux post-conditions modifiant les dites variables. De
plus, 1’outil Caduceus nous permet (en plus des pré/post-conditions d’une fonction) d’écrire
des annotations a des points choisis dans le corps d’une fonction, sauf dans le corps d’une
boucle [09]. Ceci se fait quand on a besoin de prouver une propriété intermédiaire qui sera
utilisée pour prouver la postcondition par exemple.
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La figure 4.2 montre 1’annotation d'un petit programme C qui calcule le modulo (le
reste de la division de I’entier x par ’entier y) [05]:

/*@ requires x>=0 && y>0

@ ensures 0 <= \result <y &&

@ \exists int d; x==d *y + \result

@*/

int math_mod (int X, inty) {

/*@ invariant 0 <= x && \exists int d; \old(x) ==d *y + x
@ variant x

@*/

while (X >=y) x -=y;

return x;}

Figure 4.2: La fonction Modulo annotée de sa spécification

- Le mot-clé requires introduit la précondition: (x>=0 et y>0)

- Le mot-clé ensures introduit la postcondition de la fonction: le résultat retourné par la
fonction et dénoté par \result est tel que : (0 <= \result <y) et il existe un entier d (@
\exists int d) tel que x est égale a la somme du produit (d*y) et du résultat retourné.

- Le variant de la boucle while est la valeur x

- L’invariant de cette boucle exprime que nous avons toujours (x >= 0) et a n’importe
quelle étape de la boucle, il existe un entier d tel que la valeur initiale de x, dénotée
par \old(x) et qui veut dire : la valeur de x a I’appel de la fonction est la somme du
produit (d * y) et de la valeur de x actuelle.

2.2 La traduction Caduceus

2.2.1 Le modéle mémoire dans Caduceus [09]

Caduceus est un outil construit sur la base de I'outil Why. Il traduit les programmes C
dans le langage d'entrée de Why. Dans ce langage, les types sont uniquement des types
fonctionnels purs et des références sur ces types, sans aucune notion de tableaux, structures ou
pointeurs. Par conséquent, la traduction effectuée par Caduceus nécessite un modele mémoire
du langage C, de facon a représenter les structures du langage C et I'état courant d'un
programme C donne.

Pour le modéle mémoire, Caduceus suit une approche de Burstall-Bornat ou la
mémoire est divisée en emplacements disjoints, ou adresses de base, correspondant aux
champs de structures et aux blocs alloués par des pointeurs dans le programme. Les champs
d'une structure sont considérés comme alloués dans des emplacements disjoints. De méme,
deux pointeurs appartiennent au méme emplacement s'ils pointent dans le méme bloc alloue,
ce qui signifie qu'il y a eu une affectation entre les deux pointeurs. Une arithmétique de
pointeurs est possible a I'intérieur de I'emplacement, mais le pointeur ne pourra pointer vers
un autre emplacement mémoire que par une affectation a un autre pointeur.

Cette séparation assure « gratuitement » qu'une modification dans un emplacement
mémoire n'affecte pas les autres emplacements. Si deux pointeurs appartiennent a des
emplacements disjoints, il ne sera pas nécessaire de prouver que la modification de I'un ne
modifie pas l'autre.
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2.2.1.1 Le type « pointer »

Dans ce modele mémoire, il y a deux types de base: les types numeériques (les entiers
et les flottants) et un nouveau type pointer. Une valeur p de type pointer est soit le pointeur
nul, soit une paire (base_addr (p), offset (p)) composée de I'adresse de base de I'emplacement
mémoire ou le pointeur a été alloué et I'index ou pointe p a Il'intérieur de ce bloc. Les notions
de tableaux C et de pointeurs C sont confondues dans le modeéle et sont toutes deux associées
au type pointer.

p
<4— offset(p)—» l

Base_addr(p)

<«4—— Block_length (a, p) ——»

Figure 4.3: Le type pointer

2.2.1.2 Les états mémoire

Un état mémoire d'un programme C est représenté par un ensemble de variables
globales Why, englobant, de facon structurée, tous les emplacements mémoire du programme.
En particulier, une variable intP sera utilisée pour représenter I'ensemble des segments
mémoires contenant un pointeur d'entiers a un état donné du programme. Cette variable peut
donc étre vue comme associant a chaque adresse de base d'un pointeur, le segment mémoire
ou a été alloué le pointeur. Une variable supplémentaire, notée alloc représente la table
d'allocation a un instant donné. Cette variable indique quelles sont les adresses qui sont
allouées et quelle est la taille du bloc (block_length) sur lequel elles pointent. Par conséquent,
un état donné du programme est généralement représenté dans le modele mémoire de
Caduceus comme indiqué dans la figure 4.4.

Exemple  pour un  programme
manipulant les variables suivantes :

Int tab[5] ;

Int **i ;

i [0] est alloué sur une taille 4
i[1] est alloué sur une taille 3

Les adresses sont telles que : intP
a; = base_addr (tab)

a; = base_addr (i)

ap = base_addr (i[0])

a; = base_addr (i[1])

Figure 4.4 : Représentation d’un état mémoire
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2.2.1.3 La théorie associée au modele

Le modele mémoire défini par Caduceus est associé a une théorie permettant de

manipuler et de raisonner sur les composants de ce modéle. Nous y trouvons:

1-

3-

Des predicats de validité qui permettent de définir la validité des pointers, a savoir la
condition pour qu'ils puissent étre déréférencés (pour que leurs adresses soient
accédeées). Un pointeur peut étre déréférencé s'il n'est pas le pointeur nul et s'il pointe
dans un segment alloué. La validité d’un pointer p, la validité d’un indice i est d’un
ensemble d’indices allant de i aj sont respectivement exprimées par :

valid (alloc,p) = p # null A 0 < offset (p) < block length (alloc ,p)

valid_index (alloc,p,i) = p # null \ 0 < offset (p) +i < block_length (alloc,p)
valid_range(alloc, p,i,j) = 0 <offset (p) +i Ai <j A offset (p)+j < block_length (alloc,p)

Des fonctions d'acces et de modification qui permettent la gestion des variables Why
et la modélisation des opérations du langage C. Nous citons par exemple: une fonction
d'acces acc (m, p) retourne la valeur contenue a l'index offset (p) dans le tableau
associé a base_addr (p) par I'état mémoire m. Une fonction de mise a jour upd (m, p,
v) retourne, quant a elle, un nouvel état m1, ou la valeur « pointée » par p devient v.
Une fonction d'arithmétique de pointeur shift (p, i) permet de représenter I'expression
p+i ou p[i] du langage C. Ces fonctions sont définies de fagon axiomatique dans
Why. Voici quelques axiomes régissant I'utilisation de ces fonctions:

acc (upd (m,i,v),i) =v

j # k->acc (upd (m,i,v) , k) =acc (m, k)

shift (shift (p,i),j) = shift (p, i+j).

La clause assigns Dans les annotations Caduceus, la clause assigns (resp.
loop_assigns) permet d'indiquer I’ensemble des expressions qui sont modifiées par la
fonction (la boucle). Cette clause est modélisée par le prédicat suivant:
assigns (alloc, m1, ml, loc) = v p: pointer, valid (alloc,p) /\ unchanged (p,loc) ->acc
(m2,p)=acc(ml,p)
Ceci indique que seules les variables contenues dans la location (ensemble de
pointers) loc ont été modifiées entre les états mémoires m1 et m2. Le prédicat
unchanged est défini par:

v pl:pointer, v p2:pointer, pl# p2 -> unchanged (p1, (pointer_loc p2)).

2.2.2 Le calcul d’effets dans Caduceus

Une fois les variables représentant les états mémoires déterminés, 1’étape qui suit

consiste a calculer les effets de chaque fonction [09]. En effet, les speécifications des
programmes dans le langage d'entrée de Why doivent expliciter les effets de bords et les
variables lues par les fonctions. La spécification d'une fonction Why annotée a la forme
suivante:

Pararameter f-parameter :
A:tl-> ..->an:tn-> {Pre} T reads vi,..., Vi writes wx,..., w, {Post}.

Un effet est une pair de I’ensemble des variables Why respectivement lues et

modifiées, correspondant aux clauses reads et writes. Les effets sont calculés par une analyse
statique du programme [11].Nous reviendront sur ce point lors de la présentation de I’outil

Why.
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2.2.3 La traduction de codes C dans Caduceus

Une fois les variables qui modélisent les états mémoires du programme déterminées et
les effets de chaque fonction calculés, Caduceus traduit la sémantique des constructions C en
instructions Why, par affectations de ces variables globales et I’ajout d’annotations (comme
I’ajout automatique de prédicats de validité). Notons que les annotations du code C sont
transformées en prédicats Why sur les variables Why. La traduction du code C est réalisée par
quatre interprétations mutuellement récursives [06]:

- [e] : L’interprétation des expressions C ;

- [e]p: L’interprétation d’expressions C comme des expressions Why booléennes ;

- [e]i: L’interprétation des valeurs gauches du programme C : ceux sont des expressions
qui apparaissent dans la partie gauche d’une affectation ;

- [s]s : L’interprétation des constructions C.

La figure 4.5 présente quelques regles de traduction concernant ces quatre
interprétations.

[X] =!x

[*e] = access m p, si [*e],= (M, p)

[el=e2] =letvl =plinletv2 = [e2] in updte m vl v2; v2, si [el], = (m, pl)
[elope2] =[el] op[e2],avecopdans{+, -, * /, %, & " , |}

[elope2] =if [elope2], then 1else 0, avec op dans { ==, =, >, >=, <, <=, &&, ||}
[elope2], =letvl =[el] inletv2 =[e2] invl opVv2avec op dans { ==, !=, > >= <,
<=}

[ el && e2], = if [ el], then [e2],, else false
[e1; e2]s = [e1] ; [e2]

Figure 4.5 : Quelques régles de traduction de codes C

3.  L’outil Why

3.1 Introduction

L'outil Why est un générateur de conditions de vérification. Il prend en entrée un
programme annote et produit des obligations de preuves dont la validité assure la correction
du programme vis-a-vis sa spécification (les annotations). Les obligations de preuves sont
des formules en logique du premier ordre exprimables dans la syntaxe de différents systéemes
de preuves existant, aussi bien des assistants de preuves comme Coq et PVS, que les
démonstrateurs automatiques comme Simplify ou haRVey.

L’outil Why n'est pas limité & un langage particulier. 1l fournit un langage (WL: Why
Language) vers lequel les langages existant peuvent étre traduits. Il permet donc de prouver
des programmes C avec 1’outil Caduceus et des programmes JAVA a I’aide de I’outil
KRAKATOA. La figure 4.6 montre le fait que Why est un outil multi-langages et multi-
prouveurs
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.c .jlava
Caduceus Krakatoa
.why
A 4
[ Conditions de Vvérification ]
I
PVS Simplify haRVey
Coq

Figure 4.6 : Caractéristiques de I’outil Why

3.2 Le langage Why

C’est un langage fonctionnel (proche du langage Caml) auquel sont ajoutés quelques

traits impératifs tel que [47]:
Les types de base sont : les entiers : int, les flottants : float, les booléens : bool et le type unit
habité par la constante void.
Le noyau fonctionnel : Il est constitué des expressions suivantes :

- les constantes entiéres, flottantes, booléennes et void ;

— lesvariables ;

- D’application, notée sous forme currifiée (e € ...ep) ;

— les opérations primitives (unaires et binaires) ;

— les définitions locales : letv=-¢e; ine;;

- laconditionnelle : if e; then e; else e3;

— Dabstraction notée : fun (X : ty)... (xn: tn) ->e.

Les traits impératifs : sont introduits par :
- les définitions des références locales : letv =refe;ine;;
- la déréférenciation ! v ;
- laffectation v :=e ;

la sequencee; ;... ; ;.

— laboucle : while e; do e, done;

L’outil Why permet a l'utilisateur la déclaration de modeles logiques (types,
fonctions, prédicats et des axiomes) qui peuvent étre utilisés soit dans le programme soit dans
I'annotation. Il permet par exemple de définir de maniére axiomatique des structures de
données complexes telles que les tableaux.
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3.3 La méthode Why

La méthode Why repose sur la traduction fonctionnelle des programmes impératifs, la
construction d’un terme de preuve et le calcul de plus faible précondition [08].

3.3.1 La traduction fonctionnelle

Un programme impératif peut étre traduit en un programme fonctionnel par ajout de
parametres. Cela nécessite une analyse statique des effets du programme ainsi que l'utilisation
de la notion de monade [08].

L’analyse des effets est la premiere étape réalisée par la traduction fonctionnelle Why
[08]. Les effets sont les comportements a 1’exécution qui ne font pas partie du noyau
fonctionnel. Pour le langage Why, tel qu’il est présenté au paragraphe (3.2), il s’agit surtout
des effets de bord sur les références : création, lecture et modification.

Soit le fragment de code Ocaml suivant qui ajoute a la référence s la somme des i
premiers entiers. Sa traduction purement fonctionnelle est un programme prenant en argument
les valeurs des variables i et s et retournant leurs nouvelles valeurs. Il s’agit du code de la
figure 4.7.

While !i>0 do letrecwis=
s:i=lIs+1i; if i>0 then
i=1li-1 — 5 w(i-1) (s+1)
done :; else (i,s);;

Figure 4.7 : Traduction fonctionnelle d’un code impératif

Dans cet exemple, les effets de la boucle sont un acces en lecture et écriture des
références i et s. C’est cette information qui permet de déduire la traduction fonctionnelle. Si
par exemple, le programme ci-dessus ne modifiait pas la valeur de s mais, se contentait de la
lire, alors la traduction fonctionnelle aurait été une fonction prenant en argument les valeurs
de i et s mais retournant seulement la valeur de i.

L’idée est qu'une expression du programme accédant au contenu d’une référence r
devient un terme fonctionnel prenant en argument la valeur de r. Une expression modifiant la
référence r devient un terme fonctionnel retournant, éventuellement parmi d’autres valeurs, la
nouvelle valeur de r. Un effet va donc étre composé de deux ensemble de références : les
références potentiellement lues par [’expression du programme et les références
potentiellement modifiées par celle-ci.
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La méthode Why définit pour WL un systtme de type avec effets ainsi qu’un
algorithme de typage avec inférence des effets. La notion de type y est enrichie avec les
effets. Prenons I’exemple de la fonction créditer (en WL) suivante [47] :

parameter m : int ref
let créditer = fun (s :int) -> {s>=0} m :=Im + s{m = s+@m}

Ou: {s>=0} est la précondition, {m = s+@m} est la postcondition et @m désigne la
valeur initiale de la référence m.

En tant que programme « Ocaml », on sait que le type de cette fonction est int->unit.
Ce qui est fait en plus, est le calcul des effets, pour déterminer dans cet exemple, que la
référence m est a la fois lue et écrite. Un type avec effets est donc un triplet (type, variables
lues, variables écrites). Pour la fonction crediter, on aura donc le type : (int-> unit, {m}, {m}).

Le concept de monade, utilise par la traduction fonctionnelle Why, permet de simuler
des traits impératifs (les exceptions, les entrées/sorties...) dans un cadre purement fonctionnel.
Les monades ont été introduites par P.WADLER dans [10] ou il montre leur utilisation dans
le langage purement fonctionnel Haskell. Cette technique consiste a remplacer une fonction
qui a le type a->b (une fonction prenant un argument de type a et retournant un reésultat de
type b) par une fonction de type a->M b c'est a dire une fonction qui prends un argument de
type a et retourne un résultat de type b, avec des effets « capturés » par M.

Prenons un exemple [10], en Haskell, pour expliquer les monades. 1l s’agit d’écrire
une fonction eval qui prend un argument de type term et retourne sa valeur entiére.

Le type de donnée term est donné par la définition suivante :
Data Term = Cons Int | Div Term Term

Un Term, est soit une constante entiere (le constructeurs Cons), soit une division d’un
Term sur un Term (le constructeur Div). La fonction d’évaluation s’écrit alors comme ceci :

eval :: Term -> Int (Une fonction eval de type Term -> Int)
eval (Consa) =a
eval (Divtu) =evalt/evalu («/» pour ladivision entiere)

Maintenant, si on veut modifier cette fonction de telle sorte qu’elle léve une
exception en cas de division par zéro, on utilise la technique suivante :

Data M a = Raise Exception \ Return a

Cette ligne introduit un nouveau type de donnée (la monade M) pour représenter un
calcul qui peut lever une exception. Un calcul est soit une valeur de type a, soit une exception.

Type Exception = String  (Introduction d’'un nouveau nom pour le type existant String)
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La fonction eval s’écrit alors comme suit :

eval :: Term -> M Int (le type de la fonction devient Term ->M Int)
eval (Con a) = Return a
eval (Div t u) = Case eval t of (évaluation selon la valeur retournée par eval t)

Raise e -> Raise e
Return a -> Case eval u of (évaluation selon la valeur retournée par eval u)
Raise e -> Raise e
Return b -> if b= 0 then Raise “Division par zero”
else Return (a/b)

A chaque appel de I’évaluateur, la forme du résultat est vérifiee: si c’est une
exception, elle est propageée est levé, sinon, le calcul est effectué.

La monade M peut étre modifiée pour englober d’autres traits impératifs comme les
entrées/sorties et les états [10]. L’outil Why suit la méme idée en donnant une monade
généralisée grace au systeme de type avec effets qui fournit des renseignements riches sur les
références accédées ou modifiées individuellement. La monade est dite généralisee dans le
sens qu’elle traite tous les cas sur les références et les exceptions.

3.3.2 Méthodologie de preuves

La traduction fonctionnelle constitue une étape vers la génération des obligations de
preuve pour établir la correction et la terminaison des programmes. Pour cela, Why introduit
une notion de type annoté avant la génération des obligations de preuves.

La méthode Why assimile spécification et type [08]: la spécification est considérée
comme une extension du systéeme du type avec effets en y incorporant des annotations : des
pré/postconditions pour chaque expression du programme. C’est cette annotation qui va
permettre de prouver des programmes, autrement exprimé :

Monades+ types avec effets - traduction fonctionnelle
Types avec effets annoté = preuve des programmes

Par exemple, pour la fonction créditer précédente, on obtient le type avec effets annoté
suivant : int -> {s>=0} (unit, {m}, {m}) {m = s+@m}

La méthode Why introduit ensuite une interprétation des types annotée dans la théorie
des types, plus spécialement dans le calcul des constructions inductives. De facon générale,
un type annoté T= {P} (t, R, W) {Q} tel que R est I’ensemble des variables lues et W celui des
variables écrites est interprété en un type CCl:v X, P(X) — 3Y, Q(X,Y), ou:

La notation P(X) désigne la formule P ou les occurrences des variables lues sont
substituées par les X (X est un vecteur de valeurs), et la notation Q(X, Y) designe la formule Q
ou pour chaque variable v de W, les occurrences de v sont remplacées par le y correspondant,
les @v par le x correspondant. Pour chaque variable v de R qui n’est pas dans W, chaque
occurrence de v est remplacée par le x correspondant et r dénote le résultat. Il s’agit la
d’exprimer le fait que les x désignent les anciennes valeurs modifiables et les y désignent les
nouvelles valeurs.
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Chapitre 4 Les outils Caduceus et Why

L’étape qui vient aprés la définition de la notion de spécification consiste a engendrer
un ensemble d’obligations de preuves a partir d’une spécification et d’un programme annoté.
Cette méthodologie est basee sur le calcul des constructions inductives (CCI) ou on retrouve
une distinction entre une partie informatives qui contient les types de données et la partie
logique qui contient les prédicats. Le mécanise de 1’extraction exploite le caractére constructif
des preuves dans le CCI pour extraire a partir d’une preuve de la proposition v X, P(x) —
3y, Q(x, y), telle que P et Q sont des prédicats et x et y de type informatifs, une fonction f
calculant y en fonction de x, et qui possede la propriété suivante: v x, P(x) — Q(Xx, f(x)).

L’idée de base de la méthodologie Why est alors la suivante [08]: & partir d’un
programme e est d’une spécification k (qui est un type avec effets annoté), construire une
preuve € de la proposition qui est I’interprétation dans le CCI de k ( et qui a donc la forme v
X, P(x) — 3y, Q(x,y)) de telle sorte que le terme de preuve € posseéde un contenu extrait égale
a la traduction fonctionnelle e ¢de e et qui a la propriété : v x, P(x) — Q(X, e x). C'est-a-dire :
pour toute entrée x vérifiant P, alors le résultat du programme (efx ) satisfait la postcondition
Q , et c’est exactement ce que 1’on entend par correction du programme e Vis-a-Vvis sa
spécification k.

La construction intégrale du terme de preuve n’est pas possible automatiquement, ce
terme sera donc incomplet. Ses « morceaux manquant », sont les obligations de preuves
laissées a la charge de I'utilisateur. Seule la partie informative peut étre construite avec
I’utilisation des monades et des types avec effets. Prenons un exemple [07] :

Soit le triplet de Hoare : {x>0 /\ y>1} x:=x+1; y := y*x{y> @y}

La partie calculatoire consiste a interpréter les deux affectations comme le calcul de
deux valeurs finales x; et y; a partir de valeurs initiales xo et yo. La partie logique consiste en
I'nypothése xo>0 /\ yo>1 et la preuve de y;>Y, (qui constitue la condition de vérification). La
traduction fonctionnelle est la suivante :

A Xo, Yo- A h 2 x>0 N yo>1.
let X;= Xp+1 in

let y1= yo*xq in
(X1, Y1, O 2 1> Yo)

Le symbole o représente 1’obligation de preuve dont I’énoncé est : Xo>0 N\ yp>1 =>
Yo*(Xo+1)>Yo. Notons ici que la traduction fonctionnelle est donnée en A-calcul, qui est la base
de tout formalisme fonctionnel.

3.3.3 Calcul de la plus faible precondition

Avec l’inférence de type avec effets, Why associe a chaque sous expression d’un
programme un type avec effets. L’étape suivante consiste a leurs associer une précondition et
une postcondition : de deux choses 1’'une : soit 1’expression considérée est explicitement
annotée par 1’utilisateur, soit on lui détermine une annotation par le calcul de la plus faible
précondition [07]. Ce calcul consiste a modéliser le programme sous la forme d'un
transformateur de prédicats, c'est a dire une fonction WP qui a toute proposition Q associe la
plus faible précondition que doivent vérifier les variables avant I'exécution du programme
pour que Q soit vérifiée apres lI'exécution.
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Chapitre 4 Les outils Caduceus et Why

Le calcul de la plus faible précondition se fait en remontant le corps de la fonction,
instruction par instruction. Lors de ce calcul, I'outil Why considére I'appel de fonction et les
boucles comme des boites noires dont on ne connait que la spécification. Cela permet un
calcul immédiat de la plus faible précondition, sans dérouler la boucle ou le corps de la
fonction appelée.

— L'appel de fonction: Seule la spécification de la fonction est utilisé par le calcul. Sa
précondition doit étre vérifiée au moment de I'appel et la post-condition doit impliquer la
propriété recherchée.

— Les boucles: C'est I'invariant de la boucle qui est utilisé lors du calcul, sous réserve qu'elle
veérifie effectivement la propriété exprimee dans l'invariant. (Figure 4.8).

PRE
ﬂ A
!
|
> WPO :
Instruction 0 ; ﬂ !
. ! Sens
WPi-1 :

_— ! du
Instruction j-1 ; g + caleul
- 5 P(0...) !

[}
/@invariant P(i,...) i I
For (i=0 ; i<N; i++) {...} :
- P(N...) :
(|
[}
WPj+1
Instruction j+1 ;
- J
_ WPn
Instruction n ; —> posT

Figure 4.8 : Schéma du calcul de plus faible précondition pour la boucle

— Les expressions annotées : une expression annotée {p'} s {q'} d'un programme donné {P}e
{Q} n'est pas consultée lors du calcul de la plus faible précondition du programme. Le
calcul traite ce genre d'expressions comme suit: wp ({p'} s {g'}, Q) =p' A v result. v w.
g' => Q. tel que w est I'ensemble des variables qui peuvent étre modifiées par s.

Voici un extrait des formules de calcul de WP [07] :

wp (t, q) = g[result <- ]

wp (!, q) = q[result <- x]

wp (x:=e,q) =wp (e, g [ result <-void; x<- result])

wp (€el; e2, q) = wp (el, wp (e2,9))

wp (if el then e2 else e3, q) = wp (el, if result then wp
(e2,9) else wp (€3, Q)

wp (letx =eline2, q) =wp (el, wp (e2, g)[ x <- result])

Figure 4.9 : Quelques régle du calcul WP
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Le calcul de la plus faible précondition permet donc d’étendre le systeme de types en
y incorporant les annotations : on obtient pour une expression d’un programme un type avec
effets annoté (qui constitue en fait la spécification de 1’expression) et qui est assez riche pour
permettre d’obtenir les obligations de preuves.

4. Exemple d’utilisation

L’exemple suivant illustre I'utilisation des outils Caduceus et Why afin de vérifier
qu'un programme satisfait sa spécification. Soit la fonction C som_tab qui prend en argument
un tableau t et un entier n retourne la somme des n premier élément du tableau.

*@Logic int somtab (int* t, int n) reads t[..] @*/
I*@ requires n>0

@ \valid_range (t, 0, n-1)

@ensures \result == somtab (t, (n-1))

@*/

int som_tab (int t[20], intn)

i

inti,s;

s=0;

*@invariant (0O<=i<=n) && (s == somtab (t, (i-1)))
@variant n-i

@*/

for(i=0;i<n;i++) {

s=s+t[i];}

returns; }

Figure 4.10 : La fonction som_tab annotée

La figure 4.10 montre la fonction som_tab annotée de sa spécification, les annotations
sont mises en évidence en italique. Il s’agit de :

- La précondition qui indique que les acces au tableau doivent étre valide via le prédicat
prédéfini valid_range (t, 0, n-1) indiquant que tous les accés de t[0] a t[n-1] sont
valides et (n>0)

- La poste condition qui exprime que le résultat retourné par la fonction est égal a la
valeur calculée par la fonction somtab. C’est une fonction logique utilisée ici pour
exprimer la somme des éléments du tableau t de 0 a (n-1). Notons que cette fonction
est déclarée comme objet logique, sa définition se fera au niveau du systéme Coq
ultérieurement, étant donné que le langage Caduceus ne permet pas de la specifier.

- L’invariant qui exprime que la valeur de i est toujours incluse entre O et n et qu’ a
I’entré de la boucle et a une étape i de son déroulement, la valeur de s est obtenue en
sommant les éléments de t dont I’indice varie de 0 a (i-1) (exprimé par la fonction
somtab).

- Levariant de cette boucle est (n-i).

- L’écriture « reads t[..] » indique les locations mémoire qui sont concernées par la
fonction logique somtab.
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Une fois le code (somme.c) correctement annoté, on le soumet a 1’outil Caduceus par
la commande Caduceus somme.c. Cette commande permet de générer le code Why
équivalent a partir duquel les obligations de preuves vont étre générées pour le systeme Coq
par la commande suivante : make —f somme.makefile coq.

Cette derniére commande permet de générer les deux fichiers Coq suivants :

- somme_why.v: Ce fichier contient les obligations de preuves (lemmes) qu'il faut
démontrer. Ils concernent : la validité des accés au tableau, la validité de 1’invariant a
I’entrée de la boucle, la préservation de I’invariant, la terminaison de la boucle et la
postcondition.

- somme_spec_why.v : Ce fichier contient des spécifications du programme considére :
si le programme contient des déclarations d’objets logiques, il faut les définir pour
pouvoir effectuer les preuves. Pour notre exemple, nous avons déclaré la fonction
somtab, qui sera définie en Coq (Figure 4.11).

Fixpoint somtab_aux (m:memory Z global) (t:pointer global) (i:Z) (n:nat) { struct n} :Z:=
match n with
| 0%nat =>(shift t i #m )%Z
| S nl=> (shiftti#m)%Z + (somtab_aux m t (i-1) n1)%Z
end.

Definition somtab (m:memory Z global) ( t: pointer global) (i:Z):= match (i ?=0) with

|Lt=>0
| _=>somtab_aux mti (Zabs_nat (i))
end.
Figure 4.11 : Définition de la fonction somtab dans Coq
Explications

La fonction somtab prend trois arguments : un état mémoire m, un pointer t et un
entier i. Elle renvoie zéro si elle est appelée avec i<0 (le résultat de la comparaison de i avec 0
dans « match (i ?=0) with » est Lt) - ce qui permet de prouver I’invariant a I’entrée de la
boucle : elle sera appelée avec i = (0-1)- sinon, elle appelle la fonction somtab_aux.

La fonction somtab_aux est une fonction récursive qui prend quatre arguments : un
état mémoire, un pointer, un entier et un nombre naturel n qui représente 1’argument de la
récursivité. Si cet argument est zéro, alors elle retourne la valeur entiére (shift t i #m) qui
signifie : la valeur t[i] a 1’état m, sinon si la forme de n est (S nl), elle fait I’appel récursif :
(shift t i #m)%Z + (somtab_aux m t (i-1) n1)%Z . Notons que la fonction somtab appelle
somtab_aux avec un entier i et la valeurs Zabs_nat (i) : la valeur naturelle de I’entier i, dans le
but de fait la récursivité sur les entiers naturels.
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Chapitre 5

Contribution
Application de la méthode Why a la
certification de programmes d’algébre linéaire

1. Introduction

1.1 Les bibliotheques numériques

Le calcul scientifique utilise de facon intensive les opérations vectorielles et matricielles
et demande une grande quantité de calcul. Les utilisateurs se sont donc trouvé face a la
nécessité de trouver des moyens d’obtenir les résultats le plus rapidement possible. De plus, la
multiplication des plates-formes de calculs aidant, un autre probleme & résoudre a été de faire
en sorte que les codes soient transportables entre différentes machines et différents
compilateurs [69].

La réponse apportée a été de mettre au point des bibliothéques qui prennent en charge
les opérations matricielles. Le but des bibliotheques numériques est le suivant [71]:
premierement, elles servent a offrir a 1’utilisateur une interface souple pour résoudre des
problemes communs a diverses applications tout en laissant aux développeurs le choix de
I'algorithme permettant de les résoudre. Ensuite, ces bibliotheques peuvent étre utilisées pour
le développement d'environnements de plus haut niveau (par exemple, d'autres bibliothéques
ou des logiciels mathématiques).

1.2 La bibliotheque BLAS

BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) ([72], [74]) est une collection de routines C
et FORTRAN pour les opérations de base en algebre linéaire numérique. Elle fournit un
ensemble de routines trés robustes et portables permettant de développer des algorithmes trés
performants. Plus précisément, il existe trois niveaux d’opérations BLAS :

1) Le niveau 1 (BLAS 1) Ce niveau regroupe les opeérations sur les vecteurs
(vecteurs- vecteurs). Par exemple, le produit scalaire de deux vecteurs. Ces
opérations contiennent un niveau de boucle.

2) Le niveau 2 (BLAS 2) Ce niveau regroupe les opérations entre matrices et
vecteurs. Par exemple, le produit matrice — vecteur. Ces opérations contiennent
deux niveaux de boucles.

3) Le niveau 3 (BLAS 3) Ce niveau concerne les opérations entre matrices. Par
exemple, le produit de deux matrices. Ces opérations contiennent trois niveaux
de boucles.
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La bibliotheque BLAS est un standard incontournable dans le calcul scientifique, elle est
utilisée dans la plupart des grands codes numériques. Elle est également utilisé comme base
dans le développement d’autres bibliothéques comme LAPACK (Linear Algebra PACKage)
[75].

1.2.1 Le produit matriciel [67] [68] [71]

Soient deux matrices A et B telles que A (m, n) et B (n, K). Le produit de ces deux
matrices est une matrice C (m, K), dont les facteurs Ci sont calculés par la formule suivante:

n
— *
Cik _zAij Bjk Aveci=1,... metk=1,..,K Q

j=0

L’un des principes constitutifs des BLAS 3 est d’effectuer les produits matriciels par
blocs de petites dimensions, de sorte que les arguments pour un produit de bloc tiennent dans
la mémoire cache, limitant ainsi les surcofiits d’accés mémoire. Voici une illustration du
produit par blocs :

Considérons les matrices A, B et C, respectivement de taille n1*n2, n2*n3 et n1 *n3 et
gu’elles ont repartitionnées en blocs de tailles respectives m1*m2, m2*m3 et m1*m3. On
suppose ni=m; * k; pour tout i = 1, 2, 3. L’opération C = A * B peut s’écrire par blocs :

Pour i=1ai=k1
Pour k=1a k=k2
Pour j=1a j=k3
Cij = Cij + Aik * Bkj;
Fin;
Avec, pour la matrice A (resp. B et C) I’écriture Aij (resp. Bij et Cij) représente le bloc
Aij (resp. Bij et Cij).

m3 m3 m3 m2 m2 m3 m3 m3
ml Cl1 C12 C13 All|Al12 B11l B12 B13 m2
= |A21|A22 *
. c21 C22 C33 B21 B22 B23 )
m m

Figure 5.1 : Multiplication matricielle par blocs

Dans la nomenclature des BLAS, ’opération de multiplication matricielle s’appelle
GEMM, pour GEneral Matrix Multiplication. Le nom de la routine BLAS s’obtient en y
apposant le préfixe correspondant au type utilisé pour la représentation flottante : DGEMM
pour des flottants double préecision, SGEMM pour des flottants simple précision.
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L’opération DGEMM effectue le calcul C «— a op (4) * op (B) +f C, avec a et B des
scalaires, en fonction des arguments qui lui sont transmis. Sa syntaxe est la suivante :

DGEMM (transa, transb, m, n, k, alpha, a, Ida, b, Idb, beta, c, Idc);

Ou op (A) est une matrice (m*k), op (B) est une matrice (k*n), et C une matrice (m*n)
avec : op (A) = A si transa ='n" et op (A) = A'si transa = 't'. La méme explication est valable
pour op (B).

L'entier Ida est la dimension principale (leading dimension) de la matrice A. il détermine
comment est stockée la matrice A dans le tableau a une dimension a (par lignes ou par
colonnes): un élément A; est rangé a la position i+lda*j de a. De facon similaire, ldb et ldc
détermine la maniere dont sont rangées respectivement les matrices B et C dans les tableaux
betc.

Le produit matriciel est une opération qui est utilisée dans de nombreux noyaux de
calculs numériques. C’est 1’opération la plus utilisée dans les BLAS 3. En effet, 1’efficacité
des BLAS est principalement basée sur un noyau de calcul optimisé pour le produit matriciel.

1.2.2 La résolution des systemes [67] [68] [73]

La résolution d’un systeme AX = B, pour des matrices denses, est essentiellement basée
sur la méthode de pivot de GAUSS. Celle-ci peut étre décomposé en deux phases distinctes :
la mise sous forme triangulaire de la matrice A et la résolution du systéme triangulaire obtenu.

La résolution d’un systéme triangulaire se décline sous plusieurs variantes : résolution a
gauche, résolution a droite d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Nous nous
intéressons a la résolution de systemes triangulaires gauche avec une matrice triangulaire
supeérieure. Nous avons donc, pour une matrice A (n, n), une matrice B (n, k) et une inconnue
X (n, k) le systeme AX = B suivant :

% Sy &3y X1 X e Xk by By o by
Ay A3 Ay y Xo1 Xgp o Yok || Do By by
i am | X e e Xok | | bng v oo B |

La résolution de ce systéme est donnée par la formule suivante :

1 n
— nl - _
Ko = =00 = 2% veci—r k=1 @)
ann ii j=i+l

De plus, si on se raméne au cas d’un systétme avec matrice a diagonale unitaire, la
résolution sera donnée par la formule suivante :

n
x, =b, Xi=(b;- Zaule) Avecl=1..k i=1..n (3)
j=i+l
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Dans la nomenclature BLAS, la résolution des systemes triangulaire s’appelle TRSM
pour TRiangular System solving with Matrix right/left handside. De la méme fagon que pour
le produit matriciel, le préfixe d indique que la routine DTRSM correspond a
I’implémentation spécialisée pour les flottants double précision. Sa syntaxe est :

DTRSM (side, uplo, transa, diag, m, n, alpha, a, Ida, b, ldb);

Cette routine effectue 1'un des calculs suivants selon les arguments qui lui sont
transmis: B «— a. op (4%). B ou B «— a. B. op (4™%).Les arguments a et b indiquent les
vecteurs ou sont rangees respectivement les matrices A et B. Les entiers Ida et Idb indiquent
la maniere du rangement des deux matrices. Et aussi, nous avons :

- L’argument « side » indique si nous avons une résolution gauche ou droite ;
- L’argument « uplo » indique si la matrice est triangulaire supérieure ou inférieure ;
- L’argument « diag » indique si la diagonale de A est unitaire ou non ;

Une approche « diviser pour régner » permet de construire un algorithme par blocs pour
ce probléme, et de réduire le probléme a des produits matriciels profitant ainsi de la
performance du produit matriciel par blocs pour la résolution des systéemes triangulaires.

Le produit matriciel et la résolution des systemes triangulaires des BLAS sont des
opérations trés utilisées dans le calcul scientifique et constituent un sujet de recherche tres
vaste ([67], [68], [71], [72]). 1l serait donc intéressant d’utiliser les méthodes formelles pour
certifier les programmes implémentant ces opérations.
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2.

Preuve de correction de DGEMM_PLUS et DTRSM

Considérons le programme en C suivant :

constint N =15, K=1, LDA =15, LDX = 15;

void DGEMM_PLUS (double A [N * N * LDA], double X[K * LDX], double Y[K * LDX]) {
for (inti=0;i<N;i++)
for (intj=0;j<N;j++)
for (int1=0; I <K; I++)
Y [i(*LDX+I] = Y [i*LDX +I] + A [i*LDA +j] * X [j*LDX +];

}
void DTRSM (double A [N * N * LDA], double X [K * LDX]) {
for(inti=N-2;i>=0;i--)
for (intj =i+1; j < N;j++)
for (int1=0; I <K; I++)
X [i*LDX +I] = X [i*LDX +I] — A [i*LDA +j] * X [[*LDX +I];}

Figure 5.2 : Le programme C a prouver

Ce programme définit deux fonctions : DGEMM_PLUS et DTRSM.

DGEMM_PLUS calcule le produit de deux matrices A et X. Le résultat de ce
produit est rangé dans Y. Les matrices dans ce programme sont représentées par des
tableaux. DGEMM_PLUS effectue le calcul représenté par la formule (1), page (67)
DTRSM résout le systtme: AX=B. La matrice A est triangulaire supérieure et sa
diagonale est unitaire. Le résultat de ce programme est rangé dans le deuxiéme
membre de 1'égalité (B). C’est pour cette raison que cette fonction prend en argument
seulement deux vecteurs A et X au lieu de trois. DTRSM effectue le calcul représenté
par la formule (3), page (68).

2.1 Description du probleme

Dans ce travail, nous nous intéressons a démontrer, en utilisant la méthode Why que :

le programme DGEMM_PLUS calcule bien le produit de matrices ;
DTRSM calculent bien, la solution du systtme AX=B, avec A une matrice
triangulaire supérieure a diagonale unitaire. Ceci se traduit par la démonstration de la
propriété suivante :

DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A, X), Y) =X

Les éléments de Y initialement nuls. Ce qui signifie: L’application de

DGEMM_PLUS au résultat de DTRSM sur, les vecteurs A et X, retourne le vecteur X
initialement soumis a DTRSM.

Pour arriver a ce résultat, les étapes suivantes sont nécessaires :

1- Insérer les annotations concernant la gestion des tableaux et déterminer les variants et

invariants des boucles ainsi que les postconditions dans les deux programmes
DGEMM_PLUS et DTRSM. De ces annotations découlent les preuves de validations
des acces aux tableaux, de la terminaison et de la correction des calculs.
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2- Démontrer les obligations de preuves concernant la gestion des tableaux, les variants
et invariants des boucles Pour DGEMM_PLUS et DTRSM.

3- Démontrer la postcondition de DGEMM_PLUS.

4- Démontrer la postcondition de DTRSM.

2.2 Annotation et extraction des obligations de preuve des
programmes DGEMM _ PLUS et DTRSM

2.2.1 Annotation du programme DGEMM_PLUS

Le programme DGEMM_PLUS annoté, en utilisant Caduceus, est donné par la figure
(5.4).

1) Pour spécifier que les accés aux tableaux sont valides, nous utilisons le prédicat
valid_range de Caduceus. L'écriture \valid_range (t, 0, n-1) veut dire que tout les
emplacements mémoire t[i] pour 0<=i <= n-1 sont valides.

2) Pour I’annotation compléte du programme, il est nécessaire de préciser les variants
et invariants de chaque boucle ainsi que la postcondition du programme.

a) Variant et invariant de la boucle |

Le variant de cette boucle est k-1 et son invariant exprime que: (0<=I<=k) et nous
utilisons le prédicat is_loop_k, préalablement déclaré dans les annotations, ici pour exprimer
que ou bien la boucle n'a pas encore commencé (I==0), ou bien la boucle a commencé et le
prédicat exprime qu'a une étape I, le programme a effectué le calcul de la boucle pour toutes
les valeurs | telles que I;<I.

b) Variant et invariant de la boucle j
Le variant de cette boucle est n-j, et son invariant exprime que :

- (0<=j<=n);
- a l'itération j, le programme a modifié I'élément initial y [i*ldx+0] en ajoutant a la
valeur initiale exprimé par (\old y [i*ldx+0]) la quantité :
=)
V= ZA[i*Ida+ j11* X[j1*1dx+0] | calculée avec la fonction sum_prod_j_n
j1=0
préalablement déclarée dans les annotations.
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¢) Variant et invariant de la boucle i

Le variant de cette boucle est n-i et son invariant exprime que :

- (O<=i<=n);
- aune itération i, le programme a modifié I'élément Y[i;*Idx +0] pour 0<=i;<i, en
ajoutant a la valeur initiale la quantité :

n—1
v=> Ali, *Ida+ j1* X[j*1dx-+0]
j=0

Finalement, la clause loop_assigns spécifie que seuls les éléments du vecteur Y sont
modifiés dans ce programme et particuliérement par les boucles sur Kk et sur j.

3) La postcondition du programme DGEMM_PLUS est la relation :

n—1
Y[i *1dx+0]:= @Y[i *1dx+0] + > Ali *Ida+ j1* X[j *Idx+ 0]
=0
Pour chaque i, 0 < i < n. Avec, 1’écriture @Y[i*ldx+0] qui signifie: la valeur Y[i*ldx+0]
avant 1’exécution de la fonction.

X

LDA=N=LDX=3
j=2

Yoo :onj*XjO

A j=0

j=2
Y[0*LDX +0]= Y A[0*LDA + j * X[j* LDX +0]

0

Figure 5.3 : lllustration du calcul DGEMM_PLUS
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constint N =15 K=1, LDA =15, LDX = 15;

/*@ predicate is_loop_k (double* a, double* x, double* y, int n,int m, intk, intlda, intldx)
@ readsx[..] ,a[..], y[..]

@*/

/*@ logic double sum_prod_j _n (double* a, double* X, inti,int j, intk,int m, intlda, int Idx )
@ readsx[..],a[.]

@*/

/*@ requires \valid_range (A, 0, (((n-1)*Ida) +(n-1))) &&

@ \valid_range (X,0, (((n-1)*ldx) +(k-1))) &&

@ \valid_range (Y, 0, ((n-1)*1dx)+(k-1))) &&

@ (0<n) && (0<k) && (Ida>0) && (ldx>0) &&

@ (A'=Y) && (X!=Y) && (A!=X)

@

@ ensures

@ (Vforall inti; (0<=i<n) => Y[(i)*ldx+0] == (\old(Y[(i)*Idx+0])) +

@ sum_prod_j n (A X, (i),0,0, (n-1), Ida, ldx))

@*/

void DGEMM_PLUS (double A [N * N * LDA], double X[K * LDX], double Y[K * LDX]) {
/*@ invariant i>=0 && i<=n && (( \forall int i1; (0O<=il<i) => Y[(i1)*ldx+0]==
@((\old(Y[(i1)*ldx+0]))+

@sum_prod_j_n (A, X, (i1) ,0, 0, (n-1), Ida, Idx))))

@ variant n-i

@*/

for (inti=0;i<N;i++)

{
/*@ assert (\forall int i1;(il==i)=> Y[i*ldx+0]== (\old(Y[i1*Idx+0Q])))
@*/
*@ invariant j>=0 && j<=n && (\forall int i1; (il==i)=> Y[i*ldx+0]==
@((\old(Y[i1*ldx+0]))+
@sum_prod_j_n (A, X, 1,0,0,(j-1), Ida, 1dx)))
@ loop_assigns *Y
@ variant n-j@*/

for (intj =0;j <N; j++){
[*@invariant I>=0 && I<=k && (I==0 || is_loop_k (A, X, Y, i, j, (I-1), Ida, Idx))
@ loop_assigns *Y
@ variant k-1@*/

for (int1=0; | < K; [++){
Y [iI*LDX+I] = Y [i*LDX +I] + A[i*LDA +j] * X [[*LDX +I];} } } }

Figure5.4: Annotation du programme DGEMM_PLUS
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2.2.2 Annotation du programme DTRSM

Le programme DTRSM annoté est donné par la figure (5.5).

1) Pour spécifier que les acces aux tableaux sont valides, nous utilisons le prédicat
valid_range. On doit exprimer également dans la précondition que le tableau A représente
une matrice triangulaire supérieure a diagonale unitaire.

Ces deux propriétés, sont définies respectivement a 1’aide des deux prédicats triang_sup
et diag_un.

2) Les variants et invariants de boucles pour DTRSM sont déterminés comme ceci :
a) Variant et invariant de la boucle |

Le variant de cette boucle est k-1 et son invariant exprime que nous avons (0<=I<=k) et
nous utilisons le prédicat is_loop_k_2 ici pour exprimer que ou bien la boucle n'a pas encore
commenceé (I==0), ou bien la boucle a commencé et le prédicat exprime qu'a une étape I, le
programme a effectué le calcul de la boucle pour toutes les valeurs 1; <I.

b) Variant et invariant de la boucle j
Le variant de cette boucle est n-j et son invariant exprime que :

- (i+1) <=j<=n;

- a l'itération j, le programme a modifié I'élément initial X[i*ldx+0] en faisant
soustraire a la valeur initiale la valeur v :

=

V= Ali *lda+ ji]* X[j1*1dx+ 0] caiculée avec la fonction sum_prod_j_n.
jl=i+1

¢) Variant et invariant de la boucle i

Le variant de cette boucle est i et son invariant exprime que nous avons (-1)<=i<=(n-2)
et qu'a une itération i, le programme a modifié I'élément X[i;*ldx +0] pour i<i;<=(n-2),en
faisant soustraire a la valeur initiale la valeur v :

D
V= Z Alil*Ida+ j]* X[j *Idx+ 0]

j=il+l

3) Concernant la postcondition, nous avons la condition nécessaire et suffisante pour

que le programme DTRSM calcule bien la solution du systeme AX=B est la relation :
DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A, X), 0) = X.

La demonstration de cette propriété est présentée au paragraphe (2.3).
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constint N =15, K=1, LDA = 15, LDX = 15;

/*@ predicate is_loop_k_2 (double* a, double* x, double*y, int n,int m, intk, intlda, intldx)
@ readsx[..],a[.]

@*/

/*@ logic double sum_prod_j_n (double* a, double* x, inti,int j, intk,int m, intIda, int Idx )
@ readsx[..] ,a[.]

@*/

/*@ predicate triang_sup (double* a,int 1, intj) reads a[..] @*/

/*@ predicate diag_un (double* a, inti, intj) reads a[..] @*/

/*@ requires \valid_range (A, 0,( ((n-1)*lda) +(n-1))) &&
@ \valid_range (X,0 ,( ((n-1)*Idx) +(k-1))) &&
@ (2<=n) && (0<k) && (ldx>0) && (Ida>0) &&

@ triang_sup (A, n, Ida) && diag_un (A, n, Ida)

@ (A1=X)

@*/

void DTRSM (double A [N * N * LDA], double X [K * LDX]) {

/*@ invariant i>=(-1) && i <= (n-2) && ((\Morall intil; (i<il<=(n-2)) => X[(i1)*Idx+0]==
((old(X[(i1)*ldx+0]))-sum_prod_j_n (A, X, (i1) ,(i1+1), 0, (n-1), Ida, 1dx)))) &&
@ triang_sup (A, n, Ida) && diag_un (A, n, Ida)
@ variant i
@*/

for (inti=N-2;i>=0; i--){
/*@ assert (Mforall int i1;(i1==i)=> X[i*ldx+0]== (\old(X[i1*Idx+0])))
@*/
[*@ invariant j>=i+1 && j<=n && (\forall int i1; (i1==i) => X[i*ldx+0]==\old (X[i1*ldx+0])
@ - sum_prod_j_n (A, X, i, (i+1), 0, (j-1), Ida, ldx))&& (@ triang_sup (A, n, Ida) &&
@diag_un (A, n, Ida)
@ loop_assigns X[i*l1dx+0]
@ variant n-j
@*/

for (intj =i+1; j <N; j++){

/*@ invariant 1I>=0 && I<=k&&(I==0 || is_loop_k 2 (A, X, X, i, j, (I-1), Ida, ldx))
@ loop_assigns X[i*ldx+0] && triang_sup (A, n, Ida) && diag_un (A, n, Ida)
@ variant k-1@*/

for (int1=0; | < K; |++)
{X[I*LDX +I] = X [i*LDX +I] — A [i*LDA +j] * X [[*LDX +I];}}}}

Figure 5.5 : Annotation du programme DTRSM
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2.2.3 Application de Caduceus et Why

L'application de I'outil Caduceus puis Why sur ces fonctions produit des obligations de
preuves que I'on peut classer en quatre catégories:
1- des obligations de preuves concernant la validité de chaque invariant a I'entrée et aprés
chaque itération de sa boucle ;
2- lavalidité des acces aux tableaux;
3- laterminaison de chaque boucle;
4- la validité de la postcondition de DGEMM_PLUS.

L’option —-no—fp
Dans notre travail, nous exécutons I’outil Caduceus pour les programme
DGEMM_PLUS et DTRSM avec I’option —no—fp. Ceci veut que nous ne prenons pas en

compte le modele des nombres flottant de Why et que le type double des programmes C sera
confondu avec les nombres réels du systeme Coqg.

2.2.4 Définition des objets logiques dans Coq

Les figures 5.6, 5.7 et 5.8 montrent respectivement les définitions du prédicat
is_loop_k, de la fonction sum_prod_j n et du prédicat is_loop k 2 :

1 Le prédicat is_loop_k

Le prédicat is_loop_k a été introduit pour exprimer la propriété de 1’invariant sur | dans
DGEMM_PLUS. Il est défini avec le prédicat inductif is_loop_k_aux. Ce prédicat est défini
avec deux constructeurs elt_k Oetelt k_s.

Le constructeur elt_k_0 exprime que :

Si le calcul Y[i*LDX+k] = Y [i*LDX+K]+A [i*LDA+j]*X [j*LDX+k] est effectué sur
I'élément Y[i*Idx+0], alors la propriété est vrai pour k=0.

Le constructeur elt_k_s exprime la facon dont doit se dérouler le méme calcul sur les
autres éléments pour vérifier la propriété: si le calcul a été effectué jusqu'a k, et si on
I’effectue a partir de 1a sur 1'é1ément Y [i*ldx+(k+1)] , alors la propriété est vérifiee pour k+1.

2 La fonction sum_prod_j n

La fonction sum_prod_j_n calcule a I’aide de la fonction récursive som_prod_aux la

J
valeur V = ZA[i*Ida+ jO]*X[JO*ldX+O]

jo=i1
3 Le prédicat is_loop_k_2
Le prédicat is_loop_k 2 a été introduit pour exprimer la propriété de I’invariant sur |

dans DTRSM. Il est defini avec le prédicat inductif is_loop_k_aux_2. Ce prédicat est défini
avec deux constructeurselt k 0 2etelt k s 2.
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Le constructeur elt_k 0 _2 exprime que :

Si le calcul X [i*LDX +k] = X [i*LDX +k] — A [i*LDA +j] * X [*LDX +k] est effectué sur
I'élément X[i*1dx+0], alors la propriété est vrai pour k=0.

Le constructeur elt_k s exprime la fagcon dont doit se dérouler le méme calcul sur les
autres éléments pour vérifier la propriété: si le calcul a été effectué jusqu'a k, et si on
I’effectue a partir de la sur 1'elément X [i*ldx+(k+1)] , alors la propriété est verifiée pour k+1.

Inductive is_loop_k_aux (a x y: pointer global) (i j Ida ldx:Z): memory R global->Z->Prop:=

| elt_k_O: forall k:Z, forall mem, (exists mema0, (shift y (i*ldx+ 0) #mem ) =((shift y (i*ldx+ 0) #memO0) +
((shift a (i * Ida+j) #memQ) *(shift x (j * Idx+0)#mem0)))%R)->k=0->is_loop_k auxax yij Ida ldx mem k

| elt_k_s: forall k:Z, forall mem:memory R global, is_loop_k auxaxyijldaldx memk ->
is_loop_k_auxaxyijldaldx (upd mem (shifty (i*ldx+(k+1) ) ) (( shift y (i*ldx+(k+1) )#mem) +
((shifta (i * Ida+j) #mem) *(shift x (j * Idx+ (k+1))#mem)))%R) (k+1).

Definition is_loop_k : (memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global) -> (pointer global) -> Z ->
Z->7->7->Z7Z->Prop.

intros memaxy ijkldaldx.

exact (is_loop_k aux axyijldaldx mem k). Defined.

Figure 5.6 : Définition du prédicat is_loop_k

Fixpoint som_prod_aux (a x:pointer global) (mem:memory R global) (i j I Ida ldx:Z) (n:nat) {struct n}:R:=
match n with
| 0%nat => (shift a (i*Ida+ j) #mem * (shift x (j*ldx+ I) #mem ))%R
| S n1 =>Rplus (( (shift a (i*Ida+j) #mem )* (shift x (( j)*ldx+ 1) #mem ))%R)
(som_prod_aux ax memi (j-1) I Ida ldx n1)%R

end.

Definition sum_prod_j_n (mem:memory R global) (a x:pointer global) (i i1 1] Ida Idx:Z):= match (j ?=(i1))
with

| Lt => 0%R
| _=>(som_prod_auxax memijl ldaldx (Zabs_nat (j -(i1))%Z))%R
end.

Figure5.7 : Définition de la fonction sum_prod_j_n
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Inductive is_loop_k_aux_2 (axy: pointer global) (i j Ida ldx:Z): memory R global->Z->Prop:=
| elt_k_0_2: forall k:Z, forall mem, (exists mem0, (shift y (i*Idx+ 0) #mem ) =((shift y (i*Idx+ 0) #memO0) -

((shifta (i * Ida+j) #mem0) *(shift x (j * 1dx+0)#mem0)))%R)->k=0-> is_loop_k_aux_2 ax y i j Ida ldx mem
k

| elt_k_s_2: forall k:Z, forall mem:memory R global, is_loop_k_aux_2 axyijldaldx memk ->
is_loop_K_aux_2 axyijldaldx (upd mem (shift y (i*ldx+(k+1) ) ) (( shift y (i*ldx+(k+1) )}#mem) - ((shifta
(i * 1da+j) #mem) *(shift x (j * ldx+ (k+1))#mem)))%R) (k+1).

Definition is_loop_k 2 :

(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global)
-> (pointer global) ->Z ->Z ->Z ->Z ->Z -> Prop.
intros memax vy ij k Ida ldx.

exact (is_loop_k_aux_2 axyijldaldx mem K).
Defined.

Figure5.8: Définition du prédicat is_loop_k_2

2.2.5 Les obligations de preuves

Nous avons déchargé les obligations de preuves dans le systeme Cogq comme suit :

Les obligations de preuves concernant la terminaison (au nombre de six) des boucles ont
été effectuées, pour les deux programmes DGEMM_ PLUS et DTRSM, par ’outil lui-méme
(six preuves de terminaison).

Les obligations de preuves concernant la gestion de la validité des accés aux tableaux
(au nombre de huit, quatre acces pour chaque fonction) de sont déchargées par simple
substitution de variables en utilisant les tactiques suivantes : (intuition ; subst ; auto.).

Les preuves des invariants représentent la plus grande partie de travail de démonstration.
Aprés avoir déefini les objets logiques, nous avons démontré la validité de chaque invariant (au
nombre de six dans les deux programmes) a I’entrée de sa boucle ainsi qu’une démonstration
de sa préservation apres chaque itération, ce qui fait douze obligations de preuves.

La démonstration de la postcondition de DGEMM_PLUS découle directement de la
démonstration de I’invariant de la boucle sur i de cette fonction : dans cet invariant nous
avons :

((\forall int i1; (0O<=il<i) => Y[(i1)*Idx+0]== @((\old(Y[(i1)*1dx+0]))+

@sum_prod_j_n (A, X, (i1) ,0, 0, (n-1), Ida, 1dx))))

A la fin de cette boucle, on sort avec la variable i qui vaut N. En remplacant i par N, on
obtient :
((\forall int i1; (O<=il<N) => Y[(i1)*Idx+0]== @((\old(Y[(i1)*1dx+0]))+
@sum_prod_j_n (A, X, (i1),0, 0, (n-1), Ida, Idx))))

Ce qui correspond exactement a la postcondition de DGEMM_PLUS.
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2.3 Preuve dans Coq de la relation DGEMM_PLUS (A,
DTRSM (A, X), 0) = X.

Pour démontrer dans Coq la relation DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A, X), 0) = X, il est
nécessaire de :

1- Définir dans cog un type matrice qui prenne en considération le modéle mémoire
Caduceus;

2- definir I'objet logique dgemm_plus: une fonction sur ce type matrice ;

3- démontrer que la fonction dgemm_plus de Coq réalise bien la fonction C
DGEMM_PLUS;

4- écrire la propriété DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A, X), 0)=X et la démontrer une
fois les obligations de preuves générées.

2.3.1 Présentation du type matrice

Nous proposons de définir le type matrice (Matrix) de fagon axiomatique. La figure 5.7
montre la définition du type matrice et les différents axiomes et fonctions associés a ce type.

2.3.1.1 Définition
Definition matrix: Z->Z->Set->Set

Cette ligne permet de déclarer le type matrice. Les parameétres sont respectivement : le
nombre de lignes, le nombre de colonnes et le type des éléments de la matrice. Le type matrix
est logé dans le type des objets calculatoire Set. Selon cette définition, I'écriture: (A: matrix n
m R) veut dire que A est de type matrice, le nombre de ses lignes est n, le nombre de ses
colonnes et m et le type des éléments qu'elle contient est R.

2.3.1.2 Fonctions d’acceés et de mise a jour

La fonction permettant d’accéder a un élément d’une matrice est déclarée comme suit :

Definition acc_mat: forall (A:Set),forall (n m :Z), (matrixnm A)->Z->Z-> A.

On accéde a un élément d'une matrice (matrix n m A) en donnant le numéro de sa ligne
et celui de sa colonne. Cette fonction retourne un résultat de type A.

La fonction permettant la mise a jour d’une matrice est déclarée comme suit :

Definition updte_mat: forall (A:Set), forall (n m :Z),( matrix n m A) ->A->Z->Z-> (matrix n
mA).

Cette fonction permet de modifier un élément d'une matrice (matrix n m A) en donnant
le numéro de sa ligne, le numéro de sa colonne et la nouvelle valeur de I'élément concerne.
Cette fonction retourne une nouvelle matrice (matrix n m A).

L’axiome acc_updte_mat est relatif aux fonctions d'accés et de mise a jour. Il stipule
que l'acces dans une matrice mat telle que (mat :matrix n m A)a un élément qui a les indices i
et j et dont la valeur a été mise a v par la fonction updte_mat donne la valeur v.
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Axiom acc_updte_mat: forall (A:Set) ,forall (n m:Z), forall (v:A),
forall (mat :matrix n m A), forall (i j :2),
i<=n->j<=m->(acc_mat (updte_mat mat vij)ij)=v.

2.3.1.3 Passage vers le type pointer

La fonction mat_to_ptr permet d'obtenir & un état mémoire donnée, une représentation
pointer pour une matrice donnée. Cette fonction nous permettera de raisonner sur le nouveau
type Matrix tout en nous permettant de garder le lien avec le modele mémoire de Caduceus
qui est basé sur le type pointer.

Definition mat_to_ptr: forall (A:Set),forall (n m :Z), (matrix n m A)->(memory A global)
-> (pointer global).

L’axiome length_ptr_mat concerne la taille du block pointer qui est associé a une
matrice (mat :matrix n m A).

Axiom length_ptr_mat: forall (A:Set), forall (a:alloc_table) ,forall (mem: memory A global),
forall (p:pointer global), forall (n m :Z), forall (mat: matrix n m A), (n>0) ->(m>0)->
(p= (mat_to_ptr mat mem))-> (block_length a p)= (n*m).

L’axiome elts_ptr_mat concerne la correspondance entre les éléments d’une matrice et
les éléments du pointer qui la représente a un état mémoire donné. On suppose que la matrice
est parcourue ligne par ligne.

Axiom elts_ptr_mat: forall (A:Set), forall (mem: memory A global) ,forall (n m:Z), forall (mat:matrix
nm A), forall ( p: pointer global), (p= mat_to_ptr mat mem )->forall (i j:Z ),(n>0) ->(m>0)->
( 0<=(i)<(n))->(0<=(j)<(m)) ->acc_mat matij = shift p ((i)*( m)+(j)) # mem.

Require Export Caduceus.
Definition global:Set.
Admitted.

Definition matrix: Z->Z->Set->Set.
Definition acc_mat: forall (A:Set),forall (n m:Z), (matrix nm A)->Z->Z-> A,
Definition updte_mat: forall (A:Set) , forall (n m :Z),( matrixn m A) ->A->Z->Z-> (matrix n m A).

Axiom acc_updte_mat : forall (A:Set) ,forall (n m:Z), forall (v:A), forall (mat :matrix n m A),
forall (i j :Z2),(n>0)-> (m>0)-> (i<=n) -> (j <=m) ->(acc_mat (updte_mat mat v ij)ij)=v.

Definition mat_to_ptr: forall (A:Set),forall (n m :Z) , (matrix n m A)->(memory A global) -> (pointer
global).

Axiom length_ptr_mat: forall (A:Set), forall (a:alloc_table) ,forall (mem: memory A global),
forall (p:pointer global), forall (n m :Z), forall (mat: matrix n m A), (n>0) ->(m>0)->
(p= (mat_to_ptr mat mem))-> (block_length a p)= (n*m).

Axiom elts_ptr_mat: forall (A:Set), forall (mem: memory A global) ,forall (n m:Z),
forall (mat:matrix n m A), forall ( p: pointer global), (p= mat_to_ptr mat mem )->forall (i j:Z2 ), (n>0)->
(m>0)-> (0<=(i) < (n)) -> (0<=(j)<(m)) ->acc_mat mat i j = shift p ((i)*( m)+(j)) #mem.

Figure 5.9 : Définition du type matrice dans Coq
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2.3.2 Définition de la fonction dgemm_plus en Coq

Pour définir la fonction dgemm_plus, on utilise une fonction som_prod_mat qui calcule
la somme v suivante sur le type matrice :
n—1
V= E Ali *Ida+ j]* X[j *I1dx+ 0]
j=0

C’est 1’équivalent de la fonction sum_prod_j_n sur le type pointer. Elle est donnée par
une définition récursive (figure 5.10)

Fixpoint som_prod_mat (n k Ida ldx :Z) (a : matrix (n*n) lda R)

(x: matrix ldx k R) (i 1:Z) (m:nat) {struct m} :R :=

match m with

| 0%nat => ((((acc_matai (Z_of _nat m)))* (acc_mat x (Z_of nat m) [))%R)

| Sml=> (((((acc_mat ai (Z_of nat m)))* (acc_mat x (Z_of _nat m) 1))%R)
+ (som_prod_mat n k Idaldxaxilml )%R)%R

end.

Figure 5.10 : La fonction som_prod_mat

La fonction dgemm_plus (figure 5.11) est définie a 1’aide de la fonction
dgemm_plus_aux. Cette derniere est une fonction récursive qui effectue les appels récursifs
sur I’argument nl pour parcourir tous les éléments de y a modifier avec la fonction. Ces
appels récursifs représentent les valeurs i de la boucle de la fonction C DGEMM_PLUS. Les
éléments sont modifiées en les mettant a jour (fonction updte_mat) par les valeurs
correspondantes calculées avec la fonction som_prod_mat.

Fixpoint dgemm_plus_aux (n Kk lda ldx :Z) (a:matrix (n* n) Ida R) ( Xy : matrix ldx k R)
(n1 m :nat) {struct n1} : (matrix ldx k R):=
match nl with
| 0%nat => (updte_mat y (som_prod_mat n k Ida ldx a x (Z_of natnl) 0 m)%R (Z_of natnl) 0

)
| Sn2 =>let yt:= (updte_mat y ((som_prod_matnkldaldx ax(Z of natnl)0 m ))%R
(Z_of natn1)0)in
dgemm_plus_aux nkldaldx axytn2 m
end.

Definition dgemm_plus (n k Ida ldx m:Z) (a:matrix (n* n) Ida R) (xy: matrix ldxkR):
(matrix ldx k R).

introsnkldaldxm axy.

exact (dgemm_plus_aux n k Ida ldx a x y (Zabs_nat (n-1)) (Zabs_nat m)).

Defined.

Figure 5.11 : La fonction Cog dgemm_plus
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2.3.3 Démonstration que dgemm_plus réalise DGEMM_PLUS

Nous allons dans ce qui suit exprimer que la fonction Coq dgemm_plus réalise bien le
programme C DGEMM_PLUS avec le prédicat DGEMM is_dgemm. Nous ajoutons d’abord
cette propriété comme postcondition a la fonction DGEMM_PLUS aprés avoir déclaré le
prédicat DGEMM _is_dgemm (figure 5.12).

constint N =15, K=1, LDA =15, LDX = 15;

[*@ predicate is_loop_k (double* a, double* x, double* y, int n,int m, intk, intIda, int ldx )

@ readsx[..],a[..], y[.]

@*/

[*@ logic double sum_prod_j_n (double* a, double* x, int i,int j, intk,int m, intlda, int ldx )

@ readsx[..],a[..]

@*/

/*@ predicate DGEMM _is_dgemm (double* a, double* x, double* y, int n,int m, intk,
@int Ida, intldx ) reads x[..] , a[..], y[..] @*/

I*@ requires \valid_range (A, 0, (((n-1)*lda) +( n-1))) &&
@ \valid_range (X,0, (((n-1)*ldx) + (k-1))) &&
@ \valid_range (Y, 0, (((n-1)*1dx)+ (k-1))) &&
@@vect_nul (Y)
@ (0<n) && (0<k) && (Ida>0) && (Idx>0) &&
@ (A1=Y) && (X!=Y) && (Al=X)
@ ensures
@ (\forall inti; (O<=i<n)=> Y[(i)*ldx+0] == (\old(Y[(i)*Idx+0])) +
@ sum_prod_j_n (A, X, (i),0,0, (n-1), Ida, ldx)) &&
@ DGEMM _is_dgemm (A, X, Y, n, n, k, Ida, Idx)
@*/
void DGEMM_PLUS (double A [N * N * LDA], double X[K * LDX], double Y[K *LDX]) {...}

Figure 5.12 : Annotation de DGEMM_PLUS avec la propriété DGEMM _is_dgemm

Le prédicat DGEMM _is_dgemm est ensuite défini dans Coq comme suit (figure 5.13):
si Yt est le résultat de 1’application de la fonction Coq dgemm plus sur les matrices Am et
Xm, et si p est la représentation pointer de la matrice Yt, alors les élément du pointer p sont les
mémes que ceux du pointer y, résultant de 1’application de DGEMM_PLUS en C sur les
pointers a et X qui sont les représentations pointer des matrices Am et Xm respectivement.

Definition DGEMM_is_dgemm :
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global)
-> (pointer global) ->Z ->Z ->Z -> Z -> Z -> Prop.

intros memaxy nm Kk lda ldx.

exact ( forall (Am: matrix (n*n) lda R), forall (Xm Ym Yt: matrix ldx k R),
(a=mat_to_ptr Am mem )-> (x=mat_to_ptr Xm mem)
->(Yt =( dgemm_plus n k Ida ldx m Am Xm Ym)) ->
forall( p: pointer global),forall (i:Z), (p= mat_to_ptr Yt mem) -> ( 0<=i<n) ->
(shift y (i*ldx + 0) #mem) = (shift p (i*ldx +0)#mem)). Defined.

Figure 5.13 : Définition du prédicat DGEMM _is_dgemm
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Pour démontrer la propriété DGEMM is dgemm, nous démontrons d’abord que la
fonction som_prod_mat sur les matrices correspond bien a la fonction sum_prod_j_n sur les
pointers. Ceci est réalisé avec le lemme som_prod_mat_ptr :

Le lemme som_prod_mat_ptr introduit ci-dessous exprime que si :

- Si Aet X sont deux matrices et si pl et p2 sont leurs « pointers » respectifs ;

- Alors, la valeur obtenue par 1’application de som_prod_mat sur les éléments des
matrices A et X, est celle obtenue par I’application de la fonction sum_prod_j_n sur
les mémes éléments de pl et p2, en prenant bien sur les mémes arguments pour les
bornes des sommes.

Lemma som_prod_mat_ptr: forall (mem: memory R global), forall (p1 p2: pointer global),
forall (n k Ida ldx: Z), forall (a: matrix (n*n) lda R),
forall (x: matrix ldx k R), (p1 = mat_to_ptr a mem) -> (p2 = mat_to_ptr x mem) ->
forall (i :Z),(n>0)-> 0<=i<n ->(som_prod_mat n k Ida ldx a x i 0 (Zabs_nat (n-1)))%R
= (sum_prod_j n memplp2i00 (n-1) Ida ldx)%R.

Nous démontrons ensuite que chaque ¢lément d’une matrice résultant de dgemm _plus,
est effectivement calculé avec la fonction som_prod_mat. Ceci est réalisé avec le lemme
dgemm_plus_elts.

Le lemme dgemm_plus_elts exprime que :

- Si yt est le résultat de I’application de la fonction dgemm plus sur les matrices a, X et
y, alors les éléments de yt sont calculés avec la fonction som_prod_mat.

Lemma dgemm_plus_elts: forall ( n k Ida ldx :Z), forall (a: matrix (n*n) lda R)
forall (x y yt : matrix ldx k R),forall i: Z, O<=i<n->
(yt =dgemm_plusnk Idaldxnaxy) ->
((acc_mat yti0) =som_prod_mat nk Ida ldx ax i 0 (Zabs_nat (n-1))).

2.3.4 Demonstration de la proprieté DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A,
X), 0) =X

La proprieté DGEMM_PLUS (A, DTRSM (A, X), 0)=X, qui constitue la postcondition de
la fonction DTRSM est énoncée avec le prédicat property déclarée dans les annotations
(figure 5.14).
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[*@ predicate is_loop_k 2 (double* a, double* x, double* y, int n,int m, intk, intlda, int ldx)
@ readsx[..] ,a[..]

@*/

[*@ predicate diff_ptr (double* a, double* x)

@

@*/

[*@ logic double sum_prod_j_n (double* a, double* x, int i,int j, intk,int m, intIda, int 1dx )
@ readsx[..],a[..]

@/

[*@ predicate triang_sup (double* a,intl, intj) reads a[..] @*/

[*@ predicate diag_un (double* a, inti, intj) reads a[..] @*/

[*@ predicate property (double* a, double* x, int n,intk, intlda, intldx) readsx[..], a[..]

@/
[*@ requires \valid_range (A, 0,( ((n-1)*Ida) + (n-1))) &&
@ \valid_range (X,0,( ((n-1)*1dx) +( k-1))) &&

@ (2<=n) && (0<k) && (ldx>0) && (lda>0) &&

@ triang_sup (A, n, Ida) && diag_un (A, n, Ida)

@ (A1=X)

@ ensures property (A, X, n |k, Ida, ldx)

@*/

void DTRSM (double A [N * N * LDA], double X [K * LDX]) {...}

Figure 5.14 : Annotation de DTRSM avec sa postcondition

La figure 5.15 représente la définition du prédicat property dans Coq. Ce prédicat
exprime que :

- si x est le résultat de DTRSM en C sur les tableaux a et x et est la représentation
pointer d’une matrice Xm ;

- siaest la représentation pointer d’une matrice Am ;

- Si X1m est le résultat de I’application de dgemm_plus sur Xm et Am ;

- Six1 est la représentation pointer de X1m ;

- S’il existe un état mémoire memO a partir duquel on a effectué le calcul de la foction
DTRSM;

- Alors le pointer x1 correspond au pointer x avant ’execution de DTRSM (a I’état
memO).

Definition property :
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global) ->Z ->Z ->Z -> Z -> Prop.
intros memax n klda ldx.

exact ( forall (Am: matrix (n*n) Ida R), forall (Xm X1m Yt: matrix ldx k R ), (a = mat_to_ptr Am
mem )-> (x = mat_to_ptr Xm mem)
-> (X1m = (dgemm_plus n k Ida Idx n Am Xm Yt))
-> forall (x1: pointer global), x1 = mat_to_ptr X1m mem
-> (exists memo,
(forall (i1:2),
O<=ilNil<=(n-2)->
(eq (acc mem (shift x (i1 * Idx + 0))) (  Rminus
(acc memo (shift x (i1 * Idx + 0))) (sum_prod_j_nmemaxil (il + 1) 0 (n - 1) Ida Idx))))
-> (forall (i1:2), 0<=i1 <= (n-2)
-> ((acc mem (shift x1 (il * Idx + 0))) = (acc memo (shift x (i1 * ldx + 0)))))))).

Defined.

Figure 5.15 : Définition du prédicat property dans Coq
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La démonstration de cette propriété a nécessité les lemmes suivants :
Lemma som_prod_triang_sup_0: forall (a x:pointer global), forall (i Ida ldx n j:Z), forall (mem:
memory R global),
(0<=i<n)->(j<i)-> (triang_sup meman lda) -> (sum_prod_j_ nmemaxi 00 jIda ldx = 0%R).
Ce lemme exprime que si A est une matrice triangulaire supérieure, on a: Pour tout i et
J, Si j<ialors, Ali*lda+ j]=0. Ceci conduit a conclure que dans ce cas :

i—1
> Ali*lda+ j]* X[j*Idx+0]=0
j=0

Lemma som_prod_split: forall (a x:pointer global), forall (mem: memory R global),
forall (ibcldaldx:2), (b<c) ->(b<=i<=c)->
((sum_prod_j_n mem a x i b 0 c Ida ldx)%R = ( (sum_prod_j_n mem a x i b 0 (i-1) Ida Idx)
+(sum_prod_j_nmem axii0ilda ldx)+(sum_prod_j_nmemaxi (i+1) O c Ida ldx))%R).
Voici la signification mathématique de ce lemme:
c i—1
D> Ali*lda + j1* X[j*ldx +0]= > Ali*lda + j]* X[]j*ldx + 0] +

i=b j=b

D> Ali*lda + j]* X[j*ldx +0]+ > Ali*Ida + j1* X[ j*ldx + 0]

j=i j=i+1
Voici la structure générale de la preuve :

1) Posons Y = dgemm_plus (A, DTRSM (A, @X), 0), avec @X, le vecteur X
initialement donné comme argument a DTRSM.

Y =dgemm_plus (A, X, 0), X : le vecteur résultant de DTRSM.
2) Pour chaque i, 0 <i< N, d’aprés la postcondition de DGEMM_PLUS
n—1
Y[i*Idx+0] = > Ali*lda+ j]* X[j*ldx+0]

j=0

3) On applique le lemme som_prod_split :
i—1
Y[i*ldx +0] = > Ali *Ida + j1* X[j*ldx + 0] + Afi *Ida + i]* X [i *ldx + 0] +
j=0

n—1
> Ali*lda + j]* X[ *ldx + 0]

j=i+1
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4) Nous avons :

Ali *lda +1] =1, car la diagonale de A est unitaire, et aussi d’aprés
le lemme som_prod_triang_sup_0:

i—1
> Ali*lda+ j]* X[j*ldx+0]=0
j=0

5) On obtient donc:

n-1
Y[i *ldx+0] = X[i *ldx+ 0]+ > Ali*Ida+ j]* X[j*Idx+0]

j=i+1

6) On remplace X [i1*ldx+0] par sa valeur d’aprés le calcul DTRSM, et
spécialement, 1’invariant de la boucle i :

Y[i *ldx + 0] = (@ X[i *Idx + O]

n-1 n-1
— > Ali*lda + j]* X[j*Idx +0])+ > Ali*Ida + j1* X[j*ldx + 0]
j=i+1 j=i+1

=0

7) et on obtient : Y[i *ldx + 0] = @ X[i *ldx + 0], ce qui signifie bien que le vecteur
Y résultant de ’application de DGEMM_PLUS sur X, tel que X résulte de 1’application
de DTRSM sur @X, est bien le vecteur initial @X.
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

Nous avons effectué dans ce travail la certification de deux fonctions issues du
domaine de l'algebre linéaire. Il s'agit du produit matriciel (DGEMM_PLUS) et de la
résolution des systemes triangulaires (DTRSM). Ces deux opérations sont trés utilisées dans
de nombreux codes scientifiques. Plus précisement, les deux fonctions certifiees sont tirées de
la librairie scientifigue BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines).

La certification des deux fonctions a été réalisée avec la méthode formelle Why. Cette
méthode propose un outils pour annoter les programmes (Caduceus) et un outil, Why, qui
permet de générer a partir d'un programme annoté des obligations de preuves qu'il faut
décharger dans un systeme de preuves, nous avons utilisé Coq, pour garantir la correction du
programme Vis-a-Vvis les annotations (sa spécification formelle).

L'écriture de la spécification a été réalisé d'abord avec Caduceus, mais comme cet
outil fournit une langage basé sur la logique du premier ordre, celui ci ne permet pas
d'énoncer des propriété complexes, nous avons spécifié celles -ci dans le systeme Coq qui
offre un langage de spécification trés riche basé sur une logique de second ordre.

Nous avons intensivement utilisé le modele mémoire défini dans I'outil Caduceus. Ce
modéle permet de représenter I'état mémoire d'un programme & un instant donné en
proposant une modélisation des structures de données et de la mémoire basée sur une idée de
Burstall-Bormat. Le modéle mémoire est défini de maniére axiomatique.

En plus des preuves formelles, nous avons proposé une axiomatisation du type matrice
dans coq. Cette définition prend en compte le modéle mémoire Caduceus. Nous avons utilisé
cette axiomatisation dans nos preuves et nous pensons qu'il est possible de l'utiliser pour
certifier d'autres programmes.

Ce travail nous a permis de d'envisager quelques futures directions que nous
regroupons comme suit:

Les nombres flottants: Dans notre certification, nous avons utilisé I'option Caduceus
—no--fp qui permet d’assimiler les nombres doubles du langage C et les nombres réels de Coq.
Une suite logique est donc de prendre en compte les nombres flottants IEEE-754 dans la
certification en utilisant la librairie Cog des nombres flottants et le modele Caduceus des
flottants.

L'algébre linéaire: Dans notre travail, nous avons effectué la certification de deux
fonctions des BLAS. Une autre suite a lui donner consiste a certifier d'autres fonctions
d'importance capitale dans l'algébre linéaire (exemple: la factorisation de la bibliotheque
LAPACK).
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Conclusion et perspectives

Le type matrice: Nous avons propose dans Coq une axiomatisation du type matrice
en tenant en compte le modéele mémoire de Caduceus. Nous pouvons envisager d'enrichir
cette définition par d'autres propriétés sur les matrices et d'autres sur le modéle mémoire.

Le modeéle mémoire Caduceus: Ce point découle directement des difficultés que
nous avons trouvees dans le raisonnement sur le modéle mémoire Caduceus. Il serait
intéressant de considérer ce modele mais avec un autre type de définition, une définition
inductive par exemple.

La méthode Why : La méthode Why permet d’engendrer des obligations de preuves a
partir d’un programme annoté. Particuliérement, les annotations comportent les invariants des
boucles. Ces invariants ne sont pas faciles a écrire et la méthode ne dispose pas d’un moyen
pour aider I’utilisateur de la méthode dans 1’écriture des invariants. Nous pouvons envisager
une amélioration dans ce sens.

Un autre probléme avec Why est la facon dont sont gérées les boucles. Les boucles
sont considérées comme des boites noires et seules les invariants sont consultés. Aucune
information ne peut étre utilise concernant la suite des modifications d’états mémoire lors du
déroulement de la boucle bien que ces informations peuvent étre utiles.
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Annexe A : Le fichier dgemm_spec_why.v

(*Why type*) Definition global: Set.

Admitted.

(*Why predicate*) Definition constant k (k:Z) := (* CADUCEUS 3 *) k = 1.
(*Why predicate*) Definition constant lda (lda:Z) := (* CADUCEUS 1*)lda=15.
(*Why predicate*) Definition constant ldx (ldx:Z):=(* CADUCEUS 2 *)ldx =15.
(*Why predicate*) Definition constant n (n:72) := (* CADUCEUS 4 *) n = 15.

(*why logic*) Definition vect nul
(memory R global) -> (pointer global) -> Prop.

intros mem y.
exact (forall i:Z, shift y i #mem = 0%R).
Definied.

(******Complémentation de la spécification Caduceus*****%)

Inductive is_loop k aux ( a x y: pointer global) ( i j lda 1ldx:%Z):
memory R global->Z->Prop:=

| elt k 0: forall k:Z, forall mem, (exists mem0O, (shift y (i*1ldx+ 0) #mem )
=((shift y (i*1ldx+ 0) #mem0) +

((shift a (i * lda+j) #mem0) *(shift x (j * 1dx+0) #mem0)))¥R) ->k=0->

is loop k aux a x y 1 j lda 1ldx mem k

| elt k s: forall k:Z, forall mem:memory R global, is loop k aux a x y i jJ
lda 1dx mem k ->

is loop k aux a x y 1 j lda 1ldx ( upd mem (shift y (i*ldx+(k+1) ) ) ((
shift y (i*1ldx+ (k+1) )d#mem) +

((shift a (i * lda+j) #mem) *(shift x (j * 1ldx+ (k+1))#mem)))3R) (k+1) .

(*Why logic*) Definition is_loop_k
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global) ->
(pointer global) -> 2 -> Z -> Z -> Z -> Z -> Prop.

intros mem a x y 1 j k lda 1ldx.
exact (is _loop k aux a x y i j lda 1ldx mem k).
Defined.

Fixpoint som prod aux (a x:pointer global) (mem:memory R global) (i j 1 lda
ldx:Z) (n:nat) {struct n}:R:=

match n with

| 0%nat => (shift a (i*lda+ j) #mem * (shift x (j*1ldx+ 1) #mem ))SR

| S nl =>Rplus (( ( shift a (i*lda+j) #mem )* (shift x (( j)*1ldx+ 1)
#mem ) ) %R)

(som prod aux a x mem i (Jj-1) 1 1lda 1ldx nl)3R

end.
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Definition sum prod_Jj n (mem:memory R global) (a x:pointer global) (i il 1

j lda 1dx:Z):= match ( j ?= (il)) with
| Lt => 0%R
| => (som prod aux a x mem 1 j 1 lda ldx (Zabs nat (j -( il))%Z))%R end.

Lemma update ml m2: forall (a x y:pointer global), forall (ml m2:memory R
global), forall (i j 1lda 1dx:7),

(exists m, ((shift y (i*1dx+0)) #ml = ((shift y (i*1dx+0)) #m +

sum prod j nml a x i 0 0 (j) lda 1dx)%R)) ->

(is_loop k m2 a x y 1 (j+1) 0 lda 1ldx) ->(m2 = upd ml (shift y (i*1dx+0))
( (( shift y (i*1dx+0 )#ml) +

((shift a (i * lda+(j+1)) #ml) *(shift x ((j+1) * 1ldx+ 0)#ml)))SR)).

Lemma updated once:
forall (a x y:pointer global), forall (m ml m2:memory R global), forall (i
j 1lda 1dx:7Z),

(forall il1:z , 0 <= il < i-> ((shift y (11*1dx+0)) #ml = ((shift y
(11*1dx+0)) #m + sum prod j n ml a x i1 0 0 (3) lda 1ldx)%R)) ->

( shift y (i * 1ldx + 0) # m2 = (shift y (i * 1ldx + 0) # m + sum prod j n
m2 ax i 00 3j 1lda 1dx)S%R)->
( forall il : 7z,
0 <= 11 < i —>
shift y (il * 1dx + 0) #m2 =
(shift y (i1 * 1dx + 0) # m+
sum prod j nm2 a x i1 0 0 j lda 1dx)%R).

Axiom not_assigns_intro: forall (a:alloc table),
(forall (P: pointer global),
(forall (ml: memory R global),
(forall (i:Z),forall (val: R),
(not _assigns a ml (upd ml (shift P i) val) (pset singleton P))))).

(******T,emmes sur les prédicats et fonctions*****xx)

Lemma sum prod j n 0: forall (Pl: pointer global),
forall (P2: pointer global),
forall (ml: memory R global),
forall (i j m 1lda 1dx:7), (J< m)%z2->
(sum prod j n ml P1 P2 i m O j lda ldx ) = O%R.

Lemma sum prod j n calcul: forall (a x:pointer global), forall (m:memory R
global), forall (i il j 1lda 1dx:Z), (il<= (j+1))%z->
(sum prod J n ma x i il 0 (j+1) lda 1ldx )%R =Rplus (Rmult (shift
a (i*lda+ (Jj+1)) #m) (shift x ( (j+1)*1ldx+ 0)#m))
(sum prod J n m a x i i1 0 J lda 1ldx ) 3R.

Lemma the_same_som prod: forall (a: alloc_ table),
(*forall (Al:Set), forall (A2:Set),*)
forall (Pl: pointer global),
forall (P2: pointer global),
forall (P3: pointer global),
forall (ml: memory R global),
forall (m2: memory R global),
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forall (i il j 1 1lda 1dx:2), not assigns
a ml m2 (pset singleton P3) ->( sum prod j nml P1 P2 i il 1 j 1lda ldx )=
( sum prod j nm2 P1 P2 i i1 1 J 1lda ldx ).

(******Le type matrice******)

Definition matrix:Z->Z->Set->Set.
Admitted.

Definition acc mat: forall (A:Set),forall ( nm :%2), (matrix n m A)->7-
>7-> A. B

Admitted.

Implicit Arguments acc_mat.

Definition updte mat: forall (A:Set) , forall ( nm :Z2),( matrix n m A)
->A->7->7Z-> (matrix n m A).

Admitted.

Implicit Arguments updte mat.

Axiom acc_updte mat: forall (A:Set) ,forall (n m:2Z), forall (v:A),
forall (mat :matrix n m A), forall (i j :Z2), (n>0)-> (m>0) -
(i<=n) -> (J <= m) ->(acc_mat (updte mat mat v i j) 1 J)=

Definition mat_to_ptr: forall (A:Set),forall (nm :Z), (matrix nm A)
->(memory A global) -> (pointer global).

Admitted.

Implicit Arguments mat to ptr.

Axiom elts ptr mat: forall (A:Set), forall (mem: memory A global),
forall ( n m:Z2 ), forall (mat:matrix n m A),
forall ( p: pointer global), (p= mat to ptr mat mem )->
forall (i j:Z2 ), (n>0) ->(m>0) -
(0<=( 1) < ( n)) —> (0<= ( j)< (m)) ->
Acc mat mat 1 j = shift p ((1)*( m)+(J)) # mem.

(******La fonction Coq dgemm plus****x*x)

Fixpoint som prod mat (n k lda ldx :2) (a : matrix (n*n) lda R) (x:
matrix 1ldx k R) (i 1:Z) (m:nat) {struct m} :R :=
match m with

| O%nat => ((((acc_mat a i (Z of nat m) ))* (acc _mat x (Z_ of nat m)
1)) %R)
| S ml => (((((acc_mat a i (Z of nat m)))* (acc_mat x (Z of nat m)
1)) %R)
+ (som prod mat n k 1lda 1ldx a x i 1 ml )%R)%R
end.
Fixpoint dgemm plus _aux (n k lda 1ldx :72) ( a:matrix (n* n) lda R) ( x
y : matrix 1dx k R)

( n1 m :nat) {struct nl} : (matrix 1dx k R):=
match nl with

| O%nat => (updte mat y (som prod mat n k lda ldx a x (Z of nat nl) 0 m
)R (Z_of nat nl) 0 )
| S n2 => let yt := (updte mat y ((som_prod mat n k lda 1ldx a x
(Z of nat n1) 0 m ))3R (Z _of nat nl) 0 ) in
dgemm plus aux n k lda ldx a x yt n2 m
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end.

Definition dgemm plus (n k lda ldx m:Z ) ( a:matrix (n* n) lda R)

(x vy : matrix 1dx k R) : (matrix 1ldx k R).
intros n k lda ldx m a x vy .
exact (dgemm plus aux n k lda 1ldx a x y (Zabs nat (n-1)) (Zabs nat m)).
Defined.

Lemma som_prod_mat_ptr: forall (mem: memory R global),
forall (pl p2: pointer global), forall (n k lda 1ldx : Z),

forall (a: matrix (n*n) lda R),
forall (x: matrix 1dx k R), (pl = mat to ptr a mem) ->
(p2 = mat_to ptr x mem) -> forall (i :Z), (n>0)-> 0<=i<n ->

(som prod mat n k lda ldx a x 1 0 (Zabs nat (n-1)))%R =
(sum prod j n mem pl p2 i 0 0 (n-1) lda 1dx) %R.

Lemma dgemm plus_elts: forall ( n k lda 1ldx :Z), forall (a: matrix (n*n)

lda R),forall (x y yt : matrix ldx k R),forall i: Z, 0<=i<n->
(yt = dgemm plus n k lda 1ldx n a x y) —-> ((acc_mat yt i 0) =
som _prod mat n k lda 1ldx a x i 0 (Zabs nat (n-1))).
Admitted.

(¥*****Le prédicat DGEMM is dgemm****%x*)

(*Why logic*) Definition DGEMM is dgemm :
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global)->
(pointer global) -> 2 -> 72 -> 72 -> 7 -> Z -> Prop.

intros mem a x yv n m k lda ldx.

exact ( forall (Am: matrix (n*n) lda R), forall (Xm Ym Yt: matrix 1dx k R ),
(a = mat _to ptr Am mem )-> (x = mat to ptr Xm mem )

->(Yt =( dgemm plus n k lda ldx m Am Xm Ym)) ->
forall( p: pointer global),forall (i:Z), (p= mat to ptr Yt mem) ->
( 0<=i<n) ->(shift y (i*ldx + 0) 4#mem) = (shift p (i*ldx +0) #mem)).
Defined.
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Annexe B : Le fichier dtrsm_spec_why.v

(*Why type*) Definition global: Set.

Admitted.

(*Why predicate*) Definition constant k (k:Z) := (* CADUCEUS 3 *) k = 1.
(*Why predicate*) Definition constant lda (lda:2) :=(* CADUCEUS 1*) lda=15.
(*Why predicate*)Definition constant 1ldx (ldx:Z) :=(* CADUCEUS 2 *)ldx =15.
(*Why predicate*) Definition constant n (n:Z) := (* CADUCEUS 4 *) n = 15.

(******Complémentation de la spécification Caduceus*****%)

(*Why logic*) Definition diag un : (memory R global) -> (pointer global) ->
Z -> Z —-> Prop.
intros mem a n 1lda.

exact (forall (i:Z), 0<=i<n -> (acc mem (shift a (i*lda+i))) = 1%R).
Defined.
(*Why logic*) Definition triang sup : (memory R global) -> (pointer global)

-> 7Z -> 7Z -> Prop.

intros mem a n lda.

exact (forall (i j:2), 0<=i<n -> (j < i) -> (acc mem (shift a (i*lda+j))) =
O%R) .

Defined.

(*Why logic*) Definition diff ptr:
(pointer global) -> (pointer global) -> Prop.
intros a x.
exact (base addr a <> base addr x).
Defined.

Inductive is_loop k aux 2 ( a x y: pointer global) ( i j lda 1ldx:Z):
memory R global->Z->Prop:=

| elt k 0 2: forall k:Z, forall mem, (exists mem0O, (shift y (i*ldx+ 0) #mem
) =((shift y (i*ldx+ 0) #memO) -
((shift a (1 * lda+j) #memO) *(shift x (j * 1dx+0)#mem0)))3R)->k=0->

is loop k aux 2 a x y 1 j lda 1ldx mem k

| elt k s 2: forall k:Z, forall mem:memory R global, is loop k aux 2 a x y
i j lda 1ldx mem k ->

is loop k aux 2 a x y 1 j lda 1ldx ( upd mem (shift y (i*ldx+(k+1) ) ) ((
shift y (i*1ldx+(k+1) )#mem) -

((shift a (i * lda+j) #mem) *(shift x (j * ldx+ (k+1))#mem)))3R) (k+1) .
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(*Why logic*) Definition is_loop_k 2
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global)
-> (pointer global) -> 2 -> Z -> Z -> 7 -> 7 -> Prop.

intros mem a x y i j k lda 1dx.
exact (is loop k aux 2 a x y i j lda ldx mem k).
Defined.

Lemma update ml m2 2: forall (a x :pointer global),

forall (ml m2:memory R global), forall (i j 1lda 1ldx:Z),
(exists m, ((shift x (i*1dx+0)) #ml = ((shift x (i*1dx+0)) #m -
sum prod j n ml a x 1 (i+l) O (3) lda 1dx)%R)) ->
(is_loop k 2 m2 a x x 1 (j+1) 0 lda 1ldx) ->(m2 = upd ml (shift x (i*1dx+0))
( (( shift x (i*1dx+0 )#ml) -
((shift a (i * lda+(j+1)) #ml) *(shift x ((j+1) * 1ldx+ 0)#ml)))SR)).

Lemma updated once_ 2:
forall (a x y:pointer global), forall (m ml m2:memory R global), forall (i
j 1lda 1ldx n:2),
(forall 11 :2 , 1 < il <=n-2 -> ((shift x (i1*1dx+0)) #ml = ((shift x
(11*1dx+0)) #m - sum prod j n ml a x il (11+1) 0 (3) lda 1dx)%R)) ->
( shift x (1 * 1ldx + 0) # m2 = (shift x (i * 1dx + 0) # m - sum prod j n
m2 a x 1 (i+l) 0 j 1lda 1ldx)%R)->
( forall i1 : Z,
i< 11 <= n-2 ->
shift x (il * 1ldx + 0) #m2 =
(shift x (il * 1ldx + 0) # m-
sum prod j n m2 a x il (il+1) 0 j lda 1dx)S%R).

Axiom not_assigns_intro_2: forall (a:alloc table),
(forall (P: pointer global),
(forall (ml: memory R global),
(forall (i:z),forall (val: R),
(not _assigns a ml (upd ml (shift P i) wval) (pset singleton (shift P
1)))))).

(******L,emmes sur les prédicats et fonctions*****x)

Voir I’annexe A.

(******Le type matrice******)
Voir ’annexe A.

(******,e prédicat property****xx)

(*Why logic*) Definition property:
(memory R global) -> (pointer global) -> (pointer global) -> Z -> Z -> Z
-> 7Z -> Prop.

intros mem a x n k lda 1ldx.
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exact ( forall (Am: matrix (n*n) lda R), forall (Xm XIm Yt: matrix 1ldx k R
), (a = mat to ptr Am mem )-> (x = mat to ptr Xm mem )
-> (XIm = (dgemm plus n k lda ldx n Am Xm Yt))
-> forall (x1: pointer global), x1 = mat to ptr Xlm mem
-> (exists memO, (forall (il: Z),
(0 <= 1i1 /\ il <= (n - 2) ->
(eqg (acc mem (shift x (il * 1ldx + 0))) ( Rminus
(acc memO0 (shift x (il * 1ldx + 0))) (sum prod j n mem a
x 11 (i1l + 1) 0 (n - 1) lda 1ldx))))
-> (forall (il: Z), 0<= il <= (n-2) ->
((acc mem (shift x1 (i1 * 1dx + 0))) = (acc mem0O (shift x(il * 1dx +
0)))))))).

Defined.

Lemma som prod_triang sup O:
forall (a x:pointer global), forall (i lda 1ldx n j:72),
forall (mem: memory R global),
(0<= i< n) -> (jJ < i) =-> (triang sup mem a n lda) ->

[}

(sum prod j n mem a x 1 0 0 j 1lda ldx = O%R).

Lemma som _pro_j_eq n:
forall (mem : memory R global), forall (a x: pointer global), forall (i
lda 1dx :Z), (sum prod j nmem a x 1 i 0 i lda 1dx)3%R =
(shift a (i*lda+ 1) #mem * (shift x (i*1ldx+ 0) #mem ))3R.

Lemma som_prod_split:

forall (a x:pointer global), forall (mem: memory R global),

forall (i b ¢ lda 1ldx:Z), (b < c) -> (b <=1 <= ¢) —>
((sum prod j nmem a x i b 0 ¢ lda 1dx)%R =
((sum prod j nmem a x i b 0 (i-1) lda 1ldx) +
(sum prod j n mem a x 1 1 0 1 lda 1ldx)+
(sum prod j n mem a x 1 (i+l) 0 c lda 1ldx))%R).

Admitted.
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