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Summary:

The differential calculation gives a setting in the notion of ordinary
differential equation, that acts as model for variable phenomena in the time.
When we wanted to add to these equations random disturptions, we have been
embarrassed by the non differentiability of the Brownian movement. The
definition of a problem differential stochastic passes by the integral of 1t6. The
formula of 1t6 is to the basis of the differential calculation techniques on the
stochastic processes that we regroup under the stochastic calculation name.

The objective of this work is to present the theory of It0 of the stochastic
equations under differential or complete form, and to show the ties that can exist
between the stochastic differential equations and the equations to the partial
derivatives.

The instruments used to reach this objective are essentially the stochastic
calculation and the elementary techniques of the equations differential ordinary
determinists.

We starts with constructing an integral in relation to the Brownian movement,
for in continuation to define the notion of stochastic differential equation. The
used stochastic processes are the processes possessing the property of Markov.
We indicate the probabilistic representations of the solutions of the numerous
problems. These representations provide an in instrument of analysis or

calculation of approximations of the solutions of these equations.
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Introduction

Introduction

Le calcul différentiel donne un cadre a la notion d'équation différentielle
ordinaire, qui sert de modéle pour de phénomeénes variables dans le temps.
Quand on a voulu ajouter a ces équations des perturbations aléatoires, on a
été géné par la non différentiabilité du mouvement brownien. La définition
rigroureuse d'un probleme différentiel stochastique passe par l'intégrale
d'Ito et la formule d'lt6 est a la base des techniques de calcul différentiel sur
les processus stochastiques.

Le but de ce travail est de présenter la théorie d'ltd des équations
stochastiques sous forme différentielle ou intégrale, de présenter la
multiplicité des situations ou peuvent intervenir les équations différentielles
stochastiques, et de montrer les liens qui peuvent exister entre les équations
différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles.

Les outils utilisés pour atteindre ce but sont essentiellement le calcul
stochastique et les techniques élémentaires des équations differentielles
ordinaires déterministes.

Dans ce travail, on rassemble dans le premier chapitre les notions de
théorie des probabilités qui seront utilisées dans cette recherche. [05][06]
[08][09][10][12][14][16][17][18][19][25]

Dans le deuxieme chapitre, on traite les processus d'ltd avec la base des
techniques de calcul differentiel sur les processus stochastiques (formule
d'Itd). [05][06][07][09][10][12][14][16][18][19][22][23][25][26]

Dans le troisieme et quatrieme chapitre, on s'intéresse la représentation de
la solution d'une équation différentielle stochastique. Précions qu'il s'agit
d'équation différentielle stochastique d'lté ou l'intégrateur dans l'intégrale
stochastique est un mouvement Brownien donné a priori et les fonctions
coefficients dépendants du temps sont déterministes. [02][09][10][15][21]
Et plus de c¢a, on exprime la solution d’une équation différentielle
stochastique d’un certain type en se ramenant a la solution d’une autre
équation différentielle stochastique. [03]

Enfin et dans le cinquiéme chapitre, on s'intéresse au lien profond entre
certaines systemes d'équation aux dériveées partielles et les équations
différentielles stochastiques. [04][06] Ce lien se traduit en des methodes de
résolution approchée pour certaines équations aux dérivées partielles,
basées sur des simulations des processus de diffusion. [01][02][04][11][13]
[20][24][27]
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Chapitre 01 Généralités.

1-1- Convergence de variable aléatoire.
Soit (Q,F,P) un espace de probabilité. Toutes les variables aléatoires

sont définies sur cet espace.

1-1-1- Convergence presque siire:
Une suite de variables aléatoires X, converge presque stre (p.s) vers X si
pour presque tout w,

X, (w)-> X (w) quand n —> o

p.s
Onnote X, > X

Théoréme 1.1: Convergence monotone

Si X, est une suite de variables aléatoires monotone (X, < X, ) si

X=lim ,;Xn ,ona E(X) = lim E(X,)

Théoréme 1.2: Théoréme de Lebesgue dominé

Si X, est une suite de variables aléatoires convergeant presque stre vers X

et s'il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,|<Y, alors

E(X,) converge vers E(X).

Théoreme 1.3: Loi des grands nombres.

Si(X,i>1)est une suite de variables aléatoires équidistribuées, indépendantes

d'espérance finie, lz X, converge presque sirement vers E(X}).
nio
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Chapitre 01 Généralités.

1-1-2- Convergence quadratique (dans LZ(Q)):
Une suite de variables aléatoires X, € L’ et X e L’ converge en moyenne
quadratique (dans L°(Q)) vers X si

(X, -Xx|,)’ =E(X,-X)* > Oquand n > o

Ou

IX1l, def |] Xdp = E(X?)

et

[l fl, < e

Si X, — X dans L*(Q), ona E(X 2y > E(X?) etla réciproque est fausse.

Théoréme 1.4: Loi des grands nombres.

Si(X;i>1)est une suite de variables aléatoires équidistribuées indépendantes

: N :
de variance finie, —ZX,- converge en moyenne quadratique vers E(X)).
i=1

Si une suite de variables aléatoires gaussiennes converge en moyenne

quadratique, la limite est une variable gaussienne.

1-1-3 Convergence en probabilité:
Une suite de variables aléatoires X, converge en probabilité vers X (on note

X,—L> X )si

Ve>0, P(X,-X[)2e—>0 quandn — o

&




Chapitre 01 Généralités.

1-1-4 Convergence en loi:
Une suite de variables aléatoires X, converge en loi vers X (on note
X, —>X ) si:

E(f(X,) - E(f(X)) quand n —»

pour toute fonction f continue bornée.
On peut également définie la convergence en loi par la convergence simple

des fonctions caractéristiques.

La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

La convergence presque stire implique la convergence en probabilité.

La convergence quadratique implique la convergence en probabilité.

La convergence en probabilité implique qu'une sous suite converge p.s.

Si une suite converge quadratique, il existe une sous suite qui converge p.s.
Si une suite uniformément intégrable (par exemple bornée) converge p.s.,

elle converge dans L.

Si Xn U.I (exple: bornée)

Q

o

)
v

C M.Q

il existe sous suite convergente

Ggo%[e Cl P
CL
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Chapitre 01 Généralités.

1-2-Espérance conditionnelle.

Soit (Q,F,P) un espace de probabilité et les variables aléatoires sont
définies sur cet espace.
1-2-1 Conditionnement sur un événement:
Définition 1.5:
Si 4 et B sont deux éveénements (4,B e F), on appelle probabilité
conditionnelle de A4 sachant B le nombre:

i) - PACD)

pour tout B tel que P(B) # 0.

Propriété 1.6:

P(A/B) est une nouvelle probabilité sur Q.

Définition 1.7:

Soit X une variable aléatoire définie sur l'espace (Q,F,P).

Considérons le cas de X a valeurs dans (x;, x2, X3 ..., X).

Soit B fixé et P(4/B) = O(A).

On a alors l'espérance de X par rapport a Q:

Eg(X)déf S x 0(X =x)=" ij(X:xij)

,- P(B)
P(X =x,nB)=[1,_ dp (1)
B
Ou 1,_, estla fonction qui vaut 1 siw € (X=x;):
1 _{ 1 si we(X=x;)
X=x;" 0 si  non.
X =2 x,l,. 2)

&



Chapitre 01 Généralités.

Donc de (1) et de (2), on a:

& P(X=x,nB) 1
FolX)= Zx P(B) - P(B) Z t il“‘f @
1
“rm L

Donc

E,(X)P(B)=[X dp

1-2-2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu:
Soit G une sous tribu de F, et soit X une variable aléatoire intégrable
définie sur (Q, F, P).
Définition 1.8:
On appelle espérance conditionnelle de la variable X par rapport & G (on
note E(X/G)) l'unique variable al€atoire vérifi¢ les deux propriétés
suivantes:

e (G-mesurable

e Telle que
jE(X/G)dp:dep , VAeG
A A

c'est aussi l'unique variable G-mesurable telle que (a une égalité p.s
prés): E[E(X/G)Y]=E(XY)

pour toute variable ¥ G-mesurable bornée.

1-2-3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable:

Soit Z une variable aléatoire prenons pour /3 la tribu engendrée par Z, et X
une variable aléatoire intégrable.

On appelle espérance conditionnelle de X sachant Z, Il'espérance
conditionnelle E(X/ 3) (on note E(X/Z)).

Remarquons que E(X/ 3) est une fonction de Z, comme variable mesurable

par rapport a la tribu engendrée par Z.

{06y
Woe




Chapitre 01 Généralités.

L'espérance conditionnelle E(X/Z) est caractérisée par:
1. C'est une variable S-mesurable.

2. IE(X/Z)dszXdp ., VAeB
A A

1-2-4 Propriétés de 1'espérance conditionnelle:
1. Linéarité: soit a et b deux constantes,
E(aX + bY /G) = aE(X/G) + bE(Y/G).
2. Croissance: soit X et Y deux variables aléatoires telles que
X <Y, alors E(X/G) <E(Y/G)
3. Si Xest G-mesurable, E(X/G) = X.
4.  Si Yest G-mesurable, E(XY/G) = YE(X/G).
5. E(EX/G)) = EX).
6. Si Xestindépendante de G, E(X/G) = E(X).
7.  Si G est la tribu grossiére (composée de I'ensemble vide et de ),
EX/G) = E(X).
8. Si G et H sont deux tribus telles que H < G, alors
E(E(X/H)/G) = E(E(X/G)/H) = E(X/H)
9. Théoréme 1.9: Inégalité de Jensen.
Soit ¢: IR — IR fonction convexe, telle que ¢(X) est aussi intégrable,
alors o(E(X/G)) < E(p(X/G))
1-2-5 Loi conditionnelle:
Définition 1.10:
Soit (X, Y) deux variables aléatoires reelles.

La loi conditionnelle de X quand Y est la famille de lois sur /R (on note

u(y,dx)) telle que:

EfW(x)/Y=y] = [¥@u».

pour toute fonction ¥ borélienne bornée.

La propriété s'étend aux fonctions ¥ intégrables par rapport a u.

{07y
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Chapitre 01 Généralités.

Si on connait la loi conditionnelle, I'espérance et la variance conditionnelle
sont réduisent a des calcules d'espérance et de variance.

En effet:

+o0

E(X 1Y =y)= [xu(y.dv)

est I'espérance d'une variable aléatoire de loi u(y,dx), pour tout y.
Si (X,Y) a une densité f(x,y), on a:

f(x,p)dx
[ fCu,y)du

IR

u(y,x) =

Cas Gaussien:
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles est gaussien.
La densité conditionnelle de X a Y est une loi gaussienne d'espérance

linéaire en Y et de variance ¢ indépendante de Y.

Donc on a:
EX/Y) =aY+b = E(X) =aE®) +b
E(XY) = E(YE(X/Y)) = E(aY’) + bE(Y)
Ou
g= VXY : b=E(X)—aE(Y)
varY

¢= E(X*/Y)=[E(X /)] = E(X*)~E|aY +b)*]

Maintenant, si (X, Y) est un vecteur gaussien.
La densité conditionnelle de X a Y est aussi une loi gaussienne d'espérance

linéaire en Y et de variance ¢ indépendante de Y.

&




Chapitre 01 Généralités.

1-3- Processus stochastiques:
On va s'intéresser a des phénomeénes dépendant du temps.
Ce qui est connu a la date ¢ est rassemblé dans une tribu F,, c'est

I'information a la date t.

1-3-1 Filtration:
Définition 1.11:
On appelle filtration la famille croissante de sous tribu de F, c'est-a-dire

F, c F, pourtout ¢ <s.

La filtration est continue a droite au sensou F, = [ F,

s>t

Une filtration G est dite plus grosse que /' Si F, < G,, V¢

1-3-2 Processus:
Définition 1.12:
On appelle processus stochastique la famille de variables aléatoires

(X, t € [0,00]) définies sur le méme espace de probabilité.

Un processus stochastique (X, ¢ € [0,00[) est dite adapté par rapport a une
filtration F, si X, est F,-mesurable pour tout ¢.

On dit que le processus est continu si les applications ¢ — X,(w) sont
continues pour presque tout w.

On associe la filtration naturelle . pour le processus stochastique X, c'est-

a-dire la famille croissante de tribus " = o {x , s < ¢}

Définition 1.13:
On appelle processus prévisible si et seulement si 'application(t, w)—X,(w)

est mesurable par rapport a la tribu des prévisibles (la tribu sur (0,00)xQ

engendrée par les rectangles de la forme: [s,¢]x4,0<s<t, A€F,

{09p
We



Chapitre 01 Généralités.

Soit X, Y deux processus:
¢ X Y sont égaux a une modification prés si X, =Y, p.s V¢ .

¢ XY sont €égaux en loi X loi Y si pour tout (¢;, &, ..., #,) et pour tout n,

on a

(X, X, ow X, ) loi (Y,,Y, .7, ).

- Y Y,
Processus croissant:
On appelle processus croissant le processus 4 = (4,, £=0) tel que:
Ay = 0 et t — A, est une fonction croissante, c'est-a-dire
A,w) <Ay(w), Vit<s p-S
Processus gaussiens:
Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X, >0)

est une variable aléatoire gaussienne, c'est-a-dire si
n
Vn,Vt, Va,, D> aX,
i=1

est une variable aléatoire gaussienne.
Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa variance.
Processus de Markov:
Définition 1.14:
Un processus est de Markov si son comportement dans le futur ne dépend
du passé qu'a travers le présent.
Soit X un processus et (F;) sa filtration canonique.
On dit que le processus est de Markov si, pour tout t, pour toute variable
bornée Y € F,, 1'égalité:
E(Yo0,/F,)=E(Yo0,/X,)
Ou @ est l'opérateur de translation défini sur les applications coordonnées

par X,00, = X, .

&



Chapitre 01 Généralités.

Définition 1.15:
Pour toute fonction bornée f définie sur IR", pour toute n, pour tous
1<t<...<t,:

E(f(X,00 s X rrsos Xoo V)= E(f(X o X e X0 ) X))

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée:
E(f(X)/F) =E(f(X)/X), Vt>s
On appelle processus de Markov forte si la propriété précédente est vraie

pour tout couple de temps d'arrét finis 7, S avec 7>S.

1-4- Martingales et temps d'arrét:
1-4-1 Martingales:
Soit (©Q,F,P) un espace de probabilité¢, muni d'une filtration (F}) .
a/ Cas discret:
Définition 1.16:
Une suite de variables aléatoires réelles (X,,n €IN) est une F,-martingale si:
@® X, estintégrable, V n € IN
@ X, est F,-mesurable, V n € IN
® EX,.,/F,)=X,,YneIN
Propriétés 1.17:
» E(X,.p/F)=X, VnelN /VpelN.
> Si X, = Y, tY,+...+Y, ou les Y; sont des variables aléatoires
indépendantes centrées, X, est une martingale.
> Une famille des vecteurs (S, , n>0) telle que S, est a valeurs dans /R’

est une martingale, si les familles (S 1€ N gont des martingales

Vi, I<i<d

&
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Chapitre 01 Généralités.

b- Cas continu:
Définition 1.18:

Une famille de variables aléatoires (X,,ze[0,o]) est une martingale par

rapport a la filtration ()5 si:
@ X, est Fi-mesurable et intégrable pour tout ¢.
@ EX,/F)=X,,Vs<t,.
Propriétés 1.19:
> Si X est une martingale £(X)) = E(X,), V't
» Si (X, t<T) est une martingale, X; est complétement déterminé par sa
valeur terminale:
X, = E(Xy/F)
Cette propriété est d'un usage tres fréquent en finance.
Définition 1.20:
Une famille de variables aléatoires (X,,ze[0,:0[) est une sous martingale
(resp surmartingale) par rapport a (F) 9 si:
@ X, est Fi-mesurable et intégrable pour tout ¢.
@ EX,/F)>X,),Vs<t. (respEX/Fy)<Xy)
Propriété 1.21:
> Si X est une martingale, alors X est une sous martingale.
» Si X est une martingale et 4 un processus croissant, X+A4 est une
sous-martingale.
Proposition 1.22: Inégalité de Doob.

Si X est une martingale continue,

E(sup Xf) <4£(x})

s<T

&




Chapitre 01 Généralités.

1-4-2 Temps d'arrét:
Définition 1.23: un temps d'arrét.
On appelle temps d'arrét la variable aléatoire 7 & valeur dans /R U {+ o}

telle que {r < tjeF,, Ve R

Exemple 1.24:

Une constante positive est un temps d'arrét.

On associ¢ a un temps d'arrét 7 la tribu F; dite des événement antérieurs a z,
définie par:
F.={deF,/An{r<t}e F,Yte IR}
Propriétes 1.25:
» Si Tun temps d'arrét alors T est F'-mesurable.
» SiSet T sont des temps d'arrét, SAT est un temps d'arrét.
En particuliére 74¢ est un temps d'arrét.

» SiSet Tsont des temps d'arrét tels que S<7, alors I, < F; .

» Siun processus X est continu et adapté, X7 est F-mesurable.
Théoreme 1.26: Théoreme d'arrét
Soit 7 un temps d'arrét et M une (F,)-martingale, le processus Z défini par
Z; = M,,r est une (F,)-martingale et E(M,,7) = (M,).
Théoreme 1.27: Théoreme d'arrét de Doob
Soit M une (F,)-martingale continue et si S et 7' sont deux temps d'arrét tels
que S < T <k (k une constante finie), M, est intégrable et:
EM7/Fs) = Mg
S'étend ce résultat pour tous les temps d'arrét si la martingale est
uniformément intégrable.
Proposition 1.28:
Si pour tout temps d'arrét borné¢ E(X7) = E(X,), le processus X est une

martingale.

I3
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Chapitre 01 Généralités.

Remarque 1.29:

Si E(X7) = E(X,) pour tout ¢, le processus X n'est pas nécessairement une
martingale.

Une martingale locale positive est une surmartingale.

Une martingale locale uniformément intégrable est une martingale.

1-5- Mouvement Brownien:

Le mouvement Brownien joue un réle fondamental dans de nombreux
domaines.
I1 fut introduit par Bachelier en 1900, pour des applications a la finance et a
de nouveau, a l'heure actuelle, un role important en mathématiques
financicres.
En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement
Brownien par l'intermédiaire de 1'équation de la chaleur et relie ainsi le
mouvement Brownien et les équations aux dérivées partielles de type
parabolique.
La méme année, Smoluchowski décrit le mouvement Brownien comme une
limite de promenades aléatoires.
Soit I'espace de probabilité (Q,F,P) et le processus (B, t>0) sur cet espace.
La définition plus usuelles du mouvement Brownien est la suivante.
1-5-1 Définition:
On appelle mouvement Brownien (standard) le processus (B, >0)
satisfaisant aux propriétés:

¢ Le mouvement Brownien est issu de I'origine, c'est-a-dire:

P(By=0) = 1.
¢ Le mouvement Brownien est un processus a accroissements
indépendants:

Vs < t, la variable BB, est indépendante de la tribu du passé avant s,

soit o(B,, u <s).

o
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Chapitre 01 Généralités.

¢ L'accroissements de mouvement Brownien est une variable aléatoire
réelle de loi gaussienne, centrée de variance (7-s).
Il existe une approche classique du mouvement Brownien, qui consiste a
l'obtenir comme limite de marches aléatoires.
1-5-2 Théoreme: Théoreme de Donsker:
Soit (X,),>; une famille de variables aléatoires réelles indépendantes
identiquement distribuées avec E(X,) = 0 et E(X])=1

Soit S, = 3 X, avec Sy = 0. (E(S,) = 0 et V(S,) = n).

P
" 1

Les processus des sommes normalisées Y. = ﬁS ] (ou[nt] désigne la

partie entiere de nf) converge en loi, en tant que processus, vers le

mouvement Brownien.

On considére toujours des mouvement Brownien ayant des trajectoires

continues et qui sont nuls au temps (. On appelle souvent un tel processus

un mouvement Brownien standard.

1-5-3 Propriétes:

Soit (B, t > () un mouvement Brownien et F, = ofB,, s<t} sa filtration

naturelle.

1-5-3-1 Proposition: Processus gaussien

Le mouvement Brownien est un processus gaussien centré (E(B;) = 0)(pour

tout ¢), de covariance min(s,z) (Cov(B,By) = sAf).

Démonstration: Le caractére gaussien résulte de ) a,B, = )b, (Bm1 — Bt,)
i=0

i=0

avec a, = b, —b,,,,i <n-1,a, =b,.La covariance est égale a E(B; B) car

i+1>°
le processus est centré.
Si s <t, E(BB,)=E((B, — B)B, + B;’)=E(B, — B)E(B,)+E(By’)=s , c'est-a-

dire cov (B, ,By)=sAt =5

)f‘l’/?kk
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1-5-3-2 Propositions:
Soit (B, ¢t > 0) un mouvement Brownien, alors

< W', = - B, est un mouvement Brownien.

< W', = 1/c B est un mouvement Brownien.

« W,=tB;,, Vt>0, W'=0 estunmouvement Brownien.
1-5-3-3 Propriété de Markov:
On considére un mouvement Brownien B sur l'espace (QF,P) et la
filtration (F,)>p qu'il engendre.
Puisqu'il est a accroissements indépendantes, la variable B, B, est
indépendante de la tribu F.
Théoréme 1.30:
Pour chaque fonction f borélienne bornée:

E(f(B,)/F)=E(f(B,)/o(B,) pour u>t
Définition 1.31:
Un processus(X,)s¢ est un processus de Markov si, étant donné la filtration
(F )., engendrée par le processus, celui-ci vérifie la propriété de Markov,
a savoir que pour tous s, £>0 et pour tout fonction f borélienne bornée:

E(f(Xp, )/ F")=E(f(X;, )/ X))

Proposition 1.32: Propriété de Markov forte.
Soit 7un temps d'arrét a valeurs finies.

On a alors.
E(f(Br.,)/ F, )= E(f(Br,,)/ o(B,)).
En particulier, pour tout temps d'arrét fini 7, le processus B,y - Br est un

mouvement Brownien indépendant de F7r.

&
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1-5-3-4 Propriéte de martingale:

Propositions 1.33:

Soit (B, ¢t > 0) un mouvement Brownien standard et F; la tribu engendre

par B,

1. Le processus (B, t > () est une martingale.

2. Le processus (B?-t, t > ()) est une martingale et la réciproque est vraie
(c'est-a-dire si X est un processus continu tel que X et (X?-¢,¢ > 0) sont
des martingales alors X est un mouvement Brownien).

3. Soit B; et B, deux mouvements Brownien indépendantes. Le produit

B;B; est une martingale.

4. Le processus (exp(c B, —%azt),t > 0) est une martingale, pour tout o réel,
et la réciproque est vraie (c'est-a-dire si X un processus continu tel que
(exp(o B, —%O'zt),t >0) est une martingale, le processus X est un

mouvements Brownien).
Démonstration:
En utilisant I'indépendance des accroissements du mouvement Brownien et
la définition de martingale (c'est-a-dire si s < ¢, B,-B; indépendante de F; et

E(B/F,) = By)) avec les propriétés d'espérance conditionnelle.

Définition 1.34:
On dit que B est un (F,)-mouvements Brownien si B et (B~t, t > ()) sont des

(F)-martingale.

&
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1-5-4 Intégrale de Wiener:
1-5-4-1 Définition:

Soit L%(IR") I'ensemble des fonctions boréliennes f de IR" dans IR de carré

intégrable telles que J'| f (s)|2 ds < o .(c'est un espace de Hilbert pour la
0

norme || /||, = (sz(s)ds)%.)

a/- Fonction en escalier:

Onpose [ f(s)dB, =B(v)-B() pour [ = 1},
0

Soit f une fonction en escalier, on pose

J£()dB =3 fi (B(t) = B(1.)
La variable aléatoire 7( f ) def T f(s)dB , est une variable gaussienne

d'espérance nulle et de variance j f*(s)ds (car B est gaussien et centré).
0

b/- Cas genéral:
En analyse, si f € L*(IR"), il existe une suite f, de fonction en escalier qui

converge dans L%(IR") vers f:
[lf, -l yae —=>0
Dans ce cas, la suite f, est de Cauchy dans L%(IR").

La suite de variable aléatoire F, = j f.(s)dB, estune suite de Cauchy dans
0

I'espace de Hilbert L2(Q), donc elle est convergente.

I3
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On pose:
F, def [ f(s)dB, =lim [ f,(s)dB,

La limite ne dépend que de f et non de la suite f,.
On dit /(f) l'intégrale de Wiener de f par rapport a B.
1-5-4-2 Propriétés:

¢ L'intégrale est linéaire, c'est-a-dire:

I(f+g) =1(f) + 1(g)
¢ L'intégrale est isométrique de L3(IR"), c'est-a-dire la norme de I(f)

est égale a la norme de f =
o = Elary] e |7 = Ifz(s)ds
E(I(/)I(g)) = If(s)g(s)ds
¢ Sif eL*IR"), pour tout ¢, la variable /(f) vérifie:
E(Btzf(s)st) - if(s)ds

1-5-4-3 Processus lié a I'intégrale stochastique:
Soit f € L¥(IR"),

[r(syaB, def  [1.(5)f(s)dB,

2

T
De méme fagon [[f(s)] ds < «,VT, ce qui permet de définir l'intégrale
0

stochastique pour une grande classe de fonctions (on note L ).

loc
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Théoreme 1.35:
Soit fe L w et M, = If(s)st
0

& Le processus M est une martingale continue.(d'espérance nulle et de

variance j f 2 (s)ds )

& Le processus M est un processus de gaussien centré de covariance

tAs

2 ‘ . : y
J S 7 (u)du aaccroissement indépendants.
0

& Le processus (M, — j f*(s)ds, t>0) estune martingale.
0

& Si fetgsontdans L « ,ona

tAs

E( fayas, [gyds,) = [ f(g)du

1-5-4-4 Brownien géométrique:
Définition 1.36:

Soit B un mouvement Brownien et b, o sont constants, le processus
|
X,=X,exp(b - 50' )t + 0B,

est appelé Brownien géométrique.
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Chapitre 02 Intégrale stochastique.

On se donne un espace (Q,F,P) et B un mouvement Brownien sur cet

espace. I, = o(B,, s<t) sa filtration naturelle du mouvement Brownien.

2-1- Processus étagés (élémentaire):
On veut geénéraliser l'intéegrale de Wiener et définir j@s dB, pour des
0

processus stochastique 6.

Définition 2.1:

On appelle processus étagé (ou élémentaire) (6,))<<r, S'il existe une suite de
réels ¢, 0=t,<t,<...<t,=T et une suite de variable aleatoire & telles que &, est

F-mesurable et bornée, un processus de forme:
0,(w)y=23 6,(w)l, | ou
j=1

1 si se[t-,t- ]
l[tj,tjﬂ] = {0 si non] "

I'intégrale stochastique de & est alors par definition le processus continu

(1(0),),  définirpar: 1(6), = Tas g, =30, -5 )

OnaE(l(§)) = 0et var( 1(0),) = E([ 07 ds).

On obtient: 1(0), = jas dB y Hj(Bt/.A, - B,Hm)
0

Jj=1

Ce qui établit la continuté de I'application ¢ — I(9),.

Si T}, 0<T,<....<T, est une suite croissante de temps d‘arrét,
O, (w) = Z 0,11 [r, ..1, ](S)
j=1

on définit alors:

=

1(0), = jes dB . 0,8, . -8 )
0

Jj=1

2%
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2-2- Generalisation:

On peut prolonger la définition de l'intégrale de Wiener a une classe
plus grande de processus (on perd le caractere gaussien de l'intégrale, ce
qui est déja le cas pour de processus étage).

Les processus étagés appartient a I” ( I lI'ensemble de définition des
processus caglad de carré intégrable c'est-a-dire appartenant a L*(@QxIR")
tel que les processus & adaptés continus a gauche limités a droite, (F,)

adaptés et

o] def E(T 02d)< o
0

on dit que &, converge vers @dans LA(QxIR") si
f

La définition de (), pour tous les processus dde I

On approche @ par des processus etages, soit & = lim ¢  ou

n—> ®©

K(n) -
01y . .javec 8 " e F,,lalimite étant au sens de L*(QxIR").
j=1

L'integrale jesdBS est alors la limite dans L?Q) des sommes
0

K (n)
Z "(B(t;,,) — B(¢;)) dont I'espérance est zéro et la variance:

]=

K (n
z j+1_tj))'

j=

On a alors:

E(j@s dB ) =0 etVar ([0,dB,)=E([07ds)
0 0 0

&
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On note:

10), = [0, dB def [6,1,(s)dB,
0 0
Si Gest étagé:

[6.aB. =Y 0,8, . -B..)

Plus généralement, si z est un temps d'arrét, le processus 1,  (¢) est

adapté et on définit

T@S dB | = j‘d\‘l[oj](s)dB

0 0

Propriétes 2.2:

On note A l'ensemble L,(@xIR’) des processus & adaptés caglad
verifiant:

E(j@f(s)ds)< w, VY t.

1. Soit &, & deux processus de A, on a:

j(aej +b02)dB | = aj@deS +bjef dB |
0 0

0

¥ a,b des constantes

2. Propriété de martingale:

Proposition 2.3:

Soit M, = [6,4B,,0U0 eA.

O ey ~

@® Le processus M est une martingale, a trajectoires continues.
@ Soit N, =([0,dB ) [0} ds.
0 0

Le processus (N, >0) est une martingale.

1%
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Chapitre 02 Intégrale stochastique.
Démonstration:

@ E(j 0,dB, )| F,) = j&udB ..Vt > s (lapropriété de martingale)
Ona:E(jeudBu)/FS)zo :E(j@udBu)zO
0 0
@E({(Jt.esst)z—j@fds}/Fs)=(j;t9u dBu)Z—fejdu
0 0 0 0
Ona:E({(jeudB L) - jeuzdu }/Fs)z 0 =

E[(f@u dB u)les} = E“@fdu /FS} donc

N

E({(j&sst)z —jejds}/Fs)z E({(j&u dB |)° —j@f du}/Fs)

0
n E({(Jéu dB ,)? ~ [ 07 du }/Fs) = ([6,dB,)" - [62 du
s s 0 0
Si I'on veut définir M, pour <7, il suffit de demander que 6 e I*(Qx[0,T))
T
c'est-a-dire E (j 02 dt) < o etque gsoitadapteé.
0

Sous cette condition, (M, ¢ <T) est encore une martingale.

Corollaire 2.4:
EM,)=0 et Var(M,) = jE{@S}Z ds
0
Si

M,=(6.dB et M =[¢p. dB_ olgp€ A

s

O ey ~
O ey ~
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t
Le processus M M, - jes @, ds estune martingale =
0

E([6,dB (¢ ,dB )-E([0,p, ds)=0
0 0 0
Il suffit de remarquer que
[0, +0,)dB, et (J(6,+9¢,)dB )" - [(8, +9,)" ds
0 0 0

sont des martingales.
Proposition 2.5:

Soit zun temps d'arrét et &un Processus F>-adapté tel que
E( j 02ds) < o
0
alors

E(jes dB ) =0 et E(jé’s dB)? = E(j@f ds)
0 0 0

Exemple 2.6:

Remarquons que l'intégrale stochastique d'Itd ne suit pas les regles du

calcul différentiel classique; en effet (7 ou B: un mouvement Brownien)

w2 ZjWS aw
0
W2 = 2jW AW+t = jW aw, =Y w2 -1
0 0

Puisque E(W2) =1t et E(ZJ.WS dw ) =0 par E(jas dw ) =0
0 0

En écrivant:

W[2 = 22 W’f(W1i+1_W[,')+Z (Wtr+1_Wti)2
i=1 i=0

{26%
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ou par définition:

jWS dw = lim Z w,.w, -Ww,)

0 i1
L'égalite

22 WtI(WtHl - Wtf) = Z (Wtil - Wtfz) - Z (WlHl - Wfi)z
i=0 i=0 i=0

vérifie
tW,dezl w2 — lim y w, —-Ww, 2}
Jwoaw, = 25w =i Y, )
= Lo} -1)
ou

lim > w, -w, ) =EW}) =t
i=0

En géneéral, si (6), processus adaptés caglad qui n'appartiennent pas

nécessairement a L%Qx[R), mais qui Vérifient pour tout ¢

t
jez(s,w) ds <o p.s, dans ce cas M n'est pas une martingale mais une
0

martingale locale et I'espérance peut étre nul.(On utilise souvent qu'une

martingale locale positive est une surmartingale)

Inégalite maximale: (Voir inégalité de Doob)

E (Sup (f@u dB ))) < 4E(ﬁ9u dBu} ) = 4]-E(9u2)du

s<T

&




Chapitre 02 Intégrale stochastique.

2-3- Processus d'1t6:
Définition 2.8:

On appelle processus d'lt6, le processus X'tel que p.s V¢ < T

X

t

:x+j)‘bs dS+.£.0S st

bS

ou b est un processus adapte tel que j ds existe (au sens Lebesgue) p.s
0

pour tout ¢, et oest un processus appartient a A.

On utilise la notation suivante:

dX , = b,dt + o ,dB,
Xy =x

Le coefficient b est la dérive, o est le coefficient de diffusion.

La décomposition d'un processus d'lt6 est unique, c'est-a-dire si
dX,6=bdt +o,dB, = bdt+G,dB, alors
b=b e oc=6
En particulier, si X est une martingale locale alors 5=0 et réciproquement.

On peut définir un processus d'lIté pour des coefficients de diffusion tels

que jaf ds < o .S, mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale
0

stochastique. La partie x + jbs ds est la partie a variation finie.
0

Si un processus a variation finie est une martingale, il est constant.

Eneffet, sidp=0, 47 = 2[ 4,d4, e E(47)=0
0

&
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Propriété 2.9:

SiceaA,ona

E(X,)= E(X,)+ IE(bs)ds et > s,
0
E(X,IF)=X,+ Ibu du + j‘au dB , + E(J‘bu du | F.) donc
0 0 s
E(X,IF)=X, +E([b,dulF,)

Si b=0, le processus X est une martingale continue.

La réciproque est vraie sous certaines conditions d'intégrabilité et de

t
mesurabilité, toute martingale continue s'‘écrit x + j¢s dB |
0

Intégrale par rapport a un processus d'Ito:
Soit X un processus d'Ito:
dX ,=b,dt + o, dB,

On a sous réserve de conditions d'intégrabilité:

jHS dX . def j@sbs ds + jHSGS dB |
0 = 0 0

Crochet d'un processus d'Ito:
Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que

E(Sup Z}) < ©.),

0<¢<T
S'il existe un processus croissant continu 4 implique que (Z%-4, >0) est
une martingale.
Le processus A4 est appelé le crochet oblique ou le crochet de Z.

Onnote: 4, = (Z,Z ), ouencore (z

&
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Nous avons établi que le crochet de Brownien est ¢ et que le crochet de
l'intégrale stochastique (M, = [0, dB,) est [ 67 ds
0 0

Le crochet de deux martingales locales continues est défini par:
(M, NY) = LM + N,M +N) (M, M) -(N,N))
c'est l'unique processus a variation finie tel que le processus MN — (M, N)

est une martingale locale.

Le crochet de deux intégrales stochastiques

t

X :x+jHSdBS , Yt:y+stdBS
0 0

est (x,v) = [H K, ds
0

Proposition 2.10:
Le crochet de deux martingales continues M et N est égale a la variation

quadratique de ce processus:
<M ’N>t = lim Z (M i1 M ti)(Nti+1 - Nt,')'
i=1

Il en résulte que si P et Q sont deux probabilités équivalentes, le crochet de
M sous P et sous Q sont egaux. On dit que deux martingales continues sont

orthogonales si leur crochet est nul, ou si leur produit est une martingale.

On étend la définition du crochet aux processus d'Itd, si deux processus
d'Itd dXi(t) = byt) dt + oy(t) dB,, i = 1,2 , leur crochet est par définition le
crochet de leur partie martingale. Cela tient a la proposition 2.10.

Nous en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens
corrélés: Si deux Browniens sont corrélés implique que leur crochet est ¢,
On caractérise le mouvement Brownien en disant que c'est une martingale

continue d'espérance nulle et de crochet z.

{30p
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On définit le crochet du processus d'lt6 comme étant le crochet de sa partie

martingale.

Le crochet de processus d'Itd X est 4, = (x), = [olds .
0

2-4- Formule d'lt0:

Soit X un processus d'lt6 de décomposition dX, = b, dt + o; dB..

2-4-1 Premiere forme:

Théoreme 2.11:

Soit f une fonction de IR dans IR, deux fois continlment différentiable,

alors

f(X)=f(X)+ ! f1(X,)dx, + %! F"(X.)o? ds
ou

if’(XS)dXS = ':[f’(XS)bS ds + j;f’(XS)gs dB.

Sous forme condensée

& (X,) = X)X+ 2 (X o de

df (X)) = f/(X,)b, dt + %f”(Xt)af dt + (X))o, dB,
Si on utilise le crochet:
& (X,)= £/(X)b,de + 2 (X )d (X)), + £(X,)or, a8,

La formule est facile a mémoriser en notant sa ressemblance avec la

formule de Taylor, sous forme:
a (X)) = £U(X)ax  + = f (X )Y dx

et la regle de multiplication:
dtdt=0, dtdB,=0, dB,dB,= dt

LIy
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Si f’et ¢ sont bornés:

L E(f(X,) = E(f(X,) + E{jw'(mbs +%f"(Xs)Gf)ds} -
E(f(X,) + {jE(f'(Xs)bs * %f"(Xs)Gf)dS}
2. E(f(X,)IF,)= f(XS)+E[j<f'<XU>bu + V(X ,)o k) du /Fs}

=)+ [E s, + 4 o), L

t

3. [B,aB, = L5 (B! -1)

0
Si X, = B, et F(X,) = B/Z on applique la formule d'ltd. On obtient

facilement:;

t

t
B! =2[B, dB  +1
0

4. dexp( X,)) =exp( X, 6)(dX , + %afa’t)
5. Laseule solutionde dS, = S,(u dt + o dB,) est
S, =xexp( X,) avec X, = (/J—%O'Z)I+O'Bt
Proposition 2.12:
Supposons que

X =X,+|b(X )ds +|o(X, )dB..
t 0 K K s
0 0

Ou b et o sont des fonctions de /R dans /R bornees.
Si f est une fonction d'échelle de /R dans IR de classe C? a dérivées bornées

et veérifiant:
Vx, b(x)f'(x)+ Yo 2(x) " (x) =0

Le processus f(X) est une martingale.

{32
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Démonstration:

La fonction f est déterminée, a deux constantes prés par les fonctions b et o
par: f(x) = jexp( —2jb(v) lo2(v)dv)du

On peut affaiblir la condition sur la bornitude des dérivees qui n'est utilisée

que pour assurer I'existence des intégrale et la propriété de martingale.

2-4-2 Fonction dépendant du temps:
Théoreme 2.13:
Soit f une fonction définie sur /R, xIR, deux fois différentiable en x et une

fois différentiable en ¢, on a

SX) = FOX)+[ £, (s, X, )ds + [ f', (s, X,)dX |

+%j.f"xx (s,X,)o%ds
ou
[ X)X, = [ £ (5. X )b ds +] £, (5. X )or, dB,

On note
ar (0.x) = x )+ Y5 5 x o Jar
YLK Yo, dX = (X)) dr
X o dx  + Vo (X ,)d(X),

&
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Exemples 2.14:

1. Soit X un processus tel que:

X, =X, +Jb(s,XS)ds +I0'(S,XS)dBS
0 0

Si f est une fonction de /R, xIR dans IR telle que of’, est bornée et
£rEx)+ b x) £ (6x) + Yot (6x) £ (tx) = 0
Alors (f(t.X,), £=0) est une martingale.
L'opérateur L définir sur les fonctions de C* par:
LOf)tx)=b(tx) 1, (6,2) + Yook (%) . (¢, )
est le générateur infinitésimal de la diffusion.
Si
LX)+ b x) [ (6x)+ Yoo (60 1" (6x) = 1f (8,%) ©)
Alors (exp(-rt) f(¢, X,),t > 0) est une martingale.
Dans ce cas:
exp(-rt) f(t, X,) = E(exp(=r1) f (T, X ;)| F})
Si f vérifie f(T,x) = h(x) et solution de (3), on a
exp( —rt) f(t,X,) = E(exp( —rt)h(X )/ F,)
2. Soit X un processus tel que: dX, = X,(rdt + o dB,) Ou r et o sont des
constantes. Alors le processus (e” Xz, £>0) est une martingale.

On remarque que:

die" X)=e" X,0dB

die" X)=dX,e" —rdte” X,=e" (dX,—rX, dt)

et vérifié les conditions d'intégrabilité.
La solution de dX, = X,(r dt + o dB,) est:

X =xexp((r —%02)t+ oB,)

On dit que X est un Brownien géometrique.

&b
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Chapitre 02 Intégrale stochastique.

3. Soit X un processus tel que dX, = X(b(t) dt + o(t) dB,) ou b et o sont

des fonctions. X est dit Brownien géométriqgue a coefficient

déterministes, alors le processus (exp( —J-b(s)ds)Xt, t>0) est une
0

martingale.
Cas multidimensionnel:
Théoréme 2.15:
Soit (X;, i =1,2) deux processus d'lto tels que dX;(t) = b,(t) dt + oi(t) dB;
Soit f une fonction de /R? dans /R de classe C? on a
df (X1(0),Xx(1) = f'1(X1(0),X(1) dXi(1) + f'2(X1(0),X2(0) dXo(1) +
12(1"110°0(0) + 2 f"12 01(8) 02(8) + ["22 0%2(8)) (Xi(2),X2(1)) dt
Ou f'; désigne la dérivee par rapport a x;, i =1,2 et f"; la dérivee seconde
par rapport a x; x;.
Sous forme condenseée:
2
df(XlaXz)(t) = Zfl(Xl(t)aXz(t)) dXi(t) +
i=1
1
EZ (X, @), X, () o, 0, dt
i, j=1
Proposition 2.16: Formule d'intégration par parties.

Soient X, et Y, deux processus d'lt6 tel que:

X, = X0+J.bl(s)ds +.[O'1(S)dBS
0 0

t

Y

t N

=Y, + Ibz(s)ds + J-az(s)dB
0 0
Alors XY, = XY, + [ X, dY, + [V, dx +(X,7),
0 0

Avec <X,Y>t= oc,(s)o,(s)ds

O ey ~

d(X)Y)=XdY +YdX, +o,(t)o,()

{5y
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Chapitre 02 Intégrale stochastique.

La formule d'Itd montre que:

t t
X! =x§+2[ X, dx +[of(s)ds
0 0
Y2 =Y¢ +2[Y, dY, + [0} (s)ds
0 0
(X, +7,)" = (X, +7,)° +2[ (X, +Y,)d(X, + ¥,) + [(0,(s) o, (5)) ds
0 0

En faisant:
(X, +Y) =2XY,+ X} +Y}

Avec

t t t
XY, = XY+ [ X, dV, + [Y dX, + [o,(s)0,(s)ds
0 0 0

2-4-3 Formule d'1t6 multidimensionnelle:
La formule d'lItd se généralisé au cas ou la fonction f dépend de plusieurs
processus d'lItd et lorsque ces processus d'ltd s'expriment en fonction de

plusieurs mouvements Browniens.

2-4-3-1 Cas Browniens indépendants:
Théoréme 2.17:
Soit (X;, i =1,2) deux processus d'lt6 tels que:
dXi(t) = by(t) dt + oi(t) dBy(1)
Ou B; et B, sont deux Browniens indépendants. On a
df(Xi(1).X>(1) = f'1(X1(1),X2(1) dXi(1) + [2(Xi(2),Xo(1) dXo(2) +
172 ( f"11(Xi(0). X2(1) o°1(1) + ["22(Xi(2). Xo(1) 07°2(1) ) dt.

&



Chapitre 02 Intégrale stochastique.

Dans le cas générale (plusieurs Browniens indépendants), soit (X,#>0) un

processus d'Itd multidimensionnel de composantes (X;(z), i<n)

dX | u, Vit Vip - - Vi, dB |

X , u, Vo1 Voo - - Va, dB ,
= dt +

_dX n | _un_ _Vp,l vP,Z ' ) prp_ _dB P |

Soit f une fonction définie sur IR xIR" de classe C"*, alors:
df(t’Xz) =/ (tin)dt + Z S/ (l‘,X[)dXi(l‘)—i—
i=1

1S .,
_Z f if (t’Xt)dXi(t) X ,'(t)
2 4 L .

Ou I'on utilise les conventions d'écriture:

dBldszéljdf s dBleZO s dtdt =0

2-4-3-2 Cas Brownien corrélés:
Théoreme 2.18:
Soit (X;, i = 1,2) deux processus d'lt6 tels que
dXi(t) = bi(t) dt + oi(t) dBi(1)

Ou B; et B, sont deux Browniens de corrélation ¢

Ona
df (Xi(1),X2(1) = f'1(X1(1), Xo(1)) dXi(t) + f2(Xi(1), Xo(2) dXo(t) +
1722 ( f"1(Xi0).Xx(1) 021(1) + 2 f"12(X1(2).Xa(1) ¢ 01(2) 02(1) +
f"22(X1(1),X5(1) 0%3(1) ) dt.
Ou
dB;dB; = ¢ dt

LBy
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Chapitre 03 Equations Différentielles Stochastiques

Soit b et o deux fonctions de /R <IR" & valeur réelles données.
On se donne également un espace de probabilité (Q F,P) muni d'une
filtration (F,) et B un processus de Wiener définir sur cet espace de

probabilité filtré.

3-1- Définition:
On appelle equation différentielle stochastique une équation du type

suivant:

X,:x+jb(s,XS)ds +Jt.a(s,Xs)st (4)

ou la seconde intégrale est une intégrale stochastique. (tous les termes b, o;
x sont donnes)
(4) sous forme condensée:
dX , =b(t,X,)dt +o(t,X,)dB,
{Xo =X

et I'inconnu est le processus X.

Le probléme est de montrer que, sous certaines conditions sur b et o,
I'équation différentielle a une unique solution (comme pour une équation

différentielle ordinaire). Donc la solution est un processus X continu (F,)-
adapté tel que les integrales Jb(s,XS)ds et ja(s,Xs)dBS ont un sens et
0 0

I'égalite (4) est satisfaite pour tout t, avec

t

“b(s,Xs)

0

t
ds < oo et |O'(S,XS)
0

dB <o p.s

&




Chapitre 03 Equations Différentielles Stochastiques

3-2- Théoreme d'existence et d'unicité:
Théoreme 3.1:
On suppose que:

» Les fonctions b et o sont continues.
» |l existe k tel que pour tout 1 ¢ [0,7],x € IR, y € IR
©) ‘b(t,x) — b(t,y)‘ + ‘O'(t,x) - O'(t,y)‘ < k‘x - y‘
@ p(t,x)]" +|o (6, x) < k2(@+|x|)
» La condition initiale X, est indépendante de (B, r>0) et est carre
intégrable.
Alors il existe une unique solution de (4) a trajectoires continues pour ¢<T.
Cette solution vérifie:

E ( Sup |XS2)<oo

0<s<T

L'unicité signifie que si(X,) et(Y,) sont deux solutions de (4),

0<t<T 0<t<T

alors:

VOLt<T, p.s X =Y

t t

Ce théoreme se généralise au cas de processus a valeurs dans IR".

Théoreme 3.2:

Soit & une fonction borélienne de ]0,+w [dans lui-méme telle que l'intégrale
de (8" au voisinage de zéro diverge (par exemple 5(x) = v/x )

Si |o(s,x)~-o(s,»)]° <6(x~- y|) et b est Lipschitzienne, soit
b (s,x) - b(s,»)| < k,|x— y| pour tout x, y € IR et s<t, il existe une

unique solution de (4)

&
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3-3- Propriété de Markov:

La propriété de Markov pour un processus(X,) _signifie que le
comportement futur de ce processus aprés t dépend uniguement de X, et
nom de ce qui S'est passé avant z.

On dit qu'un processus (X,) veérifie la propriété de Markov par rapport a la
filtration (£,) _, pour le quelle il est adapté, si pour toute fonction f

borélienne bornée et pour tous s et t, tels que s<t:
E(f(X)IF)=E(f(X,)]X))

Soit (X*,s > t) lasolution de:

t

X, = z+Ib(s,Xs)ds +IG(S,XS)dBS
0 0

partant de x & l'instant t et X* = X%~ la solution de I'équation partant de x

a l'instant 0.

Donc (X[*,s > t) vérifie:

u

X! =x+ jb(u,le’x)du + ja(u,le’x)dB

Lemme 3.3:

Sous les conditions du théoréme d'existence, si s>t
X0r = x5 p.s
En particulier si:
X! = x4+ [b(X[)du + [o(X[")dB,
on obtient un processus de Markov homogeéne.
E(f(X,)IF)=E(f(X)X,)=¢(s.t,X,) =w(s—1,X,).
ou #(s.t,X,) = E(f(X]") = E(f (X))
w(u,x)=E(f(X,"))

a1
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Théoreme 3.4:

Soit (x,) . un processus sous forme:
X, = Z+J.b(S,XS)dS +IO'(51XS)st
0 0

c'est un processus de Markov par rapport a la filtration (E)tzo de mouvement

Brownien B.

Plus précisément, on a pour toute fonction borélienne bornée f:
E(f(X)IF)=E(f(X)X)=¢(tsX,) ps

Ou

¢(t,s, X)=E(/(X7) , t=s

3-4- Théoréme de comparaison:

Théoreme 3.5:

SoitdX (¢t) = b(X,(¢))dt + o (X,(¢))dB, , i =1,2 ou b; est Lipschitzienne et
o (x) — o (»)]" < k|x - »|. On suppose X,(0) > X,(0) et b,(x) = b,(x)

alors x,(t) > X ,(1)

3-5- Exemples:

t

al La martingale exponentielle X (1) = e?e 2 est un processus qui
satisfait a I'équation:
dX, = X(x)dB(t).

1

(pour démontrer on utilise la formule d'Ité pour F (¢, x) = e*e 2)
b/ Proposition: Martingale exponentielle.

Soit @ € A et Z, une constante. La solutionde dZ, = 6,Z, dB, est

Z,=2Z,exp(] 0, dB, —%jef ds)
0 0

a7
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T
Si la condition de Novikov | E (exp( %jef ds)) < o | est Vvérifiée, le
0

processus (Z, t<T) est une martingale d'espérance Z,.
Démonstration:
Par définition, Z est une martingale.

On utilise la formule d'Itd pour vérifie que
t 1 t
— _ = 2
Z, —Zoexp(_([é’s dB 2!& ds )
est solution de I'équation proposée: dZ, = 0,7, dB,

Ennotant v, = 0tds (= Z, = Z,e"")

[S) ———

0.dB -

s

N | =
<) S——

Alors dU, = 6,dB, - %efdt d'ou

dZ, = Zye" (dU, + Y507 dt) = Zye" (0,dB, - Y507 dt + 1507 ar)
= Z,e"" (0,dB)) = dZ,=0,Z,dB,

Le processus Z, noté & (6B), , est appelé I'exponentielle de Doléans-Dade

de @B. C'est une martingale locale positive si Z,>0.

Il est plus delicat de vérifier que c'est une martingale. Sous condition de

Novikov, (Z, t<T) est une martingale. Si non, c'est une martingale locale

positive, donc une surmartingale et E£(Z,)<Z,.

Si la condition de Novikov n'est pas Vvérifiée, on a

Lemme 3.6:
Soit f telle que |/ (¢, x) — f (¢, y)|< clx — y| et Sup |f'(5,0)| < ¢
Alors

jf(S,BS)dBS _%j.f(S,BS)Z ds

est une martingale

&
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c/ Processus d'Ornstein-Uhlenbeck:
Soit Y (t) = o exp( _at)jexp( as)dB ou >0, oelR fixé, pour tout >0.
0

Vérifie: dY,= —a Y (t)dt + o dB,
Démonstration:

On utilise la formule d'Itd pour F (¢,x) = e “.x,0na
E(r) = aj.e”” dB
0

est un processus d'ltd avec d&(t) = o e™ dB,

dY (1) = —ae “'E(t)dt + oe”'e " dB,

dY (1) = —ae ®'o

O ey ~

e“"dB . dt + o dB,

dY = —aY(t)dt +o dB,

3-6- Equations différentielles stochastiques linéaires:

Comme avec des équations ordinaires linéaires, la solution générale
d'une equation stochastique linéaire peut étre trouvée explicitement.
La méthode de solution implique également un facteur d'intégration ou une

solution fondamentale d'une équation homogéne associée.

La formule générale d'une équation stochastique linéaire scalaire est:

dX, = (a,() X, +a, () dt + (b,() X, +b,(t)) dW, (5)
oua,,a,,b,,b, sontdesfonctions du temps 7. S'ils sont mesurable et
borné sur un intervalle 0<¢<T.

Quand 4,(r) = 0 et »,(r) = 0, (5) réduire au équation différentielle
stochastique linéaire homogene:

dX , =a,(t)X,dt + b, (t) X, dW, (6)

{4z
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Evidament X, =0 est une solution de (6).

Quand b, (¢) = 0 dans (5), I'E.D.S.(équation différentielle stochastique) a la

forme:
X, =(a, ()X, +a,()dt +b,(t)dW, (7)
L'équation homogene obtenue a partir (7) est alors une équation ordinaire:
dX
L= )X
- ()X, (8)

et sa solution fondamentale est:
$.., = exp( [a,(s)ds)

Cette solution fondamentale satisfait la condition initiale ¢, =1

On applique la formule d'I1t6 a la transformation U (¢,x) = ¢,‘,,10 x et la

solution X, de (7), nous obtenons:

-1

d
d(¢t_,t10Xt): d;’lo Xt+(a1(t)Xt+a2(t))¢t_’tlo

+ b, (), dW , = a,(t)p . dt +b, (1) AW,
Car

dé .,

dt = _¢zzoa1(t)

La partie droite de
d(¢. L X,)=a,(t)¢ ) dt +b,(e)p} dw

est composee des fonctions connues de t et de w, et peut étre intégré pour

donner:

¢1X;=¢JWX%+JaAw¢;ch+jb(w¢1dW

&
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Comme ¢, ', = 1, on obtient:

X, =4, (X, + jaz (s)gzﬁs_j0 ds + j-bz (s)¢5s_j0 aw ) 9
ou
b, =exp( [a,(s)ds) (10)

3-6-1 E.D.S. linéaires: Bruit additif.
Coefficients constants: homogeénes.
dX, =-a X, dt+oc dW,

t
X, =e " (X, + Jje“ dw )
0

Coefficients constants: non homogenes.
dX , = (aX ,+ b)dt + cdW (t)

X, =e"|l X, +£(1—e“t)+cJ‘e‘” aw
a 0

t

Coefficients variables:
dX , = (a(t) X, + b(2)) dt + c(t)dW (t)

X, =g (X, o+ [0 b(s)ds + [g 7 e(s)aw )

to

ou la solution fondamentale est:

t

4., =ep( [a(s)ds)

to

&
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Equations Différentielles Stochastiques

Exemple 3.7:

Soit

dx :(%X, +b(1+t)2jdt +b(+1)* dw,
+

b(t) =c(t) =b(1+1)?

La solution fondamentale est:

et la solution

- -2

- -2

- -2

- -2

- -2

6o = o0( [als)ds) = exp( [ ——av)

to

— exp( 2In(1l++; ) = {1+t}

0 1+ ¢,

générale est:

} j[1+ts} b(s )ds+j[1+t°}20(s)dWs)

(X, + j[“t } b(L+ 5)? ds +j[l++ts} b+ )2 dW )

~

(X, + j[1+ t, P bds + j[1+ to Foaw )

to )

(X, + b+t F[ds+ b+, F[am,)

to to

(Xto +b[1+to]z(t_t0)+b[1+t0]2(Wt _Wto))

X, +bl+tf(w, -w, +1t-1t)

&
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3-6-2 E.D.S. linéaires: Bruit multiplicatif.
Coefficients constants: homogenes.
dX, =aX , dt + bX , dW,

X, =X exp((a- %bz)t +bW,)

Les deux exemples important sont:

1/'a:;— : b =1 2I- ¢ = 0 : b = 1

Coefficients constants: non homogeénes.
dX, =(aX,+c)dt+ (bX, +d)dW,

X, =¢,|Xo+(c—bd)[g ds +d[p W,
0 0

avec la solution fondamentale est:

4, = exp(( a —%bz)t+ B )

Coefficients non constants: homogeénes.
dX,=a(t)X,dt +b(t)X,dW,

X, = X, exp( j(a(s) - %bz(s)) ds + j.b(s)dWS)

Coefficients non constants: non homogenes.

dX,=(a(t)X, +c(t))dt+ (b(t) X, +d(¢))dW,

X, = g, (X, + [0 (cs) = b(s)d (s ds + [ d(s)aw,

to to

avec

¢t,to = eXp( J.(a(s)—%bz(s)) ds + Jb(S)dWS

to

8%
WSS



Chapitre 03 Equations Différentielles Stochastiques

Exemples 3.8:
al- Soit a, «, b, g quatre constantes réelles et Soit x e IR

On considere I'équation différentielle stochastique suivante:

dX , = (a+a X,)dt + (b+ pX,)dB,
Xy, =x

cette équation admet une solution unique car s(¢,x) = a + ax €t o(t,x) =b+ fx

sont Lipschitziennes et ont une croissance linéaire.
Ona

X, = x+ j(a +aX )ds + j(b + X ,)dB
La solution de I'équation vérifie E(Sug X <w
Soit m(z) 'espérance de .X; et en posant:
m(t) = E(X,) = x+ j(a + am(s)) ds
0
La fonction m est dérivable et vérifie m'(t) = a + am (¢t) . Compte tenu de
la condition initiale m(0) = x, la solution est

m(t) = (x + —)e” - =
(24 (24

La formule d'It6 conduit a:
d(X?)=2X,(a+aX,)dt +2X,(b+ BX,)dB, + (b+ pX,)dt

en admettant que l'intégrale stochastique est une martingale et en posant
M (1) = x>+ 2[ (am (s) + aM (s)) ds + [ (b + B* + 2bBm(s)) ds
0 0

Cas particulier 1

Soit (v,) _l'unique solution de I'équation précédente quand a = b = 0
verifiant v, =1. Ona dY, = Y,(a dt + p dB ,) dont la solution est
(Brownien geométrique)

Y, =exp(( « —%ﬂz)t+ B B))

9%
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Si on utilise la propriété de martingale du Brownien, on a
E(V,/F,) = exp(at)E[exp(—;ﬂ% +BB,) /F} - exp(an)exp(-Z s + fB.)
Le processus Y est une martingale si « =0. D'ou, si >0, le processus Y

est une sous martingale (E(Y,/F,)>7Y,).

Soit (z,) _ le processus défini par
t t
Z,=x+(a-bp)[¥ tds +b[Y 'dB,
0 0

Z,est un processus d'Itd car v est de carré intégrable et
dZ, = (a—-bpB)Y *dt + bY, 'dB,
et on a aussi
d(Y,Z) =bY 'Y, B =bp
Soit U, = v,z, . Laformule d'lt6 conduit a

dU,=(a—-bp)dt +bdB,+ U, (adt + pdB,) + bpdt
=(a+aU,)dt +(b+ pU,)dB,

et comme U, = x On a par unicité x, =U, =Y _Z,

Cas particulier 2

Onse place danslecas a=3=0

dX, = a X dt + bdB
X, =x

On sait (cas précédent) que cette équation admet une solution unique.

enposant Z, = e ' X,,0onvoit que dZ, = e “'dB, d'ou
t

X, =e""'x+ e‘“.[e_‘”des
0

Il en résulte que X est un processus gaussien de moyenne E(X,)=e¢“x et de

variance

_ 2at
V(X[):bZeZatl €

def (1)
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b/- Soit

dX,=a(b-X,)dt + o,/ X,dB,
Xy=x

On calcul I'espérance et la variance de X.. Onpose ¥, = e“ X

t

On a 4y, =abe“’dt+aea%\/Y_tdBt et E(Y,) = x+ b(e” —1)

en utilisant:
Y, = x+ jabe “ds + jaea%\/Zst
0 0
:E(Y,)+j.0'ea%\/des
0
on obtient

Y, - E(Y,) = ja ™2 JY_ dB .
0
E[(K—E(K))Z]ZEﬁGZe“K ds}

V(Y,) = jaz e E(Y,)ds
E(Y)=e"E(X,)=x+b(e" -1

t t
V() =V(e"X,)=[c?e“E(e" X, )ds = [o? E(X,)ds
0 0

&
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3-7- Equations différentielles stochastiques réductibles:
Avec une substitution appropriée X, = U (¢,Y,), certains équations
différentielle stochastique non linéaire.
dY, =a(t,Y,)dt + b(¢t,Y,)dW, (11)
on peut réduire a une E.D.S. linéaire dans X..
dX , = (a,(t) X, +a,(t)) dt + (b, (1) X, + b, (2)) dW, (12)

Sj aa_U(t’y) £0, y=V(tx) dex=U(t,y) avec lequel est
y

x=U(t,V(t,x)) ety =V (t,U (t,y))
La forme de solution de (11) est alors
Y, =V (t,X,)

t

La forme d'lté donne:

2
du(t,Y,) = 8_U+a8_U+£b28(2] dt+ba—UdW,
ot oy 2 0y oy

ou les coefficients et les dérivés partiels sont évalués (z,Y,).

Ceci coincide avec une equation différentielle stochastique linéaire de la
forme (12) si:

2

T s al ) T ) T )
= (DU (1, 3) + a (1) (13)
et
ou
b1, 3) F 1) = 5OV (17) + b (1) (14)

Sia,(t)=0;b,(t)=0¢eta,(t)=a (t)etb,(r) = B (1)
On obtient a partir (13) I'identité:

0°U
0toy

(t,7) = —%{a(r,y)";—i(r,y) + ;—bZ(t,y) aayUz (r,y)}

{B2p
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et a partir (9) l'identités:
0 ouU
—{b(t, y)——(1, y)} =
y Jy

0°U ob(t,y) 0U

b(t’y)atay (t,y) + 57 5y (t,y) = B ' (1)
Supposer que b(¢,y) # 0
Puis, éliminant U et ses dérivés, nous obtenons:

_ ob _ a(t,y) )
B'(t) = B()b(z, y){b T(1y) o1 (t,y) (b(t )) ay (2, )

Puisgue le coté gauche est indépendant de y, ceci signifie

%%mm=o.
ou
_ 1 ob(ty) 0 la(t,y) 10b(y)
n(t’y)_b(t,y) ot bt )Gy{b(t,y) 2 Oy } (15)

c'est un etat suffisant pour la réductibilitt d'E.D.S non lineaire (11) a
I'E.D.S. explicitement intégrable.
dX , =a (t)dt + p(t)dw (16)

Au moyen d'une transformation x = U (¢, y)
On peut déterminer a partir (13) et (14) lesquels, dans ce cas, réduire

934rﬂ+a0;»——@y)+ibu Y
oy 2 0

27 (t,y) = a (1)

et

bmw%%mw=ﬂm
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Chapitre 03 Equations Différentielles Stochastiques

On a le résultat

U (t,y) = cexp {J’n(s,y)ds}jb(tlz)dz

ou c est une constante arbitraire.

Nous remarquons que cette methode peut ramener certaine E.D.S. linéaire
de forme (16).
Une variation du procédé est applicable pour réduire une E.D.S. autonome

non linéaire:
dY, =a(Y,)dt + b(Y,)dW, (17)
au E.D.S. linéaire autonome:
dX, =(a, X, +a,)dt + (b, X, +b,)dW, (18)
par la moyenne d'une transformation indépendante du temps
X, =U(Y)

Dans ce cas, les identités (13) et (14) prennent la forme:

a(y)"’l;—(y)%b%y)d%ﬁ”:alv(y)mz (19)
34
et

()L bu )+, (20)

Supposant que 4(y) = 0 et b, = 0, I'équation (20) implique:

b
U() = cexplb,B()]--= (21)
1
ou
B(y) = | b”fs)
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La substitution de cette expression a U(y) dans (19) donne:

1 b
[blA(J’) + Eblz - a1:|ceXp(b1B(y)) =da, —a; b_2 (22)
1

ou
(y) 1db(y)
A() = ==
b(y) 2 dy
On multiple la différenciant de (22) par

b(y)exp[-b,B(y)]
b,

et on différenciant encore, nous obtenons:

dA d dA
b, =+ b =0 (23)
dy dy dy
Ceci est satisfait si a 0
dy
ou si
d[ dA)
d dy dy 3
5 7N =0 (24)
dy

Le b, est choisi comme:

d b dA
P dy dy
o dA
dy
Si b, # 0, latransformation appropriée est:
U(y) = cexp(b,B(»)) (25)
Sib =0,
U(y)=0b,B(y)+c (26)

ou b, est choisi de (20) soit satisfait.
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Chapitre 03 Equations Différentielles Stochastiques

Exemple 3.9:

Soit I'E.D.S. non linéaire:

dy, :—%ezy’ dt+e™ " dW,

t

Ona:

a(y) = —% D b(y)=e, A(y)=0

L'équation (23) est satisfait avec tout b;.

Pour 5, =0 et b, =1, une solution de (20) est:

U)o duy)
dy dy

U(y)=e’

La substitution dans (19) conséquence a, = a, =0

=

Par conséquent X, = e’ et I'équation (18) réduit a la différentielle

stochastique dX, = dW,, qui a la solution:

&







Chapitre 04 La représentation de la solution d'une E.D.S

Dans ce chapitre, on s'intéresse la représentation intégrale de la
solution d'une telle équation pour énoncer des conditions sur les fonctions
coéfficients déterministes de [I'équation pour pouvoir exprimer
analytiqguement la solution et obtenir cette expression analytique.

On cherchera a représenter la solution d'une E.D.S en utilisant une
représentation de la solution d'une autre E.D.S. On voudra passer d'un

processus a un autre.

4-1- Propositions :
Proposition 4-1:
Soit D;dR, D,dR deux intervalles réels, g :IR.xD;—IR et F, G:IR,xD,—IR
des fonctions données.
On suppose les trois hypothéses suivantes:
= Hy: La fonction g vérifie
1) g est suffisamment réguliére (exemple g eC?).
2 g(t,x)=0 V(t,x) e IR, xD,

3) Pour tout telR4, la fonction x — %t(x) est intégrable sur D, avec

X

v'(x) =]

1

n dy : xeD 27
g'(y) ' (@7)
w Hi: Pour touttelR,, I'E.D.O

1
9" (x)

n'"(x) = G'(n'(x) x e D, (28)

Admet une solution »'(e) Vérifiant
1) La fonction (t,x) — 7(t,x) = n*(x) est suffisamment reguliére.
2) Pour tout (t,x) e IR, x D,, n'(x) = 0.(ainsi 5" est injective).

3) Pourtout telR,, n'(e) estsurjective de Dy sur D,

{58p
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= H,: Pour tout 2° € D, donné, I'E.D.S

dZZ((;; i IZ:O(t,Z(t))dt +G(t,Z(t)dB, , t=0 (29)
admet une unique solution Z(t) €D, pour t0.

Ses ces trois hypothéses, si la fonction f: IR, xD;—IR est définie par

(LX) = gt x){ F(t”é‘zt’,xgztfx’;t)(t’ Y4210, 606, @t x))]}
Alors, pour tout x° e D, donnée et en posant z° =7,°(x°) et Z(t) la solution
de I'E.D.S (29).
On a que X(t) défini par X (t) = (»")*(zZ(t)) verifie I'E.D.S

dX (t) = f(t, X (t)dt+ g(t, X t))dB, t>0
X (0) = x°
O

Soit I'E.D.S suivante:
dX (t) = f(t, X (t))dt + g(t, X (t)) dB (t)
est toujours supposé vérifier I'nypothése Hy.
Supposons données des fonctions k,,k, e C'(IR,). On donne également

g:IR, x D, - IR Vérifiant Hy. On définitalors f : IR, x D, — IR par
1
fﬂm)=gﬁmﬁhﬂ)+59Atm—wxnm—kxnwam% (30)

ou y est définie par:

v (tx) = ] gtty)

Soit f1, f» € CY(IR.) deux fonctions arbitraires données.

dy

En notant:

F0) = [ R(8)ds Ky = [Ku(s)ds

{59p
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Chapitre 04 La représentation de la solution d'une E.D.S

On definit les fonctions g, c et 7 par

g,(t) = gl exp[F,(t) + K, (1)] PourtelR; et g? =0

c(t) = er“’{a + je””[fl(s) - k1<s)gl(s)]ds}

=eh® {a + <e‘Fz - k191>t}
pour telR; et ae IR.
n(t,x) =c(t) + g,()w' (x) PourtelR, et xeD, (31)
On vérifie aisément que la fonction
G(t,z) =9g,(t) , (tz)elR, xIR

verifie I’E.D.O (28) et I’hypothese H;

G'(n'(x)) xeD,

rt _ 1
=00
En effet

9.0 _G(t,7'(x)

7" (x) =9, (Oy " (x) = 0t 3t ()

observons que
g1(t) = [f,(t) + k, () ]o, (1)

c'(t) = f,(0)c(t) +e= Ol O£, (1) - k, (1) g, (D]}
= f,(t)c(t) + f, ()~ k, (1)g, (1)

Comme on a f1,f2 ki et k,eC*(IR"), cela implique que g;, ceC*(IR,) et
donc par (31), » eC*(IR,xD,). Et on a vu que

O A

&
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Proposition 4-2:
Soit g une fonction vérifiant Hy et supposons que ' définie en (27)

Soit g,y sont des fonctions vérifiant en Hq. Soit f définie sur IR.xD; (et

w est une bijection de D, sur IR, VtelR.) par
f(t,x) = g(t,X){kl(t) +%gx(t,><) -~y (t,x) - kz(t)w(t,X)}

ol k; et k, sont des fonctions données arbitraires de classe C'(IR.).
Alors I’E.D.S

dX (t) = f(t, X (t))dt + g(t, X (t))dB (t) (32)
X (0)=x"eD
a pour solution

X (1) = (") (Y (1)

ou Y(t) est définie par

Y (t) = exp[—}kz (s)dsHy/O (x°)+jexp{—}k2 (r)dr}kl(s)ds +jexp{—}k2 (r)dr}st}

Démonstration :

On définit les fonctions F, G et 7 comme suivantes :
F(t,z) = f,(t)+ f,(t)z (t,z) e IR, x IR
G(t,z) = g,(t) (t,z) e IR, x IR
n(t,x) =c(t) + g,y " (x)

avec D, =D, = IR

On a déja vu plus haut qu’elles vérifient toutes les conditions de la
proposition 4-1, sauf le point trois de H; a savoir la surjectivité de »'. On

le vérifie ici.
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Soit donc zeD,=IR.

Onveut z = »'(x) pour xe IR, c-a-d
z = c(t) + g, (t)y "(x)
t — Z_C(t)
= v 0 T

Or par hypothese, y' est bijective sur IR et

o557 <33>
Ainsi (') est définie par
(nt)*(z)z(M*[Z;Et()t)] (34)

Alors, par la proposition 4-1, la solution X(t) de (32)est donnée par

X (t) = (n") " (Z (1)

_ ¢, 0yt 20 —c(t) (35)
_("’){ 0, (1) J

ou Z(t) est la solution de I’E.D.S
dZ (t) = [f,(t) + f,(t)Z (t)]dt + g, (t)dB, t>0
Z(0)=2°=7n"(x,)

avec f1, f»C'(IR,) deux fonctions arbitraires données et g, définie comme

(36)

suite :

Fa (1) + Ky (1)

g,(t) =g/ e pour telR, et g =0.

Or on peut écrire explicitement la solution Z de I’E.D.S linéaire (36)

Z(t) = er(”{zO +je’F2‘S) f, (s)ds +jeF2(s)gl(s)st}
0 0 (37)

t
- eFZ“){zO +<e’F2(S), f1>t +jeF2(s)gl(s)st}
0

&
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En utilisant les expressions pour Z(t), c(t) et g.(t).
On calcule

Z(t) - c(t)
Y(t) = =224 =\
0 g,(t)

t
F(t)| 50 -F —F, (5)
g2 z+<e 2,f>+J‘e2 s)dB
1 ZF, ()-K, (1) |: 1/ ) gl( ) s

Z P R
ie—m)_zo +e ) + je%)gl(s)dss
IR 0

—a-— <e‘F2, fl>t + <e‘FZ , klgl>t

t
_ Lm0 gy <e‘FZ , klgl>t + je‘Fz(S)gl(s)st
0

0

9

0 _ t ]
= eKZ(t)|:—Z a +<e_FZ’k1 g_jé> +J.e_F2(S) gl(os) dBS
t 0 i

9, : 9,

Mais d’une part

z°-a _ 17°(X,) — ¢(0) _c(O)+ 9, (0)y °(x,) — c(0)
9, 9; g;

=y’ (x°)
et d’autre part, par définition de g;, on a

g.(s) e-F () _ gK:(9)
0
)

D’ou en substitution ces deux expressions dans Y(t), on a
t
Y () = eKz(”{l//"(Xo) + <‘9K2,k1>t * IeKZ(S)st}
0

Ainsi avec (35), on obtient I’expression de X(t) voulue.

&
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4-2 Exemples :

a- Soit I’E.D.S d’1t6 suivante

dX (t) = f (X (t))dt + g(X (t))dB, t>0
X(0)=x" , x°e],xof

1[(AY B
f (X) = E|:(Ej X+ E}
g(x) =~/ p(x)

avec
2
p(x):(gj x?+Bx+D

et les paramétres qui vérifient A > 0 et D > (B/A)%. On peut vérifier
facilement que

Q(X)=g(x)+(A/2)x+(B/IA) xelR
verifie Q(x)>0, vx eIR.(Q est strictement croissante sur IR et

lim Q(x)=0;1im Q(x) =+ )

On vérifie qu’une primitive de L st
g

P11 2

v (0= [y = o )
En effet :
o0=[(2x) o v0]
d'ou
g'(x) = H’;—sz L oBx + D]A( AZZ X + BJ




Chapitre 04 La représentation de la solution d'une E.D.S

et donc

, A
[9 (x) + 2}

{g(x)+2x+i}

>
QO
=
>N

LA
g(x) 2 1 |[(AY'. B (A
) g () [(2] X+2+(2jg(x)}
A [g(x)+Ax+B} A[g(x)+Ax+B}
2 A 2 2 A

wl2) 3 (oo
DI 2 \2 1

S (3]
2 9 2 2

Ainsi w est une bijection de IR sur IR avec

y=w(x) o gy: LnQ (x)

On a donc
t//l(y)=X=Q{ezy] , y € IR

D’autre part

N|CD

et donc

&
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Sous la proposition 4-1 avec k;=0=k; et la solution X de I’E.D.S est donnée

par
X (1) =y (Y (1) = Ql(e/;”t)j
ou
Y (t) = {%Ln (Q(x°)) + idB }
Y (= %Ln (Q(x°)) + B,
Ainsi
et ZQ(xt) e
d'ou

X(t)=Q‘1[Q(x°)ezB‘]

Corollaire 4-3:

On considére I’E.D.S suivante

dX (t) = f(t, X (t))dt + L h(X (t))dB,
a (1)

(38)
X(0)=x" €D
ou DR un intervalle donnée.
f, a, h sont des fonctions vérifiant :
> aeC(IR,), a(t)=0, ¥t0.

> heC?D), h(x)=0, vxeD et (1/h) est intégrable sur D avec

H(x)—jh()y . xeD

Supposee une bijection de D sur IR.

{66y
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Chapitre 04 La représentation de la solution d'une E.D.S

» f. IR:xD—IR est de la forme
f(Lx)zh(@{qﬂ)+——%——h%x)+%(UH(m} (39)
2a “ (t)
avec cy, C; (IR.).
Alors la solution X de I’E.D.S (38) est donnée par

X (t) = H 7 (x)(Y (1))

ou Y “est le processus

a (S)

t t efcz(s)
Y’(t):ecz(”{H(x°)+J'e‘°2‘s)cl(s)ds+I st}
0 0
avec C, définie par
t
cza)zjcdsms , t>0
0

Démonstration:

On applique la proposition 4-2 avec

_ 1 _ % _ a'(t)
g(t,x) = 20 h(x), k,(t) = a(t)xc,(t) et k,(t) {cz(t) + a(t)}

avec ces définitions, on a
g X — _h

a

et
t1
' = —d = H
y(E3) = [ osdy = a®H ()

d’ou
w (1) = a’x H(x)

On vérifie que f est bien de la forme

() = 0 (0] (0 + 30,630 (60 = ke (v (4.0
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Chapitre 04 La représentation de la solution d'une E.D.S

En effet

a a a

gx{kl-l-%gx—l//t —kzxw}:ih{acl+%ih’—a'H +[C2+a—}aH}
=h{ +£ih’——H +c,H +—H}
2 a’ a a

:h{cl+%%h’+czH}: f

Alors par la proposition 4-2, la solution X de (38) donnée par

X =0")"(wm)

ou

Y (t) = exp {—j'kz (s)duso(x") + jexp [— jL kz(r)dr}kl(s)ds

t S
+ [exp {—jkz(r)dr}st}
0 0
Or on calcule

S (r) S d
.([kz(r)dr = —_[(c (ry+ & " ))d = _CZ(S)_'([d_an v (r)|dr

0 a (S)
a (0)

- C.(9) -l ()] [, = ~C,(s) - L

et donc

K, (r)d
e K2 (5) _ e{ e — o C:(%) a(s)
a (0)

Ainsi le processus Y ci-dessus s’écrit

(t) Ca(t 0 t (O) g Ca(s (O) a=Ca(s
Y(t)—“(o) (){“(O)H(X“{Z(s) ©k (s)ds+j“ <>d55}

k t e—Cz(S)
= a(t)eWIH (x°) + <e‘c2,—1> +J. dB .
al, 5 a(s)

= a(t)ecz(”{H (x°) + <e’°2 , c1>t + j e;(;(;) st}

{68p
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et par hypothése sur H, on a que y=w"(x) si et seulement si x=H ‘1[ y J

alt)
c-a-d
Vlvy=x= H -t Y
b)) =x=H [a(t)J
d'ou
X (1) =)' (r )= H [—Zggj
avec
Y (1) _ c,m 0 -c, ce ¢
a(t)_e {H(x)+<e ’C1>t+;[a(s) st}

b- On considére I’E.D.S suivante

dX (t) = X (t)[LnX (t)+ﬂdt + X (t)dB, t>0
X (0)=x°>0

Dans ce exemple
f(t,x) = X{Lnx + %} el g(x)=x
Sionpose 7(t,x)=Lnx ,onan =0, 7, :% etn, = —Xl—z, et en posant
Z(t) = n(t, X (1)), on a par la formule d’Itd
1
4z (1) = {771 + fr, +Egznxx}(t, X ()t +[7,9] X (0)oB,

1.1 1 ,(-1 1
:{X(Lnx +E)Y+EX (X—Zﬂ(t,X(t))dt +[;x}(t,X(t))dBt

= 7(t, X (t))dt + dB, = Z (t)dt + dB,

&
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Ainsi Z vérifie I’E.D.S linéaire
dz (t) = [, (1) + f,()Z () Jdt + g, (t)dB,
Donc fi(t) = 0; fy(t) = 1et gi(t) = 1. et on a le choix pour » , par exemple
si n"(t,x) =e' -1+ Lnx, alors 5/ =¢" ; n;’:é y M :—iz ; et dans ce cas,
X
sionpose Z"(t) = n"(t, X (t)) alors, par la formule d’1t6, on a

dz"(t) = [77{'+ fry + g ny }(t, X ()dt +[r7g]t, X (t))dB,

_ {et . X(Lnx +%j)1( (——)}(t X (1) { }(t X (1)) dB,

=o' + Ln(x @) it + dB, = [L+7"(t, X (t)) Jot + dB,
=[L+2Z"(t)]dt + dB,

et Z" vérifie I’E.D.S linéaire suivante

dz"(t) = [f,(t) + f,(t)Z"(t)]dt + g;(t)dB,
avec f(t)=1; f)(t)=1; g,(t) =1 et peu importe la transformation 7
choisie, en posant a(t)=1,h(x)=x,c,(t)=0 et c,(t)=1 dans le
corollaire 4-3, on a bien que f est de la forme (39).
En effet

H(x)—j%y:Lnx

d'ou

h(x){cl(t) + 2a12(t) h'(x) + ¢, (t)H (x)}
= x[%+ Lnx} = f(x)

et donc la solution X s’écrit

X () =H7"(t)=e"t

{70
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ou

t

Y"(t) = eids{Ln(xo)+j.exp{—_|s'dr}0ds +jexp[—jdr} dBt}

t
= e{Ln(xo) + Ie‘sds}
0
Ce dernier exemple peut étre traité plus géneralement comme suit.

C- Soit I’E.D.S suivante

1
dX (t) = X (t)[d, (t) + d, (t)Ln (X (1)) Jdt +WX (t)dB, , t>0 (40)

X (0) = x° >0

ol a(t)=0 Vt=0,aecC?(IR,) etd,,d, e C'(IR,).

Iciona
f(t,x) = x[d,(t) + d, (t)Lnx ]
et
g(t, x) = ﬁh(x)
avec
h(x) = x
Ainsi
£l
(x) = Wdy = Lnx
d'ou
H™(y)=¢’

et en posant dans le corollaire 4-3

cl(t>=dl(t)—2alw

et
C,(t) = d, (1)

iy
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On a bien

h(X){C (t) + h (x)+c,(t)H (X)}

1
{d ()_Za 70 2a7(0)

+d2(t)Lnx}

= x[d, (t) + d, (t)Lnx ]= f(t,x)
et donc par le corollaire 4-3, la solution X(t) de (40) est donnée par
X (t) = e’

ou

Y (1) = exp Udz(s)dsHLn (x,) + jexp [—jdz(r)dr Hdl(s) _ Zlﬁ}ds
0 0 0 a

] o]

A titre d’illustration, si on pose d,(t)=1,d,(t)=a=0 et a(t) = e ,o#0.
(@2

Donc la solution X(t) de

dX (t) = X (1)L + aLn (X (1)) Jdt + o e* X (t)dB, , t>0
X(0)=x">0

est donnée par
Y(t at 0 1 —at o at
X (t)=e"'® =exp[e {Ln(x Y+=(1-¢e )+a{—(1—e ) + BJH
a 2a
Sion pose o =0, on obtient
X (t) = exp {ea‘{Ln (x°) + %(1— eat)H

qui est la solution de I’E.D.O déterministe
X'(t) = X ()L +aLn (X (1))] , t>0
X (0)=x">0

&






Chapitre 05 =————Interprétation probabiliste des EDP du second ordre et résolution numérique

Dans ce chapitre, on trouve le lien mathématique profond entre certaines

¢quations aux dérivées partielles (E.D.P.) et les processus de diffusion.

5-1-Interprétation probabiliste des E.D.P. du second ordre:

Dans ce paragraphe nous exprimons les solutions d'E.D.P. du second ordre
en fonction de I'espérance d'une fonctionnelle d'un processus de diffusion.
Le type de ce résultat s'étend a des classes d'équations plus générales. Nous
considérerons d'abord des équations de type elliptique, puis des équations

de type parabolique.

5-1-1- Interprétation des E.D.P. de type elliptique:
Soit b et 6 deux applications mesurables et bornées, de IR? dans IR? et les
matrices dxd respectivement, qui vérifient:

I1 existe k>0, tel que:

b(x)=b(y)|+|c(x)-c(y)|<klx-y|[, VXx,yelR® (41)
On suppose que la matrice 0 O "= a vérifie:
Il existe a >0, tel que:
@x)y,y)>alyl, vx,yelIR® (42)
et que A est a dérivées bornées.
Cette hypothese est équivalente a:
lo(x)y| = Valy|, Vxye IR

c'est-a-dire que 0 ( X ) est une matrice inversible, telle que

\a(x)-l\ < vx e IRY

1
Vo
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Etant donné (Q, F.F,, P,Wt) un Wiener standard a valeur dans IRd, on

note pour tout X € IR?, {X te IR*} le processus solution de I'équation:

(43)

dX X =b(X)dt + o(X)dW, ,  t>0
X, =X

dont le générateur L s'écrit:

sy 9 2,y o
L=>2 2 aX(etu-<x>ax_]+izzlamx)ax_ (44)

d a -
e 2,00 = b, () - 13, 200

Pour une fonction ¢ de IR dans IR continue, bornée et négative, on définit:

~

L =L+cl (45)
5-1-1-1- Probléme elliptique sans frontiere:

Supposons que €(X) < 8 <0avec fassez grand pour qu'il existe 0>0 tel que:

(-Tu.u)=ofu| (46)

Pour tout U dans H '(IRY), L étant considéré comme un opérateur de
H'(IR%) dans H™' (IR%), ou comme un opérateur non borné dans L2(IR?).
Soit f une fonction continue bornée sur IR et de carré intégrable, on

considere L'équation aux dérivées partielles (E.D.P.):

LUX)=—f(x) ,xelR 47)
La solution de ce probléme admet une représentation probabiliste a l'aide
de la diffusion définie en (43).

Théoreme 5.1:
La solution U de (47) vérifie:

U (x) = ET f(XtX)exp(jC(X:)dstt, vx e IR (48)

{5
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Remarque 5.2:

Les hypothéses faites sur f et C assurent que le nombre de droite de (48) a
bien un sens.

Démonstration:

La démonstration consiste a appliquer la formule d'Itd6 pour calculer la

différentielle de processus y

Soit le processus ¥ , = U (X ) exp ('f c(X [S)ds j
0
en approchant U par suite de fonctions régulieres U,.
Alors:
t
dy, = LU (X)) exp(jc(x; ds} dt

0

+ (XU (X)) exp{jc(x; ds]dt

0

+ eprc(x; dsJVU (XX) o (XX)dw,

0
En intégrant cette différentielle entre O et T et en prenant une espérance, on

obtient

E(yr)=U(0)+E[TU (X exp Uc(x;)dsjdt

L'hypothése faite sur ¢ montre que E(y,) converge vers O lorsque T tend

vers I'infini, et on obtient:

t

U (X) = —ETEU (X X)exp Uc(xg)dstt

0

U (x) = ET f (X ) exp Uc(x;)dstt

0

{6y
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5-1-1-2- Probléme elliptique avec condition de Dirichlet:
On considére maintenant D un ouvert borné de IR? et soit la frontiére 6D

assez réguliere (C? par exemple).

On suppose que L  peut étre défini comme un opérateur de H,(D) dans
H~'(D), avec l'inégalité de coercivité:

<— Cu,u >z oV |

Ho(D)

pour tout U de H (D) (nulle au bord), on peut affaiblir les hypothéses sur ¢
si I'on veut seulement que I'inégalité de coercivité soit vérifiée sur D; cela
permet en particulier pour L = A , d'avoir ¢ = 0

On note 7, le temps d'atteinte du fermé D °:

—inf {t>0; X eD]|

Tx

Pour f continue sur D = D U 6D , on considére le probléme:

LU(X)=-f(x) , xeD
(49)
Ux)=20 , X e oD
alors ce probléme admet une solution unique U € Hé(D)
Théoréme 5.3:
La solution de (49) vérifie:
Ty t
U(x):Ejf(xtX)expUc(xg)ds]dt,weD_ (50)
0 0

Démonstration:

Cette formule (c'est-a-dire (50)) se démontre comme au théoréme 5.1 et en
remplacant T par temps d'arrét 7, dont on montre que son espérance est
finie (E,_ <o0).

Il en résulte que le membre de droite de (50) a un sens.

a
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Pour x € 0D, d'apres (42) et la régularité de oD, 7z, =0 p.s
Il reste & montrer (50) pour X D .
On applique la formule d'It6 pour calculer la différentielle de processus v, :
t
v, = U (X[ exp [jc(xs*)ds]
0
On obtient alors:

U= | f(XtX)eprc(sz)ds]dt—jexp(jc(xsx)dsjvu(th)a(xtx)th

0 0 0

On remplace T par 7 , , et prendre I'espérance, on obtient:
Tx t

U((x)=E I f (X )exp (J.C(sz)ds Jdt

0

0

Remarque 5.4:

De méme, pour la solution du condition non homogene:

{EU(X):—f(x) : xeD

U(x)=e(X) , X e oD (50)

avec f et ¢ donnés.

U (X) = ET f (X X)exp Uc(xsx)ds]dt

0
+E[(p(XTXX)eXp[J.C(XSX)dSJ], vxe D (50
0
pour obtenir la solution de cette nouvelle condition au bord, avec la
convention ¢ (X ) =0 pour 7, =+
Le dernier terme s'écrit aussi:

E[l,xww(x:X)exp [rfc(xmds H

0

{8y
WUSe




Chapitre 05 Interprétation probabiliste des EDP du second ordre et résolution numérique

5-1-2- Interprétation des E.D.P. de type parabolique:
Soient b et o deux applications mesurables et bornées de IR*xIR?, a valeurs
dans IR? et les matrices dxd respectivement, qui vérifient:

I1 existe k tel que:

Vvt e IR", Vx,y € IR?
b(t,x) —b(t,y)| +|o(t,x) - o(t,y)| < k|x -y

On définit la matrice symétrique a par:
a(t,x) déf o(t,x)o'(t,x)
Il existe >0 tel que: a(t,x) = al,V(t,x) e IR™ x IR ¢
Cette hypothese sur @ est équivalente a I'hypothése sur o :
‘0' (t, X)‘ > Ja

donc o matrice inversible d'inverse uniformément bornée.

De plus:

o8, L*(IR* x IR?)
S X
ax (51)

]
Etant donnée (£2,F,F,P,W;) un Wiener standard a valeurs dans IR,
A tout (t,X)e IR xIR®, on associe le processus {X;’X,S > t} solution du
probléme a E.D.S.:
dX (X =b(s, X )ds+o (s, X )ydw, s>t
X % =x (52)

Pour T>0 fixé, on se donne:
C e Cb([O,T ]x IR ¢ ) avec encore c(t,x) <0
Tel’(IR)NC,(IR?) (52"
fel?(0.T]xIR*)~nc,([0.T]xIR?)

&
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Le générateur de (X ;X) est donnée par:

L<t>=liii(au (t,x>ij+iai(t,x)i (53)
24 45 ox, ox, | = X,
ol
d -
a (t,x) = b, (t,x) - ;—;%
On définit L (t) par:
L(t) = L(t) +c(t,x)I (54)

(par rapport a 5-1-1, on se replace ici dans le cadre des diffusions a
coefficients dépendant du temps).

5-1-2-1 Probleme parabolique sans frontiére:

On considere 1'équation parabolique rétrograde (avec donnée finale

en T) sur IR":

N Ttyu=—t . o<t<T
dt

u(T,x)=0(x) , xelR® )
Ce probléme a une unique solution:
Théoréme 5.6:

La solution U(t, X) de (55) vérifie:

T S
u(t,x) = Ej f(s,XSt’X)exp{J‘C(Q,X;’X)dﬁ}ds
t

t

T

+ E{U(X}’X) exp{[ c(s, X%) dsﬂ, v(t,x) € [0,T]x IR® (56)

t

ou (x %) est la solution de (52)

&
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Démonstration:
La démonstration se fait encore en appliquant la formule d'It6 a:
S
v, = u(t, X ")exp {J.C(H, X ;’X)dé’}
t
entre S=t et S=T, en prenant l'espérance et en utilisant (55).

Dans le cas homogéne, ou (b,o,C, f)sont indépendants de temps t, on

peut poser V(t) = u(T —t), AlorsV(t) vérifie:

dv (t)
dt
v(0)=o (57)

=Lv(t)+f , t>0

et il résulte de (56), avec t=0:

V(t,x) = EJ f(X " )exp {J.C(Xf’x)ds}dt

0

+E{U_(XT°’X)eXp “c(xt"’x)dtH (58)

0

Cette formule, qui donne l'interprétation de la solution de (57) est vraie
Y(t,x) € IR* x IR".
La formule (58), dans le cas f =0, est souvent appelée formule de

Feynman-Kac.

&
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5-1-2-2 Probleme parabolique avec condition de Dirichlet:
Soit D un ouvert borné de frontiére oD de classe C>.

Avec les données ci-dessus, on considére le probléme:

du

P Liu=-f dans ]0,T[x D
ut,x)=0 sur [0,T ]xéD (59)
u(T,x)=u(x) , dans D

Ce probléme a une solution unique:
ue 2o, TEHID)NC(0,T]:L3(D))
En utilisant le processus (X s> t) définit par (52), on considére le temps
d'arrét 7, , définir par: 7, = inf{s >t X e D}
Théoreme 5.7:

La solution U(t, X) de (59) vérifie:

rt)x/\T s
u(t,x)=E J f(s,X;’X)exp“c(@,X;’x)dé’}ds

t t

+ E{l{wu}U(x;*)exp[jc(e, X ;’X)deﬂ ., Y(t,x)e[o,T]xD (60)

Démonstration:

Cette formule se démontre comme théoréme 5.6, en appliquant ce coup-ci

la formule d'Tt6 a: w, = u(s, X ;") exp Dc(@,xg’x)dﬁ}emre s=t et

t
S=17, AT, et on prend l'espérance (comme précédemment, on est amené
dans un premier temps a supposer U eCl’z([O,T]x 5), ce qui nécessite les
conditions de compatibilités: lT\ o =0, —AU(X)= f(T,x) sur D (avec
U e C*(D) ), puis on abandonne la régularité par un passage a la limite.

Il en sera de méme dans les différents situations envisagées par la suite.)

{&2p
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Chapitre 05

De méme, si le probléme non homogéne c'est-a-dire u(t,x) = ¢(t,x) sur
[0,T]x D dans (59).

La solution du probléme non homogene:

(:I—l:+ Ctu=-f , dans ]0,T[xD
u(t, x) = o(t, x) : sur [0,T ]x 6D (61)
u(T,x)y=u(x) |, dans D

admet la représentation:

S

T x AT
u(t,x)=E I f(S,X;’X)exp{J‘C(H,X;’X)dﬁ}ds

t t

]
+ E{l{mm}mx;*)exp DC(Q’ X ;’X)deﬂ

t

+ Ell{ft,xa}(ﬂ(ﬁ,x, X )exp [ IC(H, X5 dﬁﬂ (62)

t
A nouveau, si (b,o,c, f,p) ne dépendent pas de t, posons v(t) = u(T —t,x)

Alors V est la solution de

3—\{=Ev+f : dans ]0,T[x D
V(t) =@ R sur [O,T ]X oD (63)
v(0)=1T , dans D

et vérifie:

T

T

v(T,x) =E f f(X ) exp ﬁc(xg)de}ds

0

+ E{l{mx}u—(xg)exp “C(XOX)MH

0

+ E[l{”d}go(xrxx)exp ﬁc(xg)daﬂ, V(t,x)e IR* x IR ® (64)

0

. 0,
avec les conventions: X = X" |, 7, =17,

{83p
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5-2 Interprétation probabiliste des E.D.P. et résolution numérique :

Dans ce paragraphe, nous indiquons de quelques manieres les
représentations probabilistes des solutions présentées au paragraphe
précédent peuvent aider a I'analyse numérique de ces équations.

D'une part, elles peuvent servir a montrer la convergence de schémas de
discrétisation d'E.D.P. en montrant que la représentation de la solution de
I'équation discrétisée converge vers la représentation de la solution de
I'équation continue correspondante. Ce la s'obtient a 1'aide d'un résultat de
convergence en loi de chaines de Markov vers une diffusion (théoréme
d'invariance).

D'autre part, on sait d'apres la loi des grands nombres que 1'espérance d'une
variable aléatoire est la limite p.s. des moyennes d'un grand nombre de
réalisations indépendantes de cette variable aléatoire. On a donc un moyen
de calculer une approximation de la solution d'une E.D.P., a condition de
simuler un grand nombre de réalisation indépendantes du processus de
diffusion qui lui est associé. On peut aussi appliquer cette méthode apres
discrétisation, d'aprés ce que nous venons d'indiquer. Cette méthode de

calcule s'appelle méthode de Monte-Carlo.

5-2-1 Théoreme d'invariance: (Principe d'invariance)

On se place sous les hypothéses du paragraphe 5-1, et on considére la
famille des processus {th,t > 0} solution de:

dX [ =b(X)dt + o(X )dB, t>0
Xy =X (65)

ou les coefficients b et 6 sont indépendants de t.
Nous désignerons par P, la loi de ce processus sur l'espace canonique

(Q',F").

&b
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Soit h > 0, un pas de discrétisation en temps t (destiné a tendre vers 0).

Considérons une chaine de Markov (an’“,n = 0,1,...) a valeurs dans IRd,

partant de X (X " = X ) et de probabilit¢ de transition M, (y,dz),
mesure de probabilité sur (IR?, (IR)) pour y fixé, qui définit la loi de la

chaine homogene par:

n+1

P(Xh eB/X " =y)=[M,(y.dz), VBeB(R") nelN
B

La chaine (X b )est ici a valeurs dans IR continu; dans la pratique, elle sera
a valeurs dans le sous-ensemble discret correspondant aux nceuds du
maillage utilisé.

On considére le processus (Xth’x,t ZO)dans les trajectoires (continues) sont

formées par les lignes brisées joignant les points ((hn, X*Mn= 0,1,2,...) et

. h . . : .
on dénote par P, sa loi sur I'espace des trajectoires continues a valeurs dans

IRY.

Définition 5.10:
. : h L .
On dira que la suite P, converge étroitement vers P, . quand h - 0, si

V¢eCb(C(IR+,IRd)),E:[¢(§,)]—> E.Je)] ou & désigne 1'élément

J4 J O r . h
générique de C (IR ", IR ), E" et E, les espérances suivant P, et P, .

Le principe d'invariance va consister a donner des condition sur M, (y,dz)

s h
assurent cette convergence étroite de P’ vers P, , vx e IR®

Le générateur L du processus (X N )‘> , Vérifie:

Lf (x) = jTE[f (th)]lt:o

{85p
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De facon similaire, on définit

Ly 100 =+ [F) = Fe0M, (xdy) (66)
et les moments d'ordre 1 et 2 de la probabilité de transition M, (y,dz):
b/ (x) dét [ (¥, = XM, (x.dy) (67)
— yx[=
(68)

Loy =Xy, - x )M, (x.dy)

h
a;(x) =
ly-x]<1

Théoréme 5.11: Supposons:
» a"(x) > a(x) et b"(x) > b(x), quand h — 0, uniformément

sur tout compact de IRY.
» Les quantités ‘a“( x)‘ ct ‘b " (x)‘ sont majorées par des constantes

indépendantes de h et de X.

> sup {I—M h (X, IR ¢ = Bg(x)} — 0 quandh - 0, Ve >0o0u

xe IR ¢

B, (x) désigne la boule de centre X et de rayon &

Alorsvx e IR * si X, = Xquandh — 0, thh converge étroitement vers P,

On démontre en fait que L, f(x) > Lf (x) uniformément sur tout

compact k de IR,

&
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5-2-2 Convergence d'un schéma d'approximation
d'un probléme elliptique:
Nous allons tout d'abord considérer un exemple particuliérement simple.
Soit D < IR? le carré Jo,1[x Jo.1[.
On considere le probléme de Dirichlet:
1
EAu(x)z —f(x) dans D

(69)
u(x) = @(x) sur oD

ou f est continue sur D =DUdD et ¢ est continue sur &D.

On a existence et unicité de la solution de ce probleme et bien que, ici, 0D

n'est pas de classe C2. Alors Vx e D, on a:

T

u(x) = E, [ fwd +E,[pw)]

0
ou Ey est I'espérance par rapport au brownien partant de x et T le temps

d'atteinte de OD.
Soientk = e et Ry la grille des points de coordonnées (IK, JK),1,j €Z et

par e; et e; les vecteurs (k,0) et (0,k).
Soit {uk(X)}, xeR ND, la solution du probléme discrétis¢ (qui est un

systeme linéaire):

1
2k ?

[u"(x+e1)+u"(x—e1)—2u"(x)]

—+

E [uk(x+e2)+u"(x—e2)—2uk(x)]
=-f(x) , vxeR,ND (70)

u¥(x) =p(x) , VxeR,NaoD

LBTp
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Choisissons h >0 et une probabilité de transition M (X,dy) de telle sorte
que l'opérateur Ly, définir par:

hL,g(0) = [la(y)-g00M,(x,dy)

IR¢
soit identique a l'opérateur qui tout application g de Ry dans IR fait
correspondre la fonction gy donnée par:

| g(x+e1)+g(x_el)+g(x+ez)
2k* |+ g(x—e,)—4g(x)

gk(X) =

Cela impose h = k2—2 et My(X,Xxte)=M,(X,xte,)= "
On utilisant les formules (67) et (68), on obtient:
b"(x) = b)(x) =0
ap (Xx) = ay;(x) =0
aj (x)=ayp(x)=1
On vérifie que I'on peut appliquer le théoreme 5.11, les lois th convergent
étroitement vers la loi P, défini ci-dessus lorsque h — 0

Posons F'=o{s > X_,s <t}

En utilisant k = +/2h , pour indicer toutes les quantités par h.

En utilisant la propriété de Markov de la chaine {X o= 0,1,..} pour

représenter la solution de (70) U "(X):
E:{l{jh<r}|_uh(x(j+1)h)_uh(xjh)J}z
EML e E MW" (X o) U (X )/ F ]} =
E, {1{jh<r}hAhuh(X jh)}z —th{l{th} f(X jh)}
uU(X,) =@ (X,)

ou rest le temps de sortie de D de la chaine.

{83p
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D'ou par sommation:

uh(x):E:{h(r/zh:)_lf(xjh)+(p(xr)} (71)

ji=0

. ~h .
On vérifie que U"(X) se comporte, lorsqueh — 0, comme U (X) donné

par:LT“(x) = Exh{j f(X,)dt +¢(XT)}

Cette derniere quantité converge vers u(x) quand h — 0, grice au

principe d'invariance.

5-2-3 Convergence d'un schéma d'approximation

d'un probléme parabolique:
On désigne toujours (X,,t>0) le processus homogene solution de (65) et
P, sa loi. Nous allons nous placer dans lacas d =1, et D = [0,]]

On considere le probléme avec E.D.P. parabolique:

ou 1 o°u ou

—(t,x) = —a(x t,x)+ b(x)—(t,x), dans IR, xD
at( ) 2()8)(2( ) ()ax( ) X
ut,0)=u(t,1)=0 , t>0

u(o,x) =u(x) , xe D

ou la donnée U est continue sur D = [0,1]

On a alors (ce probleme est du type de celui étudi¢ au paragraphe 5-2-2):

u(t,x) = E,{0(X )1y f» V(t,Xx)e IR xD

Soient h le pas de discrétisation en temps t, k:N le pas de discrétisation en

espace X.

On pose x = (h,k) . On définit les points R, = {jk,je Z}

&
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On considere le schéma suivant de type différences finies en X, et explicité

en temps t:
u“(j+Dh,x)=u”(jh,x)
Mo _ _ Mo Ho
+£a(x)u (jh,x —k)-2u (jzh,x)+u (jh,x + k)
2 k
u H _ )7 H _
—hb’(x)u (jh,x) —u“(jh,x - k)
P “ u (72)
+ hb *(x) 2 (Jh””kk)_” Uh.X) e R, A D,j=0.,.
u“(Cjh,0)=u”(Cjh,1)=0, i=12,.
u*(0,x)=0(x) , xe R, N D

avec b~ et b'sont les parties positive et négative de D

La premicre égalité de (72) peut se réécrire:

u”((j+1)h,x):( a(x)+%b‘(x)ju”(jh,x—k)

2k 2

+ (1 - klza(x) - %|b(x)|)u “(jh,x)

+(2i2 a(x)+Eb+(X))U”(1h,X+k) , xeRND (73)

La condition analogue de stabilit¢ des schémas aux conditions classiques
en analyse numérique:

h < K (74)

sup (|b(x)|+ a(kX)j

assure que les trois coefficients du membre de droite de (73) soient non

négatifs.
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Remarque 5.12:

En dehors de la contrainte (73), les pas h et k peuvent étre choisis
indépendamment l'un de l'autre, au contrainte de la situation du paragraphe
précédent ou le temps n'apparaissait pas dans 1'E.D.P. considérée.

En définie la probabilité de transition de la chaine de Markov associé a

(73), comme:

h h, _
M#(x,x—k)zﬁa(x)Jrrb (x)

h h
M#(x,x)zl—k—za(x)—k—|b(x)|
M (Xx,x+ k)= h a(x)+£b*(x)
“r - 2k? k
Vxe R,

et d'apres (67) et (68), nous obtenons:
b“(x) =b(x) , a“(x)=a(x)+k|b(x)|

On vérifie que 1'on peut appliquer le théoréme 5.11.

On définie l'opérateur A, par:

A0 = [[9y) = 9C0M, (x.dy) |
vxe R, ND
alors (73) se réécrit:

u“( j+bh,x)y=(l+hA,Hu”“(jh,x)

= Ju(jh,y)M ,(x.dy) xeR,ND (75)
R
et de plus:
(76 {U”(Jh,0)=u”(lh,1)=0, i=12,.
u“(0,x)=0(x) , xe R, ND

h : : e .
P, étant définie comme ci-dessus, sur l'espace de probabilité filtré

(Q',F',F,),fixonsttel que t = kh

L1y
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Soit 0 < j < k, il résulte de (75), (76), et de la propriété de Markov de la
chaine {X s 1=0.1,. I

:{{(Hl)hq}u ((k_J l)h X(j+1)h)}_
E{l oo EU (k= =D, X o)/ Fh =

E{l Jh<TJJ‘u}l((k_J_1)h y)M (XJh’dy)}

IRY

E{l e (k= Dh, X )=
E{{,-h<,}u”(<k - Hh X )}

D'ou par récurrence:

u“ (t,X) = E: {U(Xt)l{tér}}’

77
xeR,ND {77

L'application X — u (X ,)1,.,,est bornée et continue sur l'ensemble
{X, 7(X) =t}
Donc le théoréme 5.11 permet de conclure que:

u”(t,x) » u(t,x), quand x—0

On déduit de (77) que le schéma est stable dans L™ (R, ) , c'est-a-dire:

sup ‘u "(t,x)‘ﬁ supLT|lT(X)|

xe R, N D

Les conditions (74), (75) assurent cette stabilité.

&
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5-2-4 Méthode de Monte-Carlo, appliquée

a une équation discretisee:
a/ Méthode de Monte-Carlo:
De nombreuses approches peuvent €tre mises en ouvre pour exploiter un
modé¢le mathématique d'une situation réelle et étudier ses propriétés.
Il est parfois possible de calculer explicitement les quantités auxquelles on
s'intéresse au moyen de formules fermés, ou tout au moins de calculer
celles-ci numériquement, de maniére exacte si I'on exclut les questions de
précision finie des calculs sur ordinateur, pour des valeurs fixées des
parametres.
Ce n'est malheureusement possible, la plupart du temps, que pour des
modéles trés simplifiés, possédant par exemple de nombreuses propriétés
d'invariance et de symétrie. On peut éventuellement obtenir des résultats du
type précédent, mais dans un cadre asymptotique, caractérisant le
comportement des quantités étudiées lorsque certains parametres tendent
vers une valeur limite. Ou encore, on peut étudier des approximations du
mode¢le initial, qui se prétent mieux a des approches du type précédent.
La simulation de modéles stochastiques nécessite le recours a des nombres
pris au hasard, et est connue sous le nom générique de méthode de Monte-
Carlo.
La méthode de Monte-Carlo propose solutions approchées et aléatoires
pour des nombreux problémes.
Nous allons voir que pour une bonne approximation, nous avons besoin
d'un trés grand nombre de point n, et c'est le point faible de cette méthode.
Le fondement de la méthode repose sur la loi des grands nombres et le
calcul de I'erreur associée a la méthode s'obtient a partir du théoréme limite

centrale.

&
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Etant donné une fonction f :IR" — IR intégrable dans [0,1]', on peut
écrire:

[ fydu=E[fW)]
fo.1T

Ou u=(u',u’,.,u")est un vecteur aléatoire dont les composantes sont des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi
uniforme sur ]0,1].

On considére pour chaque k=1,...,n des suites (iid) (U;) . de variable

aléatoire uniforme sur ]0,1].

Par la loi des grands nombres, on écrit:
1 n
—> flul.,ul)~ j f (u)du
n = 01T
La méthode consiste a approcher une intégrale I d'une fonction définie sur

un intervalle ouvert et borné ]o.,3[, continue:

| = | f(u)du = (8 - a)E[f (u)]

R ey

et en approchant E/f (u) /.

Ot u est une variable aléatoire de loi uniforme sur Jo,p[.

Par la loi des grands nombres:

Si (U;) . estune suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi

uniforme sur ]o.,B[, alors

n— +oo

lim rlTZ f(u)=E[f(u)]

&
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La vitesse de convergence peut €tre estimée grace au théoreme de la limite

centrale.

lim i[ Z f(u,) - E[f(u)]}

n— +oo

ou o est la variance de f(u) et G est une variable aléatoire gaussienne

centrée réduite.

Pour n est grand, 1'écart aléatoire &, est:

%Z fu)-E f(u)]‘

avec un intervalle de confiance pour I au niveau de 95% est:

> 7Ly o
€ hzl f(u;)—1,96 ﬁnzl f(u,)+1,96 \/ﬁ}

ou U;j sont toujours des nombres tirés uniformément au hasard dans Jo,3[.
En générale on'est pas connu et on approche sa valeur:

En utilisant
=Y fu)
n 5

L'approximation de E/f (u)/, grace a la convergence suivante:

S%Zn:fz(ui) [ Zf(u)} ‘%Z fu)-1" ——=>0o’

i=1 i=1

&
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b/ Méthode de Monte-Carlo, appliquée a une équation discrétisée:
Reprenons le probleme (69), déja étudié¢ au paragraphe 5-2-2.
On a vu l'approximation de u(x) était donnée par la formule (71):
(c/h)-1
o0 = SO0 00
=0

Soit une suite infini de chaines de Markov {x o d o= 0.1, }, i = 1,2,..

indépendantes chacune de loi P,"

D'apres la loi des grands nombres, on a:

n r/h)-
LS h 'S (X )+ e(X1)| > u"(x) ps.,lorsque n > o
n 55 :

j=0

. r \ . y . 2
Donc au lieu de résoudre le systéme linéaire (70), avec n - K, on peut
2

calculer une valeur approchée de u"(X) en simulant un grand nombre de

réalisations indépendantes de la chaine de Markov {X i )= 0L,

Le calcul d'une réalisation de
(r /h)-1
h Z f (X n) + (X))
i=0
se ramene a ce déplacer sur le maillage Ry, partant de X, en tirant au hasard
a chaque pas le point suivant parmi les quatre points voisins (les différents
tirages €tant indépendants), jusqu'a attendre la frontiére D.

On calcule n réalisations indépendantes, et on fait la moyenne des résultats

obtenus.

&
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Remarques 5.13:
- Les méthodes de Monte-Carlo on parfois la réputation de converger
lentement.

- Le théoréme de la limite centrale nous indique que I'erreur commise est au

mieux en —_ ou n est le nombre de chaines de Markov de loi identique, et
n

indépendantes.

En effet, soit {X;,i=12,..} une suite de variables aléatoires réelles

. , ’ . q- . r . 2
indépendantes et équidistribuées, de moyenne u et de variance o ° .

On approche la moyenne u et l'erreur &€, par La méthode de Monte-Carlo

comme:

X, + X, + ... +X X, —u+X,—pu+..+X,-u
i n En T n

Par le théoréme de la limite centrale, lorsque N — o, +/n ¢ tend vers (on

loi) une variable aléatoire réelle X de loi gaussienne centrée de variance o°.

Donc, lorsque N est grand, la loi de l'erreur aléatoire ¢, est proche de celle

d
© X

- La méthode de Monte-Carlo a néanmoins l'avantage d'€tre utilisable avec
n'importe quelle dimension d'espace d, tandis que la résolution du systéme
(64) devient tres vite les capacités des ordinateurs, lorsque d est grand.

La méthode de Monte-Carlo peut étre intéressante lorsqu'on ne veut
connaitre la valeur de la solution qu'en un seul, ou un nombre limité¢ de
point.

Un autre avantage réside au calcul en paralléle, les N réalisation de la

chaine de Markov devant étre calculées de fagon indépendante.

LO7p
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5-2-5 Exemple : (probléme elliptique)

Soit le probléme elliptique suivant :

{Lu = f sur D

u=g oD ou D = [0,2]x[0,1]

On cherche I’approximation de U
L’opérateur L est définie par :

0’ 1 0°

2
18+018 1 0

L = ——— I
2 OX

2

1
oy T " 20x3y 20y’
Si x<l,onaa=1sinon a=0
La fonction f est:
f(x,y) = cos( crx)e V(0,4 - 0,5car?’)

ou c=5 si xe[0;0,8]U[1,2;:2] et c =10 si x € J0,8;1,2]
La solution analytique u est

u(x,y) =2+ cos( crx)e "’
M¢éthode probabiliste :

L’interprétation probabiliste de la solution u est :

T

u(x,y) = ED FOX (X, y) dt + g(X,(X,Y))

0

ou 7 est le temps atteindre de la domaine D.

L’ approximation correspondant de Monte-Carlo est définie par

U(x,y)=

1 N %—1 . .
WZ h) (X (YD) +9(X (X))

{98p
R8¢
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Conclusion

Conclusion

La définition d'un probleme différentiel stochastique passe par l'intégrale
d'Ito et la formule d'lt6 est a la base des techniques de calcul différentiel sur
les processus stochastiques que l'on regroupe sous le nom de calcul
stochastique.

On commence par construire une intégrale par rapport au mouvement
Brownien, pour en suit definir la notion d'équation différentielle
stochastique. Les processus stochastiques utilisés sont des processus
possédant la propriété de Markov.

Nous indiquons les représentations probabilistes des solutions des
nombreux problemes. Ces représentations probabilistes sont intéressantes
au moins pour trois raisons:

Elles peuvent aider a la compréhension des phénomenes physiques décrits
par les equations considérees.

Elles fournissent un outil d'analyse ou de calcul d'approximations des
solutions de ces équations.

Finalement, elles peuvent étre utilisées pour I'étude des perturbations de ces
équations.

Les problemes différentiels issus de la physique sont a l'origine de
I'introduction des méthodes de Monte-Carlo. L'idée consiste a exprimer la
solution du probléme a résoudre comme l'espérance d'une certaine variable
aléatoire, fonction d'une trajectoire d'un processus de diffusion. On obtient
alors une approximation de la solution en calculant la moyenne empirique
des valeurs prises par cette variable aléatoire sur un grand nombre de
trajectoires indépendantes. Cette méthode qui converge lentement a comme
intérét d'étre insensible a la dimension des problemes étudiés
(contrairement a des méthodes classiques d'analyse numérique qui ne sont
performantes qu'en petite dimension) et a la régularité de fonction dont on
cherche a calculer lintégrale lorsque les variables aléatoires sont
indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme.
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