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Avant-propos
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finalement convaincue de continuer a la maitrise.

Je tiens donc a remercier sincerement mon directeur de recherche Dominic Rochon
de m’avoir permis de réaliser ce projet de recherche et de m’avoir supportée et fait
confiance tout au long de ce projet.

De plus, je remercie I'Institut des sciences mathématiques (ISM), la Fondation
de TUQTR et 'UQTR qui m’ont soutenue financierement durant ma maitrise. Ce
soutien financier m’a permis de me concentrer pleinement sur mes études. Je remercie
également le département de mathématiques et d’informatique de 'UQTR qui m’a
fait confiance pour occuper divers emplois.

Finalement, je tiens a remercier toute ma famille, en particulier mes parents, qui
m’ont soutenue et encouragée tout au long de ce retour a I’école. Je remercie également
Amélie pour son soutien et son écoute dans les moments plus difficiles. Merci également
a tous mes proches qui m’ont écoutée parler de mon projet sans jamais comprendre ce
que c’était, mais qui étaient bien impressionnés de voir les images qui ont été générées

pour ce mémoire !






Sommaire

Dans ce mémoire, on généralise I’ensemble de Mandelbrot a 1’aide des quaternions
et des coordonnées sphériques. Pour commencer, on introduit des notions de base sur
les quaternions et ’ensemble de Mandelbrot. Ensuite, on définit un produit sphérique
ou on utilise les quaternions purs comme support aux coordonnées sphériques. Ce pro-
duit, qui s’inspire du produit de nombres complexes, permet d’additionner les angles
et de multiplier les rayons des coordonnées sphériques. On montre que la structure
algébrique des quaternions purs munis du produit sphérique forme un magma unifere
commutatif.

Ensuite, on présente plusieurs généralisations de ’ensemble de Mandelbrot. La
premiere qui est étudiée est I’ensemble de Mandelbrot quaternionique. Puisque cet
ensemble est en quatre dimensions, on étudie ses coupes tridimensionnelles. On dé-
montre que cet ensemble a seulement deux coupes tridimensionnelles principales.

Les autres généralisations étudiées utilisent le produit sphérique. Parmi ces géné-
ralisations, on retrouve un ensemble qui est visuellement identique au Mandelbulb.
On montre également un théoreme qui permet de borner cet ensemble et donc de
le générer de maniere analogue a 'ensemble de Mandelbrot. On définit également
une autre généralisation intéressante, I’ensemble de Mandelbrot bulbique. On montre
qu’une de ses coupes est visuellement identique a ’ensemble de Mandelbrot et qu’on
peut générer '’ensemble seulement avec un produit quaternionique, sans utiliser le
produit sphérique. Finalement, la derniere généralisation présentée est visuellement

identique a une coupe tridimensionnelle de ’ensemble de Mandelbrot quaternionique.

Mots-clés : quaternions; dynamique sphérique ; ensembles de Mandelbrot générali-

sés; Mandelbulb ; ensemble de Mandelbrot sphérique ; fractales 3D.






Abstract

In this thesis, we generalize the Mandelbrot set using quaternions and spherical
coordinates. First of all, we introduce basic notions about quaternions and the Man-
delbrot set. Then, we define the spherical product of pure quaternions. This product,
which is inspired by the product of complex numbers, add the angles and multiply
the radii of the spherical coordinates. We show that the algebraic structure of pure
quaternions with the spherical product is a commutative unital magma.

Then, we present several generalizations of the Mandelbrot set. The first one is the
quaternionic Mandelbrot set. Since this set is in four dimensions, we study its three-
dimensional slices. We show that this set has only two principal three-dimensional
slices.

The other generalizations studied use the spherical product. Among these genera-
lizations, we present a set that is visually identical to the so-called Mandelbulb. We
show that this set is bounded. Thus, we can generate it in an analogous way to the
Mandelbrot set. We also define another interesting generalization, the bulbic Mandel-
brot set. We show that one of its 2D cuts is visually identical to the Mandelbrot set
and that we can generate the set only with a quaternionic product, without using the
spherical product. Finally, the last generalization presented is visually identical to a

three-dimensional slice of the quaternionic Mandelbrot set.

Keywords: quaternions; spherical dynamics; generalized Mandelbrot sets; Mandel-
bulb; spherical Mandelbrot set; 3D fractals.
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Introduction

Au milieu du 19¢ siecle, le mathématicien Sir William Rowan Hamilton cherchait
une facon de généraliser les nombres complexes pour les appliquer sur des problemes
en trois dimensions. Hamilton a d’abord tenté d’ajouter une composante imaginaire
pour obtenir des nombres de la forme a + bi + ¢j. Cependant, il n’arrivait pas a avoir
une structure algébrique qui tienne pour des nombres de ce type, car il était incapable
de définir la division. Pour régler son probléme, il a eu I'idée d’ajouter une troisieme
composante imaginaire pour obtenir des nombres de la forme a + bi + ¢j + dk. Ces
nombres sont les quaternions. Il sera montré un peu plus tard, en 1877 par Frobenius,
que les anneaux a division de dimension finie contenant les réels existent effectivement
seulement en 1,2 et 4 dimensions pour les structures associatives et en 8 dimensions
pour les structures non associatives. Donc, selon ce théoreme, tout anneau a division de
dimension finie associatif est isomorphe aux réels, aux complexes ou aux quaternions
(13, 14, 16].

Les quaternions ont continué d’intéresser les mathématiciens. Entre autres, ils ont
été utilisés pour tenter de généraliser ’ensemble de Mandelbrot. Cette fractale gé-
nérée a 'aide d’itérations d'un polyndéme complexe a été présentée pour la premiere
fois par Benoit Mandelbrot dans les années 1970. Depuis, le domaine des fractales
occupe l'attention de plusieurs chercheurs et méme de plusieurs artistes. Avec I’évo-
lution de I'informatique, les images de cette fractale et de ces généralisations sont
de plus en plus faciles a générer. A la recherche d’une généralisation en trois dimen-
sions de cet ensemble, plusieurs chercheurs ont utilisé les quaternions pour généraliser
I’ensemble de Mandelbrot en regardant les propriétés de I’ensemble et les projections
3D [8, 15, 27]. Néanmoins, les résultats n’étaient pas aussi impressionnants que I’en-
semble de Mandelbrot classique. En 1995, Bedding et Briggs ont méme affirmé que la
dynamique n’était pas intéressante dans le cas des quaternions [3]. Toutefois, en 2007,

Wang et Sun ont montré plusieurs théorémes importants concernant 1’ensemble de



Mandelbrot quaternionique [27]. Une autre fagon de généraliser I’ensemble de Man-
delbrot en trois dimensions a été d’utiliser les coordonnées sphériques. Cette facon de
faire a été proposée par Daniel White et Paul Nylander en 2007. Ils se sont surtout
intéressés a la puissance 8 qui est connue sous le nom de Mandelbulb. Finalement, en
2009, Inigo Quilez a proposé une amélioration de 'algorithme rendant possible une

bonne représentation en puissance 2 [1, 17, 20, 23, 28].

Ce mémoire a plusieurs objectifs. Bien que 1'utilisation des coordonnées sphériques
permette d’obtenir de belles images comme le Mandelbulb, il n’y a pas de structure
algébrique qui tienne derriere cette méthode. Le premier objectif de ce mémoire est
d’établir une structure algébrique qui permet de générer ces fractales en utilisant les
quaternions purs comme support aux coordonnées sphériques. Le deuxieme objectif
est de présenter des généralisations de I’ensemble de Mandelbrot en utilisant cette

structure algébrique. Finalement, le dernier objectif est de borner ces ensembles.

Le chapitre 1 introduit les quaternions et leurs propriétés. Plus particulierement,
on y introduit 'algebre, les quaternions purs et une application importante des qua-
ternions, soit les rotations dans l'espace 3D. Ensuite, au chapitre 2, on aborde la
dynamique complexe. L’ensemble de Mandelbrot est introduit dans le but de faire des
généralisations de cet ensemble. On y explique la définition et on montre des théo-
rémes importants qui seront généralisés plus loin dans ce mémoire. Au chapitre 3, on
établit un lien entre les quaternions purs et les coordonnées sphériques. Tout d’abord,
on y présente les coordonnées sphériques. Ensuite, on définit un nouveau produit, le
produit sphérique de quaternions purs. Ce produit est analogue au produit de nombres
complexes, puisqu’il permet de multiplier les rayons et d’additionner les angles des
coordonnées. On termine ce chapitre en montrant que I’ensemble des quaternions purs

muni du produit sphérique forme un magma uniféere commutatif.

Le chapitre 4 contient différentes généralisations de I’ensemble de Mandelbrot. La
premiere généralisation est faite avec les quaternions. Puisque les quaternions sont
en quatre dimensions, on y présente les coupes principales 3D de I’ensemble. Les
autres généralisations présentées utilisent le produit sphérique de quaternions purs.
On y présente deux différentes puissances du produit sphérique ainsi que les différents
ensembles associés. L'un de ces ensembles est visuellement le méme que le fameux
Mandelbulb. On montre également des théoremes qui bornent tous ces ensembles. Fi-

nalement, les dernieres généralisations présentées sont des variantes du produit sphé-



rique. On montre un lien entre un de ces ensembles et une coupe de 'ensemble de
Mandelbrot quaternionique. De plus, on montre qu'un autre de ces ensembles peut
s'interpréter seulement comme un produit quaternionique et qu’une de ses coupes
est visuellement ’ensemble de Mandelbrot. Pour terminer, ’annexe A présente les
codes de programmation en langage Python qui ont servi a générer des images de ce

mémoire.






CHAPITRE 1

Les quaternions

Dans ce chapitre, on définit ’ensemble des quaternions. On commence par pré-
senter plusieurs propriétés de base et I’ensemble des quaternions purs. Finalement,
on termine avec une application intéressante des quaternions, soit les rotations dans
I’espace. Tout au long du chapitre, plusieurs exemples sont présentés pour appuyer et

mieux comprendre la théorie. Les références pour le chapitre sont [3, 14, 18].

1.1 Notions de base

Les nombres complexes sont ’ensemble des nombres ayant une unité imaginaire ¢

tel que 12 = —1. En effet, ce sont les nombres suivants :
C={a+bi|labecReti*=—1}.

Pour obtenir les quaternions, on doit introduire de nouvelles unités imaginaires j et
k tel que j%2 = k* = —1.

Définition 1.1.1 — Ensemble des quaternions

L’ensemble des quaternions est noté
H={a+bi+cj+dk|ab,cdeR}

avec i’ = j2 = k* = ijk = —1.




Remarques.

1. En posant ¢ = d = 0, on obtient un nombre a + bz, soit un nombre complexe.
Si on pose b = ¢ = d = 0, on obtient un nombre réel a. Ainsi, les nombres

complexes et les nombres réels sont des sous-ensembles des quaternions.

2. Pour un quaternion ¢ = a-+bi+cj +dk, la partie a est appelée la partie scalaire,
dénotée Sc(q), et la partie bi 4+ ¢j + dk est appelée la partie imaginaire ou la

partie vectorielle, dénotée Vec(q).

1.1.1 Addition

L’addition est définie de la méme maniere que 'addition de vecteurs. Ainsi, pour

deux quaternions ¢; et g9, on a :

@1+ g2 = (a1 + byi + 1) + dik) + (ag + bai + coj + dok)
= (Cll + 612) + (bl + bg)’l + (Cl + Cg)j + (dl + dg)k

Exemple 1.1.2. Soit ¢ =2+ 41— 65 + 3k et o =5+ 97 + 25 — k. Alors, 'addition

de g1 et g se fait de la facon suivante :

G+q@=02+4—-6j+3k)+(5+90+2j —k)
=24+5)+@+9)i+(-6+2)j+(3-1)k
=T+ 13i — 45 + 2k.

1.1.2 Multiplication

La multiplication d’un quaternion par un scalaire se fait de la méme maniere que la
multiplication d’un vecteur par un scalaire. Ainsi, pour un quaternion ¢ et un scalaire

A € R, nous avons :

Aq = MNa+ bi+cj+ dk) = Aa + \bi + Aej + Mdk.
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Pour que la multiplication entre deux quaternions soit bien définie, il faut assigner des
valeurs aux multiplications deux a deux des nombres 7, j et k. On sait de la définition

que i? = j2 = k% = ijk = —1. Ainsi, les autres produits sont définis comme suit :

ij =k, ji=—k
jk=1i, kj=—i
ki=j, ik=—j.

La Figure 1.1 peut aider a se rappeler des lois de multiplication. Le produit de deux
des trois nombres est le troisieme nombre ou 'inverse additif de ce troisieme nombre.
Si on est dans le sens horaire, on obtient le nombre associé a cette multiplication, si

on est dans le sens antihoraire on obtient l'inverse additif.

FIGURE 1.1 — Schéma de la multiplication quaternionique.

On constate que la multiplication n’est pas commutative, mais est associative. De

maniere intuitive, on peut multiplier les quaternions ¢; et ¢» de cette maniere :

G1q2 = (a1 + bii + 17 + dik)(az + boi + coj + dok)
= ayas + a1(bat) + ai(cog) + ai(dok) + (bri)as + (b17)(bai)
+ (b17)(c2j) + (b1i)(d2k) + (c1f)az + (c1f)(b2i) + (c1f)(c2))
+ (c17)(d2k) + (dik)ag + (dik)(bai) + (dik)(cag) + (dik)(dok).

Donc, en appliquant la régle de multiplication définie plus haut sur les termes conte-

nant ¢, 7 ou k, on peut définir formellement la multiplication de deux quaternions de



cette maniere :

¢1q2 = (a1ay — biby — cico — dydy) + (arby + bias + c1dy — dyca)i
+ ((1102 + ciag + d1b2 — bldg)j + (aldg + dlag + blcg — Clbg)]{?.

Exemple 1.1.3. Soit ¢y =2+ 47— 67 + 3k et g0 =5+ 91+ 25 — k. En calculant ¢;¢,
et q2q1, on obtient :

g2 = (2+4i—6j+3k)(5+9i+2j — k)
= (10 =36 +12+3) 4+ (18420 +6 — 6)i + (4 — 30 + 27+ 4)j + (=2 4+ 15 + 8 + 54)k
— —11 + 38i + 55 + 75k

et

q2q1 = (5+9i +2j — k)(2+4i — 65 + 3k)
= (10 —=36+12+3) 4+ (20 4+ 18 +6 — 6)i + (—30+4 — 4 —27)j + (15 — 2 — 54 — 8)k
= —11 4 38i — 57j — 49k.

On constate que les deux résultats sont différents, ce qui est normal puisque la mul-

tiplication est non commutative. A

1.1.3 Conjugué

De maniere analogue aux nombres complexes, les quaternions ont également un
conjugué. Les conjugués des quaternions ont également des propriétés analogues aux

conjugués des nombres complexes.

Définition 1.1.4 — Conjugué d’un quaternion

On définit § = a — bi — ¢j — dk le conjugué d’'un quaternion ¢ = a+bi +cj + dk.
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Proposition 1.1.5 — Propriétés des conjugués

Soit q1, g2 € H. Alors,
1. ¢1 + @1 est un nombre réel ;

¢1q71 est un nombre réel ;

G t+e=qa+q¢;

oo W N
|
|

Démonstration. Soit ¢ = a1 + byt + ¢1) + dik et g = ao + boi + o7 + dok deux

quaternions.
1. q1+q1 = (Cll + bll + Clj +d1]€) + (a1 — bll — Clj — dlk) = 2&1 € R.

2. Par les lois de multiplication, nous avons,

@@ = (a1 + i+ + dik) - (ar — bii — c1j — dik)
(a3 4+ b+ +d3) + (—arby + biay — c1dy + dicy)i
+ (—arc1 + cray — diby + bidy)j + (—ardy + dyay — biey + e1by)k

=al +b]+c +d; R

3. En utilisant les définitions d’addition et de conjugué nous avons,

q1 + ¢ = (a1 + bii + 17 + dik + ag + bai + 25 + dok)

ar + ag) + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (dy + da)k
ai + az) — (b1 +b2)i — (c1 + ¢2)j — (di + do)k
a; — byt — c1j — dik) + (ag — bai — coj — dok)

= (
= (
= (

=1+ ¢
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4. En utilisant les définitions de multiplication et de conjugué nous avons,

G1Gz = (a1ag — biby — c1c9 — dids) — (a1bg + bras + c1dy — dyco)i
— ((1102 + C1Q2 -+ d1b2 — bldg)j — ((lldQ + dlaz -+ blcg — Clbg)k’

= (a2a1 — bgbl — CC1 — dgdl) + (—a2b1 — b2a1 + Czdl — dgcl)i

(
+ (—agcy — caaq + d2b1 — bgdl)] -+ (-agdl — d2a1 -+ b2C1 — Cgbl)k
(CLQ - b2Z - ng — d2]€> . (a1 — bll — Clj - dlk)

5. En utilisant la définition du conjugué nous avons,

G =a; —bii—c1j—dik
= ay — (=bi1) = (—c1j) — (=dik)
= +bli+01j +d1k‘

= (-

1.2 Propriétés

Cette section présentera diverses propriétés des quaternions tels que le module, la

division, la structure algébrique, la forme polaire et les quaternions purs [14].

1.2.1 Propriétés du module

Comme pour les nombres complexes, les quaternions ont aussi un module. Ce

module est la norme euclidienne.

Définition 1.2.1 — Module

Le module ou la valeur absolue d’un quaternion ¢ = a + bt + ¢j + dk est :

gl = Va2 + b2 + c2 + d2.

Remarque. Dans le cas ou [|¢|| = 1, ¢ se nomme un quaternion unitaire.
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Regardons maintenant quelques propriétés du module qui sont analogues a celles

qu’on retrouve avec les nombres complexes.

Proposition 1.2.2 — Propriétés du module

Soit q, q; et go des quaternions. Alors,
L lqll = llall;
2. lqll* = qq;
3. gl = llaullllgz|l-

Démonstration. Soit un quaternion ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk, alors
L gl = V@ F B+ E T & = \Ja? + (=0)* + (—¢)* + (=d)? = ||q].

2. De la Proposition 1.1.5, nous avons ¢q = a® + b* + ¢* + d*. Donc, ||q||* = ¢q.

3. En utilisant la Proposition 1.1.5 et la propriété 2 montrée ci-dessus, on a

lnel? =ae - 06
=01G2 - 2¢1
=q - @l*- @
=ll@lI* - @@ puisque [jg2]|* € R
=llal*llga|*
:(HQ1HH%”)2-

Donc, ||q1¢2]| = |lq1]|[|g2]]-

1.2.2 Division

Pour faire une analogie avec les nombres complexes, on dit que la division de z;
par z9 est la solution de I’équation zex = z;. Par contre, avec les quaternions, étant
donné que la multiplication est non commutative, il faut considérer deux équations

pour la division :

Q2T = {1 (11)
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et

Tq = q. (1.2)

Pour résoudre ces équations, on utilise une approche analogue a celle utilisée avec les

nombres complexes. Prenons 'équation (1.1) :

G2 = @1 < 22T = Q2q

& |||’z = G2

1 _
ST = —502q1-
ol

La solution de 1’équation (1.1) est appelée la division & gauche de ¢; par g2 et se
dénote x;, tandis que la solution de ’équation (1.2) est appelée la division a droite de

q1 par ¢s et se dénote x,.. Par conséquent, on a

1
T = 5429
P gl
et
1 _
Ty = 75 q1¢2-
" g2

Exemple 1.2.3. Soit ¢ = i+ j et ¢ = 1 + i + k. Calculons la division a gauche
1

de g1 par g¢q, c’est-a-dire la solution de guz; = ¢; et donc x; = Wq_qu. Nous avons
a2

@=1—i—ket|q?=1%+12+ 12 = 3. Calculons ¢q; :

@ =1-i—k)1+))
=i+j—i’—ij—ki—kj
—it+j+1—k—j+i

=142 —k.
Ainsi, nous avons
1 _
Ty = i prd2h
2|12
1 .
1 2 1
=—-+-1— -k.



Chapitre 1. Les quaternions 13

Vérifions que la solution fonctionne :

_ 1 2 1
qul:(1+z+k)<3+3z—3k)

L2 12 1 2

=-+-i—ck+-i—-+-j+k+-j+3

R L S L S N A T

= +]
=01
o 2.1 . : e
Ainsi, x; = 3 + gz — gk‘ est bien la solution de la division a gauche de ¢; par ¢;. A

1.2.3 Structure algébrique

La structure algébrique des quaternions avec les opérations d’addition et de mul-

tiplication forme un corps non commutatif, aussi appelé anneau a division.

Proposition 1.2.4

Le triplet (H, +, -) est un corps non commutatif, ¢’est-a-dire qu’il a les propriétés

sulvantes :
1. L’ensemble H est fermé sous I'addition et la multiplication;
L’addition et la multiplication sont associatives;
L’addition est commutative ;
La multiplication est non commutative ;
Il existe un neutre 0 pour l'addition ;

Il existe un neutre 1 pour la multiplication ;

- B

Chaque élément de H possede un inverse additif et chaque élément de

H — {0} posséde un inverse multiplicatif ;

8. La multiplication est distributive sur 'addition.

Démonstration. Soit trois quaternions quelconques ¢; = aqy + b1t + ¢17 + dik, q2 =
as + bQZ + Czj + dgk et g3 = as + ng + ng + dgk

1. Par la définition de I’addition, nous avons

q1 + g2 = (a1 + ag) + (by + b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + dg)k € H.
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De plus, par la définition de la multiplication, nous avons

q192 = (@103 — biby — cico — dydy) + (arby + bias + c1dy — dyca)i
-+ (alcg -+ C1Q2 + d1b2 — b1d2)] -+ (aldz -+ dlag + blcg — Clbg)l{ - H.

Puisque ¢ + ¢2 € H et ¢1go € H lorsque qq, g2 € H, 'ensemble H est fermé sous

I’addition et la multiplication.

. L’associativité de ’addition dans H découle de I'associativité de 'addition dans

R. En effet,

@+ (g2 +q3) =q + (ag+az) + (ba + b3)i + (c2 + ¢3)j + (da + d3)k
= (a1 +ag+az)+ (by +ba + b3)i + (1 + co + ¢3)5 + (dids + d3)k
= (a1 + ag) + (by + bo)i+ (c1 + ¢2)j + (dy + do)k + g3
= (q1 + q2) + g

Montrons maintenant que la multiplication est associative. Nous avons,

¢ (g2-q3) =q1 - ((agag — bobs — cacg — dads) + (agbs + beaz + cads — dacs)i
+ (423 + €203 + daby — bads)j + (aads + dyaz + bacs — cabs)k)
= [al(aQag — bobs — cacg — dadsz) — by(agbs + baag + cods — dacs)
— c1(ageg + caaz + dobs — bods) — di(axds + dyaz + bacs — cgbg)]
CLl(CLng + boag + cads — dacs) + by(asas — babs — cacs — dads)
c1(agds + dyas + bacg — cobs) — dy(ages + caaz + dobs — b2d3)}z
)
}

d (a2b3 + b2a3 + ngg dgCg) — b1 (a2d3 + dgCLg + b2(33 — Cgbg) j

+

+

+ al(agc;; + coag + dabs — bads) + c1(azas — babs — cocs — dads

+

+ Cll(&gdg + dyaz + bacg — cabs) + di(azas — babs — cacy — dads)

+ by (ages + coas + dabs — bads) — c1(agbs + baas + cods — dng)] k

= |(ar1as — biby — c1c9 — dydy)as — (a1by + bras + c1ds — dyco)bs

— (a1c9 + c1ag + diby — bids)cs — (ards + dyas + byca — Clbg)d3:|

+ [(a1a2 = biby — 105 — dida)bs + (arby + braz + crdy — dicy)as

+ (a1 + crag + diby — bydy)ds — (ayds + dyas + by — Clb2)03:|

.

(aras — biby — c1co — dyds)cs + (arca + crag + dibe — bids)as
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+ (a1dy + dyag + bycg — c1b2)bs — (a1by + bras + c1dy — dlcg)dg}j
+ [(araz — biby — e1c2 — dida)ds + (arda + dyag + bycs — crba)a
+ (asby + bia + c1dy — dics)es — (arca + cran + diby — bida)bs k
= ((a1a2 — biby — c109 — dyds) + (arby + bras + c1dy — dycs)i

+ (a102 + craz + diby — bida)j + (arda + diay + bicy — c1ba)k) - g

= (fh : (J2) " qs3.

La multiplication est donc associative.

3. Nous avons

g1+ q = (&1 + ag) + (bl + bg)Z + (Cl + Cg)j + (dl + dg)k
= (CLQ + CL1) + (bz + bl)l + (CQ -+ Cl)j + (dQ -+ dl)k
=q2+ q-

La commutativité de ’addition dans H découle de la commutativité de I’addition
dans R.

4. La multiplication n’est pas commutative tel que montré dans la section 1.1.2.

5. Le neutre pour I'addition est 0. En effet,

@ +0=(ay+0)+ (by +0)i + (c1 +0)j + (dy + 0)k
:a1+b1i+01j+d1k
={q1-

6. Le neutre pour la multiplication est 1. En effet,

G1-1=(a;-1=b-0—c;-0—dy;-0)+(a;-0+by-1+¢;-0—dy-0)i
+(a-0+c-14+d-0—=0b1-0)j4+(a1-04+dy-14+b,-0—c1-0)k
=a; +bit+cj+dik
=1

On obtient le méme résultat en multipliant ¢; par la gauche.
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7. L’inverse additif de ¢ est —q1 = —a; — b1i — ¢1j — dik. En effet,

G+ (—q)= (a1 —ar1)+ (b1 —b1)i+ (c1 —c1)j + (dy — dv)k
= 0.

Q1
. lan]?
du module de la Proposition 1.2.1, on a

L’inverse multiplicatif de ¢, est ¢;' = En effet, en utilisant les propriétés

0 - q1 _ a1 _ HQ1H2 1
lall®  llall®  [lal?

. . N L. q
On procede de la méme maniere pour vérifier que TAE Sq =
q1

8. Il faut vérifier que la multiplication est distributive a gauche et a droite sur

I’addition, c¢’est-a-dire que

- (e+a)=(@- @)+ -g) et (@+a) o=@ o)+ a)

Montrons que c’est distributif a gauche.

¢ (2 +q3) = qu - [(a2 + az) + (by 4+ b3)i + (co + ¢3)7 + (d2 + d3)k]
= ay(ag 4 ag) — by(by + b3) — c1(co + c3) — di(da + ds)
+ [a1(by + bs) + b1 (as + as) + c1(dy + d3) — di(ca + ¢3)]i
+ [a1(ca + ¢3) + c1(ag + as) + di(by + bs) — by (dy + d3)]j
+ [a1(dy 4 ds) + dy(az + as) + bi(ca + c3) — c1(b2 + b3)]k

)
b )
+b

= (a1az — biby — c1¢y — didy) + (ayaz — bibg — bycz — bids)
+ [(a1by + brag + c1dy — dyicg) + (a1bs + bras + c1ds — dycs)]i
+ [(a1c2 + craz + diby — bidy) + (aics + cras + dibs — bids)|j
+ [(a1dy + dyag + byca — c1be) + (ards + dyas + bicg — c1bs) |k

=(q1-q2) + (q1-q3).

Montrons que c’est distributif a droite.

((]2 + Q3) g1 = [(az + CL3) + (bz + bg)l + (CQ + Cg)j + (dg + dg)k‘] - q1
= (ag + (13)@1 — (bg + bg)bl — (CQ + 63)61 — (dz + dg)dl
—+ [(0/2 —+ Clg)bl + (b2 -+ bg)&l + (CQ —+ Cg)dl — (dg + dg)Cl]i
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+ [(a2 + asg)cy + (c2 + c3)ar + (da + ds)by — (ba + b3)d,]j
+ [(ag + a3)dy + (da + ds)ay + (ba + bs)cr — (ca + c3)bi ]k
= (agay — boby — cac1 — dody) + (aga; — b3by — bscy — bsdy)
+ [(a2by + baay + cody — dacy) + (asby + bsay + csdy — dzcq)]i
+ [(ager + caaq + daby — bady) + (agey + czay + dsby — bsdy)]j
+ [(a2dy + doay + bacy — caby) + (asdy + dsay + bscy — c3by) |k

= (g2 -q1) + (g3 q1)-

La multiplication est donc distributive sur ’addition, puisqu’elle est distributive

a gauche et a droite.

[ |
1.2.4 Forme polaire
Comme les nombres complexes, les quaternions peuvent étre représentés par une

forme polaire. Soit ¢ = a+bi+cj+dk un quaternion quelconque tel que g # 0. Posons

g = a+ q ou q est la partie vectorielle de ¢, ¢’est-a-dire que q = bi + ¢j + dk. Alors,

NOUS avons
@ |lal? a \', (lal’
gl = a® + [la]* & + —le | — | () —q
lall* ~ lal® gl gl
Ainsi, puisque cos? ¢ + sin? ¢ = 1, il existe un unique angle
¢,0< ¢ <m, car|q| >0, tel que 1 I%I‘I
¢
i — Cosgb et M — sin ¢ “a_
lql all lal

Ainsi, on obtient :

1
g=a+bitcjtdbe L = L (bitejidk)- (IMH)
fal = Tal Tl fal

& - cos ¢ + (q) sin ¢
]l lal

< q=|q] [cosgb+ (q) sinqﬁ] :
lal
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La forme polaire unique d’'un quaternion est donc

q = ||q|| (cos ¢ + psin ¢)

. q L
oup= W est un vecteur unitaire.
On peut montrer également que ¢ = ||q|| (cos¢ — psin¢). En effet, en posant p =

bi + c¢j + dk, on obtient

7= |lgll (cos ¢ + psin ¢)
= ||q|| (cos ¢ + bisin ¢ + ¢jsin ¢ + dk sin @)
(
(

= ||q|| (cos ¢ — bisin ¢ — cjsin ¢ — dk sin ¢)
= [lqll (cos ¢ — psin ) .

Regardons maintenant un exemple qui montre comment trouver la forme polaire d'un

quaternion en utilisant les équations ci-dessus.

Exemple 1.2.5. Soit le quaternion ¢ = 1 + k. Trouvons la forme polaire de ce

quaternion. On a ||¢|| = v/2 et ||q|| = ||k|| = 1. De plus,

& a 1 V2
COSPp = —— = —= = ——
el v2 2

= ifon ) n )]

= ¢ = arccos(V/2/2) = 7 /4.

Donc,

Maintenant, regardons un résultat qui généralise la formule de De Moivre qui est

bien connue pour les nombres complexes.

Proposition 1.2.6 — Formule de De Moivre quaternionique

Soit ¢ = ||q|| (cos ¢ + psin ¢) un quaternion dans sa forme polaire et n € N,

alors
q" = ||q||" [cos(ng) + psin(ng)].

Démonstration. Montrons le résultat par induction.

(i) Pour n =1, le résultat est évident puisque g = ||¢|| (cos ¢ + psin ¢).



Chapitre 1. Les quaternions 19

(ii) Supposons que ce soit vrai pour n = k et montrons que c’est vrai pour n = k+1.

Donc,

¢ = [llq|l (cos ¢ + psin ¢)]***

= [llall (cos ¢ + psin ¢)]*[llq]l (cos ¢ + psin )]
= |lq||* (cos k¢ + psin ko) ||q|| (cos ¢ + psin @), hypothese d’induction

= [|q]|***[(cos k¢)(cos ¢) + p?(sin k) (sin ¢) + p|(cos ke) (sin ¢)
+ (sin ko) (cos 6)]|

= [|ql|***[(cos k¢)(cos ¢) — (sin kg)(sin @) + p|(cos k¢)(sin )
+ (sin ko) (cos ¢)]| car p* = —1 , de la proposition 1.2.11

= [lgl***[ cos((k + 1)¢) + psin((k + 1)¢)].

La derniere ligne a été obtenue en utilisant les identités trigonométriques sui-

vantes :

sin(a + ) =sin acos 3 + cos asin 3,

cos(a + ) =cos acos f — sin asin .

(iii) Par le principe d’induction, nous avons montré que ¢" = ||g||" (cosng + psin no)

pour n € N.
[ |

1.2.5 Les quaternions purs

Les quaternions purs sont un sous-ensemble important des quaternions. Cette sec-

tion définit les quaternions purs et présente plusieurs de leurs propriétés [3, 14, 18].

Définition 1.2.7 — Quaternion pur

Un quaternion pur est un nombre ¢ = a + bi + ¢j + dk tel que a = 0. Ce

sous-ensemble de H est dénoté ImH.

Les quaternions purs peuvent étre utilisés pour représenter un point dans I’espace
3D, puisqu’ils peuvent étre vus comme un vecteur en trois dimensions. En effet, en

placant les vecteurs unitaires 7,7 et k sur les axes comme dans la Figure 1.2, on
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remarque que le quaternion pur ¢ = bi + ¢j + dk représente le vecteur allant de O a
M(b,c,d).

FIGURE 1.2 — Un quaternion pur représentant un vecteur de 1’espace 3D.

Ainsi, les quaternions purs possedent les mémes propriétés que les vecteurs de

dimensions 3. Le reste du chapitre traitera de certaines de ces propriétés.
Produit scalaire

Avant de définir le produit scalaire de quaternions purs, définissons le produit
scalaire dans R" qui est un cas particulier de la définition générale de produit scalaire

des espaces vectoriels [18].

Définition 1.2.8 — Produit scalaire dans R"

Soit u et v deux vecteurs quelconques de R™ tels que
u=(ay,as, ..., ap,) et v = (by,bq,...,bp).
On définit le produit scalaire de u et v par :

<U, U> = a161 + CLQbQ + ...+ anbn.

Maintenant, définissons le produit scalaire de quaternions purs.
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Définition 1.2.9 — Produit scalaire de quaternions purs

Soit g1, g2 deux quaternions purs. Le produit scalaire se note :

(@1, q2) = llq1]ll|gz]| cos(¢)

ol ¢ est I'angle entre les deux vecteurs représentés par ¢q; et ¢s.

Remarque. Le produit scalaire est le produit des longueurs des vecteurs ¢, et ¢, par

le cosinus de I'angle entre les deux.

En posant n = 3 dans la Définition 1.2.8, nous obtenons le produit scalaire dans R?.
Montrons que la Définition 1.2.9 est équivalente a la définition du produit scalaire dans
R? de la Définition 1.2.8. On veut donc montrer que ||q; ||| g2|| cos(¢) = biba+cica+dids.

Démonstration. Considérons le triangle formé par les quaternions ¢; = byi+c1j +dik
et qo = bat + c9j + dok dans la figure ci-dessous. Les coordonnées de M; et My sont

respectivement (by, c1,dy) et (by, ca, ds).

My

[L

O q2
/ Y

Ainsi, nous avons

lqu||? = 0% + ¢f + di,
lgal|? = b3 + ¢5 + d,
et (Ml — M2)2 = (bl — b2)2 -+ (Cl — C2)2 + (dl — d2)2.

Alors,

(My — M)? = |l@a]|* + lg2ll® — 2(b1bs + c1ca + dido).
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De plus, par la loi des cosinus, nous avons

(M1 = Mz)* = [l ]l + llazll* = 2l [l gzl cos ¢

oll ¢ est I'angle entre q; et ¢o. En égalisant les deux expressions de (M; — M>)?, nous

avons

llq1l|llgz2]] cos @ = biba + c1ca + dids.

Produit vectoriel

Nous définissons maintenant le produit vectoriel. La référence pour la définition

ainsi que les remarques est [18].

Définition 1.2.10 — Produit vectoriel

Soit ¢, g2 deux quaternions purs. Le produit vectoriel se note :

[q1,q2] = (c1dy — dyca)i + (diby — bida)j + (bica — c1bo)k.

Remarques.
1. Le produit vectoriel est une opération vectorielle qui est définie seulement dans
R3.
2. Le vecteur [g1, go] est perpendiculaire a ¢ et go.

3. La norme (ou module) de [g1,go] est ||q1]|[|g2]| sin ¢ ou ¢ est Pangle entre ¢ et
q2-
4. Si les vecteurs ¢; et g, sont colinéaires, c’est-a-dire que A\g; = g2 (A € R), alors

[q1,¢2) = 0.

Multiplication

Maintenant, nous réécrivons la multiplication de quaternions purs a ’aide du pro-

duit scalaire et du produit vectoriel. Soit ¢, = b1i + ¢17 + dik et go = boi + o7 + dok
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deux quaternions purs. Leur produit est :

q1q2 = —(b1by + c109 + didy) + (c1dy — dyco)i + (diby — bids) g + (bico — c1bo)k.

Remarques.

1. La partie réelle de q1q2 est —(b1ba+c1ca+dids) et se définie comme étant I'inverse
additif du produit scalaire. Ainsi, la partie réelle du produit de quaternions purs
est —(q1, q2).

2. La partie imaginaire de q1qs est (¢1ds — dyca)i + (d1bs — bida)j + (bica — c1bo)k
et se définie comme étant le produit vectoriel.

%

—(q1,92) = 0. Ainsi, le produit de deux quaternions purs perpendiculaires donne

3. Si les vecteurs ¢; et ¢o sont perpendiculaires, alors ¢ = cos¢ = 0 et donc

un quaternion pur.

Finalement, en utilisant les propriétés vues plus haut, on remarque que la multi-

plication de quaternions purs peut étre réécrite comme :

@192 = —(q1,92) + (@1, ¢2).

Proposition 1.2.11

Soit ¢ un quaternion pur unitaire. Alors, ¢ = —1.

Démonstration. Nous savons que la multiplication ¢? peut s’écrire comme :

¢ =—(q.9) + [q.q)-

Puisque ¢ est colinéaire avec lui-méme, alors [g, g] = 0. De plus, puisque la norme est

1 et que I'angle entre ¢ et lui-méme est 0, nous avons

(,9) = llqllliqll cos & = 1.

Ainsi, ¢* = —(q,q) + [¢,q] = —1. L
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1.3 Les rotations avec les quaternions

Les quaternions peuvent servir a faire des rotations autour d'un axe dans l’espace

3D. Les quaternions purs et la forme polaire vus a la section 1.2 permettront de faire
cette rotation [14, 18].

Proposition 1.3.1

Soit P u et ¢ tel que

Alors, qPq™ " est le résultat de la rotation de P par rapport a u d’un angle de
2¢.

1. P est un quaternion pur représentant un point de I'espace 3D ;

2. u est un quaternion pur représentant le vecteur autour duquel on effectue

la rotation ;

3. q=cosp+ — squ

Démonstmtion

(i)

(i)

(iii)

Pu1sque est unitaire, alors ¢ est unitaire. Ainsi, puisque 'inverse est unique,

onagq  =4q.
Montrons que la norme du vecteur résultant de la rotation est la méme que le

vecteur de départ. En effet, puisque ||¢|| =1 on a :
laPall = llqllllPllllgl = 1-[[P[- 1= [|P]|.

u
Posons v = H— Montrons que si P et v sont perpendiculaires, alors qP est le
u

résultat de la rotation de P par rapport a v d'un angle de ¢. Nous avons :
qP = (cos¢ +vsin )P = P cos ¢ + vP sin ¢.

Puisque P et v sont perpendiculaires, alors vP = [v, P], car —(v, P) = 0. De
plus, par les propriétés du produit vectoriel [18], cela implique que vP est per-
pendiculaire & P et a v. Ainsi, nous obtenons trois vecteurs perpendiculaires
alignés comme ¢, 7 et k. Ainsi, ¢P représente une rotation de ¢ de P par rap-
port & v dans le plan formé par vP et P. Cette rotation peut étre visualisée sur

la figure ci-dessous.
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(iv)

vP qP

Montrons maintenant que si P et v sont perpendiculaires, alors gPq~! = ¢qPq est
le résultat de la rotation de P par rapport a v d'un angle de 2¢. Tout d’abord,
remarquons que lorsque deux quaternions purs ¢, g2 sont perpendiculaires, alors
7192 = —q2q1. Cela découle directement de la multiplication et du fait que la

partie réelle est nulle. Ainsi, nous avons

qPq = qP(cos ¢ — vsin ¢)
= (¢P)cos¢ — (¢P)vsin ¢
= (qP) cos ¢ + v(qP)sin ¢, car ¢P L v de Iétape (iii).

Donc, tel que présenté sur la figure ci-dessous, ¢Pg est une rotation de gP par
rapport a v dans le plan formé par ¢P et vgP d'un angle de ¢. Donc, puisque
qP était la rotation de P par rapport a v de ¢, alors ¢Pg est le résultat de la
rotation de P par rapport a v d’un angle de 2¢.

vqP qPq

Montrons maintenant que ¢Pq est le résultat de la rotation de P par rapport
a v d'un angle de 2¢, en considérant que P et v sont deux quaternions purs
arbitraires. Décomposons P = P; + P, de fagon a ce que P; soit perpendiculaire

a v et P soit colinéaire a v, donc P, = \v, cette décomposition des vecteurs est



26

toujours possible [18]. Ainsi, on obtient :
qPq = q(P1 + P»)q = qP1q + qP»g. (1.3)
Montrons que gP>g = P,. Nous avons :

qP2q = qP(cos ¢ — vsin @)
= q(Pycos ¢ — Poyusin )
= q(Pycos ¢ — vPysin @)
= q(cos ¢ — vsin @) Py
=qqb,
=D

Remarquons que Pov = v P, car les vecteurs sont colinéaires et ainsi leur produit
vectoriel est nul. En effet, on a Pov = —(Py,v) + [Py, v] = —(Py,v) + 0 =
—(v, P,) + 0 = vP,. Donc, 'équation (1.3) devient :

qPq=qPq+ P,.

Finalement, on remarque de la partie (iv) que ¢P;g est une rotation de P, d'un
angle de 2¢ par rapport a v. Ainsi, puisque P, reste inchangé, alors ¢Pgq est la

rotation de P d'un angle de 2¢ par rapport a v.
[ |

Dans I'Exemple 1.3.2 une rotation simple est faite pour montrer comment on
peut appliquer la Proposition 1.3.1 pour faire des rotations dans I’espace 3D avec les

quaternions.

Exemple 1.3.2. Soit P ayant comme coordonnées (1,0,0) dans I’espace 3D, donc
P =i. On veut faire une rotation de ¢ = 180° (7 rad) autour du vecteur qui part de
lorigine jusqu’a (1,1,0), donc le quaternion qui représente ce vecteur est u = 7 + j.
Nous savons que ce point devrait correspondre a (0,1,0), donc a P’ = j. La figure
ci-dessous permet de visualiser la rotation. Cette rotation amene un coin du cube sur

un autre coin du cube.
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- ¢ u (9
q = CoS <2> + m sin <2>

(7r>+i+j . (7r)
=cos | = sin | —
2 V2 2
it

V2

Nous avons donc,

Ainsi, il ne reste qu’a faire le calcul suivant pour trouver le résultat de la rotation :

- () ()

= i+ )il=i =)

(1= )(=i = j)

1
=5+ +7-1)

C’est bien le résultat qu’on s’attendait. Donc, faire une rotation du point P = (1,0, 0)

de 180° autour du vecteur u = i + j, nous donne le point P’ = (0, 1,0). A






CHAPITRE 2

Dynamique complexe

Dans ce chapitre, on présente 1’ensemble de Mandelbrot dans le but d’en faire
des généralisations au chapitre 4. Il est important de bien comprendre ’ensemble de

Mandelbrot et ses propriétés avant de pouvoir le généraliser.

2.1 Ensemble de Mandelbrot

Dans cette section, on introduit I’ensemble de Mandelbrot ainsi que certaines de
ses propriétés. Les références de cette section sont [2, 4, 10, 11, 21, 25]. L’ensemble de
Mandelbrot est une fractale bidimensionnelle générée dans le plan complexe. On la
visualise donc en deux dimensions. Cette fractale est générée par des itérations d'un
polynoéme quadratique. Considérons le polyndome complexe P.(z) = z2+¢, ol z,¢ € C.

Les itérées sont définies de cette maniere :

PI"(2) = P(P" " V(2)) = Pu(Po(P{"?(2))) = PePe(Pe(- -~ P(Po(2)) -++))) -

n itérations

Nous sommes donc maintenant en mesure de définir 'ensemble de Mandelbrot.
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Définition 2.1.1 — Ensemble de Mandelbrot

L’ensemble de Mandelbrot M est constitué des points ¢ € C tels que la suite

des itérées du polyndme P (z) évalué en z = 0 reste bornée. En d’autres mots,

M ={ceC | {P™(0)}nen est bornée}.

Il est également possible de définir M de cette fagon (voir [10]) :
M = {c e C |P"(0) » oo lorsque n — c0}.

Ainsi, si {P™(0)} n’est pas bornée, alors la suite tend nécessairement vers l'infini.

L’ensemble de Mandelbrot est illustré en noir a la Figure 2.1. Pour mieux comprendre

FI1GURE 2.1 — Ensemble de Mandelbrot complexe.

comment calculer ’ensemble, voici un exemple de calcul des premiers termes :

P0)=0"+c=c
PP(0) = (P.(0)? +c=c+c
PE0) = (PP0)* +c=c+2 + 2 +c

On constate que les calculs s’alourdissent tres rapidement. Il est donc difficile de
savoir exactement ce qui se trouve dans ’ensemble de Mandelbrot, bien qu’on puisse

facilement le générer par ordinateur. Cet ensemble possede plusieurs propriétés qui
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seront présentées dans le reste du chapitre. Commencons par montrer que 1’ensemble

de Mandelbrot est borné dans le plan complexe.

Proposition 2.1.2

Soit la fonction P.(z) = 2%+ ¢ avec |¢| > 2, alors |[P™(0)] > |c|(|c| — 1)"! avec

n>1.

Démonstration. Procédons par induction. Pour n = 1, on a
|P(0)] = [e] = |l (le] = 1)

Dong, la proposition est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour n = k,

c’est-a-dire que
[P(0)] > [ef(|e] = 1)

Montrons que la proposition est vraie pour n = k+ 1. On a
[PIFD0)] = [P(PM(0)] = [(PF(0))* + .
En utilisant I'inégalité du triangle et les propriétés du module, on a

(P(0))? + ¢ = [(BP(0) — |el.

c

En utilisant 'hypothese d’induction, on obtient

(PP = lef = (el (el = 1)) — [e].

C

De plus, comme |c| > 2, on a que (|c| — 1)¥7! > 1 et donc on remarque que

(el (el = D)% = el = [el*(Jel = 1)*7" = e
=

> [e2(lel = D} = Jel(le] = 14
— lel(jel = 1" (Je - 1)
= lel(|e] - 1)*,

Ainsi, on obtient |P*+1(0)| > |e[(|c| — 1)*. Donc, la proposition est vraie pour n =
k + 1. Par le principe d’induction, on a montré que la proposition est vraie pour tout
n>1. [ |
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Grace au résultat précédent, on peut maintenant montrer que ’ensemble de Man-

delbrot est borné dans le plan complexe.

Théoréme 2.1.3

Pour tout nombre complexe ¢ appartenant a I’ensemble de Mandelbrot, on a
le|] < 2.

Démonstration. Posons || > 2. Alors, de la proposition 2.1.2, on a |[P™(0)| > |¢|(|c| -
1)"~! avec n > 1. Ainsi, on trouve que |P™(0)| — oo, puisque |¢|] > 2. En effet,
(le] = 1) — oo, lorsque |c| > 2. Donc, puisque |P{™(0)| n’est pas borné, alors

¢ ¢ M. Par contraposition, on obtient que si ¢ € M, alors |c| < 2. [

Ce théoreme permet de conclure que l'ensemble de Mandelbrot est totalement
inclus dans un disque de rayon 2 centré en 0. Le prochain théoreme est tres important
et montre que la suite des itérées reste aussi bornée par 2. Par contre, avant de montrer

ce théoreme, montrons une proposition qui sera nécessaire a la preuve.

Proposition 2.1.4

Soit |¢| < 2. Posons |P™(0)] = 24 > 2 ou m > 1. Alors, on a l'inégalité
suivante : [P (0)| > 2 4475, ot n > 1.

Démonstration. Allons-y par induction. Pour n =1, on a
[PE(0)] = [P(PI™(0))] = [(PI™(0))% + ¢l.
De plus, en utilisant I'inégalité du triangle et les propriétés du module, on a

[(PI™(0))? + ¢ = [(PI™(0))* = lef = (2+0)* — [c].

Cc

Mais, puisque |¢| < 2, on a (24 0)? — |c| > (2 +§)? — 2 > 2 + 44. Donc, la proposi-
tion est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour n = k, c’est-a-dire que
| P{m+R)(0)] > 2 + 4%, De maniére similaire au cas ot n = 1, on a

[P (0)] =[PP H(0))] = [(PIR(O) + cf 2 (P H(0) — el

Cc Cc C
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En utilisant I'hypothese d’induction et le fait que |¢| < 2, on obtient

(P R(0))]2 = |c] > (24 4%0)? =2 =2+ 445 + 4%6% > 2 4 4"15,

C

Donc, la proposition est vraie pour n = k + 1. On a donc montré par induction que

la proposition est vraie pour tout n > 1. [ |

Théoréme 2.1.5

Un nombre complexe ¢ appartient a ’ensemble de Mandelbrot si et seulement
si |[P™(0)| < 2 pour tout n.

Démonstration. Le fait que si [PV (0)| < 2 pour tout n, alors ¢ € M est une consé-
quence directe de la définition de 'ensemble de Mandelbrot. Montrons donc que si
c € M, alors |P™(0)| < 2 pour tout n. Posons ¢ € M. Alors, du Théoréme 2.1.3, on
a |c| < 2. Supposons, par I'absurde, quil existe un n € N tel que |[P™(0)] = 2 + 6
pour un certain § > 0. Alors, de la Proposition 2.1.4, |P{™*™(0)| > 2 + 4™4 et donc
| Pm+1)(0)] — oo clest-a-dire que |P™(0)] — oo et donc que ¢ ¢ M. On obtient une

contradiction. Par conséquent, si ¢ € M, alors | P™(0)| < 2 pour tout n. |

Le Théoreme 2.1.5 nous assure que pour un nombre complexe ¢ appartenant a
I'ensemble de Mandelbrot, la suite des itérées P(™(0) est non seulement bornée, mais
que sa norme est assurément inférieure ou égale a 2 pour tout n. Ce théoreme permet
de créer un algorithme simple pour générer I'ensemble a l'aide d'un ordinateur. En
effet, il suffit de vérifier a chaque itération si le module est inférieur ou égal a 2. Si
oui, on continue, sinon, on colore le pixel selon I'itération. C’est de cette maniere que
la Figure 2.1 a été générée en langage Python. On peut voir les points qui font partie
de 'ensemble en noir. De plus, les points en couleur ne font pas partie de ’ensemble

et dépendent de la vitesse a laquelle la suite diverge.

Maintenant, on rassemble plusieurs propriétés de I’ensemble de Mandelbrot. Ces

propriétés et leurs preuves se retrouvent dans [7, 9, 11, 21, 25].
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Proposition 2.1.6

L’ensemble de Mandelbrot M possede les propriétés suivantes :
1. M c D(0,2);
2. M est un ensemble fermé;
3. ce M & |P™(0)] <2,Vn €N;
4. M est un ensemble connexe;
5. M est symétrique selon I'axe des réels;

6. MNR = [—2 1].

14

La propriété 1 a été montrée au Théoreme 2.1.3. Les propriétés 1 et 2 impliquent
que M est un ensemble compact. La propriété 3 a été montrée au Théoreme 2.1.5.
La propriété 4 est un résultat célebre qui a été montré par Douady et Hubbard en
1982 dans [9]. La propriété 5 découle directement des propriétés des conjugués des
nombres complexes. En effet, puisque la conjugaison est additive et multiplicative sur

C, alors P(0) = P™(0). Cela implique que les modules sont égaux, donc [P (0)] =

|P(M(0)] = ]Pg(n)(O)\. Ainsi, par la propriété 3, nous avons ¢ € M & ¢ € M, donc M

est symétrique selon 'axe des réels. La propriété 6 nous indique que si ¢ € R, alors

I’ensemble généré par les itérations du polynéme est {—2, ﬂ Une preuve détaillée de

cette propriété se trouve dans [21].



CHAPITRE 3

Les coordonnées sphériques et les quaternions

Dans ce chapitre, on définit le produit sphérique de quaternions purs qui s’inspire
du produit de nombres complexes. Pour ce faire, on commence par introduire les co-
ordonnées sphériques. Ensuite, on définit le produit sphérique et on présente certaines

de ses propriétés.

3.1 Coordonnées sphériques

Tout d’abord, introduisons les coordonnées sphériques. Les coordonnées sphériques
sont utilisées pour représenter des points dans 'espace 3D [24]. La Figure 3.1 montre

les coordonnées sphériques (p, 0, ¢) d’'un point P dans I'espace 3D. Nous avons :
e p >0, la distance de l'origine a P

e 0 <0 < 2w, 'angle formé par I'axe des x positifs et la projection de P dans le

plan xy;
e 0 < ¢ <m, l'angle formé par 'axe des z positifs et le segment de droite OP.

Cette définition classique des coordonnées sphériques assure 1'unicité des coordonnées
pour toutes les coordonnées, sauf pour le point (0,0,0), qui est le cas d’une sphére
dégénérée, et les deux poles. En effet, si p = 0, alors les angles ¢ et 6 peuvent étre
arbitraires sans changer le point sur la sphere. Dans le cas des deux poéles, soit lorsque
¢ = 0 ou ¢ = 7, la valeur de I'angle § peut étre arbitraire sans changer le point sur

la sphere. Pour passer des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes, on
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utilise les équations suivantes [24] :
x = psin¢cosb, y = psin¢sinf, 2 = pcos .

Pour passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques, il faut retrouver

les angles 6 et ¢ et le rayon p. Les formules sont donc les suivantes pour p # 0 :

p=x>+y*+ 22 0 = arctan2(y, x), ¢ = arccos(z/p).

Puisque la fonction tangente a une période de 7, mais que 6 est entre 0 et 27, la
fonction arctan a deux solutions possibles. C’est pourquoi nous utilisons la fonction
arctan2 qui s’assure de prendre la valeur d’angle qui situe le point dans le bon quadrant
du plan zy. Il est a noter que la fonction arctan2 est déja utilisée dans plusieurs logiciels

de programmation.

F1GURE 3.1 — Les coordonnées sphériques d’un point.

Tel que mentionné a la section 1.2.5, un quaternion pur peut étre utilisé pour
représenter un point dans ’espace 3D. Donc, en utilisant les équations ci-dessus, nous
pouvons réécrire un quaternion pur ¢ = ai + bj + ck en représentation sphérique de

cette facon :
q=p(isin¢cosf + jsin@sin @ + kcos ¢).

En effet, il suffit d’utiliser les formules présentées ci-dessus de cette maniere pour

p#0:

o= llqll 0 = arctan2(b, a), ¢ = arccos(c/p).
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Remarque. On peut vérifier que ||q|| = ||p(isin ¢ cosd + j sin ¢ sin 6 + k cos ¢)|| = p.

En effet, nous avons

|lp(isin ¢ cos @ + jsingsin @ + k cos @)|| = \/p2(SiIl2 ¢ cos? 0 + sin? ¢ sin? 6 + cos? ¢)
= \/;\/sin2 @(cos? 0 + sin? 0) + cos? ¢
= py/sin? ¢ + cos? ¢
= pV/1

Ainsi, nous avons bien ||g|| = p.

De plus, afin d’avoir une représentation sphérique unique pour chaque quaternion,
ces angles ont les mémes restrictions que pour les coordonnées sphériques. Par contre,
certains quaternions doivent avoir des restrictions supplémentaires pour avoir une
représentation unique. C’est le cas du quaternion 0 et des quaternions représentant
les pdles sur la sphere. Pour le quaternion 0, on fixe les angles comme étant ¢ = 0
et = 0. On obtient donc que la coordonnée sphérique qui le représente est (0,0,0).
Pour les poles, qui sont les cas ou ¢ = 0 ou ¢ = 7, on fixe # = 0. Donc, dans le
cas d’un quaternion de la forme ck ou ¢ > 0, la coordonnée sphérique associée est
(¢,0,0). Dans le cas ou le quaternion est de la forme ck ou ¢ < 0, la coordonnée
sphérique associée est (|c|,0, 7). Ainsi, de cette maniere, chaque quaternion pur a une

représentation unique en coordonnées sphériques.

3.2 Produit sphérique de quaternions purs

On sait que les nombres complexes permettent de faire des rotations dans le plan
2D. En effet, la multiplication de nombres complexes unitaires résulte en une rotation
dans le plan. Cette section présentera une maniere analogue aux nombres complexes
avec les quaternions purs dans l’espace 3D en définissant le produit sphérique de
quaternions purs. Ce produit utilise la représentation sphérique qui a été présentée a

la section 3.1.
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Définition 3.2.1 — Produit sphérique

Soit deux quaternions purs q; et ¢ en représentation sphérique. Le produit

sphérique se note :

41 Xs Q2 = p1P2 (Z sin(¢1 + ¢2) cos(6y + 02) + jsin(¢1 + ¢2) sin(6y + 05)
+ kcos(¢r + 62)).

Remarques.

1. Ce produit se fait entre deux quaternions purs et le résultat est également un

quaternion pur.

2. Le quaternion pur résultant représente une coordonnée dans l'espace 3D ou les
rayons de ¢; et ¢ sont multipliés et ou les angles sont additionnés, de maniere

analogue aux nombres complexes dans le plan 2D.

On présente maintenant un exemple de calcul du produit sphérique pour bien

comprendre comment ’appliquer et visualiser le résultat obtenu.

Exemple 3.2.2. Soit la coordonnée sphérique (1,7/2,7/4). Alors, le quaternion qui

représente ce point est

.. T 7T+. LT, ﬂ——l—/{? T
— 72 S111 — COS — S111 — S11n — COS —
4 g (g TR G A
7 7
V2, V2,
2 2

Le produit sphérique ¢ X, q est donc

qxsq:isin<2-1)cos<2-g)+jsin(2-z>sin<2-g>+kcos<2-2)

.. T L. T s
:ZSIH§COS7T+]SIH§SIH7T+I€COS§

= —i

Sur la figure ci-dessous, le point bleu est le quaternion ¢ et le point rouge est le résultat
du produit ¢ x4 ¢. On remarque que le quaternion obtenu par le produit sphérique
est représenté par un point dont les angles sont doublés par rapport au quaternion ¢

initial.
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3.2.1 Propriétés du produit sphérique

Maintenant que le produit sphérique de quaternions purs est défini, certaines de

ses propriétés seront présentées dans la suite de la section.

Proposition 3.2.3

Le couple (ImH, x,) est un magma unifére commutatif, c’est-a-dire, qu’il
possede les propriétés suivantes :

1. ImH est fermé sous 'opération X ;

2. L’opération X est commutative ;

3. ImH contient un élément neutre e pour l'opération x;.

Démonstration. Soit ¢, q2,q3 € ImH quelconques.

1. D’apres la définition du produit sphérique, il est clair que le résultat est dans

ImH. Donc, le produit sphérique est fermé.
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2. Montrons la commutativité. Nous avons :

41 Xs Go = p1p2 (z sin(¢y + ¢9) cos(01 + 0s) + jsin(¢y + ¢o) sin(0; + 05)
+ k cos(¢r + ¢2)>
= pap1 (z sin(go + ¢1) cos(fa + 61) + jsin(¢a + ¢1) sin(fz + 60;)
+ kcos(¢g + ¢1))
=2 X5 q1-
Donc, l'opération x, est commutative. La commutativité découle directement
de la commutativité de I’addition et de la multiplication habituelle dans R.

3. Montrons que I'élément neutre est k. Nous avons :

@ Xk =pp- l(i sin(¢1 + 0) cos(01 + 0) + j sin(¢1 + 0) sin(6y + 0)
+ k cos(¢y + 0))
=m (z sin(¢y) cos(#y) + jsin(¢y) sin(0y) + k cos(¢1)>
=q

=k X, qq, car 'opération est commutative.

Donc, I’élément neutre est e = k, puisque nous avons g X, k = q¢ = k X4 ¢ pour

tout ¢ € ImH.
[ |

Maintenant que nous avons montré que le couple (ImH, x,) est un magma unifere

commutatif, montrons pourquoi il ne peut pas étre un groupe. Pour étre un groupe,

il faudrait que 'opération soit associative et que chaque élément posseéde un inverse,

c’est-a-dire que, pour tout ¢ € ImH, il existe un élément ¢ € ImH tel que ¢ X,

¢ = ¢ X5 q = k. Montrons que les seuls éléments qui possedent un inverse sont les

quaternions de la forme ck ou ¢ € R*.

Proposition 3.2.4

Les seuls éléments de (ImH, x,) qui possedent un inverse sont des quaternions

de la forme ck ou ¢ € R*.
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Démonstration. Soit ¢; € ImH et sa représentation sphérique telle que 0 < ¢ < T,
donc n’importe quel quaternion pur sauf les quaternions de la forme ck ou ¢ € R.
Supposons que ¢; possede un inverse ¢, alors ¢; X5 g = k. Donc, puisqu’on doit avoir
cos(¢1 + ¢2) = 1 pour retrouver le quaternion k, on doit avoir ¢; + ¢o = 2nm avec
n € Z. Pour n = 0, I'égalité est vraie si et seulement si ¢y = ¢o = 0. Lorsque n = 1,
I’égalité est vraie si et seulement si ¢ = ¢o = w. Les autres cas sont impossibles
dans le contexte de la représentation sphérique unique. Ainsi, puisque 0 < ¢ < 7,
par hypothese, aucune des égalités ne peut étre vraie. Par conséquent, ¢; ne peut pas
posséder d’inverse. De ce raisonnement, on peut facilement constater que I'inverse de
ck est % lorsque ¢ € R*. Pour le quaternion 0, supposons que 0 X, ¢go = k, alors on
doit avoir 0 - po = 1. C’est impossible. Donc, 0 n’a pas d’inverse. En résumé, les seuls
éléments qui possedent un inverse sont de la forme ck ou ¢ € R* et leurs inverses sont

de la forme % [ |

c'

Montrons maintenant a ’aide d’un contre-exemple pourquoi le produit sphérique

n’est pas associatif. Prenons les quaternions ¢; = 72 ] — gk et ¢ = j. En représen-

tation sphérique, nous avons :

= in (57 on (5) i (5 sin (5) e ()
1 = 1511 4 COS B J sin 1 S1n 9 COS 1

=in (3 )eos (3) wisin (5) s (5) ke (3)
{2 = 15111 9 COS 9 s B S11 B COS 9 .

Tout d’abord, calculons ¢; X4 g1 et go X5 q1. On a

et

.. (37 oL (3TN . 3
1 X5 q1 = isin (2) cos () + j sin (2) sin (7) + k cos (2)
= 1.
Le quaternion obtenu est i. Le résultat obtenu n’est pas en représentation sphérique
3T
unique, puisque - > 7. Il faut donc le ramener en représentation sphérique unique

pour pouvoir le réutiliser avec le produit sphérique. Les angles qui représentent le

quaternion ¢ sont # = 0 et ¢ = 7/2. On obtient donc

1 Xsqp = isin (g) cos (0) + jsin (g) sin (0) + k cos (;) .
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Regardons maintenant le résultat de ¢o X4 ¢;. Nous avons

(0T (DT 5m
¢2 X5 @1 =isin (4> cos (m) + 7 sin (4> sin (1) + k cos (>

4
_ V2. V2,
2 2

T
Le résultat obtenu n’est pas en représentation sphérique unique, puisque T > . 1l

faut donc le ramener en représentation sphérique unique pour pouvoir le réutiliser

avec le produit sphérique. Les angles qui représentent le quaternion 7@ — Tk sont
0 =0 et ¢ = 3m/4. On obtient donc

3 3 3
Go X5 qp = isin (W> cos (0) + jsin (W> sin (0) 4 & cos (W> .
4 4 4
Regardons les résultats de (g2 X5 q1) X5 ¢1 et de g2 X5 (q1 X5 ¢1). Nous avons

G2 Xs (q1 X5 q1) = isin () cos <72T) + 7 sin () sin (2> + k cos ()

et

= () 5) 50 (5 i 5) ke (5)
G2 Xsq1) Xs g1 = 1511 5 COS 5 7 sin 5 sin 5 Ccos 5

On obtient (g2 Xsq1) Xsq1 # q2 X5 (@1 X5 q1). Par conséquent, 'opération x4 n’est pas

associative.



CHAPITRE 4

Ensembles de Mandelbrot généralisés

Ce chapitre présente différentes généralisations de ’ensemble de Mandelbrot vu
au chapitre 2. On y présente d’abord ’ensemble de Mandelbrot quaternionique. On
montre que cet ensemble n’a que deux coupes tridimensionnelles principales. Ensuite,
on présente 'ensemble de Mandelbrot sphérique qui est généré a ’aide du produit
sphérique défini au chapitre 3. On présente ensuite plusieurs variantes d’ensembles de
Mandelbrot généralisés a 'aide du produit sphérique. On établit également un lien

entre un de ces ensembles et une coupe de ’ensemble de Mandelbrot quaternionique.

4.1 Ensemble de Mandelbrot quaternionique

Cette section présente une généralisation de ’ensemble de Mandelbrot dans I'en-
semble des quaternions. On montre des théoremes tirés de [27] en lien avec les pro-
priétés de cet ensemble. Ensuite, on caractérise les coupes tridimensionnelles de cet
ensemble. Tout d’abord, commencons par introduire la définition de 1’ensemble de
Mandelbrot quaternionique qui s’inspire de la définition de I’ensemble de Mandelbrot

du plan complexe.
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Définition 4.1.1 — Ensemble de Mandelbrot quaternionique

L’ensemble de Mandelbrot quaternionique My est constitué des points ¢ € H
tels que la suite des itérées du polynéme P(™(q) évalué en ¢ = 0 reste bornée.

En d’autres mots,

My = {c € H | {P™(0)},en est bornée}.

La prochaine proposition (tirée de [27]) est importante, car elle permet de démon-
trer d’autres résultats importants et permet de caractériser les points qui sont dans

I’ensemble de Mandelbrot quaternionique.

Théoréme 4.1.2

Soit deux quaternions ¢ = ¢o + ¢1@ + coj + c3k et ¢ = ¢ + i + chj + Sk tels

que ¢ = ¢y et 3 + 3+ 2 =P+ + = p?. Alors,

cE My & d e My.

Démonstration. Soit ¢ = ||c|[(cos ¢ + psin¢) et ¢ = ||||(cos ¢’ + p'sin¢’), la forme

polaire ou p et p’ sont des quaternions purs unitaires. Nous avons ||c|| = ||¢/[| puisque

\ @+ p? = /@ + p? Posons h = ||c|| = ||||. De plus, nous avons cos¢ = cos ¢’

. oy , . T : Y
puisque ¢y = ¢;. Nous avons également sin¢ = sin¢’ puisque sing = £ = sing'.

Dong, les deux quaternions sont

¢ = h(cos ¢ + psin ¢),
¢ = h(cos ¢ + p'sin ¢).

On cherche & montrer que ||[P™ (0| = [P (0)||. Allons-y par induction.

(i) Pour n = 1, nous avons

P.(0) = ¢ = h(cos ¢ + psin ¢),
P.(0) = ¢ = h(cos ¢ + p'sin ).

Done, [[F(0)] = [P (0)]]-



Chapitre 4. Ensembles de Mandelbrot généralisés 45

(ii) Pour n = 2, nous avons

(iii)

(iv)

PP0)=c+c
= h?(cos 2¢ + psin 2¢) + h(cos ¢ + psin @)
= (h? cos 2¢ + hcos @) + p(h? sin 2¢ + hsin ¢)

et
PP0) =2+ ¢
= h?*(cos 2¢ + p'sin 2¢) + h(cos ¢ + p' sin ¢)
= (h? cos 2¢ + hcos @) + p'(h* sin 2¢ + hsin @).
On remarque que ||[P®(0)| = HPC(,Q)(O)H, que la partie scalaire est égale et que

les vecteurs directions p et p’ n’ont pas changés apres litération. Etant donné
que les quaternions ont une représentation polaire unique, on peut réécrire les

deux itérées comme :

Pc(2)(0) = hy(cos ¢y + psin ¢o)
et
Pc(’2)(0) = ha(cos ¢y + p'sin ¢s).

Supposons que, pour n = m, P™(0) et pim

C/

(0) conservent les mémes propriétés,
c’est-a-dire qu’ils ont le méme module, que la partie scalaire est égale et que les
vecteurs p et p’ n’ont pas changé apres l'itération. Montrons que c¢’est vrai pour

n = m + 1 itérations. Nous avons :

PI™D(0) = (BM™(0))* + ¢
= [hn(COS @py + psin ¢, )] + h(cos ¢ + psin ¢)
= (h%, cos 2¢,, + hcos @) + p(h?, sin 2¢,, + hsin ¢)
et
PID(0) = (PIM(0))* + ¢
= [ (cOS @ + P sin ¢, )2 + h(cos ¢ + p' sin @)
= (hZ,co82¢,, + hcos @) + p/(hZ,sin 2¢,, + hsin ¢).

Donc, PmD(0) et PY™(0) ont les mémes propriétés.
Par le principe d’induction, on a montré que ||P™(0)|| = HPC(,")(O)H pour tout
n € N.
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Par conséquent, puisque || P (0)[| = [|PS”(0)[| pour tout n € N, alors {P)(0)}nen
est bornée si et seulement si {Pc(,n)(O)}neN est bornée. Ainsi, ce My < e My. A

Théoréme 4.1.3

Soit ¢ = qo + q1i + q2J + g3k o p = \/q? + ¢5 + ¢3. Nous avons

g€ My c=qy+ pi € My.

Démonstration. Le résultat se montre directement a partir du Théoreme 4.1.2 en

posant ¢ = qg + pi. [ |

Le Théoreme 4.1.3 précédent nous permet donc de déterminer les éléments de My

a partir de M, puisque si ¢ = gy + pt € My, alors clairement ¢ € M.

Proposition 4.1.4

L’ensemble de Mandelbrot quaternionique est symétrique par rapport a l'axe
réel, c’est-a-dire que
c MH & cCc MH.

Démonstration. Des propriétés du conjugué d'un quaternion, nous avons Sc(c) =
Sc(e) et [|[Vec(e)|| = ||Vec(e)]]. Done, du Théoreme 4.1.2, nous avons ¢ € My < ¢ €
My. |

Maintenant, nous nous intéressons aux représentations visuelles de I’ensemble de
Mandelbrot quaternionique. Puisque My est un ensemble en quatre dimensions, il
est impossible de le visualiser dans son intégralité. Toutefois, il est possible de voir
des projections de I’ensemble sur les sous-ensembles en trois dimensions de H. Pour
uniformiser la notation avec celle des mémoires [4, 12, 21, 25] nous introduisons les

définitions suivantes.
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Définition 4.1.5

Considérons les trois unités iy, i, im € {1,4, 7, k} avec ix # i1, ix 7 im €t i) # im.
L’ensemble

H(ik, i1, im) := spang{ik, i1, im }

correspond au sous-espace vectoriel de H engendré par les unités distinctes iy, i

et iy,.

Définition 4.1.6 — Coupe tridimensionnelle

Considérons les unités iy, iy, im € {1,14, 7, k} avec ix # i}, ix # im €t ij # im. On

définit une coupe tridimensionnelle de I'’ensemble de Mandelbrot quaternio-

nique My comme étant

H(ig, i1, i) = {¢ € H(ig, it im) : {P™(0)}en est bornée}
= H(i, i1, im) N M.

On constate qu’il y a donc (g) = 4 combinaisons possibles des unités iy, ij,im €
{1,4,j,k}. Ces coupes tridimensionnelles sont H(1,4,7), H(1,i, k), H(1,7,k) et

H(i, j, k). Les prochains théorémes classifient ces coupes.

Théoréme 4.1.7

Les coupes tridimensionnelles H (1,4, j), H(1,4, k) et H(1, j, k) sont des rotations

de I'ensemble de Mandelbrot M selon ’axe des réels.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer que pour tout quaternion de la forme ¢ =

do + QIim + QQil ol ima i1 S {@jv k} avec im 7£ i], on a

qE My & qo+iy/@ + g e M.

Cela est directement montré par le Théoreme 4.1.3 dans le cas particulier ou ¢ € H

prend la forme ¢ = qo + ¢1im + @oi1. [ |

La Figure 4.1 montre la coupe (1,4, j). On voit bien que la coupe est une rotation

de I'ensemble de Mandelbrot complexe autour de ’axe réel.
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FIGURE 4.1 — Représentation de la coupe tridimensionnelle H (1,1, 7).

Maintenant, on s’intéresse a la coupe H(i, j, k). Le théoréme suivant indique que
cette coupe est contenue dans une sphere. Il est important de noter que le résultat

dans [27] est inexact, puisque les auteurs affirment que cette coupe est une sphere.

Théoréme 4.1.8

La coupe tridimensionnelle H(i, j, k) est contenue dans une boule fermée.

Démonstration. Pour tout quaternion pur ¢, en utilisant le Théoreme 4.1.3, nous avons
q € My < |qlli € M.

Donc, ¢ € My si et seulement si ||g||¢ fait partie de 'intersection entre M et I'axe
imaginaire complexe. Posons R =max{xi € M}. Ce maximum existe, car M est
un ensemble fermé (Proposition 2.1.6). Ainsi, si ||q|| = R, alors ||¢||i € M et donc
q € My. Par contre, si ||g|| > R, alors ||g||i ¢ M et donc ¢ ¢ My. On conclut que
la projection 3D de I’ensemble de Mandelbrot quaternionique sur les axes 7, j et k est

contenue dans une boule fermée de rayon R. |

Remarque. La Figure 4.2 montre la coupe tridimensionnelle H(i, j, k) que nous ap-
pelons la Métasphére. On voit que la coupe est contenue dans une boule. Par contre,
lorsqu’on coupe cette boule, on remarque que plusieurs boules sont emboitées a 1’inté-
rieur. En effet, il existe une sphere pour chaque point d’intersection entre ’ensemble

de Mandelbrot M et 'axe imaginaire. Puisque cette intersection n’est pas connexe
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comme on peut le voir sur la Figure 4.3, on obtient des espaces vides entre les boules

emboitées.

FIGURE 4.2 — Représentation de la Métasphere, la coupe H (i, j, k).

FIGURE 4.3 — Zoom sur I'intersection entre l’axe imaginaire (en blanc) et I’ensemble
de Mandelbrot M.

En résumé I'ensemble de Mandelbrot quaternionique a deux coupes principales
tridimensionnelles qui sont H (1,14, 7) et H(i, j, k). Ces coupes sont respectivement une
rotation de I’ensemble de Mandelbrot autour de I’axe réel et la Métasphere. On re-
marque que ce résultat contraste avec les quatre coupes principales tridimensionnelles

de I’ensemble de Mandelbrot généralisé dans 'espace des nombres bicomplexes [6, 26].

4.2 Ensemble de Mandelbrot sphérique

Cette section présente une généralisation de I’ensemble de Mandelbrot qui utilise

le produit sphérique défini précédemment. Avant de définir ’ensemble de Mandelbrot
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sphérique, il est important de définir ce qu’est un polynéme sphérique. Pour définir

ce polynome, on définit une puissance du produit sphérique.

Définition 4.2.1

La puissance x, consiste a faire le produit sphérique de maniere successive et

se définit de cette maniere :

X5, (@) =@ Xsq Xs... X5 q

n facteurs

ou n > 1 est un entier naturel.

Remarque. La puissance Xg,(q) est évidemment 1’équivalent de notre produit sphé-

rique g X, q.

L’exemple suivant présente comment calculer cette puissance.

Exemple 4.2.2. Calculons X, (i+7). Cela revient a calculer (i47) x5 (i+7) X5 (i+7).

Tout d’abord, la représentation sphérique de 7 + j est

i+j=12 (z sin <72r> coS (Z) + 7 sin (72r> sin <Z> + k cos (g)) :
Calculons (i 4 j) X, (1 +j) :
(i 4j) xs (i +j) = (V2)? <Z sin (227T> cos (T) + jsin <227T> sin <22> + k cos (2;))
=2 <z sin (1) cos (g) + jsin () sin (g) + k cos (7r)>

= —2k.
Donc, nous avons
(i 47) Xs (1 47) X5 (1 +J) = =2k X, (i + ).
La représentation sphérique de —2k est

—2k = 2 (isin () cos (0) + jsin (7) sin (0) + k cos (7)) .
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Calculons —2k x4 (i +j) :
—2k %, (i+7) = 2\/§(zsm <7r + ;T) cos (0 + D + jsin <7r+ g) sin (0 + D
T
+ k cos (ﬂ' + 2) )

= 2V/2 (z sin (327T> cos (Z) + jsin (327T) sin (Z) + kcos (327T)>

= —2i — 2j.

Done, Xg (i +7) = (i+J) xs (1 +7) Xs (i +J) = =2k x5 (i +7) = —2i — 2j. A

Définition 4.2.3 — Polynéme sphérique

Un polyndéme sphérique est de la forme

P(q) = an X5 (Xs,(q)) + an-1 X5 (Xs,_,(q)) + ... a1 X5 ¢+ ag

ou a, # 0, ag, ...,a, € ImH, ¢ € ImH et n un entier positif appelé le degré du
polynéme P(q).

Maintenant, nous définissons I’ensemble de Mandelbrot sphérique en généralisant
la définition de l’ensemble classique. Considérons le polynéme sphérique Q.(q) =
Xs,(q) + c ou g, ¢ € ImH. On remarque que puisque le produit sphérique est appliqué
au méme quaternion ¢, on peut voir qu’il s’agit de mettre le rayon au carré et de

doubler les angles # et ¢. On a donc

Xs,(q) = q X ¢ = p?(isin(2¢) cos(20) + jsin(2¢) sin(260) + k cos(2¢)).

Définition 4.2.4 — Ensemble de Mandelbrot sphérique

L’ensemble de Mandelbrot sphérique Mg est constitué des points ¢ € ImH
tels que la suite des itérées du polynome sphérique Q™ (q) évalué en ¢ = 0 reste

bornée. En d’autres mots,

Mimg = {c € TmH | {Q™(0)},en est bornée}.

La proposition suivante sera utilisée pour montrer un résultat important dans cette

section.
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Proposition 4.2.5

Soit g1 et ¢o deux quaternions purs. Alors,

lgs s gall = llgullflgz]l-

Démonstration. Considérons les deux quaternions purs ¢ = a1t + b1j + c1k et go =

ast + boj + cok. De la définition de la représentation sphérique, on a

lal =y +B+d=p o lal=yd B d=p

On a également
1 Xsqo = p(isingcosf + jsin¢sinf + k cos ¢)

ou p = p1pa, 0 = 01+ 02 et ¢ = 1+ P2. Donc, nous pouvons conclure que ||q; X5 g2 =

g1 lg2]l = p1p2 puisque
||isin ¢ cos @ + jsin¢sinh + k cos ¢|| = 1.
|

Exemple 4.2.6. Soit les quaternions purs ¢; = i + j + v/2k et ¢ = %‘/52 + %ﬁk

Montrons que nous obtenons ||¢; X5 g2|| = ||q1]|||¢2||- Nous avons,
s ; -3v2\"  (3v2\°
lall =V +12+ (V2R =2 et all= () +(5) =3
Dong, [|g1]||lg2]] = 2 - 3 = 6. Regardons, le résultat de ||¢1 X g2||. Les représentations

sphériques de ces quaternions sont :

¢ = 2(isin(m/4) cos(m/4) + jsin(m/4) sin(mw/4) + k cos(m/4))
et
¢2 = 3(isin(m/4) cos(m) + jsin(w/4) sin(m) + k cos(w/4)).
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Calculons le produit sphérique :

1 Xs @2 = 6(isin(m/2) cos(bm/4) + jsin(m/2) sin(57/4) + k cos(7/2))
= —3/2i — 3v/2j.

On a donc,

g1 %5 go]| = \/(—3\/5)2 + (—3v2)2 = 6.

Ainsi, ||q1|[llg2]] = [|g1 X5 ¢2|| = 6. 4

Regardons maintenant une proposition qui est analogue a la Proposition 2.1.2

présentée au chapitre 2 qui concerne 1’ensemble de Mandelbrot complexe.

Proposition 4.2.7

Considérons le polynoéme sphérique Q.(q) = X4,(q) + ¢ ou q,c € ImH avec
lell > 2, alors [QEV(0)]| > [lel[(Jle]| — 1)"~" avec n > 1.

Démonstration. Procédons par induction. Pour n = 1, on a

Q) = llell = llell(lell = 1)~

et donc la proposition est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour n = k,
c’est-a-dire que

QSO = Nell(llell = 1)

Montrons que la proposition est vraie pour n = k+ 1. On a

QYD (0)]| = [Q(QP (0))]]
= 1Q%M(0) x, Q¥ (0) + ¢|.

En utilisant I'inégalité du triangle et la définition de la norme, on a

1R (0) x5 QP(0) + ¢ = Q¥ (0) x, QE(0)]| — lel|
= |Q®(0)]|* = |lc|| (Proposition 4.2.5).
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En utilisant 'hypothese d’induction, on obtient

1RO — llell = (lleliCllell = 1)) = [lell.
De plus, comme ||c|| > 2, on a que (||| — 1)*=* > 1 et donc on remarque que

k—1

(lellClell = 112 = llell = llel*(llell — 1
> lel*(flefl -1

— = le

= leli(llell = D

)
)

= llell(llell = D**(llell = 1)
= llell(llell = 1)*.
Ainsi, on obtient |Q¥*V(0)|| > |l¢//(|le]l — 1)*. Donc, la proposition est vraie pour

n = k + 1. Par le principe d’induction, on a montré que la proposition est vraie pour
tout n > 1. [}

Grace au résultat précédent, on peut maintenant montrer une propriété impor-
tante de 'ensemble de Mandelbrot sphérique qui est analogue au Théoreme 2.1.3 qui

concerne l’ensemble de Mandelbrot complexe.

Théoréme 4.2.8

Pour tout quaternion pur ¢ appartenant a I’ensemble de Mandelbrot sphérique,

ona |c|| <2.

Démonstration. Posons ||| > 2. Alors, de la Proposition 4.2.7, on a [|Q{™(0)|| >
lel|(|le]l = 1)"~* avec n > 1. Ainsi, on trouve que ||Q™(0)|| — oo, puisque ||c|| > 2.
En effet, (|[c|]| — 1)"' — oo, lorsque ||| > 2. Donc, puisque [|[QU)(0)|| n’est pas
borné, alors ¢ ¢ My,g. Donc, par contraposition, on obtient que si ¢ € Mg, alors
fell < 2. o

Ce théoreme permet de conclure que I’ensemble de Mandelbrot sphérique est to-
talement inclus dans une boule de rayon 2 centrée en 0. Le prochain théoreme est
analogue au Théoreme 2.1.5 et montre que la suite des itérées reste également bornée
par 2 comme pour l’ensemble de Mandelbrot complexe. Par contre, avant de montrer

ce théoreme, montrons une proposition analogue a la Proposition 2.1.4.
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Proposition 4.2.9

Soit ||c[| < 2. Posons [|QT(0)|| =24+ > 2 oum > 1. Alors, on a 'inégalité
suivante : ||QU™F(0)|| > 2 + 476, ou n > 1.

Démonstration. Allons-y par induction. Pour n =1, on a

QIO = QQE™ ()] = QL™ (0) x5 Q™ (0) +¢]|.

De plus, en utilisant 'inégalité du triangle, la définition de la norme et la Proposition
4.2.5, on obtient

1QT(0) <, QI™(0) + || > |QI™(0) x, Q™ (0)]| — ||l
= 1R (O)]I* — flell
=(2+08)" — eIl

Mais, puisque |[c]| < 2, on a (24 §)? — |l¢|| > (2 +6)*> — 2 > 2 + 44. Dong, la
proposition est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour n = k, c¢’est-a-dire

que || QIR (0)|| > 2 + 4. De maniére similaire au cas ott n = 1, on a

QI+ (0) ]| = [[Qu(Q™ M (0))]
= [IQI"M(0) x, Q"M (0) + ¢l
> [|QI™(0) x5 QU (0)] — [le]
= 1R ()17 = el

En utilisant I’hypotheése d’induction et le fait que ||c|| < 2, on obtient
QU™ R (0)]12 — [c]| > (2 + 4%8)2 — 2 =2+ 4 - 455 + 4%%6% > 2 4 4715,

Donc, la proposition est vraie pour n = k£ 4 1. On a donc montré par induction que

la proposition est vraie pour tout n > 1. [ |

Théoréeme 4.2.10

Un quaternion pur ¢ appartient a l’ensemble de Mandelbrot sphérique si et

seulement si [|Q((0)|| < 2 pour tout n.
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Démonstration. Le fait que si ||Q™(0)|| < 2 pour tout n, alors ¢ € My est une
conséquence directe de la définition de I’ensemble de Mandelbrot sphérique. Montrons
donc que si ¢ € My, alors |QM™(0)|] < 2 pour tout n. Posons ¢ € M. Alors,
du Théoréme 4.2.8, on a ||c|| < 2. Supposons, par I'absurde, qu’il existe un n € N
tel que [[Q((0)]| = 2 + & pour un certain § > 0. Alors, de la Proposition 4.2.9,
|Qm+™(0)|| > 2 + 4"§ et donc [|QU™™(0)|| — oo clest-a-dire que ||Q(0)| — oo
et donc que ¢ ¢ Mp,g. On obtient une contradiction. Par conséquent, si ¢ € My,
alors [|Q((0)]| < 2 pour tout n. [ |

Ce théoreme nous assure que pour un quaternion pur c¢ appartenant a l’ensemble
de Mandelbrot sphérique, la suite des itérées Q(™(0), est non seulement bornée, mais
que sa norme est assurément inférieure ou égale a 2 pour tout n. Il suffit donc pour
générer des images a 'aide de I'ordinateur de vérifier si les itérées sont bornées par 2
comme pour l’ensemble de Mandelbrot classique. Les images aux Figures 4.4a, 4.4b
et 4.4c sont des coupes 2D de I'ensemble et ont donc été générées de cette maniere en
langage Python. En noir, on peut voir les points qui sont dans ’ensemble. Les points
autour de I’ensemble ont été colorés selon Iitération a partir de laquelle [|Q™ (0)| > 2
de maniere analogue aux couleurs qui sont générées pour ’ensemble de Mandelbrot

classique au chapitre 2.

En 2007, Daniel White et Paul Nylander ont déja tenté d’utiliser des itérations
de coordonnées sphériques (coordonnées géographiques dans [1]) avec une méthode
de lancement de rayon qui s’inspire de méthodes utilisées pour d’autres ensembles
[5, 8, 19]. Dans un premier temps, White et Nylander ont présenté des images pour
la puissance 8. Cette fractale est connue sous le nom du Mandelbulb [1, 20, 28]. Par
la suite, Inigo Quilez a amélioré 'algorithme en 2009 rendant possible une bonne
représentation en puissance 2 avec les coordonnées sphériques classiques, soit 1'lQ
Bulb présenté a aux Figures 4.6d et 4.6e [17, 23]. La Figure 4.4 montre les coupes
de I’ensemble de Mandelbrot sphérique en comparaison avec celles de 'lQQ Bulb. On
remarque que ces coupes sont visuellement identiques. Les images de '[(Q Bulb ont
été générées a 'aide du logiciel Mandelbulb 3D. La Figure 4.5 montre les coupes de
I’ensemble de Mandelbrot superposées au disque de rayon 2 centré a 'origine. On voit
bien que 'ensemble est effectivement contenu dans la boule de rayon 2. La Figure 4.6
montre différentes représentations 3D de ’ensemble de Mandelbrot sphérique et de
I'IQ Bulb. On remarque que ces représentations semblent étre les mémes. En effet,

les Figures 4.6a et 4.6d se ressemblent beaucoup ainsi que les Figures 4.6b et 4.6e.
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Les images de I’ensemble My, g ont été générées en langage Python en superposant

successivement des coupes en deux dimensions avec un dégradé de couleur.

(a) Mipm en x = 0. (b) Mg en y = 0. (¢) Mg en z = 0.

(d) 1Q Bulb en = = 0, (e) IQ Bulb en y = 0. (f) IQ Bulb en z = 0.

FIGURE 4.4 — Comparaison entre les coupes 2D de I'IQQ Bulb et de I’ensemble de
Mandelbrot sphérique.

(a) Coupe en x = 0. (b) Coupe en y = 0. (¢) Coupe en z = 0.

FIGURE 4.5 — Trois coupes de l'ensemble My, superposées au cercle de rayon 2
centré a l’origine.
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(b) Mimp.

(e) IQ Bulb.

(d) IQ Bulb.

FIGURE 4.6 — Comparaison entre les représentations 3D de I'IQQ Bulb et de ’ensemble
de Mandelbrot sphérique.

4.3 Puissances du produit sphérique

Maintenant, on s’intéresse a généraliser ’ensemble de Mandelbrot a 1'aide de po-
lynémes sphériques de degré m > 2. On va donc considérer le polynéme sphérique

Qm.c(q) = Xs,.(q) + ¢ pour généraliser 'ensemble de Mandelbrot.
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Définition 4.3.1

L’ensemble de Mandelbrot M5 est constitué des points ¢ € ImH tels que
la suite des itérées du polynome Q%L(q) = Xs,,(q) + ¢ évalué en ¢ = 0 reste

bornée. En d’autres mots,

M ={c€ ImH | {Qg”)(O)}neN est bornée}.

Nous allons maintenant montrer des propriétés de ces ensembles. Tout d’abord,
montrons la proposition suivante qui généralise la Proposition 4.2.5 et qui sera utile

pour les preuves de la section.

Proposition 4.3.2

Soit ¢ un quaternion pur. Alors,

I % (@I = [lall™-

Démonstration. Montrons la proposition par induction sur n. Pour n = 1, nous avons

s, (@)l = llall™

La proposition est donc vraie pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vraie
pour n = k, c’est-a-dire que nous avons || x,, (¢)|| = ||¢||¥. Montrons qu’elle est vraie

pourn=k+ 1. On a

I X s (DI = 1] X, (@) %5 ]
= || x5, (@)|lllg]| (Proposition 4.2.5)
= llgll*ll¢ll* (hypothese d’induction)

= llall**.

Donc, la proposition est vraie pour n = k£ + 1. Nous avons donc montré qu’elle est

vraie pour tout n > 1. [ |

L’exemple suivant permet de constater que nous avons bien || X, (¢)|| = |lg||"-
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Exemple 4.3.3. Dans 'Exemple 4.2.2, nous avions obtenu X, (i + j) = —2i — 2j.
On remarque que || x4, (i + )| = V8 = (v/2)® = ||i + j||>. Ce qui est en accord avec
la Proposition 4.3.2. A

Les théoremes suivants sont analogues a des théoremes démontrés par Parisé et
Rochon dans [21, 22] dans le cas des Multibrots et permettront de générer les images

de ces ensembles.

Proposition 4.3.4

Considérons le polynéme sphérique @, (q) = X, (¢) + ¢ ot ¢,c¢ € ImH avec
m > 2et et > 2, alors [QUL(0)] = [lef|(fle[™ " — 1)*~* avec n > 1.

Démonstration. Allons-y par induction. Pour n =1, on a

1Qu (O] = llell = llell (flel ™ = 1)

Donc, la proposition est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vrai pour n = k,

alors

QWO = llellllef™* = 1),

Montrons qu’elle est vraie pour n = k + 1. On a

QWL (O)]] = [|Qun (@5 (0))]]
= || X5, (Qi(0)) + <]l

En utilisant I'inégalité du triangle, la définition de la norme et la Proposition 4.3.2,

on a

I X (Qi(0) + ¢l = | X5, QL)) — le]
= 1RO ™ = ]l

En utilisant ’hypothese d’induction, on a

QW™ = llell > (lell(flel™ " = 1)*=1)™ — el
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De plus, puisque |[c[|™™t > 2, on a (||¢[|™* — 1)*=* > 1. Donc,

(lellCllel™ =155 = llell > llel™(lel™ " = D)= = el
> [lel™ (flell™ ™ = 1" = flelllel™ =" = 1)
= llell(flel™ =" = 1) (llef ™" = 1)
= [lell(flef™ " = D).

On obtient [[QETV(0) = |lc[l([¢[™* — 1)*. Donc, la proposition est vraie pour n =

k+1. On a donc montré par induction que la proposition est vraie pour toutn > 1. W

Théoréme 4.3.5

Pour tout quaternion pur ¢ € My, nous avons ||c[| < 21/(m=1),

m=1)ce qui est équivalent a e]|™t > 2.

Alors, de la Proposition 4.3.4, on a [|Q.(0)] > ||¢/[([|e[|™* — 1)"~ pour n > 1.
Donc, |Q.(0)|] = oo, puisque [c[™! =1 > 1. Donc, puisque [|Q'),(0)|| n’est pas

Démonstration. Supposons que ||c|| > 2/

borné, alors ¢ ¢ M. Donc, par contraposition, on obtient que si ¢ € My %, alors
llc|| < 21/0m=1), [

Ce théoréme permet de conclure que 'ensemble de Mandelbrot My est inclus

dans une boule de rayon 2%/~ centrée en 0.

Proposition 4.3.6

Si flef| < 2V et |Q.(0)]| = 2Ym=Y 4§ > 2V pour n > 1, alors
QTR (0)]| > 2Y/(m=1) + (2m)k§ o k > 1.

Démonstration. Montrons la proposition par induction. Pour £ = 1, nous avons

1QEY O) ] = Qe (@) = Il x5, (QL%(0)) + |-

En utilisant I'inégalité du triangle, la définition de la norme et la Proposition 4.3.2,
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nous avons

% (QU(0)) +ell = | %, (QSLON = llel]
= 1L O)™ = el
= (20770 4 0)™ — e

=35 () ) -

7

=0
o Im m—1i .
> 21/(m—1) 5 — 21/(m—1).
>3 () ey
Mais, puisque 2/(m=1) > 1 et § > 0, tous les termes de la somme sont positifs. Donc,
n m m—i .
21/(m71) 5 — 21/(m71) > 2m/(m71) 28 — 21/ m—1)
S () ereyor ez ]

> oM/ m=1(9m _ 1) 4 2msé
> V(=1 4 9mg.

Don, [|QH(0)[| > 21/(m=1) 4 2md. La proposition est donc vraie pour k = 1. Suppo-
sons qu’elle soit vraie pour k = j, alors [|Q\f)(0)| > 2Y/(m=Y) 4+ (2m)7§. De maniére

similaire au cas n = 1, nous avons

QN (0) ] = 1| Qumo (QE7 (0))]]
= || %s,, (Qine?(0)) +¢]
> [ %, (@ ”*”(0))||—||6||
= 1O ()™ — el

En utilisant ’hypotheése d’induction et le fait que [|c|| < 2™~ on a

QR O™ = flell = 2V + (2m)78)™ — | c]

> 2m/(m 1) (m 2 m jé 21/(m—1)
1

> 2V/m=1) 4 (9m)IHs,

Donc la proposition est vraie pour k = 5 + 1. On a donc montré par induction qu’elle

est vraie pour tout £ > 1. [ |
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Théoréme 4.3.7

Un quaternion pur ¢ appartient & 'ensemble de Mandelbrot M si et seule-

ment si [[QU(0)]] < 20" pour tout n.

Démonstration. Le fait que si [|Q{,(0)]| < 2™ pour tout n, alors ¢ € M5 est

une conséquence directe de la définition de 'ensemble M 2. Montrons donc que si
¢ € My, alors [|QU,(0)]| < 24/0"=Y pour tout n. Posons ¢ € M. Alors, du
Théoreme 4.3.5, on a ||c[| < 2/t~ Supposons, par I'absurde, qu'il existe un n € N
tel que [|Q{™,(0)]| = 21/("=1) 4§ pour un certain § > 0. Alors, de la Proposition 4.3.6,
QTR (0)]| = 2Y/(m= 4 (2m)k§ ot k > 1. Donc, [|QIEH (0)]| — oo, c’est-a-dire que
1QU™.(0)|] = oo et donc que ¢ ¢ My . On obtient une contradiction. Par conséquent,
si c € My, alors [|QU,(0)[| < 2Y/(™=Y pour tout n. |

Nous avons donc montré que la borne des ensembles de Mandelbrot My % est la

méme que celle des Multibrots. Les Figures 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12 présentent
les ensembles M % pour les valeurs de m qui varie de 3 & 8 qui ont été générés en

superposant des coupes 2D en Python en utilisant la borne 2/(m=1).

FIGURE 4.7 — L’ensemble M3,
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FIGURE 4.8 — L’ensemble M 4.

F1cURE 4.10 — L’ensemble M

Xsg
ImH*
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FIGURE 4.11 — L’ensemble M7,

FIGURE 4.12 — L’ensemble M. 5.

4.4 Le Mandelbulb et la puissance sphérique

Dans cette section, nous définissons une autre puissance qui s’inspire de la formule
de De Moivre. En effet, puisque le produit sphérique n’est pas associatif, la puissance
définie a la section 4.3, n’est pas nécessairement ’équivalent d’élever le rayon a la
énieme puissance et de multiplier les angles par n, comme le fait la formule de De
Moivre pour les nombres complexes ou les quaternions. On définit donc cette puissance

sphérique et on 1'utilise pour généraliser I’ensemble de Mandelbrot.
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Définition 4.4.1 — Puissance sphérique

Soit un quaternion pur ¢ en représentation sphérique. La puissance sphérique

se note :

pSn(q) = p" (isin(ng) cos(nh) + jsin(ne) sin(nh) + k cos(ng)) .

Remarque. La puissance pss(q) est évidemment I’équivalent du produit sphérique

q Xsq-

Bien que les puissances X, (q) et ps,(q) sont équivalentes pour n = 2, puisqu’elles
sont équivalentes a g X, ¢, elles ne sont pas nécessairement équivalentes pour tout n.

Nous pouvons le voir dans ’exemple suivant.

Exemple 4.4.2. Considérons le quaternion i+ j et comparons les résultats de X, (i +
j) et de ps3(i + j). Tout d’abord, le résultat de x4, (i + j) a été calculé a 'Exemple
4.2.2. Nous avons donc

Xy (14 J) = —2i — 2j.

Rappelons que la représentation sphérique de ¢ 4 j est

o= o () (7)1 5 ) ko)

Maintenant, calculons psz(i+ j) :

ps3(i+j) = (\/5)3 (z sin (3;) cos <?ZT> + 7 sin (327T) sin (T) + k cos (3;))

=21 — 2j.
Par conséquent, les résultats des deux puissances sont différents, car

Xoy(i+ ) = =20 — 25 # 2i — 2§ = ps3(i + J).

Définissons maintenant ce qu’est un polynome de puissance sphérique.
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Définition 4.4.3

Un polyndéme de puissance sphérique est de la forme

P(Q) = Qp Xg (psn(Q)) + Ap—1 Xg (psn—1<Q)) + ...+ a1 Xsq + Qg

ou a, # 0, ag, ...,a, € ImH, ¢ € ImH et n un entier positif appelé le degré du
polynéme P(q).

Considérons maintenant le polynéme de puissance sphérique Q, () = psm(q) + ¢

pour généraliser I’ensemble de Mandelbrot.

Définition 4.4.4

L’ensemble de Mandelbrot M7, est constitué des points ¢ € ImH tels que la
suite des itérées du polynome Q,(ji)c(q) = psm(q)+c évalué en g = 0 reste bornée.

En d’autres mots,

it = 1¢ € ImH | {Q%}C(O)}ng\r est bornée}.

Nous allons maintenant présenter des propriétés de ces ensembles. Tout d’abord,
montrons la proposition suivante qui généralise la Proposition 4.2.5 et qui est analogue

a la Proposition 4.3.2 pour les puissances successives du produit sphérique.

Proposition 4.4.5

Soit ¢ un quaternion pur. Alors,

Ipsn (@)l = llgl™

Démonstration. Soit ¢ un quaternion pur. De la définition de la représentation sphé-

rique, nous avons ||¢|| = p. De plus,
psn(q) = p"(isinng cosnb + jsinng sinnb + k cosne).
On peut donc conclure que ||ps,(q)|| = p", puisque
||i sin g cosnb + jsinngsin nf + k cosng|| = 1.

Par conséquent, on a ||ps,(q)|| = ||lq||" = p™. ]



Comme dans le cas des puissances du produit sphérique présentées a la section
4.3, les théoremes suivants sont analogues a des théoremes démontrés dans [21, 22] et
permettront de générer les images de ces ensembles. En fait, étant donné la Proposition
4.4.5, les démonstrations des Propositions 4.4.6 et 4.4.8 et des Théoremes 4.4.7 et 4.4.9
suivants sont les mémes que celles qui ont été faites pour la puissance x;, . En effet, il
suffit seulement de changer x  par ps,, dans les preuves déja présentées a la section
4.3.

Proposition 4.4.6

Considérons le polynéme @, (¢) = psm(q) + ¢ ot ¢,c € ImH avec m > 2 et
lef™ > 2, alors |QG.(0)]] > [lel/([lef™" = 1)~ avec n > 1.

Théoréme 4.4.7

Pour tout quaternion pur ¢ € M} nous avons ||c|| < 21/(m=1).

Ce théoreme permet de conclure que l’ensemble de Mandelbrot M7 est inclus

dans une boule de rayon 2%/(m=1) centrée en 0.

Proposition 4.4.8

Si ”CH = 21/m=1) et HQSZ,)C(O)H = 2Vm=1) 4 § > 2l/(m=1) pour n > 1, alors
QLR (0)|| > 2Y/m=D) + (2m)k§ on k > 1.

| r

Théoréme 4.4.9

Un quaternion pur c appartient a ’ensemble de Mandelbrot M7 si et seule-
ment si ||Q7(ﬁ)c(0)|| < 2Ym=1) pour tout n.

Ainsi, la borne des ensembles de Mandelbrot M7}y est la méme que celle des
Multibrots et des ensembles M; 7. Un cas qui est particuliérement intéressant est
le cas ou m = 8. En effet, les Figures 4.13a et 4.13b présente 1’ensemble 3D généré
en Python en utilisant la borne 2'/7, on constate que l'image représente visuellement
le méme ensemble que le fameux Mandelbulb généré a 'aide de Mandelbulb 3D a la
Figure 4.13c.
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(a) M i généré en Py- (b) M} généré en Py- (c) Mandelbulb généré avec
thon. thon. Mandelbulb 3D.

FIGURE 4.13 — Comparaison entre 'ensemble M? . et le Mandelbulb.

La Figure 4.14 présente trois coupes de I'ensemble M$ . avec leurs couches de
divergences. On peut voir également le disque de rayon 2'/7 centré a I’origine en blanc
sur I'image. On remarque que l’ensemble est effectivement contenu dans le disque

comme l'indique le Théoreme 4.4.7.

(a) Coupe en z = 0. (b) Coupe en y = 0. (c) Coupe en z = 0.

FIGURE 4.14 — Trois coupes de 'ensemble M .. avec leurs couches de divergence.

En comparant les images générées pour les ensembles M . et M. % on constate
qu’ils se ressemblent un peu, mais ne sont tout de méme pas les mémes ensembles.
Les Figures 4.15, 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20 comparent les deux ensembles pour les

X

puissances m qui varient de 3 a 8. En général, les ensembles M i sont plus lisses et

ont une surface moins complexe que les ensembles M} ..



70

(a) M3 (b) M-

FIGURE 4.15 — Comparaison des ensembles M, % et M3 ..

(a) Mt (b) M-

FIGURE 4.16 — Comparaison des ensembles Myt et Mi .
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(a) M5 (b) M-

FIGURE 4.17 — Comparaison des ensembles M, % et M3 ..

(a) M;s,. (b) My zr-

FIGURE 4.18 — Comparaison des ensembles M, % et M ..
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(a) M.

FIGURE 4.19 — Comparaison des ensembles M, L et MJ ..

(a) M (b) MF -

FIGURE 4.20 — Comparaison des ensembles M5 et M ..

4.5 Variations du produit sphérique

Dans cette section, on s’intéresse a des variantes du produit sphérique. Dans les
sections 4.2 et 4.4, les angles étaient multipliés par la méme valeur n. Maintenant,
nous définissons un nouveau produit qui éleve le rayon au carré, comme dans le cas
du produit sphérique, mais dont les angles ne sont pas nécessairement multipliés par

la méme valeur.
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Définition 4.5.1

Soit un quaternion pur ¢ en représentation sphérique et a,b € R. Le produit

a,b)

xg se note :

q x\®0 q :=p? (z sin(a@) cos(bl) + j sin(ag) sin(bf) + k:cos(aqﬁ)).

Remarque. De mani¢re évidente, on constate que le produit x (2 est équivalent au

produit sphérique X, et donc aux puissances X, et pss.

Nous définissons maintenant une généralisation de I’ensemble de Mandelbrot qui

utilise ce nouveau produit.

Définition 4.5.2

Soit a,b € R. L’ensemble de Mandelbrot M%am%% est constitué des points ¢ €
ImH tels que la suite des itérées de 'opération Q™ (q) = ¢ x (@ ¢ + ¢ évalué en

q = 0 reste bornée. En d’autres mots,

M%fn%% ={ce ImH | {Qg”) (0)}nen est bornée}.

Nous allons maintenant regarder deux ensembles avec des valeurs de a et b dif-
férentes. Tout d’abord, on s’intéresse a l’ensemble Mﬁjﬁ La Figure 4.21 est une
représentation 3D de cet ensemble qui ressemble a un ensemble de Mandelbrot gonflé.

On nomme cet ensemble I'ensemble de Mandelbrot bulbique.

(a) Généré en Python. (b) Généré avec Mandelbulb 3D.

FIC(;UI)%E 4.21 — Représentation de l'ensemble de Mandelbrot bulbique, ’ensemble
Miysi.
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Montrons que la coupe en z = 0 de cet ensemble a la méme représentation dans
le plan 2D que I'ensemble de Mandelbrot classique dans le plan complexe. En effet,
on peut voir a la Figure 4.22 que la coupe de M%Iln?ﬂ) générée en Python et la coupe

générée avec Mandelbulb 3D sont visuellement identiques a ’ensemble de Mandelbrot.

Théoréme 4.5.3

La coupe de I’ensemble de Mandelbrot ./\/lgn%% en z = 0 a la méme représentation

dans le plan 2D que ’ensemble de Mandelbrot dans le plan complexe.

Démonstration. Prenons un quaternion ¢ du plan xy et un nombre complexe ¢ qui
ont la méme représentation d’un point quelconque (a,b) dans leur plan respectif. On
a donc ¢ = ai + bj et ¢ = a + bi. Montrons que les itérées Q(g")(O) et P (0) ont

également la méme représentation, c’est-a-dire que

Q" (0) = pn(icosb, + jsinb,) et P™(0) = p,(cosb, +isind,).

q C

Allons-y par induction sur n. Pour n = 1, nous avons, de la représentation sphérique

unique d’un quaternion,

Q(0) =¢
=ai+bj
= p1(isin(m/2) cos Oy + jsin(mw/2) sin Oy + k cos(m/2))
= p1(icosfy + jsinb,)

ou p; = va?+b? et §; = arctan2(b,a) avec 0 < 6; < 27. De plus, nous avons, en

utilisant la représentation polaire unique d’un nombre complexe,

PY0) =c
=a+bi
= p1(cos by +isinb)

ou p; = Va?+b% et §; = arctan2(b,a) avec 0 < 0; < 2. Donc, la proposition est

vraie pour n = 1, car nous avons

Q(l)(O) = p1(icosfy + jsinby) et P(l)(O) = p1(cos b +isinby).

q c
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Supposons maintenant que la proposition soit vraie pour n = m et montrons que c’est
vrai pour n = m + 1. De ’hypothese d’induction, la représentation unique sphérique
de ng)(()) est :

QU™ (0) = pp(isin(m/2) cos by, + jsin(m/2) sin B, + k cos(m/2)).

q

Donc, nous avons,

Q(0) = Q(0) x{M QM (0) +4
= p2,(isin(7/2) cos 20, + j sin(r/2) sin 20, + k cos(7/2))
+ p1(icos by + jsinby)
= (p?, cos 20,, + p1 cos 0)i + (p2, sin 20,, + pysin6,)7.

Regardons maintenant PV (0). Nous avons, en utilisant la formule de De Moivre
et I’hypothese d’induction,
PIm0(0) = [PI(0)) + ¢
= [pm(cos B, +isinb,,)]* + pi(cosf; +isind)
= p? (cos 20,, + isin 26,,) + pi(cosd; + isin ;)

= (pfn cos 20,, + p1 cosby) + (pfn sin 26,, + p1 sin 6, )i.

On remarque que ngﬂ)(O) et P™*1(0) ont les mémes composantes et peuvent donc

étre réécrits en représentation unique de cette maniere :
QU(0) = prny1(i o8Oy + jsinbpi1) et PIH(0) = ppi1(cos Oyr + i sin Opy).

La proposition est donc vraie pour tout n > 1. Par conséquent, puisque les itérées ont
la méme représentation dans leur plan respectif, on conclut que la coupe de ’ensemble
de Mandelbrot M%rln%% en z = ( représente bien visuellement ’ensemble de Mandelbrot

complexe. ]
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(a) Générée en Python. (b) Générée avec Mandelbulb 3D.

FI1GURE 4.22 — Coupes en z = 0 de I'ensemble de Mandelbrot bulbique, I’ensemble

Le théoreme suivant fait un lien entre la rotation quaternionique et ’opération
xgl’z). En effet, on constate que ce produit peut s’interpréter comme un produit qua-

ternionique.

Théoréeme 4.5.4

Soit ¢ un quaternion pur. Alors,
q <12 g = p(cos(0/2) + ksin(0/2))q((cos(6/2) — ksin(6/2))

ou p et 8 sont le rayon et 'angle de la représentation sphérique de q.

Démonstration. Soit q et sa représentation sphérique :
q=p(isingcosf + jsin@sinf + k cos ¢).
Alors, en remplacant ¢ dans I’équation
p(cos(0/2) + ksin(0/2))q((cos(0/2) — ksin(0/2)),
on obtient

plcos(0/2) + ksin(8/2)][p(isin ¢ cos + jsin ¢ sin @ + k cos ¢)][(cos(0/2) — ksin(6/2)].
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En faisant la multiplication des trois parentheses, on obtient

p?[i cos?(0/2) sin ¢ cos  + j cos(6/2) sin ¢ cos O sin(6/2) + j cos?(0/2) sin ¢ sin 6
— i cos(6/2) sin ¢sin Osin(0/2) + k cos®(0/2) cos ¢ + cos(6/2) cos ¢psin(H/2)

+ jsin(0/2) sin ¢ cos § cos(6/2) — isin*(0/2) sin ¢ cos § — i sin(0/2) sin § sin ¢ cos(6/2)
— jsin®(0/2) sin @ sin ¢ — sin(6/2) cos ¢ cos(0/2) + ksin®(0/2) cos @)].

En faisant quelques mises en évidence et en regroupant des termes ensembles, on
obtient

p?lisin ¢ cos 0(cos?(6/2) — sin®(6/2)) — isin ¢sin (2 cos(h/2) sin(/2))
+ jsin ¢ cos (2 cos(6/2) sin(6/2)) + j sin O sin ¢(cos®(0/2) — sin*(6/2))
+ k cos ¢(cos?*(0/2) + sin®(6/2))].

Finalement, en utilisant les trois identités trigonométriques suivantes :

sin(2x) = 2sinz cos x,
cos(2z) = cos®  — sin® z

et cos’z +sin®z = 1,
on obtient

p*lisin ¢ cos® § — isin ¢sin® @ + jsin ¢ cos @ sin 4 j sin @ sin ¢ cos 6 + k cos @]
p?[isin ¢(cos? @ — sin? ) + j sin ¢(cos @ sin @ + cos O sin ) + k cos @]
p?(isin ¢ cos(20) + jsin ¢sin(26) + k cos ¢)
=gqXx

(12 g

Ainsi, nous obtenons ’égalité

q <2 ¢ = p(cos(0/2) + ksin(8/2))q((cos(8/2) — ksin(6/2)).

Le Théoreme 4.5.4 et la Proposition 1.3.1 nous permettent de conclure que le

(1,2)

produit x "% est I’équivalent d’une rotation d’angle ¢ autour du vecteur k lorsque

le quaternion ¢ est unitaire. Lorsque le quaternion n’est pas unitaire, le résultat du
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produit x (1% est une rotation de # autour de k, mais le quaternion résultant est de

norme p?. On présente maintenant un exemple qui illustre cette rotation.

Exemple 4.5.5. Prenons le quaternion pur unitaire j et montrons que la rotation
d’un angle de # = 7/2 autour du vecteur k en utilisant la Proposition 1.3.1 est

I’équivalent du produit j x (2 j. Tout d’abord, la représentation sphérique de j est :
j = isin(m/2) cos(m/2) + jsin(mw/2) sin(7w/2) + k cos(mw/2).
Alors,

G x (12 j = jsin(n/2) cosm + jsin(r/2) sin 7w + k cos(7/2)
= —1.

Maintenant, utilisons la Proposition 1.3.1 pour faire une rotation de 7/2 autour du

vecteur k. Donc, le quaternion utilisé pour la rotation est :

q = cos(m/4) + ksin(m/4) = \f + ?k

Le produit quaternionique pour faire la rotation est :

qmg{ﬂ ﬂ)(ﬁ ﬂ@

IR FAR N
Vi VBN (VI B
-(3-5) (- 4)
|
T2 2 2 2

On constate que le produit quaternionique de la Proposition 1.3.1 est bien I’'équivalent

(1,2
S

du produit x (2. Nous obtenons bien une rotation du quaternion j de 7/2 autour de

k. A

N . . 2,1 ;s .
Le deuxieme cas qui nous intéresse est l’ensemble M%m}%. Le théoreme suivant

établit un lien entre ’ensemble de Mandelbrot quaternionique de la section 4.1 et

I’ensemble Mgn]%% :
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Théoréme 4.5.6

L’ensemble de Mandelbrot M%fng a la méme représentation dans l'espace 3D

que la coupe H(1,14,7) de I'ensemble de Mandelbrot quaternionique.

Démonstration. Prenons un quaternion pur ¢ de 'espace 3D tel que ¢ = ak + bi + ¢j
et un quaternion p = a + bi + ¢j. C’est deux quaternions représentent le point (a, b, c)
dans leur espace respectif. Montrons que les itérées Q{(0) et P™(0) ont également

la méme représentation, c¢’est-a-dire que

n [ . bi + cj
QEI )(0) = Pn _k? cos ¢, + sin ¢y, (\/m>1

et
bi +cj

PZS”)(O) = pn |COS @y, + sin ¢, (m)] :

Allons-y par induction sur n. Pour n = 1, nous avons, de la représentation sphérique

unique d’un quaternion pur,

QV(0) = ¢
=ak+bi+cj
= p1(isin ¢y cos + j sin ¢y sin 6 + k cos ¢y)

b c
ou p1 = va? + b% + 2, ¢; = arccos(a ,c080 = —— et sinf) = ——.
" g (a/01) b* + ¢ Vb? + ¢

Donc, nous avons

Q(0) =1 [k cos ¢ +sin gy (%)] |

De plus, nous avons, en utilisant la représentation polaire unique d’un quaternion
(section 1.2.4),

=a+bi+cy

) bi + ¢
= pP1 |COS ¢1 -+ sin ¢1 W

ou p; = va?+ b?+ % et ¢; = arccos(a/p). Donc, la proposition est vraie pour n = 1,
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car nous avons

[ , bi + cj
Qél)(o) = pP1 -k: COSs ¢1 —+ sin ¢1 <m>]

et

[ ) bi + ¢
PD0) = o1+ | —=|].
» 0)=p _cos 1+ sin ¢ R

Supposons maintenant que la proposition soit vraie pour n = m et montrons que c’est

vrai pour n = m + 1. De 'hypothese d’induction, nous avons

Q™ (0) = pm [’f 08 fm + 8in i (%)] |

En réécrivant ce quaternion en représentation sphérique unique, on obtient

ng) (0) = pp (k cos ¢, + i cosfsin ¢, + jsinfsin ¢,,)

. . c
puisque cos ) = —— et sinf) = ———. Donc, nous avons

Vb2 + 2 Vb2 42
Q) = QU™ (0) x M QUM (0) + ¢
= p2 (kcos(2¢,,) +icos 0sin(2¢,,) + jsin 0 sin(2¢,,))
+ p1 (kcos ¢y +icosfsin ¢y + jsinfsin ¢y)
= COoS 9(,072n sin(2¢,,) + p1sin¢1) + jsin 9(p3n sSin(2¢,,) + p1sin ¢1)
+ k(2 c08(20m) + p1 cos ¢1)
= (0}, SIn(20m) + pysin ¢1)(i cos 0 + jsin0) + k(pZ, cos(2¢m) + p1 cos ¢1)
bi .
= (p2,sin(26,,) + p1sin ¢y) (%) + k(p%, cos(2¢m) + p1 cos ¢1).

Regardons maintenant Pp(mﬂ)(()). Nous avons, en utilisant la formule de De Moivre

quaternionique (Proposition 1.2.6) et I'hypothése d’induction,

Py (0) = [B™M(0) + ¢

= P | C0S(20) + sin(2¢,,) (b,%ﬂ + p1 [cos ¢1 + sin ¢y (b%ﬂ

= (P cos(26,) + pr cos ) + (j#) (2, 5in(26,) + pr sin ).

On remarque que Q™ (0) et P (0) ont les mémes composantes et peuvent donc
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étre réécrits en utilisant leur représentation unique de cette maniere :

_ bi + cj
(m+1) = N>
Qq (0) = Pm+1 |k COS Qi1 + SIN g <m>1

et

) bt +cj
Pc(m+1)(0) = Pm+1 |COS gbm-‘rl + sin gbm-ﬁ-l (ﬁ)] :

Dong, la proposition étant vraie pour n = m + 1, elle est vraie pour tout n > 1. Par

conséquent, puisque les itérées ont la méme représentation dans leur espace respectif,
on conclut que la coupe #H(1,4,j) de I'ensemble de Mandelbrot quaternionique et

I’ensemble de Mandelbrot M%ijﬁ sont visuellement les mémes. [

Remarque. Puisque qu'il a été montré au Théoreme 4.1.7 que la coupe H(1,1, j) est
une rotation de I’ensemble de Mandelbrot M autour de I’axe réel, on peut conclure a
I'aide du Théoreme 4.5.6 précédent que 'ensemble de Mandelbrot M&%H% est visuelle-
ment une rotation de ’ensemble de Mandelbrot autour d’un axe. C’est bien ce qu’on
peut observer a la Figure 4.23 qui montre une représentation 3D de cet ensemble

générée en Python en superposant des coupes 2D avec un dégradé de couleur.

(a) MgnllH% généré en Python. (b) H(1,i,7) générée avec Mandelbulb 3D.

FIGURE 4.23 — Comparaison entre I’ensemble Mgn];% et la coupe H(1,1,7) de My.






Conclusion

Ce mémoire avait comme objectif principal de généraliser ’ensemble de Mandelbrot
en coordonnées sphériques. Pour ce faire, les quaternions purs ont été utilisés comme
support. Donc, au chapitre 1, les quaternions ont été présentés. Entre autres, on
a montré qu’ils formaient un corps non commutatif. On a montré également qu’ils
permettaient de faire des rotations dans I'espace 3D. Au chapitre 2, on a rappelé
des notions de dynamique complexe. On a présenté 'ensemble de Mandelbrot et ses
propriétés. On a montré que ’ensemble de Mandelbrot était contenu dans un disque

de rayon 2 et que ses itérées étaient également bornées par 2.

Au chapitre 3, on a introduit les coordonnées sphériques et la représentation sphé-
rique d’un quaternion pur. Cela a permis de définir le produit sphérique de quaternions
purs a la Définition 3.2.1. Ensuite, on a montré a la Proposition 3.2.3 que le couple
(ImH], x,) forme un magma unifere commutatif. On a également montré pourquoi

cette structure algébrique n’est pas un groupe.

Au chapitre 4, ’ensemble de Mandelbrot a été généralisé de diverses manieres.
Tout d’abord, ’ensemble de Mandelbrot quaternionique a été étudié. Deux résultats
importants ont été montrés aux Théoremes 4.1.7 et 4.1.8. En effet, on a montré que
I’ensemble avait seulement deux coupes tridimensionnelles principales, soit une ro-
tation de I’ensemble de Mandelbrot autour de ’axe réel et un ensemble de boules
emboitées. Dans le reste du chapitre, on utilise le produit sphérique pour générali-
ser ’ensemble de Mandelbrot. On a présenté deux puissances différentes du produit
sphérique, une qui consiste a faire des produits sphériques de maniere successive (Dé-
finition 4.2.1) et 'autre qui s’inspire de la formule de De Moivre (Définition 4.4.1).
L’ensemble de Mandelbrot sphérique, noté My,u, est 'ensemble pour la puissance
2 et est le méme pour les deux puissances. Il est identique a 1'IQ Bulb. Les autres

ensembles ont été générés pour chaque type de puissance (X, et ps,) pour des puis-
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sances entre 3 et 8 inclusivement. On a montré aux Théoremes 4.2.10, 4.3.7 et 4.4.9
que les itérées des ensembles My, My m et M o étaient bornées et donc qu’on
pouvait générer ces ensembles par ordinateur en utilisant une maniere analogue a
celle utilisée pour générer I’ensemble de Mandelbrot. On a pu observer aux Figures
4.15, 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20 que les ensembles My et M . n’étaient pas les
meémes. Les ensembles M{! ; sont des objets plus irréguliers, ce qui en fait des objets
plus intéressants d’un point de vue fractal. De plus, on a remarqué que l’ensemble
M3 o était visuellement identique au fameux Mandelbulb. On a donc établi dans ce
mémoire une structure algébrique qui permet de générer le Mandelbulb. Un résultat
tres important de ce mémoire est que le Mandelbulb a été borné au Théoreme 4.4.9.
Grace a cela, il a été possible d’en générer des coupes avec des couches de divergence

comme on peut le constater a la Figure 4.14.

Finalement, la section 4.5 du chapitre 4 considere des variantes du produit sphé-
rique. Pour ces ensembles, les angles ne sont pas multipliés par la méme valeur n.
Ainsi, on a introduit les ensembles MSHH? et M%IQD%H% et on a ¢établi des liens entre les
quaternions et ces ensembles. Au Théoreme 4.5.3, on a montré que la coupe en z = 0
de I’ensemble M%rln%% ¢tait visuellement identique a ’ensemble de Mandelbrot. De plus,
a l'aide du Théoreme 4.5.4, on a pu constater que cet ensemble pouvait étre généré
a partir d’'un produit quaternionique. Au Théoreme 4.5.6, on a finalement montré
que ’ensemble M&}H% était visuellement identique a la coupe principale H(1,1,7) de

I’ensemble de Mandelbrot quaternionique.

Bien que plusieurs résultats aient été démontrés dans ce mémoire, il y a encore
beaucoup a faire. En effet, il pourrait étre intéressant de généraliser ’ensemble de
Mandelbrot de la méme maniere, mais en utilisant les coordonnées géographiques.
Ces coordonnées s’utilisent comme les coordonnées sphériques, mais les angles sont
restreints de cette fagon : —7/2 < ¢ < 7/2 et —1 < § < 7. Comme on peut le
constater dans [1], les fractales générées avec ces coordonnées ne sont pas les mémes
qu’avec les coordonnées sphériques méme si les images pour la puissance 8 semblent
identiques. Une autre avenue de recherche intéressante serait de généraliser les en-
sembles de Julia avec le produit sphérique. Bref, il reste encore plusieurs perspectives

de recherche en lien avec les coordonnées sphériques et les fractales 3D.
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ANNEXE A

Codes en langage Python pour générer les images

Cette annexe présente les codes de programmation en langage Python qui ont servi

a générer les images de ce mémoire.

A.1 Images 2D

Entéte :

from mpmath import norm, atan2, pi, acos, sin, cos, mpc

from PIL import Image, ImageDraw

it, LONGUEUR, HAUTEUR = 125, 2000, 2000

Pour transformer un quaternion en représentation sphérique :

def quattospher(q):
if q[0] == 0 and q[1] == 0 and ql[2] == 0:
return [0.0, 0.0, 0.0]
elif q[1] < O:
return [norm(q, 2), (atan2(q[1], q[0]) + (2.0 * pi)), acos(ql
2]/ (norm(q, 2)))]
else:
return [norm(q, 2), atan2(ql1], q[0]), acos(q[2] / (norm(q, 2
)]
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Générer I'ensemble de Mandelbrot (Figure 2.1) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range(0, LONGUEUR) :
a = (-2.1 + (x / LONGUEUR) * 2.6)
for y in range (0, HAUTEUR) :

b = -1.3 + (y / HAUTEUR) * 2.6
c0 = mpc(a,b)
c =0
i=1
while i < it and norm(c,2) <= 2:
c =c¢c * c + cO0
i +=1

if 29 < i < 125:

draw.point ((x, y), (int(125 * ((i-30) / 95)) ,255 , 0))
if 10 < i <= 29:

draw.point ((x, y), (255, int (255 * ((i-11) / 19)), 0))
if 0 < i <= 10:

draw.point ((x, y), ( int(2565 % i / 10), O, 125))

im.save(’mandelbrot_125it_2000pix.png’, format=’PNG’)

Générer le zoom sur 'ensemble de Mandelbrot (Figure 4.3) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (O, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range (0, LONGUEUR) :
a = (0.2 + (x / LONGUEUR) * 0.4)
for y in range (0, HAUTEUR):

b = 1.0 - (y / HAUTEUR) * 0.4
c0 = mpc(a,b)

c =0

i=1

while i < it and norm(c,2) <= 2:
c =c¢c * ¢ + cO0
i +=1

if norm(c,2) >2:

draw.point ((x, y), (255, int(255 * i / it), 0))
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if a == 0 and norm(c,2) > O:
draw.point ((x,y),(255,255,255))

im.save (’mandelbrot_125it_1500pix_zoom.png’, format=’PNG’)

Définition des différents produits :

def prodspher(q):
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return [(q[0] ** 2) * sin(2 * ql[2]) * cos(2 * ql[1]), (ql0] =*x 2)
* sin(2 * q[2]) * sin(2 * ql[1]
), (ql0] #*x 2) * cos(2 * ql[2])

]

def prodsphertheta(q):

return [(q[0] ** 2) * sin(ql[2]) * cos(2 * ql[1]), (ql[0] *x 2) =*

sin(ql[2]) * sin(2 * ql[1]1),
0] =** 2) * cos(ql2])]

def prodspherphi (q):

return [(q[0] ** 2) * sin(2 * ql[2]) * cos(ql[1]l), (ql[0] =**x 2) =*

sin(2 * q[2]) * sin(ql1]),
0] =#x 2) * cos(2 * ql[2])]

Ensemble de Mandelbrot sphérique en z = 0 (Figure 4.4a) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-1.3 + (x / LONGUEUR) * 2.8)
for y in range (0, HAUTEUR):

(-2.0+ (y / HAUTEUR) * 2.8)

q = [0.0, a, bl

i=1

while i < it and norm(q, 2) <= 2:

q2 = prodspher (quattospher(q))

q = [q2[0], q2[1] + a, b + g2[2]]

i+= 1

if 23 < i1 < 125:
draw.point ((x, y), (255, 150 + int (105 * i / it), 0))
if 13 < i <= 23:

(ql

(ql
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if

if

if

if

if

im.save(’x0_125it_2000pix_couleur.png’,

draw.
7T < i
draw
5 < i
draw.
3 < i
draw.
2 < i

draw.

point ((x,

<= 13:

.point ((x,

<= T:
point ((x,
<= b:
point ((x,
<= 3:
point ((x,

i <= 2:

draw.

point ((x,

v,

¥,

y),

),

v,

y),

(265, 125, 0))
(200, 0, 0))
(125, 0, 200))
(0, 0, 200))
(0, 125, 200))
(0, 185, 185))

format=’>PNG’)

Ensemble de Mandelbrot sphérique en y = 0 (Figure 4.4b) :

im =

draw =

Image.new (’RGB’,

for x in range (O,

a =

for y in range (0,

i

while i < it and norm(q,

(-2.0 + (y / HAUTEUR)
0.0,

[a,
1

q2 =
q = [q2[0] + a,
i+= 1

(LONGUEUR,

ImageDraw.Draw (im)

LONGUEUR) :

bl

(-1.5 + (x / LONGUEUR) * 3.2)
HAUTEUR) :

HAUTEUR) ,

(0, 0, 0))

* 3.2)

2) <= 2:

prodspher (quattospher (q))
q2[1], b + qg2[2]1]

if 23 < i < 125:
draw.point ((x,

if 13 < i <= 23:

if

if

if

if

if

draw.
7T < i
draw
5 < i
draw
3 < i
draw.
2 < i

draw.

point ((x,

<= 13:

.point ((x,

<= T:

.point ((x,

<= b5:
point ((x,
<= 3:

point ((x,

i <= 2:

y),

v,

y),

y),

),

v,

( 255,
(255,
(200,
(125,
(o,

0,

o,

125,

150 + int (105 * i / it),
125, 0))
0, 0))
0, 200))
200))

200))

0))



Annexe A. Codes en langage Python pour générer les images

draw.point ((x, y), (0, 185, 185))
im.save(’y0_125it_2000pix_couleur.png’, format=’PNG’)

Ensemble de Mandelbrot sphérique en z = 0 (Figure 4.4c) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range(0, LONGUEUR):
a = (-0.75 + (x / LONGUEUR) * 2.0)
for y in range (0, HAUTEUR):

(-1.0 + (y / HAUTEUR) * 2.0)

q = [a, b, 0.0]

i=1

while i < it and norm(q, 2) <= 2:

q2 = prodspher (quattospher(q))

q = [q2[0] + a, q2[1] + b, q2[2]]

i+= 1

if 23 < i < 125:

draw.point ((x, y), (255, 150 + int(105 * i / it),

if 13 < i <= 23:

draw.point ((x, y), (255, 125, 0))
if 7 < i <= 13:

draw.point ((x, y), (200, 0, 0))
if 5 < i <= T7:

draw.point ((x, y), (125, 0, 200))
if 3 < i <= b:

draw.point ((x, y), (0, 0, 200))
if 2 < i <= 3:

draw.point ((x, y), (0, 125, 200))
if i <= 2:

draw.point ((x, y), (0, 185, 185))

im.save(’z0_125it_2000pix_couleur.png’, format=’PNG’)

0))
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Générer les coupes de différents ensembles avec le cercle représentant la borne et les

axes en blanc. Ce code génere la coupe en z = 0 de la Figure 4.5.

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (O, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range(0, LONGUEUR) :
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a = (-2.0 + (x / LONGUEUR) * 4.0)
for y in range (0, HAUTEUR):
b = (-2.0 + (y / HAUTEUR) * 4.0)
q = [a, b, 0.0]
i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 2:
q2 = prodspher (quattospher(q))
q = [g2[0] + a, g2[1] + b, g2[2]1]
i +=1
if 23 < i < 125:
draw.point ((x, y), (255, 150 + int (105 * i / it), 0))
if 13 < i <= 23:
draw.point ((x, y), (255,130,0))
if 7 < i <= 13:
draw.point ((x, y), (200, 0, 0))
if 56 < i <= T7:
draw.point ((x, y), (200, 0, 130))
if 3 < i <= b5
draw.point ((x, y), (150, 0, 130))
if 2 < i <= 3:
draw.point ((x, y), (100, 0, 150))
if 1 <= 2:
draw.point ((x, y), (50, 0, 150))

draw.ellipse ([(0,0), (LONGUEUR, HAUTEUR)], outline="white")

draw.line ((LONGUEUR / 2, HAUTEUR, LONGUEUR / 2, 0), fill="
white")

draw.line ((0, HAUTEUR / 2, LONGUEUR, HAUTEUR / 2), fill="
white")

im.save(’z0_125it_1500pix_couleur2_circle.png’, format=’PNG’)

Générer la coupe en z = 0 de 'ensemble M&HZE (Figure 4.22) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (O, 0, 0))

draw = ImageDraw.Draw(im)

for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-2.1 + (x / LONGUEUR) * 2.6)
for y in range (0, HAUTEUR):

(-1.3 + (y / HAUTEUR) * 2.6)
[a, b, 0.0]
1

HoQ
I
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while i < it and norm(g, 2) <= 2:
g2 = prodsphertheta(quattospher(q))
q = [q2[0] + a, q2[1] + b, g2[2]]

i+= 1

if norm(q, 2) >2:
draw.point ((x, y), (155 + int(100 * i / it), int(255 * i /
it), 0))

im.save(’z0_100it_2000_theta.png’, format=’PNG’)

A.2 Images 3D

Entéte :

from mpmath import norm, atan2, pi, acos, sin, cos

from PIL import Image, ImageDraw

it, LONGUEUR, HAUTEUR, COUPES = 125, 1000, 1000, 150

Définition des deux types de puissances X et ps, :

def prodspherbulbn(q):
return [(q[0] ** n) * sin(n * q[2]) * cos(mn * ql[1]), (ql[O0] *x n)
* sin(n * q[2]) * sin(n * q[1]
), (q[0] *x n) * cos(n * ql[2])
]

def prodspher(ql,q2):
return [(ql1[0] * q2[0]) * sin(ql[2] + q2[2]) * cos(qil[1] + qg2[1]1)
, (q1[0] * q2[0]) * sin(q1l[2]
+ q2[2]) * sin(ql[1] + q2[1]),
(q1[0] * q2[0]) * cos(qll[2] +
q2[21)]

def prodsphern(q):

i =1
ql = ¢q
q2 = q

while i < n:
q2 = prodspher (quattospher(ql),quattospher (g2))

i = 1i+1
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return q2

Générer les trois points de vue de I'ensemble de Mandelbrot sphérique en 3D (Figures
4.6a, 4.6b et 4.6¢) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (O, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0, COUPES):
c = (-0.85 + (z / COUPES) * 1.7)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-2.1 + (x / LONGUEUR) * 4.0)
for y in range (0, HAUTEUR):
b = (-2.3 + (y / HAUTEUR) * 3.8)
q = [a, c, b]

i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 2:
g2 = prodspher (quattospher (q))
q = [gq2[0] + a, q2[1] + ¢, b + q2[2]]
i +=1

if i >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int (255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))

im.save(’y0_125it_1000pix_150cuts_5_1_degrade2.png’, format=’PNG’)

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0, COUPES):
c = (0.9 - (z / COUPES) * 2.05)
for x in range(0, LONGUEUR) :
a = (-1.0 + (x / LONGUEUR) * 3.0)
for y in range (0, HAUTEUR) :
b = (-2.3 + (y / HAUTEUR) * 3.8)
q = [c, a, b]
i=1
while i < it and norm(g, 2) <= 2:
g2 = prodspher (quattospher(q))
q = [q2[0] + ¢, q2[1] + a, b + g2[2]]

i+= 1
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if i >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int(255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))

im.save(’x0_125it_1000pix_150cuts_5_1_degrade_postoneg.png’, format=
>PNG’)

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range(0, COUPES):
c = (-1.156 + (z / COUPES) * 2.05)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-1.0 + (x / LONGUEUR) * 3.0)
for y in range (0, HAUTEUR):
b (-2.3 + (y / HAUTEUR) * 3.8)
q = [c, a, b]

i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 2:
q2 = prodspher (quattospher (q))
q = [gq2[0] + ¢, q2[1] + a, b + g2[2]]
i +=1
if i >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int (255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (265 * (z /
COUPES))))

im.save(’x0_125it_1000pix_150cuts_5_1_degrade_negtopos.png’, format=
>PNG’)

A X . X A
Générer I'ensemble M1 (Figure 4.8). Les autres ensembles M sont générés la

méme maniere, en modifiant le produit, la borne et les intervalles pour x,y et 2 :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0,COUPES):

c = (1.1 - (z / COUPES) * 2.4)

for x in range (0, LONGUEUR):
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a = (-1.7 + (x / LONGUEUR) * 3.7)
for y in range (0, HAUTEUR):
b = (-1.7 + (y / HAUTEUR) * 3.7)
q [a, b, c]
i=1
while i < it and (sqrt(ql[O0] =**x 2 + ql[1] **x 2 + ql[2] *x 2
)) <= 1.2599:

g2 = prodspher4(q)
q = [q2[0] + a, gq2[1] + b, q2[2] + c]
i +=1
if i >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int (255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))

im.save(’z0_125it_2500pix_400cuts_5_1_bulb_xs4_postoneg.png’, format
=2PNG’)

Générer I'ensemble M&ﬁ (Figure 4.23) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (O, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0,COUPES):
c = (0.45 - (z / COUPES) * 2.45)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-1.256 + (x / LONGUEUR) * 2.5)
for y in range (0, HAUTEUR):
b (-1.25 + (y / HAUTEUR) * 2.5)
q = [a, b, c]

i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 2:
g2 = prodspherphi (quattospher (q))
q = [gq2[0] + a, q2[1] + b, g2[2] + c]
i +=1
if i >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int (255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))
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im.save(’z0_125it_1000pix_150cuts_5_1_phi.png’, format=’PNG’)

Générer I'ensemble Mﬁﬁ, le cas bulbique (Figure 4.21) :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0,COUPES):
c = (-0.30 + (z / COUPES) * 0.60)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-2.0 + (x / LONGUEUR) * 2.75)
for y in range (0, HAUTEUR):
b (-1.25 + (y / HAUTEUR) * 2.5)
q = [a, b, c]

i=1
while i < it and norm(g, 2) <= 2:
q2 = prodsphertheta(quattospher (q))
q = [q2[0] + a, q2[1] + b, q2[2] + c]
i +=1
if i >= it:
draw.point((x + z + 10, y + z + 1), (int(255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (2565 * (z /
COUPES))))

im.save(’z0_125it_1000pix_150cuts_10_1_theta.png’, format=’PNG’)

Générer les points de vue de ensemble M§ . (Figures 4.13a et 4.13b). Les autres
ensembles M2 . ont été générées de la méme maniere en modifiant la borne, le produit

et les intervalles z,y et 2 :

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0,COUPES):
c = (-1.056 + (z / COUPES) * 2.1)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-1 + (x / LONGUEUR) * 2.5)
for y in range (0, HAUTEUR):
b (-1 + (y / HAUTEUR) * 2.5)
q = [a, b, c]
i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 1.1041:
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g2 = prodspherbulb8(quattospher (q))

q = [gq2[0] + a, g2[1] + b, g2[2] + c]

i +=1

if i >= it:

draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int(255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))

im.save(’z0_125it_1000pix_150cuts_5_1_bulb.png’, format=’PNG’)

im = Image.new(’RGB’, (LONGUEUR, HAUTEUR), (0, 125, 255))
draw = ImageDraw.Draw(im)
for z in range (0,COUPES):
c = (-1.1 + (z / COUPES) * 2.2)
for x in range (0, LONGUEUR):
a = (-1 + (x / LONGUEUR) * 2.7)
for y in range (0, HAUTEUR):
b (-1.1 + (y / HAUTEUR) * 2.7)
q = [c, a, b]

i=1
while i < it and norm(q, 2) <= 1.1041:
g2 = prodspherbulb8(quattospher (q))
q = [gq2[0] + ¢, q2[1] + a, q2[2] + D]
i +=1
if 1 >= it:
draw.point((x + z + 5, y + z + 1), (int(255 * (z /
COUPES)), int (255
* (z / COUPES)),
int (255 * (z /
COUPES))))

im.save(’x0_125it_1000pix_150cuts_5_1_bulb.png’, format=’PNG’)






