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Resumen: El objetivo del trabajo fue evaluar la comprension intuitiva de la distribucion binomial de
estudiantes de Bachillerato. Se analizan las respuestas de 127 estudiantes espafoles a una tarea en
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gue deben dar cuatro valores probables de la distribucion binomial y justificar los valores dados. Se
analizan la media y el rango de los cuatro valores en sus respuestas y los argumentos se clasifican
siguiendo una metodologia de analisis de contenido. La mayoria de los estudiantes proporciona
valores cuya media y rango se encuentran en el intervalo aceptable, mostrando un razonamiento
distribucional. Entre los argumentos correctos, destacamos los basados en la estimacion correcta de
la probabilidad, mediante una asignacion frecuencial (56,7% de los estudiantes) y la observacion de
la convergencia y variabilidad de la variable (40,2%). Encontramos argumentos incorrectos como el
sesgo de equiprobabilidad o creencias erroneas sobre la aleatoriedad. Alrededor del 22% no son
capaces de justificar la respuesta.

Palabras clave: Distribucién binomial. Razonamiento. Estudiantes de Bachillerato.

Abstract: The aim of this study we to analyze the students’ intuitive understanding of the binomial
distribution. We analyze the responses by 127 students to a task where students should provide four
values of the binomial distribution and justify the values provided. We analyze the mean, rank of the
four values in the response, and classify the arguments using content analysis. Most students
provided values with mean and rank in the acceptable interval suggesting a distributional reasoning.
Among the correct arguments, the correct estimation of probability stood out (56.7% of students), as
well as the observation of convergence and variability of the distribution (40.2%) and some students
provide more than an argument. We also found biases, such as the equiprobability bias or erroneous
beliefs about randomness. Finally, 22% of students were unable to provide a justification.

Keywords: Binomial distribution. Reasoning. High school students.

Resumo: O objetivo do trabalho foi avaliar a compreenséo intuitiva da distribui¢do binomial
de estudantes do ensino médio. S&o analisadas as respostas de 127 estudantes de espanhol a
uma tarefa na qual eles devem fornecer quatro valores provaveis da distribui¢do binomial e
justificar os valores fornecidos. A média e a faixa dos quatro valores em suas respostas sao
analisadas e os argumentos sdo classificados seguindo uma metodologia de analise de
contedo. A maioria dos estudantes fornece valores cuja média e faixa estdo na faixa
aceitavel, mostrando o raciocinio distributivo. Entre os argumentos corretos, destacamos
aqueles baseados na estimativa correta de probabilidade, por meio de uma atribuicdo de
frequéncias (56,7% dos estudantes) e a observacdo da convergéncia e variabilidade da
variavel (40,2%). Encontramos argumentos incorretos, como viés de equiprobabilidade ou
crencas errbneas sobre a aleatoriedade. Cerca de 22% ndo conseguem justificar a resposta.

Palavras-chave: Distribui¢do binomial. Raciocinio. Alunos do ensino médio.

Introduccion

En la actualidad, nos encontramos con nuevos contenidos de probabilidad incluidos

en el curriculo de Bachillerato, debido a la importancia que el razonamiento probabilistico
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alcanza en la toma de decisiones y en la prediccion en gestion, politica o economia. La
cultura probabilistica es necesaria no solo en la vida profesional sino en la vida diaria, en
situaciones como las votaciones, la inversion o la toma de un seguro, asi como para
comprender el muestreo y la inferencia (Gal, 2005). En consecuencia, la sociedad de la
informacidn exige que el ciudadano adquiera una adecuada comprension de la probabilidad
con la finalidad de superar la tendencia al pensamiento determinista y reconocer la presencia
del azar, adquiriendo las formas de razonamiento necesarias para resolver las situaciones
aleatorias (Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez, 2016).

Por otro lado, cuando trabajamos con probabilidad, realizamos un intenso trabajo de
modelizacion de la realidad, por lo que la ensefianza de la probabilidad, también es
ensefianza de la modelizacion (Chaput, Henry y Girard, 2011). En este sentido, en
probabilidad contamos con modelos diferentes que se aplican para estructurar la realidad y
poder estudiarla.

En este trabajo nos interesamos por la distribucion binomial, que es uno de los
modelos probabilisticos de mayor aplicacion en mdltiples situaciones de la vida diaria y
profesional (Landin y Sanchez, 2010). En dicho modelo nos interesamos por un experimento
aleatorio donde unicamente consideramos dos posibles sucesos: A, de probabilidad p y su
contrario, de probabilidad q=1-p. Generalmente se considera que se ha producido un éxito,
si al realizar el experimento obtenemos el suceso A, y que se ha producido un fracaso en
caso contrario.

El interés de la distribucion binomial es analizar la variable aleatoria niUmero de
éxitos en n repeticiones independientes del experimento. Por ejemplo, podemos considerar
el numero de recién nacidos nifias en 100 recién nacidos, o el nimero de personas vacunadas
en un grupo de 1000, u otra situacion semejante. Dicha variable aleatoria toma valores entre
0y n, siendo n el nimero de repeticiones del experimento, se suele denominar como B(n, p),

donde ny p son los parametros de la distribucion.
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En Esparia, el estudio de la distribucion binomial se lleva d cabo en el primer curso
de Bachillerato, que es la etapa educativa dirigida a estudiantes de entre 17 y 18 afios de
edad que desean ingresar en la universidad y consta de dos cursos. Ademas, este contenido
estd presente tanto en las modalidades de Ciencias como en la de Ciencias Sociales. Méas
concretamente, para los alumnos de 1° curso de Ciencias Sociales y en el 2° curso de Ciencias
se incluyen los contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables
presentados en la Tabla 1 (MECD, 2015, p. 385y 422).

Tabla 1: Orientaciones sobre la distribucion binomial en Bachillerato (MECD, 2015, p.

385y 422)

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje
Distribucion binomial. | Identificar los fendmenos Identifica fendmenos que pueden
Caracterizacion e | que pueden modelizarse modelizarse mediante la
identificacion del | mediante las distribuciones distribucion binomial, obtiene
modelo. Calculo de | de probabilidad binomial y sus parametros y calcula su
probabilidades normal  calculando sus media y desviacion tipica.

parametros y determinando Calcula probabilidades asociadas
la probabilidad de diferentes a una distribucién binomial a

sucesos asociados partir de su funcion de
probabilidad, de la tabla de la
distribucion 0 mediante

calculadora, hoja de célculo u
otra herramienta tecnoldgica y
las aplica en diversas situaciones.
Calcula  probabilidades  de
sucesos asociados a fenémenos
que pueden modelizarse
mediante la distribucion
binomial a partir de su
aproximacion por la normal
valorando si  se dan las
condiciones necesarias para que
sea valida.

Tangram — Revista de Educacdo Matematica, Dourados - MS —v.3 n.2, pp. 27-50 (2020)

Este obra esta licenciada com uma Licenga Creative Commons Atribuicdo-NdoComercial-Compartilhalgual 3.0 Brasil.

30


about:blank
about:blank

El objetivo de este trabajo es analizar la comprension intuitiva de una muestra de
estudiantes de 2° curso de Bachillerato de una situacion, para ellos familiar, que puede
modelizarse mediante una distribucion binomial. Para ello, se les plantea una tarea en la que
se pide proporcionar cuatro valores probables de la distribucion binomial que, ademas, deben
argumentarse. A partir de las respuestas se evalta su comprension del valor esperado y la
variabilidad en dicha distribucion.

En lo que sigue, se describen los antecedentes de nuestro trabajo, su metodologia y

sus resultados.

Investigacion previa

En nuestro trabajo tendremos en cuenta otros previos que se interesan por la
comprension que tienen los estudiantes de la distribucion binomial. Uno de dichos trabajos
es el de Van Dooren, De Bock, Depaepe, Janssens y Verschaffel (2003), que analizan las
soluciones de 225 estudiantes de Bachillerato de dos cursos diferentes. Plantean siete items
de opcidn mdaltiple de situaciones binomiales en el contexto de lanzar un dado, variando los
valores n, p y x (nimero de éxitos). En unos items donde pide comparar probabilidades
obtiene porcentajes de éxito en torno al 80%, mientras que cuando pide calcular
probabilidades o ver si un calculo es correcto el porcentaje desciende entre el 16% y 30%,
segun la tarea. Muchos de los estudiantes de su muestra resuelven los problemas
simplemente utilizando proporciones, lo que los autores denominan ilusion de linealidad,
por tratarse de una generalizacion incorrecta de este concepto. Los autores atribuyen el
resultado a la potencia del modelo lineal para analizar muchas situaciones cotidianas y la
familiaridad del estudiante con el mismo, lo que le lleva a no diferenciar las situaciones en
que puede y no puede aplicarse.

Landin y Sanchez (2010), por su parte, estudian el proceso mediante el cual 66
estudiantes de bachillerato en México llegan a comprender esta distribucion e investigan sus

sesgos cognitivos. ldentifican los siguientes componentes de razonamiento intuitivo en la
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distribucion binomial: 1) reconocimiento de las situaciones en que se aplica y representacion

de las secuencias de éxitos y fracasos; 2) reconocimiento de la variable aleatoria; 3)

reconocimiento del caracter combinatorio y necesidad de contar las combinaciones; 4) uso

de la definicion clasica de probabilidad y regla del producto; y 5) relacion entre las
combinaciones y la probabilidad de un valor de la variable.

Los autores utilizan dichos componentes para iniciar la construccion de una jerarquia
de razonamiento intuitivo en torno a la definicién que hacen los estudiantes ante una serie
de problemas de esta distribucion, de la definicion clasica de probabilidad, regla del
producto, combinaciones y formula de la distribucién binomial. Clasifican las soluciones
de un grupo de 66 estudiantes en dicha jerarquia concluyendo que la mayoria se queda en el
primer nivel de razonamiento o en el segundo, siendo pocos los que alcanzan los niveles
superiores.

El trabajo anterior se continda en Sanchez y Landin (2011), quienes reanalizan las
respuestas de 66 estudiantes a una serie de problemas binomiales y en base a las soluciones
de los estudiantes, los autores, con ayuda de 10 expertos, finalizan la construccién de la
jerarquia de razonamiento en torno a la distribucion binomial, con los siguientes niveles:

1. Nivel subjetivo. El estudiante presenta sesgos de razonamiento cuando trata de calcular
probabilidades binomiales. Uno de los mas frecuentes es el sesgo de equiprobabilidad
(Lecoutre, 1992), donde los estudiantes consideran equiprobables los resultados de
cualquier experimento aleatorio. Por tanto, en la distribucion binomial considerarian
equiprobables todos sus valores posibles.

2. Nivel transicional. El estudiante es capaz de listar los valores de la variable, aunque no
necesariamente de manera exhaustiva. Reconoce que el nimero n de ensayos influye en
la distribucion, pero al calcular probabilidades asociadas, utiliza simplemente la regla

de Laplace o se basa en sus creencias subjetivas.
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3. Nivel cuantitativo informal. Se reconoce el caracter combinatorio de la situacion, es
decir, la importancia del orden de los resultados. Se calculan probabilidades mediante
diagrama en arbol o utilizando regla del producto.

4. Nivel numérico. Se reconoce la variable aleatoria, sus valores posibles y sus pardmetros.

Se utiliza la formula binomial para calcular las probabilidades al resolver los problemas.

Mayén y Salazar (2014) comparan el razonamiento de 77 estudiantes de Bachillerato,
con y sin instruccion sobre la distribucion binomial, utilizando la jerarquia de razonamiento
propuesta por Sdnchez y Landin (2011). Para ello, aplican un cuestionario con 10 problemas.
Los estudiantes sin instruccién se mantienen casi exclusivamente en los primeros niveles,
progresando a niveles mas avanzados para aplicar las combinaciones y regla del producto al
finalizar la ensefianza, llegando en algunos casos al nivel superior de razonamiento. El
progreso se logra cuando se comprenden simultaneamente las combinaciones y la regla del
producto. lgualmente, el uso del diagrama en &rbol permite organizar la solucién del
problema.

Los trabajos anteriores se interesan por la competencia de los estudiantes de calcular
problemas binomiales. Una aproximacién diferente es la de Shaughnessy, Ciancetta y
Canada (2004), quienes utilizan distribuciones binomiales con 272 estudiantes (10-19 afios),
pidiéndoles dar el nimero de sucesos de un cierto tipo en 10 y 100 repeticiones de un
experimento. La mayoria de los estudiantes sobreestimaron la variabilidad de la distribucion,
independientemente del nUmero de experimentos, mientras que algunos le otorgaron muy
poca variabilidad. Los autores identifican tres niveles progresivos en el razonamiento de los
estudiantes: 1) el nivel de razonamiento aditivo (el més frecuente), que consiste en
considerar diferentes muestras de valores de la variable como subconjuntos disjuntos; 2) el
nivel de razonamiento proporcional, en el que se utilizan proporciones al realizar

estimaciones y se comprende el valor esperado de la distribucion; y 3) el nivel de
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razonamiento distribucional (el menos frecuente) donde se intégran las ideas de valor
esperado y de variabilidad.

Un trabajo relacionado es el de Gomez, Batanero y Contreras (2014), en una
investigacion con futuros profesores de Educacion Primaria. Los autores se interesan por
evaluar la comprension intuitiva del valor esperado y la variabilidad en una distribucion
binomial. Para ello proponen un item en que les piden cuatro valores de una distribucion
binomial B(100, 0.68) analizando la media y el rango de los cuatro valores dados y
comparandolo con la distribucion de la mediay el rango que tedricamente se esperaria. Los
resultados muestran que solamente una tercera parte de los sujetos de su estudio tuvieron
una intuicién simultanea de la media y la variabilidad de la distribucién. Ademas, los autores
identifican en los sujetos diferentes sesgos como la equiprobabilidad (Lecoutre, 1992).

En Begué, Batanero y Gea (2019) se propone el item trabajado por Gémez et al.
(2014) a una muestra de estudiantes de Bachillerato, pidiéndoles, ademas, que justificasen
los valores proporcionados. Las respuestas obtenidas se clasificaron en diferentes tipos de
argumentos que ayudaron a detectar la presencia de algunos sesgos de razonamiento en los
estudiantes, tales como el sesgo de equiprobabilidad y concepciones erroneas sobre el
muestreo. El andlisis de las respuestas se fundamenta en los elementos del enfoque
ontosemiotico (Godino, 2002), en concreto, en la idea de conflicto semi6tico. En esta teoria,
se asume que los objetos matematicos surgen de las practicas realizadas en la resolucion de
problemas, que son las que dotan de sentido a los objetos matematicos (Godino, 2017).
Debido a la variedad de objetos que intervienen en dichas practicas (lenguaje, conceptos,
propiedades, procedimientos, argumentos) y al caracter inmaterial de muchos objetos, el
trabajo en matematicas requiere muchos procesos interpretativos. En ocasiones el estudiante
interpreta incorrectamente el sentido de una expresion matematica o puede conceder un
significado diferente al pretendido por el profesor a uno de los objetos que utiliza. En dicho

caso, se habla de conflicto semidtico.
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En este trabajo, continuamos el de Begué et al. (2019), que; ademas de describir los
argumentos de los estudiantes en una situacion binomial B(0,68, 100) identificaron en ellos
una serie de conflictos semidticos- En concreto se analizar ahora las respuestas de la misma
muestra de estudiantes a una situacion binomial B(10, 0.7), es decir, donde interviene un
pequefio tamafo de muestra. Ademas del analisis cualitativo de las respuestas estudiaremos
también la intuicion del valor esperado y de la variabilidad de la variable, siguiendo el
método de Gémez et al. (2014).

En lo que sigue se describe la metodologia seguida para el andlisis de los datos, se

presentan y discuten como la discusion de los resultados.

Metodologia

La muestra estuvo formada por 127 estudiantes de 2° Bachillerato (17-18 afios) que
cursaban sus estudios en dos centros escolares diferentes de la comunidad de Aragdn
(Espafa). En el primero de los centros participaron dos grupos de estudiantes de Ciencias
(26 y 15 alumnos por grupo) y un grupo de Ciencias Sociales (19 estudiantes). En el segundo
centro se tomaron otros dos grupos de Ciencias (29 y 14 alumnos) y uno de Ciencias Sociales
(24 alumnos). A todos estos estudiantes se les propuso la siguiente tarea, que describe un
contexto familiar para los estudiantes. La tarea (Figura 1) se complet6 dentro de la clase de
matematica, con colaboracion del profesor de los estudiantes y autorizacion de los directores

de los centros.

Tarea. Un jugador de baloncesto suele encestar 70 de cada 100 tiros a una canasta desde la posicion de
tiros libres. Escribe en la siguiente tabla un resultado que sea probable para cuatro partidos en los que
lanza 10 tiros desde el punto de lanzamientos personales.

Partido 1 (10 tiros)

Partido 2 (10 tiros)

Partido 3 (10 tiros)

Partido 4 (10 tiros)

NuUmero de encestes:

NUmero de encestes

NuUmero de encestes

Nlmero de encestes

Numero de fallos:

Ndmero de fallos:

Ndmero de fallos:

Numero de fallos:

Figura 1 - Tarea planteada a los estudiantes (Adaptado de Gomez et al. (2014)).
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La tarea describe la frecuencia de encestes de un jugador de baloncesto, habiéndose
elegido este contexto por ser conocido por ser familiar para el estudiante. La variable
aleatoria numero de encestes sigue una distribucién binomial B(10, p), donde p es
desconocida. Si consideramos el dato del enunciado, se estima que el valor esperado es
np=7, y su desviacion estandar es \/np(1 — p) =1,45.

Se realiz6 un doble andlisis cuantitativo y cualitativo de las respuestas. En el analisis
cuantitativo se calculd el valor medio y el rango de los cuatro valores proporcionados por
los estudiantes en sus respuestas. En relacion al valor esperado, se asume que el sujeto
presenta una buena concepcidn o intuicién del mismo, si el valor medio de las cuatro
respuestas que proporciona es cercano a 7. Se considerardn cercanas aquellas respuestas
cuyos valores para el numero de encestes se localicen dentro del intervalo (5.55, 8.45),
redondeando, entre 6 y 9. Los extremos de dicho intervalo se obtienen al determinar la media
mas/menos la desviacion tipica, que es el intervalo que contiene el 68% de las observaciones
en la distribucion normal. Se toma como aceptable el intervalo obtenido al sumar y restar
dos veces la desviacion tipica a la media, es decir, aquellos valores que se localizan entre 4.1
y 9.9, redondeando, entre 4 y 10. Finalmente, otro aspecto que se debe reconocer es la
ausencia de equiprobabilidad por la asimetria fisica del dispositivo.

En cuanto al estudio de la variabilidad, Gomez el al. (2014) consideran que la la
variabilidad es adecuada cuando el rango se encuentra entre una y dos desviaciones tipicas,
aproximadamente entre 3 y 6. Si estéd entre dos y tres veces la desviacion tipica (entre 6y 9
redondeando) se considera alta, pero aceptable y si es mayor excesiva. Si es menor que 3 se
considera demasiada concentracion y quiere decir que no se comprende la variabilidad
muestral.

Para el andlisis cualitativo, las argumentaciones escritas de los estudiantes se
sometieron a andlisis de contenido (Krippendorf, 2013), una técnica de investigacion que
permite realizar inferencias sobre el contenido de un texto. En nuestro caso, las unidades de

analisis son la respuesta de cada estudiante. Seguidamente, se transcribieron a un fichero
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Word las respuestas de todos los estudiantes con un codigo para identificarlas. Para formar
las categorias se compararon todas las respuestas de cada item entre si, agrupando las
semejantes para formar una primera lista, que fue revisada por los investigadores. Mediante
la discusion de casos discordantes y después de sucesivas revisiones se llegd a la lista

definitiva de categorias. Finalmente se analizaron los datos obtenidos.

Resultados y discusion
Analisis cuantitativo

En primer lugar, se analiza la distribucion del valor medio de las cuatro respuestas
dadas por cada estudiante, que se presenta graficamente en la Figura 2, donde se ha
representado mediante una linea roja vertical el valor medio tedrico de la distribucion
binomial B(10, 0.7). Podemos observar una buena intuicion de este valor medio en los
estudiantes de la muestra, pues dicho valor tedrico, que ademas tiene una frecuencia
apreciable, coincide con la moda de la distribucion. Ademas, el valor medio empirico de la
distribucion de las medias coincide casi con el teorico.

El anélisis anterior se completa con la Tabla 2, donde clasificamos las medias de las
cuatro respuestas de los estudiantes en diferentes intervalos. Observamos que una amplia
mayoria proporciona valores cuya media esta en el intervalo de estimacion 6ptimo, y otro
grupo realiza una estimacion aceptable, por lo que los estudiantes muestran una buena
intuicion del valor esperado en la distribucién binomial. Aun asi, encontramos estudiantes
con valores medios muy bajos, la mayor parte de los cuales ha mostrado el sesgo de
equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), al dar valores muy cercanos al 5 (considerando
equiprobables los dos resultados) o bien por encima y debajo de cinco de modo que la media
es aproximadamente 5. También encontramos casos aislados de estimaciones muy alejadas
del promedio, como un alumno que da todos los valores igual a 1 y otro, que obtiene un

promedio igual a 9 en sus cuatro valores.
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Figura 2 - Distribucion de la media de las cuatro respuestas de los estudiantes

Tabla 2: Porcentaje de estudiantes segun intervalo en que se sitGa la media de los cuatro

valores en su respuesta

Estimacion Intervalo Porcentaje
Estimacién muy baja <56 11,1
Estimacion 6ptima 6.3-7.7 73
Estimacion aceptable (fuera del intervalo 6,3-7,7) ' 5684 11
Estimacién muy alta > 8.4 2,5
No responden 2,4

Seguidamente se presenta en la Figura 3 la distribucion del rango las cuatro
respuestas dadas por cada estudiante, donde se ha representado, mediante una linea roja
vertical, el valor medio tedrico de la desviacion tipica de la distribucion binomial B(10, 0.7),

que como vemos es también muy préxima a la teorica. La informacion se completa con la
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Tabla 3, en la que se presentan los porcentajes de estudiantes con el rango de las cuatro
respuestas en diferentes intervalos.

Se deduce del analisis de la Tabla 3 una amplia mayoria de estudiantes proporciona
muestras de variabilidad 6ptima. Ademas, si consideramos el porcentaje de los que conceden
una variabilidad aceptable se obtiene un porcentaje elevado, el 88,2%. No obstante, se
identifican alumnos con alta variabilidad o alta concentracion, destacando cuatro alumnos
que repiten el valor 7 cuatro veces en su respuesta. En este caso, se concluye que dichos

alumnos tendrian una concepcion determinista de la situacion.

50 Wedia = 3,26
Desviacion estandar= 1,642
4

40

30

Frecuencia

20

1

Rango

Figura 3 - Distribucion del rango las respuestas de los estudiantes
Tabla 3: Porcentaje de alumnos segun intervalo en que se sitla el rango de los valores

dados
Variabilidad Intervalo Porcentaje
Alta concentracion 0 31
Estimacién 6ptima 2.4 74
Estimacion aceptable 1-6 14,2
Alta variabilidade 7-10 6,3
No completa 2.4
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Andlisis cualitativo

Para completar el estudio cuantitativo, a continuacion, se caracterizan los distintos tipos
de justificaciones encontrados, incluyendo ejemplos de cada una de ellas.

Tipo 1. Aleatoriedad. En estas respuestas, se puede observar que bastantes
estudiantes utilizan la expresion hacer a boleo u otras similares, como porque se me ha
venido a la cabeza, para justificar que han escrito al azar los datos que proporcionan.
También se ha incluido dentro de esta categoria a los estudiantes que indican que el resultado
es imprevisible por ser aleatorio, por lo que aplicarian una concepcién de la aleatoriedad
como sindénimo de un proceso que es impredecible, concepcién descrita por Fischbein,
Sainati y Sciolis (1991) y Serrano (1996), en su estudio de la comprension de la aleatoriedad
por los estudiantes.

Esta categoria también se encuentra en aquellas respuestas en las que el estudiante
asocia la aleatoriedad con la imposibilidad de medir la probabilidad. Segun Serrano (1996),
esta concepcion de la aleatoriedad denotaria en los estudiantes el enfoque en el resultado,
descrito por Konold (1989). Es decir, sujetos que interpretan una pregunta de probabilidad
(¢cudl es el resultado mas probable?) en forma no probabilistica, sino determinista (¢qué
resultado ocurrird?), donde se le pide dar una prediccién segura del resultado. Este
argumento aparece en todos los items. Algunos ejemplos de respuestas en esta categoria son
los siguientes:

Ab22: Las respuestas son aleatorias, porque un jugador puede ser malo
0 bueno. (8,5, 1, 7)

A495: En este Ultimo también existe el azar pero también hay factor de
habilidad. (7, 8, 6, 0)

Observamos que estos estudiantes proporcionan valores con un recorrido muy

amplio, unos por exceso y otros por defecto, por lo que podria estar razonando de acuerdo a
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la representatividad; mas especificamente de acuerdo a la ley dé los pequefios numeros
(Kahneman, Slovic y Tversky, 1982), al tratar de compensar sus resultados.

Tipo 2. Razonamiento basado en aspectos fisicos del experimento aleatorio. Esta
categoria recoge las justificaciones en las que se describe algun rasgo fisico del jugador para
argumentar que sea mas frecuente la obtencion de un resultado. Subyace una interpretacion
de la probabilidad proxima al significado de propension debido a Peirce (Batanero y Diaz,
2007) en la que la probabilidad de un generador aleatorio es una tendencia de producir cada
uno de sus posibles resultados. Dicha interpretacion constituye una alternativa a la
interpretacion frecuencial, segun Rolleri (2002), pues es aplicable a sucesos fisicos
singulares. La propension seria una propiedad del sistema fisico en ciertas situaciones
experimentales.

En esta concepcion de la probabilidad, un generador aleatorio, por ejemplo, un dado,
tendria una tendencia de producir cada uno de sus posibles resultados. Esta tendencia estaria
relacionada tanto con la frecuencia relativa a la larga como con cada resultado singular. Seria
una tendencia causal del comportamiento del sistema aleatorio de una cierta manera; en este
item, seria una propiedad del jugador una propension a actuar de una cierta manera. Batanero
y Diaz (2007) indican que la propension es diferente de la probabilidad; la propension seria
fuerte si la probabilidad del suceso es alta, pero si es baja (por ejemplo, en un dado una
probabilidad 1/6 de obtener un 5) la propensién es fuerte, porque esta probabilidad se
producira con mucha seguridad a la larga. Algunos ejemplos de esta respuesta siguen a
continuacion:

A524: Depende de lo bueno o malo que sea un jugador (8, 7, 6, 9)
A482: El porcentaje de aciertos en 10 tiros libres puede variar debido a
otros factores como si tiene un buen dia o no pero generalmente en
menos tiros menos cansancio y subira su porcentaje. (7, 9, 8, 9)

Tipo 3. Razonamiento basado en asignacion frecuencial de probabilidad. Se ha
clasificado en esta categoria a los estudiantes que apoyan su argumento en los datos

proporcionados en el enunciado del item sobre el experimento. Por tanto, su respuesta puede
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indicar una comprension intuitiva de la probabilidad frecuencial, puesto gque asignan la
probabilidad del suceso de interés, en relacion a los datos obtenidos en la muestra dada en
el enunciado. Ademas, asumen explicitamente que la probabilidad de dicho suceso ha de
estar cerca del valor dado en el enunciado, por lo que las muestras que genera tienen que ser
representativas de dicha probabilidad. Todo ello implica que el estudiante comprende y
aplica intuitivamente la ley de los grandes numeros. Afiadimos a continuacion algunas
respuestas de este tipo donde los estudiantes calculan la probabilidad frecuencial de acierto
dada por la frecuencia del enunciado y la relacionan con el numero esperado de éxitos en 10
lanzamientos.

A412: Siencestael 70 de 100 tiros, equivale a un 70%. Si lanza 10 tiros,
entonces el porcentaje son 7,2 tiros encesta de cada 10. Si en total
realiza 40 tiros, deberia encestar 28. (7, 6, 8, 7)

A429: Si de cada 100 marca 70, sus tiros tendran una probabilidad del
70%, 7/10, por lo que los aciertos no pueden variar mucho (7, 6, 8, 9).

Tipo 4. Sesgo de equiprobabilidad implicito. En algunas respuestas se observa que el
estudiante asigna la probabilidad del suceso aplicando la regla de Laplace. Por tanto, se
asume que el fenémeno aleatorio cumple la condicién de equiprobabilidad, por lo que todos
los sucesos elementales son equiprobables. Esta respuesta en fenémenos aleatorios que no
cumplen la condicién de equiprobabilidad, conlleva la presencia del sesgo de
equiprobabilidad (Lecoutre, 1992). Entonces, el estudiante resuelve incorrectamente la tarea.
En el siguiente ejemplo, el estudiante A430 considera la equiprobabilidad, indicando que el
namero de encestes de los cuatro valores sera cercano a 5y, en contra de su argumento, los
resultados que proporcionan se acercan a la probabilidad dada en el item.

A430: Todo a boleo, no sé cuanto sera. Podria salir cualquier cosa, pero
es mas probable que los numeros estén cerca de 5. (7, 8, 6, 7).

Tipo 5. Convergencia y variabilidad del muestreo. Son aquellas argumentaciones en
las que se justifica que los resultados deben ser parecidos a los dados en el enunciado, lo que

supone que el estudiante percibe la relacion entre el valor esperado de la variable y el valor
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dado en su muestra, y, ademas, el estudiante también indica que se debe esperar una cierta
variabilidad. Por tanto, utiliza las propiedades de convergencia de la frecuencia relativa a la
probabilidad y de variabilidad. En consecuencia, el estudiante se encuentra en el nivel mas
alto de razonamiento entre los descritos por Landin y Sanchez (2010) y Mayén y Salazar
(2014). Son muy numerosas estas respuestas y son consistentes con las cuaternas que
proporcionan, como vemos en algunos ejemplos:

Ab520: Porque en 40 tiros tocaria marcar 28 tiros y luego esos 28 se
deben repartir entre 4 dias que dan a 7 pero he puesto algin caso con
mas y menos porque no debe ser una media (7, 8, 6, 7).

A444: En partidos diferentes con caracteristicas diferentes (puede tener
mejor/peor dia, estar o no confiado, estar nervioso, ...) los resultados
no seran siempre 70% de aciertos pero cuantos mas partidos juegue,
mas se acercara a esa proporcion de aciertos. (6, 5, 8, 2)

Tipo 6. Creencias subjetivas. La probabilidad es un terreno en que los estudiantes, e
incluso algunos sujetos adultos muestran creencias subjetivas para explicar la ocurrencia de
ciertos sucesos en fendmenos aleatorios. Asi, Cafiizares y Batanero (1997) describen la
creencia en la suerte o0 en la posibilidad de controlar la ocurrencia del suceso. Por su parte,
Konold (1989) considera el enfoque en el resultado, donde se interpreta una pregunta de
probabilidad en forma no probabilistica. Estos argumentos exponen criterios que no tienen
que ver con los datos del enunciado, ni con la probabilidad, pero se deducen del
conocimiento que los estudiantes tienen del contexto. Por tanto, se interpreta la pregunta
probabilistica en modo no probabilistico, como en los siguientes ejemplos:

A470: Porque aqui hay una técnica y aparte del azar, influye la técnica
y podra meter mas o menos dependiendo del dia del jugador. De si esta
cémodo en el partido, si esta motivado. (5, 8, 8, 7)

A410: Aumentard su nimero de encestes progresivamente porque
tendrd mas préctica conforme vaya jugando y entrenando. (6, 7, 8, 9)

Tabla 4: Frecuencia y porcentaje de estudiantes con diferentes argumentos

Argumentos Frecuencia Porcentaje
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Tipo 1. Aleatoriedad 9 7,1

Tipo 2. Aspectos fisicos del experimento 1 0,8
Tipo 3. Asignacion frecuencial de la probabilidad 72 56,7
Tipo 4. Sesgo de equiprobabilidad implicito 2 1,6
Tipo 5. Variabilidad y convergencia 51 40,2
Tipo 6. Creencias subjetivas 29 17,3
Tipo 7. No justifica 29 228

La Tabla 4 presenta la frecuencia y porcentaje con que se dieron los diferentes
argumentos en los estudiantes de la muestra. Para interpretarla hay que tener en cuenta que
un mismo estudiante a veces da méas de un argumento, por lo que el total del porcentaje es
mayor de 100. En esta tabla se observa que el 56,7% de los estudiantes apoyan su argumento
en los valores proporcionados en el enunciado, es decir, realizan una estimacion frecuencial
de la probabilidad.

Por otro lado, como el numero de tiros es pequefio la variabilidad debe ser grande en
la variable. De hecho, el 40,2% de los estudiantes aluden a aspectos relacionados con la
representatividad y variabilidad, mostrando un razonamiento distribucional sobre la variable
binomial. Como se ha indicado anteriormente, existen argumentos en los que se identifica
varias categorias. Destacamos que el 32,3% hacen referencia tanto a la identificacion de la
probabilidad desde el enfoque frecuencial (Tipo 3) como a los conceptos de
representatividad y/o variabilidad (Tipo 5). Es decir, muestran un buen conocimiento de la
distribucion y sus propiedades.

Finalmente destacamos las respuestas (17,3%) que se justifican con criterios
subjetivos sin tener en cuenta criterios probabilisticos, y también el alto porcentaje de
estudiantes (22,8%) que no es capaz de justificar su respuesta. Este porcentaje contrasta con
el de alumnos que no dio respuesta, el cual fue muy pequefio. Por tanto, los estudiantes en

su mayor parte resuelven correctamente la tarea, pero son menos los que la llegan a
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argumentar, siendo algunas de estas argumentaciones incorrectas. En estos argumentos
hemos observado los siguientes conflictos semidticos de los estudiantes:

C1. Confusion entre suceso aleatorio y suceso equiprobable. En este caso se asigna
a la aleatoriedad una propiedad que no le corresponde, que seria la equiprobabilidad. Por
tanto, se cae en el sesgo de equiprobabilidad, descrito por Lecoutre (1992) puesto que hay
fendmenos aleatorios, como el descrito en la tarea que constan de sucesos no equiprobables.
Los estudiantes que dan este argumento asumen que la probabilidad de cada suceso se
corresponde con el 50% y suelen dar valores del nimero de encestes en 10 lanzamientos por
encimay debajo de 7, pero tendiendo a que la media se acerque a 5.

A488: El jugador la mayoria de los partidos marca mas del 50% de los
tiros. (7, 4, 8,1).

C2. Suponer que la aleatoriedad indica mucha variabilidad, es decir, esperar
resultados muy diferentes entre si. Es otra propiedad mal asignada, pues, aungue la
aleatoriedad implica variabilidad, la variabilidad depende del tamafio de la muestra y no del
hecho de ser un suceso aleatorio. En este caso, la afirmacion de que haya variabilidad estaria
justificada por el tamafio de la muestra, como muestra el ejemplo siguiente:

A504: Al realizar 10 tiros solamente, los resultados no tienen por qué
parecerse a la estimacién sobre 100 tiros y pueden variar mucho. (2, 8,
7,5).

C3. Creencia en la ley de los pequefios nimeros (Tversky y Kaneman, 1974). La
probabilidad nos ensefia que al repetir un namero veces suficiente y de forma independiente
un experimento aleatorio, la frecuencia relativa de cada suceso posible tiende a su
probabilidad de ocurrencia. Sin embargo, a veces se espera que esta convergencia se
produzca incluso en un nimero pequefio de experimentos. En este caso, los estudiantes tratan
de reproducir el valor esperado de la variable en sus cuatro valores y, ademas, dichos valores

tienen poca variabilidad, como el siguiente ejemplo.
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A451: Comparando el nimero de tiros libres que suele encestar, y
reduciéndolo a diez, es probable que no varie mucho. (7, 8, 7, 6)

C4. Interpretacion determinista del enunciado. Un caso extremo del anterior es
cuando el estudiante se limita a repetir cuatro veces el mismo valor del enunciado, como en
el siguiente ejemplo:

A510: Por estadistica (7, 7,7, 7)

C5. Suponer que aleatoriedad es sindnimo de impredecibilidad, ni siquiera en una
serie de resultados. Aunque cada suceso aislado de un fenémeno aleatorio es impredecible
(no se sabe si ocurrird o0 no), cuando se tiene informacion del experimento podemos deducir
los resultados mas y menos probables, es decir, deducir la distribucion del conjunto de
resultados. Interpretamos que los estudiantes no identifican la probabilidad como una
medida del grado de incertidumbre, sino que aleatoriedad y probabilidad son considerados
como términos similares. Este razonamiento fue descrito por Konold (1989) como enfoque
en el resultado. En el siguiente ejemplo, el estudiante no se decide por los valores méas
probables, lo que se refleja también en la variabilidad de los valores que propone:

A481: Podréa acertar 10 como fallar 10 (6, 7, 5, 10)

Conclusiones

Los cuatro valores proporcionados por los estudiantes al responder la tarea, en su
mayor parte, corresponden a una estimacion optima o al menos razonable del valor esperado
en la distribucién binomial. Ademas, también la mayoria de estos valores tienen una
variabilidad éptima o aceptable. Concluimos que la mayoria de los estudiantes de la muestra
participante alcanza el razonamiento distribucional descrito por Shaughnessy et al. (2004),
al contrario de lo obtenido con los estudiantes que participaron en el estudio llevado por
dichos autores.
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Esta conclusion se refuerza mediante el porcentaje de argumentos en que se refleja
un conocimiento sobre el enfoque frecuencial de la probabilidad, a los que se afiaden los que
razonan de acuerdo a la variabilidad y convergencia. Otros estudiantes son capaces de
identificar la asimetria del fendmeno debido a sus conocimientos de otras materias, como la
fisica, puesto que hacen referencia en su justificacion a conceptos tales como la fuerza del
lanzamiento, el angulo de tiro o la distancia y, en consecuencia, a la vision de la probabilidad
como propension (Batanero y Diaz, 2007).

El resto estudiantes, tanto en sus estimaciones como en sus argumentos, muestra una
comprension pobre de la aleatoriedad y la probabilidad, y algunos, aunque abordan la tarea,
no son capaces de argumentarla, lo que indica que sus intuiciones no se corresponden con
una comprension profunda del fenémeno.

Para finalizar, sugerimos gue las intuiciones correctas de los estudiantes debieran ser
tenidas en cuentas y reforzadas a lo largo de la instruccion. Igualmente, el profesor debe
estar atento a la presencia de las intuiciones incorrectas porque su diagndéstico favorecera un
posterior tratamiento y mejora de la capacidad de argumentacién de los estudiantes. De
acuerdo con Batanero et al. (2016), creemos que la adquisicién del razonamiento
probabilistico correcto debe ser un fin en si mismo y no Unicamente como instrumento del
estudio de la inferencia. En consecuencia, resulta necesario que los estudiantes analicen
tareas relacionadas con contextos cotidianos como la presentada en este trabajo, y que la
discusion de las posibles soluciones correctas e incorrectas se use para mejorar su

conocimiento y razonamiento probabilistico.
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