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Résumé. In this work we show that for any topological space X having the homotopy type of a CW-complex
and for any commutative ring R, the singular cohomology H∗(X ;R) is a Gerstenhaber algebra (see. [7]). In
fact we prove that H∗(X ;R) satisfies the conditions of a generalization of the Gerstenhaber algebras.
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1. Introduction

Les algèbres de Gerstenhaber (cf. [7]) qui sont connues pour être utilisées en physique théorique
(cf. [1] ou [11]) sont définies de la façon suivante : soit Λ∗ une algèbre graduée munie de deux
produits. Un premier produit

Λp ⊗Λq −→Λp+q

a ⊗b 7−→ ab

et un deuxième produit (crochet de Lie)

Λp ⊗Λq −→Λp+q−1

a ⊗b 7−→ [a,b]

On dit que Λ∗ est une algèbre de Gerstenhaber si les deux produits satisfont les conditions
suivantes :

• Associativité du premier produit : a(bc) = (ab)c
• Commutativité du premier produit : ab = (−1)|a| |b|ba
• Commutativité du deuxième produit [b, a] =−(−1)(|a|−1)(|b|−1)[a,b]

∗Auteur correspondant.
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• Identité de poisson : [a,bc] = [a,b]c + (−1)(|a|−1)|b|b[a,c] (L’identité de Poisson qu’on
adoptera dans cet article sera légèrement différente de l’identité classique. Ainsi, on dira
que l’identité de Poisson est vérifiée si : [a,bc] = (−1)|c|[a,b]c + (−1)|a||b|b[a,c])

• Identité de Jacobi :

(−1)(|a|−1)(|c|−1)[a, [b,c]]+ (−1)(|b|−1)(|a|−1)[b, [c, a]]+ (−1)(|c|−1)(|b|−1)[c, [a,b]] = 0

Dans [7] Gerstenhaber montre que l’algèbre de cohomologie de Hochschild est une algèbre de
Gerstenhaber. Comme autres exemples, on peut citer l’algèbre sous-jacente d’une algèbre de
Batalin–Vilkovisky (cf. [1]) ou n’importe quelle algèbre extérieure d’une algèbre de Lie.
Dans ce travail on montre que pour tout espace topologique X qui a le type d’homotopie
d’un CW-complexe et tout anneau commutatif R, l’algèbre de cohomologie singulière H∗(X ;R)
est une algèbre de Gerstenhaber. Ce résultat on le montre en utilisant les cup i-produits sur
les formes différentielles non commutatives (cf. [2]). En effet pour un espace topologique X
qui a le type d’homotopie d’un CW-complexe, Karoubi montre dans [9] que pour une algèbre
de formes différentielles particulière Ω∗, la cohomologie de l’algèbre différentielle Ω∗(X ) =
{ f : X −→Ω∗continues}, est naturellement isomorphe à la cohomologie usuelle H∗ (X ;R). Pour
tout espace topologique X et tout anneau R, on définit en utilisant les cup i-produits sur les
formes différentielles non commutatives, les opérations de Browder (cf. [4])

[., .]i : H p (X ; A)⊗H q (X ; A) −→ H p+q−i (X ; A)

Le crochet de lie est alors égal à [., .]1. Les propriétés vérifiées dans ce cadre par une algèbre de
cohomologie singulière, nous poussent à donner une généralisation de l’algèbre de Gerstenhaber
et ce en posant la dé finition suivante : Soit Λ∗ une algèbre graduée munie de deux produits. Un
premier produit

Λp ⊗Λq −→Λp+q

a ⊗b 7−→ ab

et un deuxième produit (crochet de Lie)

Λp ⊗Λq −→Λp+q−i

a ⊗b 7−→ [a,b]i

On dit que Λ∗ est une algèbre de Gerstenhaber généralisée si les deux produits satisfont les
conditions suivantes :

• Associativité du premier produit : a(bc) = (ab)c
• Commutativité du premier produit : ab = (−1)|a||b|ba
• Commutativité du deuxième produit [b, a]i =−(−1)(|a|−1)(|b|−1)−i+1[a,b]i

• Identité de poisson : [a,bc]i = (−1)|c|[a,b]i c + (−1)(|a|−i+1)|b|b[a,c]i

• Identité de Jacobi :

(−1)(|a|−1)(|c|−1) [a, [b,c]i ]i + (−1)(|b|−1)(|a|−1) [b, [c, a]i ]i + (−1)(|c|−1)(|b|−1) [c, [a,b]i ]i = 0

On montre alors que pour tout espace topologique X qui a le type d’homotopie d’un CW-
complexe et tout anneau commutatif R, l’algèbre de cohomologie singulière H∗(X ;R) est une
algèbre de Gerstenhaber généralisée.
Dans cet article, on montre aussi que pour un espace topologique X , x ∈ H p (X ;Z/2), y ∈
H q (X ;Z/2) et z ∈ H r (X ;Z/2), on a :[

xz, y z
]

i =
[
x, y

]
i Sqr−1(z)

Où Sqr−1 est le carré se Steenrod (cf. [10]).
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2. Rappels

Commençons par rappeler quelques résultats concernant les formes différentielles non commu-
tatives donné s dans [5] et [9] et la définition des cup i-produits sur ces même formes ainsi que
leurs propriétés données dans [2].

2.1. Formes différentielles non commutatives

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algèbre unitaire. Les formes différentielles
étendues de degré n sont les élé ments du produit tensoriel de k-modules

T n (A) = A⊗ A⊗·· ·⊗ A

(n +1 facteurs). Sur T ∗(A) = ⊕
n≥0

T n(A), on définit un opérateur de carré nul

D : T n(A) −→ T n+1(A)

par la formule suivante :

D (a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an) = 1⊗a0⊗a1⊗·· ·⊗an −a0⊗1⊗a1⊗·· ·⊗an +·· ·+(−1)n+1 a0⊗a1⊗·· ·⊗an ⊗1

et un produit
T n (A)⊗T p (A) −→ T n+p (A)

par la formule

(a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an)
(
b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bp

)= a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗anb0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bp .

Pour toutes formes w ∈ T n(A) et θ ∈ T p (A), la différentielle D vérifie l’identité de Leibniz

D (wθ) = D (w)θ+ (−1)n wD (θ) .

On a en outre une action à droite du groupe symétrique Sn+1 sur T n(A). En effet, en identifiant
Sn+1 à l’ensemble des permutations de {0,1, . . . , n}, l’action est définie par la formule suivante :

(a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an)σ = aσ(0) ⊗aσ(1) ⊗·· ·⊗aσ(n) .

Pour une k-algèbre A on poseΩ0 (A) = A etΩ1 (A) le noyau de l’application

A⊗ A −→ A

x ⊗ y −→ x y

Le produit tensoriel étant celui de k-modules. En fait le k-module Ω1(A) est aussi un
A-bimodules et les formes différentielles non commutatives de degré n sont les éléments du pro-
duit tensoriel de A-modules

Ωn(A) =Ω1(A)⊗
A
Ω1(A)⊗

A
· · ·⊗

A
Ω1(A)(n facteurs de Ω1(A)).

La somme Ω∗(A) = ⊕
n≥0

Ωn(A) est une algèbre graduée de manière évidente. Le produit de deux

formes étant obtenu en juxtaposant les produits tensoriels. Considérons l’homomorphisme de
k-modules

d :Ω0(A) −→Ω1(A)

défini par la formule
d(a) = 1⊗a −a ⊗1

On a alors l’isomorphisme suivant

A⊗ A/k −→Ω1 (A)

x ⊗ ȳ −→ xd y
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(Le produit tensoriel étant celui de k-modules). L’ensembleΩn(A) des formes différentielles non
commutatives de degré n s’identifie alors au produit tensoriel de k-modules

A⊗ A/k ⊗·· ·⊗ A/k(n facteurs A/k).

Une forme différentielle non commutative de degré n s’écrit donc comme combinaison linéaire
de termes de la forme

a0d a1 · · ·d an

et le morphisme d s’étend aux formes de degré n deΩ∗(A) par la formule

d (a0d a1 · · ·d an) = d a0d a1 · · ·d an .

Ce morphisme est de carré nul et vérifie, pour toutes formes w ∈Ωn(A) et θ ∈Ωp (A), l’identité de
Leibniz :

d(wθ) = d wθ+ (−1)n wdθ

Pour tout n ∈N, on a

Ωn(A) ⊂
(

A⊗
k

A

)
⊗
A

(
A⊗

k
A

)
⊗
A
· · ·⊗

A

(
A⊗

k
A

)
' A⊗

k
A⊗

k
· · ·⊗

k
A = T n(A).

L’algèbre différentielle graduéeΩ∗(A) est donc incluse dans T ∗(A). D’autre part, pour tout n ≥ 0,
on a un opérateur de projection

J : T n(A) −→Ωn(A)

défini par la formule suivante

J (a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an) = a0d a1 · · ·d an .

L’opérateur J est un morphisme de k-modules qui commute avec les différentielles. Il convient de
noter que ce morphisme n’est pas un morphisme de k-algèbres. Cependant on a la proposition
suivante :

Proposition 1 (cf. [2]). Soient A est une k-algèbre commutative, w ∈ T n(A) et θ ∈ T p (A) avec
D(θ) = 0. On a alors

J (wθ) = J (w) J (θ) .

On définit sur les formes différentielles étendues de degré n un produit, noté #, par la formule
suivante :

(a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an)#(b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bn) = a0b0 ⊗a1b1 ⊗·· ·⊗anbn .

Rappelons d’autre part, que si A est une k-algèbre commutative, une application

f : [n] −→ [m]

(où pour tout p ∈N, [p] désigne l’ensemble {0,1, . . . , p}), induit un morphisme

f∗ : T n (A) −→ T m (A)

défini par la correspondance

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗an 7→ b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bm

où pour tout j ∈ [m]

b j =


1 si f −1

({
j
})

est vide
ai∏

f (i )= j
sinon

On montre alors que pour toutes formes w et θ ∈ T n(A), on a

f∗ (w#θ) = f∗ (w)# f∗ (θ)

et que si w ∈ T n(A) et θ ∈ T p (A), on a
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wθ = f∗ (w)#g∗ (θ) .

L’application f étant l’inclusion de [n] dans [n +p] et g : [p] −→ [n +p] est défini par g (i ) = i +n.
Pour alléger les notations dans ce qui suit, on notera f l’homomorphisme induit sur les formes é
tendues par une application f : [n] −→ [m] et pour éviter les confusions on notera Jn l’opérateur
J en degré n. Rappelons enfin que sur les formes étendues de degré n on a

D =
n+1∑
i=0

(−1)i δi

où les δi : [n] −→ [n +1] sont les opérateurs cofaces définis par δi ( j ) = j si i > j et δi ( j ) = j +1 si
i ≤ j et que

Ωn (A) =
n−1⋂
i=0

ker si

où les si : [n] −→ [n −1] sont les opérateurs de codégénérescence définis par si ( j ) = j si i ≥ j et
si ( j ) = j −1 si i < j . Soit n ≥ 1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, considérons l’application

fi : [n] −→ [n]

définie par la correspondance

j 7→
{

j si j 6= i

i −1 si j = i

On a alors la proposition suivante

Proposition 2 (cf. [2]). Pour tout n ≥ 1, on a

Jn = (
1− fn

)(
1− fn−1

) · · ·(1− f1
)

.

(Le produit des (1− fi ) étant tout simplement la composée de ces morphismes.)

2.2. Exemples d’algèbres de formes diffé rentielles non commutatives

Soient s ∈ N, R un anneau commutatif, As la R-algèbre quotient R[x0, x1, . . . , xs ]/(x0 + x1 + ·· · +
xs = 1) et Ω∗(As ) l’algèbre des formes diffé rentielles non commutatives sur As . Cette algèbre
est engendrée non commutativement par les symboles xα et d xα,0 ≤ α ≤ s avec les relations
suivantes : ∑

xα = 1,
∑

d xα = 0 et xαxβ = xβxα.

Soit Ās l’algèbre des fonctions de [s] dans R. Cette algèbre est augmentée et le R-moduleΩn(Ās )
s’identifie à celui des fonctions f : [s]n+1 −→ R vérifiant, f (x0, x1, . . . , xn) = 0 si il existe i tel que
xi = xi+1. Les algèbres Ω∗(As ) et Ω∗(Ās ) sont en fait des algèbres différentielles simpliciales. Ces
deux algèbres seront notéesΩ∗.

Théorème 3 (cf. [9, p. 4285]). Pour tout ensemble simplicial X , posons Ω∗(X ) = Mor (X ;Ω∗). La
cohomologie de l’algèbre différentielle graduéeΩ∗(X ) s’identifie alors naturellement à la cohomo-
logie H∗(X ;R).

Soit X un complexe simplicial dénombrable avec un point base ∗ (ou un complexe simplicial
quelconque muni de la k-topologie (cf. [8, p. 52])). Le nième produit symétrique de X not
é SP n(X ) est le quotient topologique de X n par l’action naturelle du groupe symétrique Sn .
Le produit symétrique infini noté SP∞(X ) est la limite inductive des SP n(X ). L’application
SP n(X ) −→ SP n+1(X ) étant définie par la correspondance :

(a0, a1, . . . , an) 7→ (a0, a1, . . . , an ,∗)



36 Naoufel Battikh

L’ensemble SP∞(X ) est alors un monoï de abélien topologique pour la loi induite par la juxtaposi-
tion des suites. Notons L(X ) le symétrisé de SP∞(X ) c’est à dire, le quotient de SP∞(X )×SP∞(X )
par la relation d’é quivalence

(a,b) ∼ (c,d) ⇐⇒ il existe e tel que a +d +e = c +b +e

Notons L(X ;R) le produit tensoriel L(X )⊗R. Le R-module L(X ;R) s’identifie alors au R-module
libre de base X avec la relation ∗ = 0. Pour un anneau dénombrable R, on a le théorème suivant
qui est dû à Dold et Thom [6].

Théorème 4. Soit X un complexe simplicial dénombrable pointé. Pour tout i ≥ 0, le groupe

d’homotopie πi (L(X ;R)) est isomorphe à la cohomologie réduite
∼

Hi (X ;R) du complexe X à valeurs
dans R.

Remarque 5. Si X est un modèle simplicial de la sphère Sn , alors L(X ;R) est un modèle de
l’espace d’Eilenberg–Maclane K (R,n).

Considérons maintenant le R-module A = L(B 1;R) où B 1 = [0,1] et 0 est le point base de B 1.
On peut alors munir A d’une structure de R-algèbre, la multiplication étant induite par celle des
nombres réels. Le R-module L(S1;R) s’identifie à A/R et en utilisant l’homéomorphisme suivant :

B n+1 ' B 1 ∧S1 ∧S1 ∧·· ·S1

(n facteurs S1), on montre que le R-module des formes différentielles non commutatives de degré
n, qu’on noteraΩn , s’identifie à L(B n+1;R) et que la différentielle d :Ωn −→Ωn+1 est l’application
composée évidente :

L
(
B n+1;R

)−→ L
(
Sn+1;R

)−→ L
(
B n+2;R

)
Théorème 6 (cf. [9, p. 481]). Soient X un espace qui a le type d’homotopie d’un CW-complexe
et Ωn(X ) = Mor (X ;Ωn), l’ensemble des applications continues de X dans Ωn . La cohomologie du
complexeΩ∗(X ) est alors naturellement isomorphe à la cohomologie usuelle H∗(X ;R).

2.3. Cup i-produits sur les formes différentielles non commutatives

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algèbre unitaire. Pour tous p, q ∈N et i ∈ Z,
nous allons définir un cup i-produit

T p (A)⊗T q (A) −→ T p+q−i (A)

Soient donc p, q ∈ N, ω = a0 ⊗ a1 ⊗ ·· · ⊗ ap ∈ T p (A) et θ = b0 ⊗ b1 ⊗ ·· · ⊗ bq ∈ T q (A). Soit
i ≤ min(p, q). Si i est pair, on pose

ω^
i
θ =∑

εαa0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗a j0 b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bk0 a j0+1 ⊗a j0+2 ⊗·· ·⊗a j1 bk0+1

⊗bk0+2⊗·· ·⊗bk1 a j1+1⊗a j1+2⊗·· ·⊗bk i
2 −1

a j i
2 −1

+1⊗a j i
2 −1

+2⊗·· ·⊗ap bk i
2 −1

+1⊗bk i
2 −1

+2⊗·· ·⊗bq .

Le signe εα est la signature de la permutation α de {0,1, . . . , p +q +1} qui envoie la forme

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap ⊗b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq

sur

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗a j0 ⊗b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bk0 ⊗a j0+1 ⊗a j0+2 ⊗·· ·⊗a j1 ⊗bk0+1 ⊗bk0+2 ⊗·· ·⊗bk1 ⊗a j1+1

⊗a j1+2 ⊗·· ·⊗bk i
2 −1

⊗a j i
2 −1

+1 ⊗a j i
2 −1

+2 ⊗·· ·⊗ap ⊗bk i
2 −1

+1 ⊗bk i
2 −1

+2 ⊗·· ·⊗bq .

La somme est prise sur toutes les façons de choisir { j0, j1, . . . , j i
2

} et {k0,k1, . . . , k i
2

} tels que j0 ≥ 0,

pour tout s ≤ i
2 −1, js +1 < js+1, j i

2
= p, k0 > 0, pour tout s ≤ i

2 −2, ks +1 < ks+1 et k i
2
= q .
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Pour i impair, on pose

ω^
i
θ =∑

εαa0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗a j0 b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bk0 a j0+1 ⊗a j0+2 ⊗·· ·⊗a j1 bk0+1

⊗bk0+2⊗·· ·⊗bk1 a j1+1⊗a j1+2⊗·· ·⊗a j i−1
2

bk i−3
2

+1⊗bk i−1
2 −1

+2⊗·· ·⊗bq a j i−1
2

+1⊗a j i−1
2

+2⊗·· ·⊗ap

Dans ce cas { j0, j1, . . . , j i−1
2

} et {k0,k1, . . . , k i−1
2

} vérifient les conditions suivantes : j0 ≥ 0, pour tout

s ≤ i−1
2 −1, js +1 < js+1, j i−1

2
≤ p −1, k0 > 0, pour tout s ≤ i−1

2 −1, ks +1 < ks+1 et k i−1
2

= q .
Pour i < 0 ou i > min(p, q) on pose enfin

ω^
i
θ = 0.

Proposition 7 (cf. [2]). Soient a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap ∈ T p (A) et b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq ∈ T q (A).

Pour i = 0, on a

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap ^
0

b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq = a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq .

On retrouve donc le produit d’Alexander–Whitney.
Pour i = 1 on a la formule suivante :

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap ^
1

b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq =
p−1∑
i=0

(−1)(p−i)(q+1) a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ai b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq ai+1 ⊗ai+2 ⊗·· ·⊗ap .

Pour i = 2 on a la formule suivante :

a0 ⊗a1 ⊗·· ·⊗ap ^
2

b0 ⊗b1 ⊗·· ·⊗bq =
p−2∑
i=0

∑
q −1 j=1 (−1)(p−i)( j+1) a0⊗a1⊗·· ·⊗ai b0⊗b1⊗·· ·⊗b j ai+1⊗ai+2⊗·· ·⊗ap b j+1⊗b j+2 · · ·⊗bq .

Si l’algèbre A est commutative, pour toutes formes ω et θ ∈ T n(A), on a

ω^
n
θ = (−1)

n(n+1)
2 ω#θ.

Proposition 8 (cf. [2]). Soient ω = a0 ⊗ a1 ⊗ ·· · ⊗ ap ∈ T p (A), θ = b0 ⊗ b1 ⊗ ·· · ⊗ bq ∈ T q (A) et
i ≤ min(p, q). On a alors

D

(
ω^

i
θ

)
= D (ω)^

i
θ+ (−1)p ω^

i
D (θ)+ (−1)p+q−i ω ^

i−1
θ+ (−1)pq+p+q θ ^

i−1
ω

Proposition 9. Soient ω ∈Ωp (A), θ ∈Ωq (A). Étant donné queΩ∗ (A) ⊂ T ∗(A), on définit naturel-
lement ω^

i
θ pour tout i ∈Z. Et on a ω^

i
θ ∈Ωp+q−i (A).

Démonstration. Soient ω ∈ Ωp (A), θ ∈ Ωq (A). Raisonnons par récurrence sur degω+degθ. Le
résultat est vrai quand degω+degθ = 0. Pour n +1, si i est impair, on a :

ωd a ^
i
θ = (ω⊗a)^

i
θ− (ωa ⊗1)^

i
θ =

(
ω^

i
θ

)
d a + (−1)q (ω ^

i−1
θa −ωa ^

i−1
θ)

D’après l’hypothèse de récurrence, toutes ces formes sont dansΩ∗(A). Si i est pair, on a :

ω^
i
θd a =ω^

i
(θ⊗a)−ω^

i
(θa ⊗1) =

(
ω^

i
θ

)
d a +

(
ωa ^

i−1
θ−ω ^

i−1
θa

)
Ces formes sont toutes dansΩ∗(A). D’où le résultat. �

D’après la proposition 2.2.3, la proposition suivante est immédiate.
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Proposition 10. Soient ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A). Pour tout i ≤ min(p, q) on a

d

(
ω^

i
θ

)
= dω^

i
θ+ (−1)p ω^

i
dθ+ (−1)p+q−i ω ^

i−1
θ+ (−1)pq+p+q θ ^

i−1
ω

Définition 11. Soient I et J deux morphismes de complexes de degré p, définis surΩ∗(A). On dira
que I et J sont homotopes sur Ωq (A) si il existe deux morphismes Lq et Lq+1 définis sur Ωq (A) et
Ωq+1(A) tels que I − J = dLq +Lq+1d en degré q.

Théorème 12 (cf. [2]). Soit I :Ω∗(A) −→Ω∗(A) un morphisme de complexes de degré p, homotope
à 0 surΩn(A). Le morphisme I est alors homotope à 0 surΩq (A) pour tout q ≥ n.

Proposition 13 (cf. [2]). SoitΩ∗ l’algèbre de l’exemple 2.1.2. Pour tout i ∈Z, les applications

Ωq −→Ω2q−i

ω 7−→ω^
i
ω

induisent, pour un ensemble simplicial X , des morphismes

Di : H q (X ;R) −→ H 2q−i (X ;R)

qui coincident avec les carrés de Steenrod Sq q−i (cf. [10]).

3. Algèbre de Gerstenhaber

Définition 14. Une algèbre de Gerstenhaber (cf. [7]) est une algèbre graduée Λ∗ munie de deux
produits. Un premier produit

Λp ⊗Λq −→Λp+q

a ⊗b 7−→ ab

et un deuxième produit (crochet de Lie)

Λp ⊗Λq −→Λp+q−1

a ⊗b 7−→ [a,b]

Ces deux produits doivent satisfaire les conditions suivantes :

• Associativité du premier produit : a (bc) = (ab)c
• Commutativité du premier produit : ab = (−1)|a||b| ba
• Commutativité du deuxième produit : [b, a] =− (−1)(|a|−1)(|b|−1) [a,b]
• Identité de poisson : [a,bc] = (−1)|c| [a,b]c + (−1)|a||b| b [a,c]
• Identité de Jacobi :

(−1)(|a|−1)(|c|−1) [a, [b,c]]+ (−1)(|b|−1)(|a|−1) [b, [c, a]]+ (−1)(|c|−1)(|b|−1) [c, [a,b]] = 0

Définition 15. Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algèbre unitaire. Soient
ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A). Pour tout i ∈Z, on pose :

[ω,θ]i = (−1)q
(
ω^

i
θ− (−1)pq−i θ^

i
ω

)
Proposition 16. Pour toutes formes ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A) on a l’identité suivante :

d [ω,θ]i = [dω,θ]i − (−1)p [ω,dθ]i
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Démonstration. Soient donc ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A). On alors

d [ω,θ]i = (−1)q d

(
ω^

i
θ− (−1)pq−i θ^

i
ω

)
= (−1)q

(
dω^

i
θ+ (−1)p ω^

i
dθ+ (−1)p+q−i ω ^

i−1
θ+ (−1)pq+p+q θ ^

i−1
ω

)
− (−1)q (−1)pq−i

(
dθ^

i
ω+ (−1)q θ^

i
dω+ (−1)p+q−i θ ^

i−1
ω+ (−1)pq+p+q ω ^

i−1
θ

)
= (−1)q

(
dω^

i
θ− (−1)(p+1)q−i θ^

i
dω+ (−1)p

(
ω^

i
dθ− (−1)p(q+1)−i dθ^

i
ω

))
= [dω,θ]i − (−1)p [ω,dθ]i

Ainsi si ω et θ sont des formes fermées, [ω,θ]i l’est aussi. Maintenant si on considère des formes
fermées ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A) et des formes quelconques ω1 ∈Ωp−1(A) et θ1 ∈Ωq−1(A), on a

[ω+dω1,θ+dθ1]i = [ω,θ]i + [dω1,θ]i + [ω,dθ1]i + [dω1,dθ1]i

= [ω,θ]i +d [ω1,θ]i − (−1)p d [ω,θ1]i +d [ω1,dθ1]i

= [ω,θ]i +d
(
[ω1,θ]i − (−1)p [ω,θ1]i + [ω1,dθ1]i

)
�

Par conséquent, pour tout espace topologique X , tout anneau commutatif R et tout i ∈ Z, on
a une application bilinéaire

[., .]i : H p (X ;R)⊗H q (X ;R) −→ H p+q−i (X ;R)

Puisque les opérations [., .]i sont à la base définies sur les formes différentielles non commuta-
tives, on a immédiatement la proposition suivante :

Proposition 17. Soient X , Y deux espaces, R un anneau commutatif et f un morphisme de X dans
Y . En notant f∗, le morphisme induit par f en cohomologie, le diagramme suivant est commutatif :

H p (Y ;R)⊗H q (Y ;R)
[.,.]i−→ H p+q−i (Y ;R)

f∗⊗ f∗
y y f∗

H p (X ;R)⊗H q (X ;R)
[.,.]i−→ H p+q−i (X ;R)

Proposition 18. Soient X un espace topologique, R un anneau commutatif, i ∈Z, x ∈ H p (X ;R) et
y ∈ H q (X ;R). On a alors [

y, x
]

i =− (−1)(p−1)(q−1)−i+1 [
x, y

]
i

Démonstration. Soient ω ∈Ωp (A) et θ ∈Ωq (A). On a

[θ,ω]i = (−1)p
(
θ^

i
ω− (−1)pq−i ω^

i
θ

)
=− (−1)pq−i+p

(
ω^

i
θ− (−1)pq−i θ^

i
ω

)
=− (−1)pq−i+p+q [ω,θ]i =− (−1)(p−1)(q−1)−i+1 [ω,θ]i �

Proposition 19. Soient X un espace topologique, x ∈ H p (X ;Z/2), y ∈ H q (X ;Z/2) et z ∈
H r (X ;Z/2). On a alors : [

xz, y z
]

i =
[
x, y

]
i Sqr−1 (z)

Où Sqr−1 est le carré de Steenrod.

Démonstration. Soient ω ∈ Z p , θ ∈ Z q (Z∗ désignant l’ensemble des formes fermées de l’al-
gèbre de formes différentielles non commutatives Ωn(Ās ) citée dans le paragraphe 2.1.2. L’al-
gèbre Ās étant augmentée, toute forme fermée s’écrit comme combinaison linéaires de formes
d a1d a2 · · ·d an). On a alors

[ωd a,θd a]i =ωd a ^
i
θd a +θd a ^

i
ωd a
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Où a ∈Ω0. On a aussi

D

(
ωd a ^

i
θa +θd a ^

i
ωa

)
=ωd a ^

i
θd a +ωd a ^

i−1
θa +θa ^

i−1
ωd a +θd a ^

i
ωd a +θd a ^

i−1
ωa +ωa ^

i−1
θd a

Supposons que i est paire (Si i est impaire, la démonstration est analogue). En utilisant le fait que
pour toutes formes x et y ∈Ω∗, x ^

i
y a = (x ^

i
y)a, on a

D

(
ωd a ^

i
θa +θd a ^

i
ωa

)
= D

((
ωd a ^

i
θ+θd a ^

i
ω

)
a

)
=

(
ωd a ^

i
θ

)
d a+

(
ωd a ^

i−1
θ

)
a+

(
θ ^

i−1
ωd a

)
a+

(
θd a ^

i
ω

)
d a+

(
θd a ^

i−1
ω

)
a+

(
ω ^

i−1
θd a

)
a

D’où on a

ωd a ^
i
θd a +θd a ^

i
ωd a

=ωd a ^
i−1

θa +θd a ^
i−1

ωa +
(
ωd a ^

i
θ

)
d a +

(
ωd a ^

i−1
θ

)
a +

(
θd a ^

i
ω

)
d a +

(
θd a ^

i−1
ω

)
a

Considérons la forme suivante :

D

(
ωa ^

i
θ+ω^

i
θa +θa ^

i
ω+θ^

i
ωa

)
=ωd a ^

i
θ+ω^

i
θd a +ωa ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ωa +ω ^

i−1
θa +θa ^

i−1
ω

+θd a ^
i
ω+θ^

i
ωd a +ω ^

i−1
θa +θa ^

i−1
ω+θ ^

i−1
ωa +ωa ^

i−1
θ

=ωd a ^
i
θ+ω^

i
θd a +θd a ^

i
ω+θ^

i
ωd a

L’application

(ω,d a) 7−→ωa ^
i
θ+ω^

i
θa +θa ^

i
ω+θ^

i
ωa

étant bien définie, les formes suivantes :

ωd a ^
i
θ+θd a ^

i
ω et ω^

i
θd a +θ^

i
ωd a

Ont la même classe de cohomologie. Soit alors la forme

D

(
ω^

i
θa +θ^

i
ωa

)
=ω^

i
θd a +θ^

i
ωd a +ω ^

i−1
θa +θa ^

i−1
ω+θ ^

i−1
ωa +ωa ^

i−1
θ

= D

((
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
a

)
=

(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
d a +

(
ω ^

i−1
θ

)
a +

(
θ ^

i−1
ω

)
a +

(
θ ^

i−1
ω

)
a +

(
ω^

i
θ

)
a

Ainsi on a

ω^
i
θd a +θ^

i
ωd a =ω ^

i−1
θa +θ ^

i−1
ωa +

(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
d a +

(
θ ^

i−1
ω

)
a +

(
ω^

i
θ

)
a

Donc la forme

ωd a ^
i
θd a +θd a ^

i
ωd a
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possède la même classe de cohomologie que la forme suivante :

ωd a ^
i−1

θa +θd a ^
i−1

ωa +
(
ωd a ^

i−1
θ

)
a +

(
θd a ^

i−1
ω

)
a +

(
ω ^

i−1
θa

)
d a

+
(
θ ^

i−1
ωa

)
d a +

(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
θ ^

i−1
ω

)
ad a +

(
ω^

i
θ

)
ad a

Soit la forme suivante :

D

(
ωa ^

i−1
θ+θa ^

i−1
ω

)
=ωd a ^

i−1
θ+ωa ^

i−2
θ+θ ^

i−2
ωa +θd a ^

i−2
ω+θa ^

i−2
ω+ω ^

i−2
θa

= D

((
ω ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ω

)
a

)
=

(
ω ^

i−1
θ

)
d a +

(
θ ^

i−1
ω

)
d a

D’où on a(
ωd a ^

i−1
θ

)
a +

(
θd a ^

i−1
ω

)
a

=
(
ωa ^

i−2
θ

)
a +

(
θ ^

i−2
ωa

)
a +

(
θa ^

i−2
ω

)
a +

(
ω ^

i−2
θa

)
a +

(
ω ^

i−1
θ

)
d aa +

(
θ ^

i−1
ω

)
d aa

On a aussi

D

(
ωa ^

i−1
θa +θa ^

i−1
ωa

)
=ωd a ^

i−1
θa +ωa ^

i−1
θd a +θd a ^

i−1
ωa +θa ^

i−1
ωd a

= D

((
ω ^

i−1
θa +θ ^

i−1
ωa

)
a

)
=

(
ω ^

i−1
θd a

)
a +

(
ω ^

i−2
θa

)
a +

(
θa ^

i−2
ω

)
a

+
(
θ ^

i−1
ωd a

)
a +

(
θ ^

i−2
ωa

)
a +

(
ωa ^

i−2
θ

)
a +

(
ω ^

i−1
θa

)
d a +

(
θ ^

i−1
ωa

)
d a

Ce qui donne l’égalité suivante :

ωd a ^
i−1

θa +θd a ^
i−1

ωa

=
(
ω ^

i−2
θa

)
a +

(
θa ^

i−2
ω

)
a +

(
θ ^

i−2
ωa

)
a +

(
ωa ^

i−2
θ

)
a +

(
ω ^

i−1
θa

)
d a +

(
θ ^

i−1
ωa

)
d a

La forme

ωd a ^
i
θd a +θd a ^

i
ωd a

a donc la même classe de cohomologie que la forme suivante :(
ω ^

i−1
θ

)
d aa +

(
θ ^

i−1
ω

)
d aa +

(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
θ ^

i−1
ω

)
ad a +

(
ω^

i
θ

)
ad a

=
(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
ω ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ω

)
(d aa +ad a)

=
(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
ω ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ω

)
d a2

=
(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
ω ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ω

)
d a
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En effet, on a bien a2 = a puisque a est une application à valeur dans Z/2.On aura alors :(
ω^

i
θ+θ^

i
ω

)
(d a)2 +

(
ω ^

i−1
θ+θ ^

i−1
ω

)
d a = [ω,θ]i

(
d a ^

0
d a

)
+ [ω,θ]i−1

(
d a ^

1
d a

)
Raisonnons maintenant par récurrence sur n. La forme suivante :[

ωd a1d a2 · · ·d and an+1,θd a1d a2 · · ·d and an+1
]

i

possède la même classe de cohomologie que la forme[
ωd a1d a2 · · ·d an ,θd a1d a2 · · ·d an

]
i

(
d an+1 ^

0
d an+1

)
+ [
ωd a1d a2 · · ·d an ,θd a1d a2 · · ·d an

]
i−1

(
d an+1 ^

1
d an+1

)
Grâce a l’hypothèse de récurrence, cette dernière forme aura la même classe de cohomologie que
la forme ( ∑

j+k=i
[ω,θ] j

(
d a1d a2 · · ·d an ^

k
d a1d a2 · · ·d an

))(
d an+1 ^

0
d an+1

)

+
( ∑

j+k=i−1
(ω,θ) j

(
d a1d a2 · · ·d an ^

k
d a1d a2 · · ·d an

))(
d an+1 ^

1
d an+1

)
= ∑

j+k=i
[ω,θ] j

((
d a1d a2 · · ·d an ^

k
d a1d a2 · · ·d an

)(
d an+1 ^

0
d an+1

)
+

(
d a1d a2 · · ·d an ^

k−1
d a1d a2 · · ·d an

)(
d an+1 ^

1
d an+1

))
Cette forme a la même classe de cohomologie que la forme∑

j+k=i
[ω,θ] j

(
d a1d a2 · · ·d and an+1 ^

k
d a1d a2 · · ·d and an+1

)
D’où la proposition. �

Proposition 20. Les applications [., .] j commutent avec la suspension des opérations cohomolo-
giques à coefficients dans Z/2.

Autrement dit, pour un espace topologique X , le diagramme suivant est commutatif :

H p (X ;Z/2)⊗

��

H q (X ;Z/2)

��

[.,.]i−1 // H p+q−i+1 (X ;Z/2)

��
H p+1 (X ;Z/2)⊗ H q+1 (X ;Z/2)

[.,.]i // H p+q−i+2 (X ;Z/2)

Les morphismes verticaux étant les suspensions.

Démonstration. Soient ω ∈ Z p , θ ∈ Z q et γ ∈ Z 1. On a vu dans la démonstration précédente que
la forme [

ωγ,θγ
]

i

possédait la même classe de cohomologie que la forme

[ω,θ]i γ
2 + [ω,θ]i−1γ

Or pour un générateur u de H 1
(
S1;Z/2

)
représenté par un morphisme S1 −→ Z 1 qu’on notera

aussi γ, la forme γ2 est cohomologiquement nulle. D’où la proposition. �

Proposition 21. Soit X un espace, R un anneau commutatif, x ∈ H p (X ;R), y ∈ H q (X ;R) et
z ∈ H r (X ;R). Pour tout i ∈Z, on a l’identité de Jacobi suivante :

(−1)(p−1)(r−1) [x,
[

y, z
]

i

]
i + (−1)(p−1)(q−1) [

y, [z, x]i
]

i + (−1)(q−1)(r−1) [z,
[
x, y

]
i

]
i = 0
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Démonstration. Soient θ ∈ Z q et γ ∈ Z r . Pour tout i ∈Z, on a le morphisme suivant :

αi :Ω∗ −→Ω∗+q+r−2i

(Ω∗ étant toujours l’une des algèbres de formes différentielles non commutatives citées dans le
paragraphe 2.1.2) défini par la correspondance

ω 7−→ (−1)(p−1)(r−1) [ω,
[
θ,γ

]
i

]
i + (−1)(p−1)(q−1) [

θ,
[
γ,ω

]
i

]
i + (−1)(q−1)(r−1) [γ, [ω,θ]i

]
i

Ce morphisme est un morphisme de complexes. En effet, pour tout ω ∈Ωp on a,

d (αi (ω)) = (−1)(p−1)(r−1) [dω,
[
θ,γ

]
i

]
i + (−1)(p−1)(q−1)+q+r [

θ,
[
γ,dω

]
i

]
i

+ (−1)(q−1)(r−1)+r+1 [
γ, [dω,θ]i

]
i

= (−1)r+1αi (dω)

Supposons maintenant que ω ∈Ω0. Si i ≥ 1 αi (ω) = 0 et si i = 0, on a

α0 (ω) = (−1)q+r−1

(
ωθγ− (−1)qr ωγθ−θγω+ (−1)qr γθω+θγω−θωγ−

(−1)qr γωθ+ (−1)qr ωγθ+ (−1)qr γωθ− (−1)qr γθω−ωθγ+θωγ

)
= 0

Ainsi, et en utilisant le théorème 2.2.6, on montre que pour tout i ∈ Z, le morphisme αi est
homotope à 0 surΩ∗. D’où la proposition. �

Proposition 22. Soit X un espace, R un anneau commutatif, x ∈ H p (X ;R), y ∈ H q (X ;R) et
z ∈ H r (X ;R). Pour tout i ∈Z, on a l’identité de Poisson suivante :[

x, y z
]

i = (−1)r [
x, y

]
i z + (−1)(p−i)q+q y [x, z]i

Démonstration. Soient θ ∈ Z q et γ ∈ Z r .Pour tout i ∈Z, on a le morphisme suivant :

βi :Ω∗ −→Ω∗+q+r−i

défini, pour une forme ω ∈Ωp , par la correspondance

ω 7−→ [
ω,θγ

]
i − (−1)r [ω,θ]i γ− (−1)(p−i)q+q θ

[
ω,γ

]
i

Pour tout ω ∈Ωp , on a alors

dβi (ω) = [
dω,θγ

]
i − (−1)r [dω,θ]i γ− (−1)(p−i)q+q θ

[
dω,γ

]
i =βi (dω)

Ainsi βi est un morphisme de complexes. Supposons queω ∈Ω0. Si i ≥ 1 βi (ω) = 0 et si i = 0, on a

β0 (ω) = [
ω,θγ

]
0 − (−1)r [ω,θ]0γ− (−1)q θ

[
ω,γ

]
0

= (−1)q+r (
ωθγ−θγω)− (−1)r (−1)q (ωθγ−θωγ)− (−1)q (−1)r (θωγ−θγω)= 0

Ces morphismes βi sont donc nul sur Ω0. En utilisant le théorème 2.2.6, on montre qu’ils sont
homotopes à 0 surΩ∗. D’où la proposition. �

Notation 23. Pour tout espace topologique X , tout anneau commutatif R, on notera [., .] l’appli-
cation bilinéaire

[., .]1 : H p (X ;R)⊗H q (X ;R) −→ H p+q−1 (X ;R)

Proposition 24. D’après les propositions précédentes, si X est un ensemble simplicial ou un espace
topologique qui a le type d’homotopie d’un CW-complexe et R est un anneau commutatif, l’algèbre
de cohomologie H∗ (X ;R) muni du cup produit et du produit [., .] est une algèbre de Gerstenhaber.

Remarque 25. Dans [3], il est montré que l’algèbre des formes différentielles non commutatives
est une algèbre de Gerstenhaber–Voronov. Ce qui induit une structure d’algèbre de Gerstenhaber
sur l’algèbre des formes différentielles non commutatives.

Cependant, cette structure, ne passe pas à l’algèbre de cohomologie singulière.
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Définition 26. Les constatations précédentes nous poussent naturellement à définir une algèbre
de Gerstenhaber généralisée de la façon suivante : Soit une algèbre graduée Λ∗ munie de deux
produits. Un premier produit

Λp ⊗Λq −→Λp+q

a ⊗b 7−→ ab

et pour tout i ∈Z, un deuxième produit

Λp ⊗Λq −→Λp+q−i

a ⊗b 7−→ [a,b]i

Ces deux produits doivent satisfaire les conditions suivantes :

• Associativité du premier produit : a (bc) = (ab)c
• Commutativité du premier produit : ab = (−1)|a||b| ba
• Commutativité du deuxième produit [b, a]i =− (−1)(|a|−1)(|b|−1)−i+1 [a,b]i

• Identité de poisson : [a,bc]i = (−1)|c| [a,b]i c + (−1)(|a|−i+1)|b| b [a,c]i

• Identité de Jacobi :

(−1)(|a|−1)(|c|−1) [a, [b,c]i ]i + (−1)(|b|−1)(|a|−1) [b, [c, a]i ]i + (−1)(|c|−1)(|b|−1) [c, [a,b]i ]i = 0

Proposition 27. D’après les résultats précédents, si X est un ensemble simplicial ou un espace
topologique qui a le type d’homotopie d’un CW-complexe et R est un anneau commutatif, l’algèbre
de cohomologie H∗ (X ;R) est une algèbre de Gerstenhaber généralisée.
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