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1. Courant résidu non nécessairement fermé a support dans un ensemble analytique éventuellement singulier

Soit X une variété complexe de dimension pure n et Z C X un sous-ensemble analytique de dimension p =n — q. Soit
T une forme différentielle de degré 2q — 1 de classe C* dans X \ Z telle que T et dT sont a coefficients Llloc dans X; le
courant résidu associé est

R=dT —dT

en désignant par " le courant dans X associé a chaque forme différentielle a coefficients LlloC dans X. Le courant R, qui est

de dimension 2p, est localement plat dans X au sens de Federer (cf. [9]) et est a support dans Z.
On peut exprimer R a l'aide d'intégrales résiduelles de la fagon suivante. Soit U un ouvert de X tel que ZNU = f~1(0)
ot f:U — CN est holomorphe. Alors Ry est le résidu de Ty et, pour 6 de classe C* a support compact dans U, on a

(R,0) =— / d(T/\G):lin‘(l) / d(T/\Q):lin‘%) TAG,
e— £—
U~z Ifli>e I fll=¢

en prenant pour & > 0 des valeurs réguliéres de | f|.
On va déterminer la structure de R pour Z quelconque, c'est-a-dire Z éventuellement singulier. Soit Z’ la réunion des
composantes connexes de dimension exactement p de la partie réguliere Z, de Z.

1.1. Cas Z lisse

1

Dans ce cas, d'apres le théoréme de structure de Federer, il existe une fonction r qui est L;

(R, 0) :/r@

7/

dans Z’ telle que

pour toute 2p-forme différentielle 6 de classe C*° a support compact dans X. En particulier, R est de bidimension (p, p) et
d’ordre 0. La fonction r est appelé le résidu de T. ~
Remarquons aussi que (R,6) = [, dT A6 — [, ,dT A6 est la masse sur Z de la mesure dT A 6.

1.2. Cas Z éventuellement singulier

Tout d’abord, si R, i.e. dT, est fermé dans X, alors (cf. [13]) on a
r= ijjlzj,
J

ol les Z; sont les composantes analytiques irréductibles de Z de dimension exactement p et les m; des nombres complexes.
Sans I'hypothése que R est fermé dans X, on va voir que R est un courant de la forme suivante.

Proposition 1. Soit r une fonction LlloC dans Z', telle que pour toute 2 p-forme différentielle 6 de classe C* a support compact dans X,

la mesure 10,z est bornée dans Z'. Alors 6 — fz' 0 définit un courant localement plat dans X.

Démonstration. On peut supposer que X est un ouvert U de C". L’hypothése se traduit alors en disant que, pour tout

compact K de U, I'intégrale fzme 7| 8P est finie avec B =idd||z||> et z € C". Soit (r;); une suite de fonctions C*® i support
compact dans Z’ telles que limy [, |r —r|8P = 0. Alors,

|/re—/r19|scneum / Ir — 1118P
VAl VAl

Z'NK

si supp @ C K. Donc r[Z'] est la limite pour la topologie plate de la suite des r;[Z’] qui sont des courants localement
normaux dans X. O

Donnons d'abord la construction de r en suivant [13]. Soit Z” = Z~\ Z’ la réunion de Zgng et des composantes analytiques
irréductibles de Z de dimension < p. Comme Z’ est fermé dans X \ Z”, 'injection i : Z’ — X \. Z” est propre. Le support du
courant localement plat R|x. z» étant inclus dans Z’, il existe par le théoréme de structure de Federer (cf. [9]) une fonction
rell (Z') telle que

Rix<zr = ixr

ie. (R,0) = [, 10 pour toute § lorsque Z” Nsupp 6 est vide.
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Sans cette hypothése sur supp 6, nous allons voir que la mesure 16,z est bornée, i.e. que

sup {| / x 10|, x fonction continue dans Z’ & support compact avec | x| < 1}
Z/
est fini. On peut supposer que X est un ouvert U de C", et il s’agit alors de voir que, pour tout compact K de U l'intégrale
fme [r|BP est finie ou encore que, pour tout x € Z, il existe un voisinage ouvert V de x dans U tel que

Ir18”
znv
est finie.
On peut supposer que x =0, que le germe de Z’ en 0 est irréductible de dimension p et qu'en notant (eq, ..., e,;) la base
canonique de C", pour tout multi-indice I = (i1, ...,ip) avec 1 <iy <... <ip <n, la restriction

7:Z' NV — B

de la projection orthogonale pr; sur Vect (ej,, ..., e;,), est propre a fibres finies, avec V; = B+ B} olt B} C Vect (ej;, ..., e;,)
et Bf C Vect (ej,, ..., eip)L sont des boules ouvertes centrées aux origines.

On peut aussi supposer la propriété suivante vérifiée : omettant I'indice I et considérant B’ C Vect (eq,...,ep) ~CP et
B” c Vect (ep+1, ..., en) = C9 de sorte que pr(z’,z") =7/, il existe d € N* et § € O(B’) non nulle tels que

Z’N{zeV,8(Z)#0)={zeV,8(Z)#0,P(Z,zp41) =0,8(z)zx — Qr(zp+1) =0 pourk > p + 2}

avec P et les Qx € O(B')[zp41], P étant de degré d, de coefficient dominant 1 et de discriminant §.
Il suffit alors de voir que

/ iri* P

znv
est finie, avec ' = 135 w|%, w e CP.
Soit By (respectivement Bj) une boule ouverte de CP (respectivement C?) centrée en 0 assez petite, déja telle que
B; C B’ et que la projection

7o:Z' NVo— By

avec Vo = Bj, x B{j est encore propre. Le théoréme de Lojasiewicz (cf. [16]) fournit une triangulation localement finie de
B~ (" 'oyu dBy), d’'oti on déduit une triangulation finie de Bj 571(0). On obtient un fermé négligeable N de B
contenant By N §-1(0) tel que B, N est la réunion d’'une famille finie (7;)1<m<s d’ouverts simplement connexes disjoints
tels que, pour tout m, on ait 87, N By C N, de sorte que Ty, est fermé dans By ~\ N

Comme le complémentaire de 7 1(36 ~N) dans la sous-variété connexe Z’' NV y est négligeable, il suffit de voir que
chaque intégrale

/ Irlmg P

7y (Tm)

est finie. Omettons l'indice m, fixons a € 7 et écrivons rro‘](a) ={bq,...,bq}. Pour 1 <[ <d, soit o; la section holomorphe
au-dessus de 7 du revétement

7o (Z' N Vo)~ 7y ' (871(0)) — By~ 671(0)
telle que oj(a) = b;. Alors 710’1 (T) est la réunion disjointe des Y; = 0;(7) qui sont des ouverts de Z’' N Vy tels que chaque

7T0:Yl—>T

est un biholomorphisme. Les Y; sont des fermés deux a deux disjoints de I'ouvert 7 x Bg. Il existe donc des ouverts
W1,..., Wy contenus dans 7 x Bj deux a deux disjoints tels que W; D Y; pour tout I.

Soit U; O Y; un ouvert de W, tel que, pour tout compact K de 7, I'intersection de K x By avec I'adhérence dans W; de
U; est compacte. On considére A;, une fonction de classe C! dans W; égale 3 1 sur un voisinage dans W, de Y; et 0 sur
Wi~ U;. Comme W; C Vg n()’l(/\f) ne rencontre pas Z”, le courant A;Rjw, est d’ordre O et il est obtenu par intégration
sur Y; par rapport a la densité A;r. De plus, la restriction de pr a supp (A Rw,) est propre.
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Pour x une fonction C* dans Y, a support compact, les restrictions des formes différentielles xmj(8'P) et
pr(((prjy)«x)B'P) a Y, sont égales et on a

/rXﬂgﬂ/p = (MRyw;» (1w *(((Pr)y)« X ) B'P)).

Y

A cause de son degré, (pr‘W,)*(MﬁWI) =0 et on trouve donc que cette expression est égale a
—/(Dr|w,)*((d(AlT|W1)T) A ((Prm)*X)ﬂ/p,
>

ce qui donne une premiére expression

(Pryy sl = —(Prw ) (A Tiw)) ). (1)

Ensuite, on a (1 — A;)dT‘W, =(1- k,)cﬁ“,v, puisque W\ Y; ne rencontre pas Z et donc

~(dTyw)) = —~dTjw, +d((1 =2 Tiw,).

Pour y une fonction C* a support compact dans 7, comme (1 — A;)T est C*° dans W, on a, par la formule de Stokes

[ (daTiw)T A (i) (v B'P) = f dT A (prjw)* (') — / T A (P (v8'")

U, U, AU

et donc la seconde expression

(Prjy)+F = (Prjw)« (—1y,dT + [U]] A T). @)

On a supposé ici, pour pouvoir appliquer la formule de Stokes, que 9U; est une réunion finie | J; M avec pour M; des
triangles ouverts deux a deux disjoints dans W, de dimg = 2n — 1, quitte a rétrécir les Y.

Il reste @ montrer que (prjyy,)«(T|su,) est intégrable dans 7 prés de 0.

Chaque ./\_/lj contient 0 et on peut avoir Mj contenant Zging N (7 x Bg). On se raméne donc au cas oi1 0 est un point
isolé de Zing.

En effet, il existe une application holomorphe surjective ¢ : V' — V" ot V' C V est un voisinage ouvert de 0 et oll
V" 50 est ouvert dans C", vérifiant : I'image ¢(Z N V') est analytique de dimension p, la restriction

eV \o HpZznV") = V'\pzZnV

est un biholomorphisme et I'image ¢(Z” NV’) = {0}.

Pour la construction de ¢, on considére E C V' un sous-ensemble analytique propre contenant ZNV’ et ¢g : E — A une
application holomorphe surjective avec A C V" un sous-ensemble analytique de dimension p contenant 0. On peut choisir
@ telle que o(ZNV’') = A et po(Z"NV’)={0}. On peut aussi choisir E tel que V’\ E est en biholomorphisme avec V" \ A
et ¢ s'obtient alors par recollement.

Quitte a remplacer V' par un voisinage ouvert de O relativement compact dans V’, on peut supposer que les formes

différentielles ¢, (Tjy+) et ¢, (dTy-) sont a coefficients Lfoc. Alors, le courant

@« (Ryy) = d(@o(Tiv) ) = (du (Tyy )]

est localement plat et on sait d’aprés [9] que I'image directe par une application propre d’'un courant localement plat est
encore un courant localement plat.

On pose S = ¢, (Ty’) et on peut supposer que dS — ¢, (dTy-) est presque partout égale a une forme différentielle Llloc.

On prend M = ¢*(A) ol A est un triangle ouvert vérifiant 0 € A et A C V”. On aura M;N(Z'NV’) =@ en choisissant
A tel que, de plus, AN@(Z'NV')=0.

Comme @, (Ry/) = dS — (dSy est a support dans @(Z NV’) =¢(Z’ NV’)U {0}, on aura alors (dS — (dSy)a =0.

Proposition 2. Pour g € L1 (R™), pour presque tout hyperplan H de R™ passant par 0, la fonction ||| 8H € L'(H).

Démonstration. En désignant par (,) le produit scalaire usuel dans R™, soit

I={xu) eR™x S™ 1 (x,u) =0}
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qui est une sous-variété C* de ]Rm >< S’" T de dimg egale 3 2m — 2. On note T la forme volume sur S™~! égale i la

restriction 3 S™! de Zl<1<m( 1)/~ ”u” Ldui AL A du] .Adupy et w la forme volume sur I obtenue en restreignant

(1)11

Uj

—dx; A .. /\CT)Z‘/\.../\deA‘L’(u)

13 ot1 u; # 0. Ecrivons

/ pr,,(gw) = / pri,(gw)

sm-1 RM
i.e.
S dx; i-1 ™ T(w
T(u) gTd)ﬁ A A AL A= | g(=1) T dxy AL AR AL AR, A pr1*(—)
sm—1 Hy ! Rm l
pour g telle que Hx\l € LI(R™) et avec Hy I'hyperplan vectoriel dont u est un vecteur normal. Exprimons
o= [ ew
0X;
ueSm-1NHy
avec
Qu) =t L oi(u)
ol 0i(u) € T,S™ ! est tel que (u o ,0i(u)) € Tx,yI. En considérant
d (xt e, u(t) u®
- t=0
dt u@)”!
avec u(t) =u — t+x ej et (eq,...,emn) la base canonique de R™, on voit qu’on peut prendre oj(u) = Xll_(uiu — ;). Ecrivons

=0 = Aej avec A :R™ — R™ orthogonal direct de sorte que Hy = A(He,). Il s’agit de calculer

3]
/ A*Q

Sm=1nH,,

avec

. 1
A=t L ;(<y, uu —y)

et y = (TA)e;. Mais A*Qgn- 1nH,, €st le produit de - par la restriction 3 S"~! N H,, de la forme différentielle

Z(—l)j’lnlil—J“du1A...A(TlTjA...Acﬁ /\dum—i-Z( 1)1|| ||du1/\ Adug AL AU AL A i,

Cette restriction est égale 3 (—1)™x forme volume standard sur S™~1 N He,. Ainsi

_1\ym—1
Pf1*(r(u)) = Cte( L dx;
uj 1]l

et on trouve donc Cte me ﬁdxl A Adxp. O

Pour S une (2q — 1)-forme différentielle dans un voisinage ouvert V" c C" de 0, telle que S et dS sont a coefficients
loc dans V", on peut donc supposer que ||x||S;y7ny est a coefficients Ll dans V" N H. Par le théoréme de division d’une
distribution par une fonction analytique réelle (cf. [12,15]), on sait que

loc

SyrH = (112 Syvrnn)

lIx ||2

est bien défini comme courant dans V” N H.
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En supposant, de plus, A C H, on a une écriture de S5 obtenue 3 l'aide d’une parametrix pour l'opérateur d.

Proposition 3. Pour presque tout hyperplan réel H de C" passant par 0 et pour A C V~” N H ouvert relativement compact, on peut
écrire S|\a = (F +dG)|a avec F et G a coefficients Ll dans V" N H, sous I'hypothése dS|a = (dS)a.

loc

1

Démonstration. On sait que x;Sjy ny et x;(dS)jy ny sont a coefficients L,

(xjdSjv»nu) est localement plat dans V” N H. Ensuite,

dans V” N H. Donc le courant d(x;Sjy nu) —

d(x;S|aY — (xjdS|a) = dx; A (S|aT+ xjdS|a — x;(dSFa = dx; A (S|aT

s'écrit (Fj 4+ dGj)|a avec F;j et G; a coefficients LllOc dans V” N H, pour tout j. Cela entraine S|o = (F +dG) s avec F et

G a coefficients LllOc dans V" N H. En effet, toute forme différentielle v de classe C* a support compact dans A s'écrit

V= Zj uj Adx;j avec dv = Zj duj A dxj, oli les uj sont C* a support compact dans A et vérifient

ltjlloe + ldujlloo < C(IIVIIoo + dVileo)

pour une constante C > 0. Alors,
|/sm Avl= |Z/5m Auj Ay < CY (lglloo + ldujlloo) < C7(1VlIoo + 1dVIloo),
A I a J

ce qui entraine bien S| localement plat. O

Maintenant, sans supposer A C H, on peut de la méme fagon choisir A tel que Sja = (F + dG)|a avec F et G a coeffi-

cients L110c dans A. On considére P =10, 1[2*~1x{0} qui est inclus dans I'hyperplan réel de C" d’équation Im z, = 0. Il existe

un C*°-difféomorphisme y : P — A se prolongeant en une application continue P — A. On peut choisir A tel que, de plus,
Y*F et ¥*G sont A coefficients L! dans P.
Maintenant, la restriction T r4; est bien définie de la fagon suivante

Tim; = (@) (S1a)-
Proposition 4. On peut choisir /\_/lj contenant Zsing N (T x By) et tel que (pr|Mj)*(T|Mj) est une mesure bornée dans 7.
Démonstration. On écrit

(P11 )5 (Tiay) = (Prag, © (@7 )1a) . (S1a) = 0u(S|a)

qui est I'intégrale de S| sur les fibres de I'application o = Pripm; © (ng])m :A— T.Pour weT, la fibre

o W) = (priag o (@ D1a) T (W) = (@) ((riag) ™ (W)

est semi-analytique.
Mais on peut écrire Sjp = (F +dG)|a avec F et G a coefficients L
Stokes,

04 (S|)a) (W) = / Sia = / F 4+ / G.

o~ 1(w) o~ 1(w) 3@~ 1(w))

1

loc dans V"N H. Pour w € T, on a, par la formule de

Par ailleurs, 0, (F|a) définit une mesure bornée dans 7, puisque I'image directe par une application propre d'un courant
d’ordre O est encore un courant d’ordre 0. D’autre part, les termes (0jsa)«(Gjaa) fournissent une mesure bornée dans 7,
car il y a une compensation lorsqu’on somme sur j, puisque dU; = Uj M est fermée. O

Proposition 5. Le résidu r est une distribution d’ordre 0 dans Z et on a R =i,r aveci: Z — X l'injection canonique. En particulier R
est un courant d’'ordre 0 dans X.

Démonstration. D’aprés la Proposition 1, le courant i,r est localement plat dans X, donc R — i,r I'est aussi. On sait que
(R —i4r)x\z7 =0, donc que supp (R —i,r) C Z” avec dim Z” < p. Cela entraine R —i,r=0. O
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2. Opérateurs de Monge-Ampére de la forme Q A du

On rappelle d’abord la théorie de Demailly, Fornaess-Sibony (cf. [6,10]) des opérateurs de Monge-Ampére de la forme
Q A ddu associés a des fonctions plurisousharmoniques non bornées, dans le cas particulier suivant.

Soit Q un courant positif fermé de bidimension (k, k) dans un ouvert U de C" et u une fonction plurisousharmonique
dans U, de classe C* dans U . A, ol A est un sous-ensemble analytique de U avec dim A < k. Alors, avec 8 =i39|z|2, la
mesure uQ A S est localement de masse finie dans U ~. A et I'opérateur de Monge—Ampére

Q Addu=dd*(uQ))

est un courant positif fermé dans U. De la méme facon,

Q Adu=d(uQ))

est bien défini comme courant dans U sous la méme hypothése dim A < k. Remarquons que d(Q A d“u) = Q A ddu est
positif fermé dans U. Mais les résultats de [6,10] ne donnent pas que Q A d“u est d’ordre 0 dans U. On a seulement le
résultat suivant.

Proposition 6. Si dim A < k — 2, les coefficients du courant Q A du, qui est bien défini dans U \. A, sont des mesures bornées dans
K ~. A pour tout compact K de U.

Démonstration. Supposant 0 € U et u < 0, pour % <a <1, on note vq = —(—u)? qui est une fonction plurisousharmonique
dans U. Pour ¢ #0 tel que |c| < (1 — a)%, la fonction (1 — |zx — c|?*)vq est plurisousharmonique dans Ug ={z € U, |zx — | <

a1- a)% }. La formule

d“(Izk — c|*) A dva — d(|z — c[*) Adve =dd((1 — |2 — c[*)Va) + vadd (|2, — c|*) + (|2 — c|* — 1)dd Vg
permet de prolonger

v ' (10va A (zk — Odzyg — 13vg A (2 — ©)dZy) AuQ

donc du A Q Aidz A dZ, en un courant d’ordre 0 au voisinage de 0. En utilisant des changements de coordonnées, on voit
que, pour tous j, k, la restriction du courant du A Q Aidz; Adz, a U \ A se prolonge en un courant d’ordre 0 au voisinage
de 0 et qu'il en est de méme pour la restriction de du A Q. O

Voici maintenant une autre démonstration de la Proposition 6.
Soit T une (k—1, 0)-forme différentielle a coefficients constants, x une fonction continue a support compact dans U ~\ A.
L'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'écrire

|/XidzkA5u/\Q/\i<’<—1>2mf|25(/|X|2idzkAdzkA|u|Q AK=D T A7)

] U
x ( / lu "1 0w A Ju A Q AIKD T A D).
U~A
En supposant u < 0 et avec v = v% = —(—u)%. il suffit de savoir que idv A dv A Q = (—%Béu —viddv) A Q est de masse

finie dans K ~. A et pour cela que viddv A Q I'est; on a donc bien besoin de I'hypothése dim A <k — 2.
3. Interprétation cohomologique dans le cas du courant d’intégration associé a Z
Soit Z c Ox un sous-faisceau cohérent d'idéaux et Z = supp (Ox/Z) le support du cycle analytique V(Z) de X de

. . RN 0, . N .
codimension g associé a Z. On note D;( 7 le faisceau dans X des germes de (0, g)-courants. On va associer 3 Z une section
‘R continue dans X du faisceau

q
A\@/T> ®0, DY

annulée par id ® 9 et par Z. On obtiendra ensuite un élément

q
{R} e HY(X. \@/1?))

a partir duquel on retrouvera la classe de cohomologie fondamentale {Z} € H% (X, Q‘)I().
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Dans [7], la classe {R} est définie lorsque Z est lisse. Pour Z quelconque, on considére 4 : X — X une modification, avec
Z =p"1Z lisse, et la classe

q

(R} € HL(X, A\ ((W*D)/(w*D)?))

associée a Z dans X. On va donner ici une construction explicite générale de {R} = M*{fz}.
Soit fy,..., fy des générateurs de Z sur un ouvert U de X et f = (f1,..., fn). D’aprés [17] (voir aussi [2,5]), on a la
factorisation

[Zly = )’f(%aé”f”z)q/q!

. . —1)! _
avec une distribution y; = lim,_, ¢+ ("ﬂ—q)kllﬂlz(A D, Avec

2
i1 -
Rj .j,(H) = z—q)/fafj1 A AOfj,
qui est un (0, g)-courant dans U, cela s'écrit
[Zhu= Y 0fiy Ao AOFjy ARGy jg (). (3)

J1sees Jq

On note ]‘j I'image de f; dans Z/7? et on définit

J1seees jq
En utilisant la loi de transformation de yy, on va montrer que R ne dépend pas du choix des fy,..., fy. En effet, soit
g1,..., gv d'autres générateurs de Z sur I'ouvert U et g = (g1,...,&gn/). Pour 1 <i < N’, on peut écrire
gi=Y hijfj
J
ot les hjj € O(U). Alors pour I = (iy,...,iq) avec 1 <ij <...<ig <N’, on a d’abord

81=8, AN... A giq = Zdet(hij) 121! f].
I J
Ensuite, en tout point de ZNU, on a ag; = Z]- hijo f; et donc

081 =0gi, N... A 8g,-q = Zdet(hij) };::j afy
J

de sorte que
~ ie? _ e
;g, ® Ri(®) = Vs ;ledet(h,p;gj det(hyj) i1 fx ® ).
Mais le courant d’intégration [Z]jy ne dépend pas des fi,..., fy et on a donc, d’apreés la formule (3)

.a2

a _ -
; g1 ARi(g) = 5 Ve ZZdEt(hzj)ijg dEt(hij)jiEell( dfk NSy

N

En notant
Qkj =Y _det(hy) ier det(hj) icr .
T i€l jek
cela entraine la relation

)’gZQKJfK ®3_fj=)/f2f1 ®Em©2()/gQK1 —Vf55<)]~c1<®fm=0
J.K J

J.K

avec (Sf le symbole de Kronecker. Puisque f~1(0)=Z N U = g~1(0), il existe une fonction a continue dans U telle que
yf =ayg. En tout point de ZN U, on obtient
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Y (Qkj —asf)fk ®f =0. (4)

J.K

La loi générale de transformation de yy s’exprime donc de la fagon suivante (voir aussi [4]).
Proposition 7. Avec a une fonction continue dans U, vérifiant dans Z N U la relation (4), on a y5 = ayy.

On conclut que

ia° O -
YEeRE - SV Skl = T ek

définit donc bien une section continue de /\q(I/IZ) ®0y D;(O.q. Son image par id ® 3 est égale a

> fi®a(R()
]

avec
2

_ 9 _ __
B(Ry () = 55077 A DT].

Or ys ne dépend que de || f[|* et 3(|| fII*) =)_; fjdf;. Comme f;f; =0 dans A\%(Z/Z?), cette image est donc égale i 0 et
on obtient bien une classe de cohomologie {R}. Pour en déduire la classe fondamentale {Z}, on introduit la section

q
D e H(X, Hom(\ (Z/T%). @%/19%))
définie par
Dx(hi A ... Ahg) = (Bhy A ... A dhgY

qui est 'image de dhy A ... A dhg dans Q‘;{/IQ‘)I( pour hy, ..., hg € Iy.

Proposition 8. La classe fondamentale {Z} est I'image de {R} ® D par l'application de Yoneda
q q
HY (X, \(@/T%) ®c H(X. Hom(/\ (Z/T%). Q% /1)) — HE(X. 2%).

Cette Proposition étend au cas général le résultat de [7] et par la méme méthode (voir [11] pour I'accouplement de
Yoneda).

4. Caractérisation des intersections complétes dans P,

Soit Z C P, un sous-ensemble algébrique de dimension pure p =n — g, défini par des équations 0 = F; =... = Fy ol
les F;j(Xo, ..., Xp) sont des polyndmes homogenes en (X, ..., Xp) € C"*1. On va déterminer des conditions sur les Fj pour
que Z soit une intersection compléte.

On note w la forme de Fubini-Study dans P, et deg Z = fIP’n[Z] AP le degré de Z.

Proposition 9. Le sous-ensemble algébrique Z est intersection compléte dans P, d’hypersurfaces algébriques de méme degré lorsqu’il
existe une fonction quasi plurisousharmonique U dans Py, de classe C* dans P, \ Z, telle que I'égalité

[Z] = (deg Z)(w + dd°U)?
entre courants soit vérifiée dans IPy,.
Démonstration. Soit § > 0 défini par §9 = deg Z. Sachant que w — [P,_1] est dd®-exact dans P,, on peut écrire

S(w + ddcu)‘(cn = ddc(/)
avec C" =P, \ Py et ¢ de classe C* dans C"\ ZNC" telle que [Z N C"] = (dd“¢p)?. Comme

(@ +ddU)fy, \ , =0,
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on peut, d’apreés [1], associer a U un sous-fibré V C TPyp,\z holomorphe intégrable de rang p + 1, défini par

Vy = {X € TyPy, (w + ddU)x(X, V) = 0,Vv € TPy}

pour tout x € P, \ Z. En fait, pour xe C*\ ZNC", on a

Vy=1{XeC", (dd@)x(X, V) =0,Vv € C"},

autrement dit Vicm znon est défini par les (1, 0)-formes différentielles 8(57“;), e, 3(37(‘;).

On obtient ainsi un feuilletage holomorphe (Mgy)qeca de Py \ Z. Alors M, est un sous-ensemble algébrique de P, de
dimension p + 1 et My D Z pour chaque o.

On va maintenant calculer deg . My, en utilisant I'application holomorphe 7 : P, \ Z — A définie par 7 (x) = & si x € M.
Signalons que dim A =n —dim My =q — 1. Comme @|arq,ncr est pluriharmonique, on a

(@ + dd°U) pynen = 0 = (@ + dd°U)7,!

MenCr = 0

et on peut donc écrire §7 !(w + dd°U)4~! = w*v pour une forme volume v sur A. Pour w une (p + 1, p + 1)-forme
différentielle de classe C*° dans IP;, on peut écrire

/5‘1—1(w+c|c|CU)q‘l AW:/ﬂ*WAV: f([ wjv(a)

Py A aeA 7,

autrement dit, dans P,, on a la lamination

8 N w +ddU)I~! = / [Me]v(@)
acA

qui entraine I'égalité 5§91 = (deg My) fA v entre degrés. En fait, A est rationnelle et fA v =1, ce qui donne deg M, =891,

Soit H C IP, une hypersurface algébrique de degré § contenant Z. Alors Mgy N H contient Z et a pour degré 89 = deg Z,
donc MyNH=Z.

Localement, dans C"\ Z N C", on peut définir M, par des équations g1 = a1,..., gg—1 = o¢g—1 avec des fonctions
holomorphes locales g1, ..., gg—1 pour o = (@1, ...,0q-1) € C9-1, Le sous-fibré Vicmyznce est alors défini localement par
les 1-formes différentielles holomorphes dg1, ..., dgq—1 et donc

d¢ 3¢
vect((dg1)x ... (08g—1)x) = vect(a(a)x, e 8(@»)

avec les 3(;’75‘;),< définies globalement pour x € C"\ ZNC". Par la formule (3), dans le cas intersection compléte locale, on a

j@-1?
1 .
Mo NC" = 2(}—_180(g1 —®1,...,80-1—0qg-1)081 N ...N0gq-1 N1 A...NDZg—1

avec §p la masse de Dirac en 0 dans C9~!. En conséquence on peut écrire

[Me] =381+ ddV,)I!
pour une fonction quasi-plurisousharmonique V, globale dans [P, et on conclut par récurrence sur q. 0O
4.1. Equations différentielles caractérisant les intersections complétes dans P,

Nous allons mettre en équations la condition nécessaire et suffisante de la Proposition 9, en effectuant un slicing.
Soit G(g+1,C™t1) = Gyg,n la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de C"t1 de dimension q + 1. Pour W € Gg,n»
on note P(W) le sous-espace projectif de P, associé a W. Pour W générique, on peut alors écrire la restriction

[Zlipow) = [Z N PW)] = gwapy,
avec gy une mesure positive sur P(W) qui est somme de deg Z masses de Dirac. On obtient donc la condition
q
(deg Z)(wip(wy + ddUppw))? = EWDp )
sur Ujpw). On doit donc résoudre dans P(W) I'équation de Monge-Ampeére singuliere
(wipw) +dd“Pw)T gw

q - q
Dpw) Jpw) EW@pw)

(5)
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avec &y fonction quasi plurisousharmonique dans P(W). L'existence de @y, est garantie, sans hypothése sur Z, par le fait
que tout sous-ensemble fini de P, est intersection compléte, d’aprés Eisenbud-Evans (cf. [8]). En revanche, [3] ne semble
pas s'appliquer ici.

Pour [x] € P;, on écrit W > x sous la forme W = vect(x, vq,..., vq) avec vq,...,Vq dans C™1,Si oy ([x]) pour W > x
ne dépend pas de W > x, alors Z est intersection compléte. Cela revient a dire que les équations différentielles

9 0
—Pw([x) =0= —dw([x]) (6)
vy avy
sont vérifiées pour tout multi-indice I = (i1, ...,iq) ot 0<iy <... <ig <n, avec I'opérateur différentiel

9 = det( 9 )
A o avk,il 1=kl=q

en désignant par vy ; les composantes de vy.

Proposition 10. Le sous-ensemble algébrique Z est intersection compléte dans P, lorsque la solution ® de (5) vérifie les conditions
(6) pour tout W > x.

Signalons qu'une caractérisation différentielle des intersections complétes de [P, figure aussi dans [14].

4.2. Casou Z CcC"

Soit Z C C" un sous-ensemble algébrique de dimension pure p =n — q, défini par des équations 0 = f; =...= fy ol
les fj(x1,...,X,) sont des polyndmes en (Xq,...,Xy) € C™. On va déterminer des conditions sur les fj pour que Z soit une
intersection compléte, toujours en utilisant la factorisation du courant d’intégration [Z] de [17].

Pour 1 <i <g, on note gj = Zjhijfj ol les hjj(x1, ..., xn) sont des polyndmes en (x1,...,x;) € C". Alors

c q —
(dd lOg”g”)lcn\g—l(o) _O
et g71(0) > Z avec g=(g1,..., g¢) € C4. On va déterminer les conditions sur les h;; pour que

[Z] =g~ '(0)] = (dd“log |gI)?

en écrivant
2

id -
(ddlog |IgIN? = z—qég(g1,...,gq)8g1 A ANIggADBIA... N3

avec 8o(g1,...,8q) l'image inverse par g de §p la masse de Dirac en 0 dans C9. On peut obtenir g(g1,...,gq) par la
formule
. (g-1)! 20—
] = lim ———A 0= =y,
0(g1 gqg) i lgll Ve
Avec f =(f1,..., fn) €CN, on a, de l'autre coté,

—rf-1 — c q_ c q — l 3N f12)4 /g1

[(Z1=1f"" (O] = (dd"log | fID" — (dd"log 1) cn s-1(9) = Vf(233I|f|| /4!

avec de méme yf = lim;_, o+ (q;—q])!}h||f||2()\“”. La formule (4) revient ici a
> (kP —asf)fk ®df) =0

[JI=IKI=q
et la Proposition 7 s’écrit
4
a
ol K=(kq,...,kg) avec 1 <kj <...<kq <N et Px =det(hjj) =iz, puisque la seule possibilité est ici I =(1,...,q).

Jjek

Vg =

La condition est
VeI gI1>)7 = yr @3] £11%)°,
et on a alors

(3311g1*7 = a@d|l f1*)1
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en tout point x € Z. Mais en tout point x€ Z, on a 9g; = Zj hi;jo f; et donc

@01g1*)T =g (=112 X" piPpafiadfy

1JI=1J'1=q
avec df;=9dfj A...Adfj, pour J=(j1,...,Jq) avec 1 < ji <... < jg <N. De l'autre cOté,
@INFIHT =g (=112 N " af Ao
[JI=q

et en tout point de Z, il vient

4.9
> PjPpafyadfp=ad_ afjrafje \CH.
[JI=11'1=q [J1=q

Proposition 11. Le sous-ensemble algébrique Z est intersection compléte de codimension q dans C" lorsqu'il existe des (h;j) 1<i<q, tels
1<j<N

que la fonction a dans Z = fl_l(O) Nn...N f,f(O), définie par la relation
Z Pﬁy@f,AZﬁy:dZE)finﬁ],
[J1=1J'1=q 1J1=q

vérifie a > 0 en tout point de Z.

Démonstration. Comme on a toujours g~1(0) > f~1(0), on peut toujours écrire yf =a1yg avec une fonction a; > 0 et on
aura g~1(0) = f~1(0) lorsque a; > 0. Nécessairement a; =a. O

Si x est un point lisse de Z, alors 9 f;(x) € AN(C"/TxZ)*, qui est de dimension 1. Il existe donc des coefficients cyy()
tels que

@F ) AIF ) =cip(0) D afj (0 ADSf ()
[J1=q
et on obtient
Z P] P_]/C_”' =da
J1=1J1=q
avec (Pj); € CS o C} est le coefficient du bindme. En fait ¢ est de la forme
b]Ej/
Z|K|:q bk 2
pour certaines fonctions b; holomorphes dans Z et cela devient

| > PybyP=a ) bkl (7)

lJ1=q IK|=q

cy

En conclusion, la condition est I'existence de (h;;) 1<i<q, tels que Z|1\=q P;b; #0 en tout point de Z.
1=j=N
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