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Historique de l'article : Les obstructions, pour une forme différentielle C* fermée de bidimension (p, p) sur une
Requ le 24 septembre 2016 variété projective, a étre cohomologue a un cycle algébrique a coefficients complexes, sont
Accepté aprés révision le 16 mai 2018 explicitées au moyen de la transformation de Chow. Elles s’expriment par I'orthogonalité,
Disponible sur Internet le 24 mai 2018 sur la variété elle-méme, a des familles paramétrées par la grassmannienne de courants
Présenté par Jean-Pierre Demailly complétement déterminés. Chacun de ces courants est dd°-fermé et a support dans

I'intersection de la variété avec le sous-espace projectif associé au parameétre. Par la
théorie des formes harmoniques, une période est donc associée a cette forme différentielle
pour chaque paramétre. On étudie l'ensemble des périodes, obtenu en faisant varier
le parameétre, et on conclut a une continuité sur la grassmannienne, quand la classe
de cohomologie est rationnelle. La méme propriété peut étre obtenue en se placant
dans I'espace des diviseurs de la grassmannienne et en utilisant une caractérisation des
formes de Chow. On raisonne ici directement, en calculant les périodes avec le théoréme
de Atiyah-Hirzebruch. Cette continuité globale entraine alors l'orthogonalité pour tout
parameétre.
© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

ABSTRACT

The obstructions, for a closed smooth differential form of bidimension (p,p) on a
projective manifold, to be cohomologous to an algebraic cycle with complex coefficients,
are calculated in terms of the Chow transformation. They can be expressed as an
orthogonality condition, on the manifold itself, with families parametrized by the Grass-
mannian of currents that are completely determined. Each of these currents is dd“-closed
and with support in the intersection of the manifold and of the projective subspace
associated with the parameter. By the theory of harmonic forms, a period is thus associated
with that differential form for each parameter. We study the set of periods, obtained
when the parameter varies, and we arrive at a continuity on the Grassmannian, when the
cohomology class is rational. The same property can be obtained by going to the space of
divisors of the Grassmannian and by using a characterization of Chow forms. We proceed
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here directly, by calculating the periods by means of the Atiyah-Hirzebruch theorem. This
global continuity implies the orthogonality for all parameter.
© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Régularisation du potentiel du courant transformé de Chow

Soit X une sous-variété complexe fermée connexe de I'espace projectif complexe P;, de dimension notée dx. Pour eg €
N\ {0, 1} et p e N avec p <dy, on note G(p + 1, V*) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension p + 1 de
V*, oll V désigne la puissance symétrique S (C"*1),

Pour T un courant de bidimension (p, p) dans X, on considére le transformé de Chow C'(T) d’ordre eg, qui est un courant
de bidegré (1,1) dans G(p+1,V*)=G(q, V) avecq=N—p et dim V=N+1=(*"). Ona:

C(T) =C(v4T)

ol v: X <> P(V) désigne la composée de I'injection X <— PP, avec le plongement de Veronese de degré ey > 2 de PP, dans
P(V) et C la transformation de Chow des courants définis sur Py = P(V). On a, par définition,

C(®) = prapri®

ou pri:I'— P(V), pra: T — G(q, V) sont les deux projections de la variété d'incidence I' dans P(V) x G(q, V), formée des
couples ([x], s) vérifiant x € s.

Nous concluons ici une étude commencée dans notre thése [8] sous la direction de Jean-Pierre Demailly.

Pour d € N*, on note V%4 I'espace vectoriel des fonctions polynomiales f(z) sur V9 telles que

fanz'+...+a1g2%,....az"' + ... + agq2%) = (det A) f (2)

pour toute matrice carrée A = (ay)1<1r<q dans Mg(C) et tout z= (z',...,29) dans V9. Pour des d, € N* et des f, € V4
non nulles, on note D, le diviseur de G(q, V) défini par f,.

Dans la note [9], on construit une famille finie d’opérateurs différentiels linéaires (Pj)1<j<j, sur G(q, V) et une famille
finie de fonctions (y)1<j<j, de classe C* sur G(q, V) tels que le diviseur )", ¢, D, avec des c, € C est la forme de Chow
d'un cycle algébrique de X a coefficients complexes si et seulement si il existe t € C vérifiant, pour tout 1 < j < jo, I'égalité
Pi(X, cvlogllfull) = ty;.

On suppose désormais T fermé et on écrit

C(T) = (deg T)Q2 + dd“U

avec U une distribution sur G(q, V), 2 la (1, 1)-forme fondamentale de la métrique sur G(q, V) et deg T le degré de T par
rapport a la métrique induite dans X par la forme de Fubini-Study @ dans P(V).

Proposition 1. 11 existe une suite (Upn)m de fonctions C* dans G(q, V) convergeant faiblement vers U telles que P;(Up) —
(deg T)y; dans l'espace DO(G(q, V)) des fonctions de classe C° dans G(q, V), pour tout 1 < j < jo, lorsque la classe de cohomo-
logie {T} contient un cycle algébrique a coefficients complexes.

Démonstration. Voir [9]. O

Soit (Upn)m une suite de fonctions C* dans G(q, V) convergeant faiblement vers U. Comme au sens des distributions
Pj(U) = (deg T)yj, la suite P;(Uy) converge faiblement dans G(q, V) vers (deg T)v;.

Proposition 2. Sans hypothése sur la classe de cohomologie {T}, il existe un sous-ensemble algébrique A1 C G(q, V) avec dim A1 <
dim G(q, V), donc négligeable, tel que, pour tout s € G(q, V) \ Ay, la suite Pj(Un)(s) converge vers (deg T)y/;(s).

Démonstration. Voir [10]. O

L'algébricité de {T}, c’est-a-dire la convergence vers (deg T)v(s) pour tout s € G(q, V), revient donc a ce que, pour tout
s € Ay, on ait limy, Pj(Un)(s) = (deg T)y(s).
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1.1. Existence a priori de limp Pj(Un)(s) pour s quelconque

On va utiliser une régularisation canonique Up de U pour laquelle limy;, P;(Us)(s) existera pour tout s tel que X ¢ P(s),
a priori.

D’abord, soit ys une forme de Green du sous-espace projectif P(s) de P(V) associé a s, c’est-a-dire une (p, p)-forme
différentielle a coefficients Llloc dans P(V) et C* dans P(V) \ P(s), vérifiant, au sens des courants dans P(V), I'égalité

[P(s)] = wPt! 4 ddCys.
Proposition 3. Si T est d’'ordre 0, on peut prendre a une constante prés U (s) = fx T A (ys1x) pour presque tout s € G(q, V).
Démonstration. Voir [8]. O

On suppose désormais T de classe C°°, et on pose

Un(s) = / T A (Vsmix)
X

oll ¥s,m est une régularisation de ys. La limite de P;(Up)(s) est alors égale a

T APj(ysix) = lim, f T APj(¥six)
€—
X\(XNP(s)) Ps|x >€
avec

ps([x]) = {dist(x, $)}*/(|x|*)

pour x € V \ {0}, ce qui permet de démontrer maintenant la convergence a priori.
Proposition 4. Pour tout s € G(q, V) vérifiant X ¢ P(s), la suite Pj(Un)(s) converge.
Démonstration. Supposons d’abord la suite Re P;(Un)(s) minorée. Alors,

li%nRe PiUm)(s) = / lim Re (T A Pj(¥s1x))-
s'—s
X\(XNP(s))

Par le lemme de Fatou, c’est

< lim Re / T APj(ysx) < (deg T) lim Re ¥j(s') < (deg T)Re v/ (s).
s'—s s'—s

X\(XNP(s"))

Ainsi la suite Re P;(Un)(s) est majorée et ne peut tendre vers +-oo.
Si la suite Re Pj(Un)(s) est majorée, la suite —Re P;(Up)(s) est minorée et on raisonne avec —P; au lieu de P;. O

Comme P;(U) = (deg T)y; pour toute forme différentielle T de classe C*° fermée de bidimension (p, p) dans X, on
peut écrire au sens des courants dans X toujours si X ¢ P(s),
Pi(ysix) = Vi ()0l + (04 aj.s) + (045 bj.s)
avec a; s de bidegré (p — 1, p) et b; s de bidegré (p, p —1). On a dong, a s fixé,

lim P (Um)(s) = / £ 050+ (T A PsjxPi(¥s) 1)
10.,1]

tandis que, au sens des distributions,

(deg T)yj =P;(U) = / (t‘L(ps\x)*(T A psﬁXPj(ys)m) + mesure a support dans {0}).
[0,1]
Ainsi, le fait que la fonction v;(s) ait une valeur finie redonne bien la convergence a priori de I'intégrale f]0.1l t‘L(,oS‘X)*(T A
PSL|X7)J'(V$)IX)~
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En posant u; = psIX ajsetvj= Ps|x bj s, on a en fait dans X, en désignant par~ les extensions,
Pi(Vsix) — wj(s)a)lx =0u;+ 8\7]~ = (Qu;y+ (8v1)~+ courant a support dans X N P(s).
Propesition 5. La condition limpy, Pj(Un)(s) = (deg T)y;(s) a s fixé revient a

OZ/T AOTLj — (Bujy+ v — (@v;)}.
X

Démonstration. Cette condition sera étudiée dans la partie 3, qui redonnera le fait que le courant il j — (Ju;y+0v; — (dv;y
est a support dans X N P(s). O

1.2. Régularisation U, obtenue a partir d’une forme de Green explicite y; dans Py
Par la théorie des opérateurs de Monge-Ampeére (cf. [3]), on a

[PG)] = @+ 5ddlog pyP*".

Proposition 6. On peut prendre pour forme de Green de P(s) dans P (V) la forme différentielle définie par

1 PP ddps v ok
Vs=5(p+l)(logps)w"—lz k,"zﬁr)]( N
k'=1

Démonstration. Avec la formule

, 1 dd€ ,
(ddC log po)k +1 = dd®{—— (=)
k' ps

et avec la formule du binbme. O

Ajoutant un multiple de w?P a I'expression précédente de ys, on peut méme supposer qu'on a I'égalité || pvy Vs A wl=1
pour tout s.
En remplagant ps par ps + % dans l'expression précédente de ys, on obtient la régularisation

1 1 2, (bha)  ddps ’
B ) p_ +1 S KA Pk
Vs,m = Cow” + E(P + D (log(ps + E))w kZ: /2K +1 (p + %)

de [10] qui est en particulier du type (1.1). Alors

Pj(Um)(S):/T/\Pj(Vs,m\X)
X
avec donc

1 0j.s.1
Pj(Ys.m) = CoPj(1)wP +log(ps + —)0js.0 + sl
i (Ve j s+ 0s 1§dj(ps+%)l

pour une certaine constante Co et avec ;s de classe C*° dans P(V) pour 0 <I<d;.
L'existence de limpy Pj(Un)(s) revient ainsi a I'existence de

T/\gjsl_. (os1x)+(T AN Ojs1) T/\ejsl
im Y | im 3 —Swzf

[ 1y “Coan)
1<l<d; i % (IOS + ) 1515‘1]_ (t + m) 1<]<d],0 (IOS|X)
et signifie un aplatissement en O de la fonction de t égale a

n®)= > t9(pgx)(T ABjs).

1515(1}'

D’aprés [10], on sait que cette limite existe pour s € G(g, V) \ A1 avec, en fait,

={se€GN_p_1,n,dim (XN P(s)) > dx — p}.
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Proposition 7. L'aplatissement en 0 de (t) a lieu pour tout s tel que X ¢ P(s).

Démonstration. L’aplatissement a lieu si

dim pgx(0) =dim (X N P(s)) =dx —p — 1

est générique. Si dim (X N P(s)) augmente et devient > dx — p, 'aplatissement a lieu a fortiori. O
On retrouve ainsi la convergence a priori pour tout s tel que X ¢ P(s).
Proposition 8. On a P;(1) = 0, autrement dit Pj n’a pas de terme d’ordre 0.

Démonstration. On note T;;(x) les coefficients de I'image inverse dans V = CN*1 de la forme différentielle T([x]) pour
xe V\{0}. Pour (z',...,zN"P) € VN=P, 1a transformée de Radon de T;; évaluée en (z!,...,zN"P) est, par définition,

Ty, NP = / Tijtiz' + .. 4ty pzZ" ) ()

[lt]1=1
avec t = (t1,...,ty—p) € CN7P et @(t) la forme volume standard sur la sphére unité S?N=P)~1 de CN=P. Pour « et 8 des
multi-indices, on note §% = 290N a¢ xB :xg0 .. .xﬁ”. Lexistence de P; est démontrée dans [9] et résulte du fait que

axgo...ax‘,ﬁ”
& Tiy
est un opérateur différentiel explicite en T”. Mais T” € Im 8151 avec l'opérateur différentiel 9; = det(%hfkﬂfq ou les
I
(zg‘)of,-fN sont les coordonnées de z¥ € V. Comme l'opérateur différentiel 0;d; n'a pas de terme constant, P; n'a pas de
terme d’ordre 0. O
Enfin, signalons aussi que I'écriture précédente,

1
1wmwww=/%%%r

0

1
avec «(t, s)dt qui est une image directe par /osz| x» bermet de calculer limp P;(Up)(s) a 'aide d’'un développement asympto-
tique lorsque t — 0%, En effet, pour (t, s) €]0, %] x G(q, V), d’aprés [1] on peut écrire

a(t.5) =) Lrp©t |logt]” +5(t, )t
r,r

oil § est bornée et oil (r,r") € Q2. A cause de la convergence de I'intégrale, Ly (s) #0 pour un s, implique r > 2d; — 1 ou
r=2d;j—1 avec ' < —1. Dans le développement asymptotique, (r,r’) parcourt un ensemble fini indépendant de s.
Un calcul explicite des coefficients £, (s) permettrait d’étudier la continuité globale par rapport a s de limpy P;(Up)(s).

1.3. Régularisation Uy, obtenue a partir de la formule de Poincaré-Lelong dans GN—p—1,n
Proposition 9. On peut écrire le (1, 1)-courant C'(T) qui est d’ordre 0 sous la forme

C(T)= / A(H)[H]
HeDiv(GN—p-1,N)
ot Div(Gn_p—1,n) est l'espace des diviseurs de Gy_p—1,n et A est une mesure sur Div(Gy_p—1,n), qui n’est pas uniquement déter-

minée.

Démonstration. D'aprés [2,4], tout (1,1)-courant fermé sur Gy_p—1,n est limite faible de diviseurs a coefficients com-
plexes. O
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On en déduit une autre régularisation utilisée dans [11] pour étudier la continuité globale en s de limy; P;(Um)(s).
En effet, a une constante pres, d’aprés la formule de Poincaré-Lelong, on a

ILf &l
Il fllo

Us) = / AL(LfD log( )
[f1€DivV(GN—p-1.N)
ol || fllo est la norme de la forme f. On prend alors
92 1
R, 1

Ifilg — m

1
Un(s) = 2 / A(LfD log(
[f1€Div(GN-p-1,N)

qui est C* sur Gy_p—1,n et converge faiblement vers U(s) a une constante pres.

Proposition 10. La limite

Ife1? 1

MLFD) .
T ) =limP;(Um)(s)

lim / —=—P;(log(

2
[f1€eDiV(GN—_p—1,N)

existe a priori pour tout s € Gy_p_1,ny tel que X ¢ P(s).
Démonstration. Cela résulte de (1.1) et de ce que la limite ne dépend pas de la régularisation de U. O

Remarquons que comme P;(1) =0, on a aussi l'expression

A 1
impume=im [ L ogarei+ isid).
[f1eDiv(GN—p—1,N)

La proposition précédente entraine que le produit

A If1% 1
+-)
2 IFIZ — m )

de distributions est bien défini dans Div(GN—p—1,n). En notant (N — p)d(f) le degré du polynéme f, puisque dd®log|f|=
[f~'(©)], ona

MLFDPjlog]| f(5)] = lim == —=P;(log(

Pidog | f (&) =d(f)¥j(s) modulo une distribution a support dans f‘1 0),
de sorte que ||f(s)||2mf73j(log ||f(s)||)1/fj(s)*1 =v;(f,s) est C*, en notant m; I'ordre de P;.
Ainsi,
limP;(Um)(s) = / A[fDPjdogll f ()1
[f1€Div(GN-p-1,N)

avec A([fDPjdog] f(s)II) qui est, comme dans [11], une division de A([fDv;(f,s)¥;(s) par | f (s)]|?™i. Signalons que, lors-
qu'on effectue la division, il apparait bien une distribution a support contenu dans f~1(0).

2. Caractérisation des formes de Chow de cycles algébriques de X
Soit Cp(X) I'espace des cycles algébriques de X de dimension p et M I'opérateur différentiel linéaire défini par M; =
¢j(s)—173j_ On rappelle que, d’'aprés [10], on a A1 = {s € Gy_p_1,n,dim (XN P(s)) > dx — p}, Cest-a-dire que s € Ay lorsque

I'intersection X N P(s) n’est pas propre.
L'objectif de cette partie est de redémontrer le résultat suivant.

Théoréme A. Soit f € V%9 une fonction polynomiale telle que A ¢ f~1(0). Alors [ f] appartient d Cp(X) lorsque

Mi(logll fINja, =d(f)
pour tout j, en notant (N — p)d(f) le degré de f.
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Ce théoréme est démontré dans [11] en invoquant un argument de transversalité et permet déja d’obtenir la continuité
globale en s de limpy, Pj(Uy)(s) lorsque {T} est rationnelle. On procedera ici de facon simplifiée, en explicitant des équations
algébriques caractérisant Cp(X).

Supposant f irréductible et utilisant des coordonnées homogénes sur la grassmannienne, on a

Mi(log |l f)a; =d(f) & Rjlog|f])-14, =0

avec T : (CNYHN=P — Gy_p_1 v défini par T(z',...,z2N"P) = Vect (z!,...,2zN"P) et avec R; un opérateur différentiel li-
néaire tel que

al+m8
Rji(log|f]) = ZBj,l,m(f)W o f
Im t'ot

ol 8(t) est la masse de Dirac en 0 dans C (cf. [11]). Alors les fonctions B, (f) et leurs dérivées partielles vérifient des
relations dans f~1(0) N A;.

Lemme 1. Ona [ f] € Cp(X) lorsque [ f] € Cp(Pn) et le cycle algébrique de Py dont f est la forme de Chow a son support

{[XIePy,s3x=>s€ f1(0)) ={[xX] e Py, o' ([X]) C F71(0)}

contenu dans X.
Démonstration. Voir [8]. O

Parmi les R il y a les opérateurs différentiels linéaires caractérisant les formes de Chow de cycles algébriques de Py de
dimension p. En particulier on obtient les relations

@K F— @Kk fH=o

sur f~1(0)N A, pour 1<k,k <N—pet0<i,i <N, avec aff la dérivée partielle f par rapport a la coordonnée z
Avec l'identification

k
i

Gn—p-1,n =G(N —p,CN*1)y ~G(p+ 1, (CNT1"),

le polyndme f correspond a un polyndéme g et ces relations équivalent a

ie)&) (3 e) &) — (Bl 2)(E) (3L g)(E) =0

pour 1<k, k' <p+1let0<i, i’ <N,sié=(&,...,& 1) € g7 1(0) et s défini par les équations linéaires & =0, ..., Epy1=0
appartient a Aj. Ici Blig représente la dérivée partielle de g par rapport a la coordonnée Sli.
Soit maintenant [x(¢)] le point de Py associé au vecteur ((alig)(é))OSiSN. On a la relation d’homogénéité

3 i) =d(9)gE) =0
0<i<N

pour tout k, de sorte que [x(£)] € P(s).
On note ¢ = pry|r et on sait que lorsque f est la forme de Chow de Z, alors Z = {[x] € Py, ¢~ 1([x]) € f~1(0)}. On note
donc ici

Z ={[x(s)],s € Ay N f~1(0) vérifiant 1 ([x(s)]) C f~1(0)}.
On a aussi, en différenciant
Z ={[x(s)],s € A1 N f~1(0) vérifiant Ty~ 1 ([x(s)]) C Ker df (s) pour tout s’ 3 x(s)}.

Signalons que, si s’ =s, l'inclusion Ty 1 ([x(s)]) C Ker df(s’) est toujours vérifiée, puisque I'espace vectoriel
Tso~1([x(s)]) est défini par >_i(8,8)(&)dg; = 0 pour tout k.
On utilisera le résultat suivant, qui est implicite dans [11], et dont on va donner une démonstration simplifiée ici.

Lemme 2. Si dans A1 N f 1 (0), on ales relations différentielles (8% f) (8% f)— (3% £)(3K f) = 0et (9¥ak f)(ak )2+ (dKak )3k f)? =
2(2k0% £)(9% £)(3% f) pour tous k, k', 1,1, et si on a toujours [x(s)] € X, alors [ f] € Cp(X).
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Démonstration. Soit

Zo = 1{[x(s)],s € f~1(0) vérifiant (38X f) (38X f) — Bk FH(3¥ fy=0enseto™ ((x()]) c f~(0)}.

Alors Z C Zg N X. Supposons [ f] ¢ Cp(Py), de sorte que dim Zg < p.
Si les relations différentielles de I'énoncé sont vérifiées, on verra que ¢~ !([x(s)]) C f~1(0), et donc on a alors [x(s)] €
ZN P(s) pour s € Ay N f~1(0) quelconque.
Alors, dans X, ona ##ZNP(s)=ZN (XN P(s)), tandis que dim Z <p —1 et dim (XN P(s)) =dx —p si s€ A1\ A3
avec
Ay={se GN—p—l,N» dim (XN P(s))>dx —p+1}.

11 suffit donc de choisir s € (A1 \ A2) N f~1(0) tel que de plus Z N (X N P(s)) =¥ pour avoir une contradiction.
Le fait que ces relations différentielles équivalent a I'inclusion ¢~1([x(s)]) C f~1(0) peut s’obtenir comme conséquence
du lemme de Chow-Van der Waerden énoncé dans [6]. On obtient ici cette équivalence directement de la fagon suivante.
Limplication s’ 3 x = f(s') =0 s'écrit f(z!,...,2971,x) =0 pour tous z!,...,z9" 1. Comme f(z',...,2971,x) =0 est un
polyndme en z!,..., 2971 dont les coefficients dépendent de x et de f, cela équivaut & un nombre fini d’équations
Ef(x) =04 Df(s)=0
si x proportionnel a
x) =Y 20 NH
1<k=<q
avec s = Vect(z!,...,29) € f~1(0).
Précisément, ¢~ 1 ([x]) C f~1(0) revient A pouvoir écrire
gEn . )= Y U <Eux>
1<k<p+1
pour certaines fonctions uy = ug (%1, ...,&p+1) de (&1,...,&p4+1). Dong, si s e @~ 1([x]), alors < &,x>=0eton a (a,ig)(a}) =
Xill puis (8}9}g)(€) = 2x;8luy et (3}9] g)(€) = xrd}ux + x;9] ur. On doit donc avoir
(D4042) (§) (0} 8)(E)? + (3] 0} ) (§) (8 8) (§)? = 2xixuldfuy + 2xyxPuf o) uy = 2(3L0) 2)(§)(3L2) (§) (3} 8) (§)

qui sont les relations différentielles d’ordre 2 de I'’énoncé. 0O

Pour conclure que [f] e Cp(X) si M;(log| fl)ja, =d(f) pour tout j, on utilise que
81+m8
Rj(10g|fDir-14, =0 D Bjam(Hie-1a, 3z © fje-14,) =0
I,m
implique une décomposition
—m —m
Y CumHOF T = D> Qi
l~H1’l<Mj l+m:Mj
dans 77 'A; avec les Cj.m(f) dépendant des B ,(f). Avec maintenant
—m
G= Y CumOfF
l+m<M]~

et en prenant f(z) comme coordonnée, on a donc déja les relations

8l+mG

aftaf"
ot [ +m < Mj, dans 77141 N F710). Les Qjm s'obtiennent en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a G.
Mais I'ensemble de toutes les relations qu’on peut obtenir en un point s € f~1(0) donne I'implication s’ 3 x(s) = f(s') =0,
ce qui permet de conclure que [f] e Cp(X).
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3. Continuité globale de la période pour une classe de cohomologie de Hodge

Puisque les coefficients de 'opérateur différentiel P; sont divisibles par v, on peut écrire
Pj=yiM;

avec M un opérateur différentiel linéaire a coefficients C*°, et on pose

e =lm(yy o) Py U ) ~degT) = [ TA M0 - o).
X\(XNP(s))

Alors {T} est algébrique si et seulement si hj(s) =0 pour tout s et tout j. Comme h;(s) =0 pour s générique, cela revient
par densité a h; continue. L'objectif de cette partie est de redémontrer de fagon directe que si {T} est de Hodge, alors h;
est continue, sans utiliser la caractérisation de C,(X) de la partie 2.

On montre dans [10] que

hj(S)szAAj,s
X

avec Aj; un (p, p)-courant dd°-fermé dans X a support dans X N P(s). On définit les sous-ensembles algébriques

Ai={seGn_p_1n.dim (XN P(s))>dx —p—1+1},
en particulier Ag = Gn_p_1,n. Les A; forment une stratification de Gy_p_1,y et h; est continue sur Ag \ A1, A; \ Az, ...
Pour s € Ag \ Ay donc pour s générique, h;(s) =0.
On écrit
Ajs=®js+0duj; +§Vj,5

avec ®; s une (p, p)-forme harmonique dans X et

hj(S) = / TA qu,s
X
apparait comme une période de T.
On note qo =dx — p et on suppose d’abord que
{T} = chg,(E)
avec E un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de X et avec ch le caractére de Chern, dont la composante de bidegré
(go, qo) est notée chg,.
On munit E d'une métrique hermitienne C*, dont on note
OF eClof’l(X, End E)

la (1,1)-forme de courbure. Alors chq,(©f) est de bidegré (qo,qo) et donc T — chg,(®), qui est d-exact, est dd“-exact
dans X. Comme Aj; est dd°-fermé dans X, on a

/TAA]»,F/cth(@E)AAj,S.
X X

Soit Y une variété projective complexe lisse de méme dimension que X et m: X — Y une application méromorphe
vérifiant : il existe A C X un sous-ensemble analytique propre et B C Y un sous-ensemble analytique propre, tels que
m:X\A— Y\ B est un biholomorphisme. Alors

hj(S):/R*Chqo(@)E)/\TC*A]‘,SZ/Cth((’a]—‘)/\n*ALS
Y Y

avec F =m,E. En éliminant les singularités de , on voit que F est un faisceau cohérent sur Y. On a

Fivag = (mx\a)«(Ejx\a)

qui est un fibré vectoriel holomorphe, défini seulement au-dessus de Y \ B. Ici, le produit de courants chg, (® ) AT Aj s se
définit dans Y, en appliquant le théoréme de division d’une distribution par une fonction analytique réelle.
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Pour s fixé vérifiant X ¢ P(s), on peut choisir 7 telle que
TuAjs = lim T Aj o
s'—s

en se restreignant a s’ ¢ Ay dans cette limite. Conclusion : pour E holomorphe, on sait a priori que hj(s) est continue par
rapport a s vérifiant X ¢ P(s). De la méme facon, on a le résultat suivant.

Théoréme B. Si {T} = chy, (E) avec E un fibré C-vectoriel analytique réel au-dessus de X, alors la période h;(s) est continue dans
{s€Gq, V), XZP(s)}

Démonstration. E posséde une connexion D avec chg,(®f p) de bidegré (qo, qo). Le raisonnement précédent fait pour E
holomorphe s’applique encore et donne que h;(s) est encore continue dans {s € G(q, V), X ¢ P(s)}. O

D’aprés [5] et [7], I'hypothése du Théoréme précédent n’est pas restrictive. On redémontre ainsi de facon géométrique la
conjecture faite dans [10], sans utiliser la régularisation U, de (1.3) qui est construite a partir d’'un noyau-distribution sur
Div(GN-p-1,N) X GN—p—1,N.

Corollaire. Si {T} est rationnelle, alors la période hj(s) est continue dans {s € G(q, V), X ¢ P(s)} et donc {T} contient un cycle
algébrique de X.

Références

[1] D. Barlet, H.-M. Maire, Développements asymptotiques, transformation de Mellin complexe et intégration sur les fibres, in: P. Lelong, P. Dolbeault, H.
Skoda (Eds.), Séminaire d’analyse, années 1985-1986, in: Lect. Notes in Mathematics, vol. 1295, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1987, pp. 11-23.
[2] J.-P. Demailly, Regularization of closed positive currents and intersection theory, J. Algebraic Geom. 1 (1992) 361-409.
[3] J.-P. Demailly, Monge-Ampére operators, Lelong numbers and intersection theory, in: V. Ancona, A. Silva (Eds.), Complex Analysis and Geometry, in:
The University Series in Mathematics, Plenum Press, New York, 1993, pp. 115-193.
[4] J.-P. Demailly, Analytic Methods in Algebraic Geometry, Surv. Mod. Math. Ser., vol. 1, International Press, 2011.
[5] A. Douady, Cycles analytiques d’aprés M.F. Atiyah et F. Hirzebruch, Séminaire Bourbaki, Exp. 223, vol. 7, 1961-1962, pp. 5-26.
[6] LM. Gelfand, M.M. Kapranov, A.V. Zelevinsky, Discriminants, Resultants and Multidimensional Determinants, Mathematics : Theory and Applications,
Birkhduser, 1994.
[7] S. Lojasiewicz, Triangulation of semi-analytic sets, Ann. Sc. Norm. Super. Pisa (3) 18 (1964) 449-474.
[8] M. Méo, Transformations intégrales pour les courants positifs fermés et théorie de l'intersection, thése, université Grenoble-1, Institut Fourier, 17
janvier 1996, 58 p.
[9] M. Méo, Caractérisation fonctionnelle de la cohomologie algébrique d’une variété projective, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 1159-1162.
[10] M. Méo, Réduction de la conjecture de Hodge a une continuité, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348 (2010) 625-628.
[11] M. Méo, Chow forms and Hodge cohomology classes, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 352 (2014) 339-343.


http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib424Ds1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib424Ds1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib446531s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib446530s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib446530s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib446532s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib44s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib474B5As1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib474B5As1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4Cs1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4D32s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4D32s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4D34s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4D35s1
http://refhub.elsevier.com/S1631-073X(18)30159-6/bib4D36s1

	Une propriété de continuité associée aux classes de cohomologie de Hodge
	1 Régularisation du potentiel du courant transformé de Chow
	1.1 Existence a priori de limmPj(Um)(s) pour s quelconque
	1.2 Régularisation Um obtenue à partir d'une forme de Green explicite γs dans PN
	1.3 Régularisation Um obtenue à partir de la formule de Poincaré-Lelong dans GN-p-1,N

	2 Caractérisation des formes de Chow de cycles algébriques de X
	3 Continuité globale de la période pour une classe de cohomologie de Hodge
	Références


