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Les obstructions, pour une forme différentielle C∞ fermée de bidimension (p, p) sur une 
variété projective, à être cohomologue à un cycle algébrique à coefficients complexes, sont 
explicitées au moyen de la transformation de Chow. Elles s’expriment par l’orthogonalité, 
sur la variété elle-même, à des familles paramétrées par la grassmannienne de courants 
complètement déterminés. Chacun de ces courants est ddc-fermé et à support dans 
l’intersection de la variété avec le sous-espace projectif associé au paramètre. Par la 
théorie des formes harmoniques, une période est donc associée à cette forme différentielle 
pour chaque paramètre. On étudie l’ensemble des périodes, obtenu en faisant varier 
le paramètre, et on conclut à une continuité sur la grassmannienne, quand la classe 
de cohomologie est rationnelle. La même propriété peut être obtenue en se plaçant 
dans l’espace des diviseurs de la grassmannienne et en utilisant une caractérisation des 
formes de Chow. On raisonne ici directement, en calculant les périodes avec le théorème 
de Atiyah–Hirzebruch. Cette continuité globale entraîne alors l’orthogonalité pour tout 
paramètre.

© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en 
Open Access sous licence CC BY-NC-ND 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

a b s t r a c t

The obstructions, for a closed smooth differential form of bidimension (p, p) on a 
projective manifold, to be cohomologous to an algebraic cycle with complex coefficients, 
are calculated in terms of the Chow transformation. They can be expressed as an 
orthogonality condition, on the manifold itself, with families parametrized by the Grass-
mannian of currents that are completely determined. Each of these currents is ddc-closed 
and with support in the intersection of the manifold and of the projective subspace 
associated with the parameter. By the theory of harmonic forms, a period is thus associated 
with that differential form for each parameter. We study the set of periods, obtained 
when the parameter varies, and we arrive at a continuity on the Grassmannian, when the 
cohomology class is rational. The same property can be obtained by going to the space of 
divisors of the Grassmannian and by using a characterization of Chow forms. We proceed 
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here directly, by calculating the periods by means of the Atiyah–Hirzebruch theorem. This 
global continuity implies the orthogonality for all parameter.

© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en 
Open Access sous licence CC BY-NC-ND 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Régularisation du potentiel du courant transformé de Chow

Soit X une sous-variété complexe fermée connexe de l’espace projectif complexe Pn , de dimension notée dX . Pour e0 ∈
N \ {0, 1} et p ∈N avec p ≤ dX , on note G(p + 1, V ∗) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension p + 1 de 
V ∗ , où V désigne la puissance symétrique Se0 (Cn+1).

Pour T un courant de bidimension (p, p) dans X , on considère le transformé de Chow C′(T ) d’ordre e0, qui est un courant 
de bidegré (1, 1) dans G(p + 1, V ∗) = G(q, V ) avec q = N − p et dim V = N + 1 = (e0+n

n

)
. On a :

C′(T ) = C(v∗T )

où v : X ↪→ P (V ) désigne la composée de l’injection X ↪→ Pn avec le plongement de Veronese de degré e0 ≥ 2 de Pn dans 
P (V ) et C la transformation de Chow des courants définis sur PN = P (V ). On a, par définition,

C(�) = pr2∗pr∗
1�

où pr1 : � → P (V ), pr2 : � → G(q, V ) sont les deux projections de la variété d’incidence � dans P (V ) × G(q, V ), formée des 
couples ([x], s) vérifiant x ∈ s.

Nous concluons ici une étude commencée dans notre thèse [8] sous la direction de Jean-Pierre Demailly.
Pour d ∈N∗ , on note V d,q l’espace vectoriel des fonctions polynomiales f (z) sur V q telles que

f (a11z1 + . . . + a1qzq, . . . ,aq1z1 + . . . + aqqzq) = (det A)d f (z)

pour toute matrice carrée A = (all′ )1≤l,l′≤q dans Mq(C) et tout z = (z1, . . . , zq) dans V q . Pour des dν ∈ N∗ et des fν ∈ V dν ,q

non nulles, on note Dν le diviseur de G(q, V ) défini par fν .
Dans la note [9], on construit une famille finie d’opérateurs différentiels linéaires (P j)1≤ j≤ j0 sur G(q, V ) et une famille 

finie de fonctions (ψ j)1≤ j≤ j0 de classe C∞ sur G(q, V ) tels que le diviseur 
∑

ν cν Dν avec des cν ∈ C est la forme de Chow 
d’un cycle algébrique de X à coefficients complexes si et seulement si il existe t ∈ C vérifiant, pour tout 1 ≤ j ≤ j0, l’égalité 
P j(

∑
ν cν log || fν ||) = tψ j .

On suppose désormais T fermé et on écrit

C′(T ) = (deg T )� + ddcU

avec U une distribution sur G(q, V ), � la (1, 1)-forme fondamentale de la métrique sur G(q, V ) et deg T le degré de T par 
rapport à la métrique induite dans X par la forme de Fubini–Study ω dans P (V ).

Proposition 1. Il existe une suite (Um)m de fonctions C∞ dans G(q, V ) convergeant faiblement vers U telles que P j(Um) →
(deg T )ψ j dans l’espace D0(G(q, V )) des fonctions de classe C0 dans G(q, V ), pour tout 1 ≤ j ≤ j0 , lorsque la classe de cohomo-
logie {T } contient un cycle algébrique à coefficients complexes.

Démonstration. Voir [9]. �
Soit (Um)m une suite de fonctions C∞ dans G(q, V ) convergeant faiblement vers U . Comme au sens des distributions 

P j(U ) = (deg T )ψ j , la suite P j(Um) converge faiblement dans G(q, V ) vers (deg T )ψ j .

Proposition 2. Sans hypothèse sur la classe de cohomologie {T }, il existe un sous-ensemble algébrique A1 ⊂ G(q, V ) avec dim A1 <

dim G(q, V ), donc négligeable, tel que, pour tout s ∈ G(q, V ) \ A1 , la suite P j(Um)(s) converge vers (deg T )ψ j(s).

Démonstration. Voir [10]. �
L’algébricité de {T }, c’est-à-dire la convergence vers (deg T )ψ j(s) pour tout s ∈ G(q, V ), revient donc à ce que, pour tout 

s ∈ A1, on ait limm P j(Um)(s) = (deg T )ψ j(s).

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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1.1. Existence a priori de limm P j(Um)(s) pour s quelconque

On va utiliser une régularisation canonique Um de U pour laquelle limm P j(Um)(s) existera pour tout s tel que X 
⊂ P (s), 
a priori.

D’abord, soit γs une forme de Green du sous-espace projectif P (s) de P (V ) associé à s, c’est-à-dire une (p, p)-forme 
différentielle à coefficients L1

loc dans P (V ) et C∞ dans P (V ) \ P (s), vérifiant, au sens des courants dans P (V ), l’égalité

[P (s)] = ωp+1 + ddcγs.

Proposition 3. Si T est d’ordre 0, on peut prendre à une constante près U (s) = ∫
X T ∧ (γs|X ) pour presque tout s ∈ G(q, V ).

Démonstration. Voir [8]. �
On suppose désormais T de classe C∞ , et on pose

Um(s) =
∫

X

T ∧ (γs,m|X )

où γs,m est une régularisation de γs . La limite de P j(Um)(s) est alors égale à∫

X\(X∩P (s))

T ∧P j(γs|X ) = lim
ε→0+

∫
ρs|X >ε

T ∧P j(γs|X )

avec

ρs([x]) = {dist(x, s)}2/(|x|2)
pour x ∈ V \ {0}, ce qui permet de démontrer maintenant la convergence a priori.

Proposition 4. Pour tout s ∈ G(q, V ) vérifiant X 
⊂ P (s), la suite P j(Um)(s) converge.

Démonstration. Supposons d’abord la suite Re P j(Um)(s) minorée. Alors,

lim
m

Re P j(Um)(s) =
∫

X\(X∩P (s))

lim
s′→s

Re (T ∧P j(γs′|X )).

Par le lemme de Fatou, c’est

≤ lim
s′→s

Re
∫

X\(X∩P (s′))

T ∧P j(γs′|X ) ≤ (deg T ) lim
s′→s

Re ψ j(s′) ≤ (deg T )Re ψ j(s).

Ainsi la suite Re P j(Um)(s) est majorée et ne peut tendre vers +∞.
Si la suite Re P j(Um)(s) est majorée, la suite −Re P j(Um)(s) est minorée et on raisonne avec −P j au lieu de P j . �
Comme P j(U ) = (deg T )ψ j pour toute forme différentielle T de classe C∞ fermée de bidimension (p, p) dans X , on 

peut écrire au sens des courants dans X toujours si X 
⊂ P (s),

P j(γs|X ) = ψ j(s)ωp
|X + ∂(ρ1−L

s|X a j,s) + ∂(ρ1−L
s|X b j,s)

avec a j,s de bidegré (p − 1, p) et b j,s de bidegré (p, p − 1). On a donc, à s fixé,

lim
m

P j(Um)(s) =
∫

]0,1]
t−L(ρs|X )∗

(
T ∧ ρL

s|XP j(γs)|X
)

tandis que, au sens des distributions,

(deg T )ψ j = P j(U ) =
∫

[0,1]

(
t−L(ρs|X )∗

(
T ∧ ρL

s|XP j(γs)|X
) + mesure à support dans {0}).

Ainsi, le fait que la fonction ψ j(s) ait une valeur finie redonne bien la convergence a priori de l’intégrale 
∫
]0,1] t−L(ρs|X )∗(T ∧

ρ L P j(γs)|X ).
s|X
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En posant u j = ρ1−L
s|X a j,s et v j = ρ1−L

s|X b j,s , on a en fait dans X , en désignant par ̃ les extensions,

P j(γs|X ) − ψ j(s)ωp
|X = ∂ ũ j + ∂ ṽ j = (∂u j )̃ + (∂v j )̃ + courant à support dans X ∩ P (s).

Proposition 5. La condition limm P j(Um)(s) = (deg T )ψ j(s) à s fixé revient à

0 =
∫

X

T ∧ {∂ ũ j − (∂u j )̃ + ∂ ṽ j − (∂v j )̃ }.

Démonstration. Cette condition sera étudiée dans la partie 3, qui redonnera le fait que le courant ∂ ũ j − (∂u j )̃+ ∂ ṽ j − (∂v j )̃

est à support dans X ∩ P (s). �
1.2. Régularisation Um obtenue à partir d’une forme de Green explicite γs dans PN

Par la théorie des opérateurs de Monge–Ampère (cf. [3]), on a

[P (s)] = (ω + 1

2
ddc logρs)

p+1.

Proposition 6. On peut prendre pour forme de Green de P (s) dans P (V ) la forme différentielle définie par

γs = 1

2
(p + 1)(logρs)ω

p −
p∑

k′=1

(p+1
k′+1

)
k′2k′+1

(
ddcρs

ρs
)k′ ∧ ωp−k′

.

Démonstration. Avec la formule

(ddc logρs)
k′+1 = ddc{− 1

k′ (
ddcρs

ρs
)k′ }

et avec la formule du binôme. �
Ajoutant un multiple de ωp à l’expression précédente de γs , on peut même supposer qu’on a l’égalité 

∫
P (V )

γs ∧ ωq = 1
pour tout s.

En remplaçant ρs par ρs + 1
m dans l’expression précédente de γs , on obtient la régularisation

γs,m = C0ω
p + 1

2
(p + 1)(log(ρs + 1

m
))ωp −

p∑
k′=1

(p+1
k′+1

)
k′2k′+1

(
ddcρs

ρs + 1
m

)k′ ∧ ωp−k′

de [10] qui est en particulier du type (1.1). Alors

P j(Um)(s) =
∫

X

T ∧P j(γs,m|X )

avec donc

P j(γs,m) = C0P j(1)ωp + log(ρs + 1

m
)θ j,s,0 +

∑
1≤l≤d j

θ j,s,l

(ρs + 1
m )l

,

pour une certaine constante C0 et avec θ j,s,l de classe C∞ dans P (V ) pour 0 ≤ l ≤ d j .
L’existence de limm P j(Um)(s) revient ainsi à l’existence de

lim
m

∑
1≤l≤d j

∫

X

T ∧ θ j,s,l

(ρs + 1
m )l

= lim
m

∑
1≤l≤d j

∫
(ρs|X )∗(T ∧ θ j,s,l)

(t + 1
m )l

= lim
ε→0+

∑
1≤l≤d j

∫
ρs|X >ε

T ∧ θ j,s,l

(ρs|X )l

et signifie un aplatissement en 0 de la fonction de t égale à

μ(t) =
∑

1≤l≤d j

td j−l(ρs|X )∗(T ∧ θ j,s,l).

D’après [10], on sait que cette limite existe pour s ∈ G(q, V ) \ A1 avec, en fait,

A1 = {s ∈GN−p−1,N ,dim (X ∩ P (s)) ≥ dX − p}.
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Proposition 7. L’aplatissement en 0 de μ(t) a lieu pour tout s tel que X 
⊂ P (s).

Démonstration. L’aplatissement a lieu si

dim ρ−1
s|X (0) = dim (X ∩ P (s)) = dX − p − 1

est générique. Si dim (X ∩ P (s)) augmente et devient ≥ dX − p, l’aplatissement a lieu a fortiori. �
On retrouve ainsi la convergence a priori pour tout s tel que X 
⊂ P (s).

Proposition 8. On a P j(1) = 0, autrement dit P j n’a pas de terme d’ordre 0.

Démonstration. On note T I J (x) les coefficients de l’image inverse dans V = CN+1 de la forme différentielle T ([x]) pour 
x ∈ V \ {0}. Pour (z1, . . . , zN−p) ∈ V N−p , la transformée de Radon de T I J évaluée en (z1, . . . , zN−p) est, par définition,

T̃ I J (z1, . . . , zN−p) =
∫

||t||=1

T I J (t1z1 + . . . + tN−p zN−p)�(t)

avec t = (t1, . . . , tN−p) ∈ CN−p et �(t) la forme volume standard sur la sphère unité S2(N−p)−1 de CN−p . Pour α et β des 
multi-indices, on note ∂α = ∂α0+...+αN

∂x
α0
0 ...∂x

αN
N

et xβ = xβ0
0 . . . xβN

N . L’existence de P j est démontrée dans [9] et résulte du fait que

{∂α(xβ T I J )}˜
est un opérateur différentiel explicite en T̃ I J . Mais T̃ I J ∈ Im ∂I∂ J avec l’opérateur différentiel ∂I = det( ∂

∂zk
iα

)1≤k,α≤q où les 

(zk
i )0≤i≤N sont les coordonnées de zk ∈ V . Comme l’opérateur différentiel ∂I∂ J n’a pas de terme constant, P j n’a pas de 

terme d’ordre 0. �
Enfin, signalons aussi que l’écriture précédente,

lim
m

P j(Um)(s) =
1∫

0

α(t, s)

t2d j
dt

avec α(t, s)dt qui est une image directe par ρ
1
2

s|X , permet de calculer limm P j(Um)(s) à l’aide d’un développement asympto-

tique lorsque t → 0+ . En effet, pour (t, s) ∈]0, 12 ] × G(q, V ), d’après [1] on peut écrire

α(t, s) =
∑
r,r′

Lr,r′(s)tr | log t|r′ + δ(t, s)t2d j

où δ est bornée et où (r, r′) ∈ Q2. À cause de la convergence de l’intégrale, Lr,r′ (s) 
= 0 pour un s, implique r > 2d j − 1 ou 
r = 2d j − 1 avec r′ < −1. Dans le développement asymptotique, (r, r′) parcourt un ensemble fini indépendant de s.

Un calcul explicite des coefficients Lr,r′ (s) permettrait d’étudier la continuité globale par rapport à s de limm P j(Um)(s).

1.3. Régularisation Um obtenue à partir de la formule de Poincaré–Lelong dans GN−p−1,N

Proposition 9. On peut écrire le (1, 1)-courant C′(T ) qui est d’ordre 0 sous la forme

C′(T ) =
∫

H∈Div(GN−p−1,N )

λ(H)[H]

où Div(GN−p−1,N ) est l’espace des diviseurs de GN−p−1,N et λ est une mesure sur Div(GN−p−1,N ), qui n’est pas uniquement déter-
minée.

Démonstration. D’après [2,4], tout (1, 1)-courant fermé sur GN−p−1,N est limite faible de diviseurs à coefficients com-
plexes. �
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On en déduit une autre régularisation utilisée dans [11] pour étudier la continuité globale en s de limm P j(Um)(s).
En effet, à une constante près, d’après la formule de Poincaré–Lelong, on a

U (s) =
∫

[ f ]∈Div(GN−p−1,N )

λ([ f ]) log(
‖ f (s)‖
‖ f ‖0

)

où ‖ f ‖0 est la norme de la forme f . On prend alors

Um(s) = 1

2

∫

[ f ]∈Div(GN−p−1,N )

λ([ f ]) log(
‖ f (s)‖2

‖ f ‖2
0

+ 1

m
)

qui est C∞ sur GN−p−1,N et converge faiblement vers U (s) à une constante près.

Proposition 10. La limite

lim
m

∫

[ f ]∈Div(GN−p−1,N )

λ([ f ])
2

P j
(
log(

‖ f (s)‖2

‖ f ‖2
0

+ 1

m
)
) = lim

m
P j(Um)(s)

existe a priori pour tout s ∈GN−p−1,N tel que X 
⊂ P (s).

Démonstration. Cela résulte de (1.1) et de ce que la limite ne dépend pas de la régularisation de U . �
Remarquons que comme P j(1) = 0, on a aussi l’expression

lim
m

P j(Um)(s) = lim
m

∫

[ f ]∈Div(GN−p−1,N )

λ([ f ])
2

P j
(
log(‖ f (s)‖2 + 1

m
‖ f ‖2

0)
)
.

La proposition précédente entraîne que le produit

λ([ f ])P j(log ‖ f (s)‖ = lim
m

λ([ f ])
2

P j
(
log(

‖ f (s)‖2

‖ f ‖2
0

+ 1

m
)
)

de distributions est bien défini dans Div(GN−p−1,N ). En notant (N − p)d( f ) le degré du polynôme f , puisque ddc log | f | =
[ f −1(0)], on a

P j(log ‖ f (s)‖) = d( f )ψ j(s) modulo une distribution à support dans f −1(0),

de sorte que ‖ f (s)‖2m jP j(log ‖ f (s)‖)ψ j(s)−1 = υ j( f , s) est C∞ , en notant m j l’ordre de P j .
Ainsi,

lim
m

P j(Um)(s) =
∫

[ f ]∈Div(GN−p−1,N )

λ([ f ])P j(log ‖ f (s)‖)

avec λ([ f ])P j(log ‖ f (s)‖) qui est, comme dans [11], une division de λ([ f ])υ j( f , s)ψ j(s) par ‖ f (s)‖2m j . Signalons que, lors-
qu’on effectue la division, il apparaît bien une distribution à support contenu dans f −1(0).

2. Caractérisation des formes de Chow de cycles algébriques de X

Soit C p(X) l’espace des cycles algébriques de X de dimension p et M j l’opérateur différentiel linéaire défini par M j =
ψ j(s)−1P j . On rappelle que, d’après [10], on a A1 = {s ∈GN−p−1,N , dim (X ∩ P (s)) ≥ dX − p}, c’est-à-dire que s ∈ A1 lorsque 
l’intersection X ∩ P (s) n’est pas propre.

L’objectif de cette partie est de redémontrer le résultat suivant.

Théorème A. Soit f ∈ V d,q une fonction polynomiale telle que A1 
⊂ f −1(0). Alors [ f ] appartient à C p(X) lorsque

M j(log‖ f ‖)|A1 = d( f )

pour tout j, en notant (N − p)d( f ) le degré de f .
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Ce théorème est démontré dans [11] en invoquant un argument de transversalité et permet déjà d’obtenir la continuité 
globale en s de limm P j(Um)(s) lorsque {T } est rationnelle. On procèdera ici de façon simplifiée, en explicitant des équations 
algébriques caractérisant C p(X).

Supposant f irréductible et utilisant des coordonnées homogènes sur la grassmannienne, on a

M j(log‖ f ‖)|A1 = d( f ) ⇔ R j(log | f |)|τ−1 A1
= 0

avec τ : (CN+1)N−p → GN−p−1,N défini par τ (z1, . . . , zN−p) = Vect (z1, . . . , zN−p) et avec R j un opérateur différentiel li-
néaire tel que

R j(log | f |) =
∑
l,m

B j,l,m( f )
∂ l+mδ

∂tl∂tm ◦ f

où δ(t) est la masse de Dirac en 0 dans C (cf. [11]). Alors les fonctions B j,l,m( f ) et leurs dérivées partielles vérifient des 
relations dans f −1(0) ∩ A1.

Lemme 1. On a [ f ] ∈ C p(X) lorsque [ f ] ∈ C p(PN ) et le cycle algébrique de PN dont f est la forme de Chow a son support

{[x] ∈ PN , s � x ⇒ s ∈ f −1(0)} = {[x] ∈ PN ,ϕ−1([x]) ⊂ f −1(0)}
contenu dans X.

Démonstration. Voir [8]. �
Parmi les R j il y a les opérateurs différentiels linéaires caractérisant les formes de Chow de cycles algébriques de PN de 

dimension p. En particulier on obtient les relations

(∂k
i f )(∂k′

i′ f ) − (∂k
i′ f )(∂k′

i f ) = 0

sur f −1(0) ∩ A1, pour 1 ≤ k, k′ ≤ N − p et 0 ≤ i, i′ ≤ N , avec ∂k
i f la dérivée partielle f par rapport à la coordonnée zk

i .
Avec l’identification

GN−p−1,N = G(N − p,CN+1) � G(p + 1, (CN+1)∗),

le polynôme f correspond à un polynôme g et ces relations équivalent à

(∂ i
k g)(ξ)(∂ i′

k′ g)(ξ) − (∂ i′
k g)(ξ)(∂ i

k′ g)(ξ) = 0

pour 1 ≤ k, k′ ≤ p +1 et 0 ≤ i, i′ ≤ N , si ξ = (ξ1, . . . , ξp+1) ∈ g−1(0) et s défini par les équations linéaires ξ1 = 0, . . . , ξp+1 = 0
appartient à A1. Ici ∂ i

k g représente la dérivée partielle de g par rapport à la coordonnée ξ i
k .

Soit maintenant [x(ξ)] le point de PN associé au vecteur ((∂ i
k g)(ξ))0≤i≤N . On a la relation d’homogénéité

∑
0≤i≤N

ξ i
k(∂

i
k g)(ξ) = d(g)g(ξ) = 0

pour tout k, de sorte que [x(ξ)] ∈ P (s).
On note ϕ = pr1|� et on sait que lorsque f est la forme de Chow de Z , alors Z = {[x] ∈ PN , ϕ−1([x]) ⊂ f −1(0)}. On note 

donc ici

Z = {[x(s)], s ∈ A1 ∩ f −1(0) vérifiant ϕ−1([x(s)]) ⊂ f −1(0)}.
On a aussi, en différenciant

Z = {[x(s)], s ∈ A1 ∩ f −1(0) vérifiant Ts′ϕ
−1([x(s)]) ⊂ Ker d f (s′) pour tout s′ � x(s)}.

Signalons que, si s′ = s, l’inclusion Ts′ϕ−1([x(s)]) ⊂ Ker d f (s′) est toujours vérifiée, puisque l’espace vectoriel
Tsϕ

−1([x(s)]) est défini par 
∑

i(∂
i
k g)(ξ)dξ i

k = 0 pour tout k.
On utilisera le résultat suivant, qui est implicite dans [11], et dont on va donner une démonstration simplifiée ici.

Lemme 2. Si dans A1 ∩ f −1(0), on a les relations différentielles (∂k
i f )(∂k′

i′ f ) −(∂k
i′ f )(∂k′

i f ) = 0 et (∂k
i ∂k

i f )(∂k
i′ f )2 +(∂k

i′∂
k
i′ f )(∂k

i f )2 =
2(∂k

i ∂k
i′ f )(∂k

i f )(∂k
i′ f ) pour tous k, k′, i, i′ , et si on a toujours [x(s)] ∈ X, alors [ f ] ∈ C p(X).
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Démonstration. Soit

Z0 = {[x(s)], s ∈ f −1(0) vérifiant (∂k
i f )(∂k′

i′ f ) − (∂k
i′ f )(∂k′

i f ) = 0 en s et ϕ−1([x(s)]) ⊂ f −1(0)}.
Alors Z ⊂ Z0 ∩ X . Supposons [ f ] /∈ C p(PN ), de sorte que dim Z0 < p.

Si les relations différentielles de l’énoncé sont vérifiées, on verra que ϕ−1([x(s)]) ⊂ f −1(0), et donc on a alors [x(s)] ∈
Z ∩ P (s) pour s ∈ A1 ∩ f −1(0) quelconque.

Alors, dans X , on a ∅ 
= Z ∩ P (s) = Z ∩ (X ∩ P (s)), tandis que dim Z ≤ p − 1 et dim (X ∩ P (s)) = dX − p si s ∈ A1 \ A2

avec

A2 = {s ∈GN−p−1,N ,dim (X ∩ P (s)) ≥ dX − p + 1}.
Il suffit donc de choisir s ∈ (A1 \ A2) ∩ f −1(0) tel que de plus Z ∩ (X ∩ P (s)) = ∅ pour avoir une contradiction.

Le fait que ces relations différentielles équivalent à l’inclusion ϕ−1([x(s)]) ⊂ f −1(0) peut s’obtenir comme conséquence 
du lemme de Chow–Van der Waerden énoncé dans [6]. On obtient ici cette équivalence directement de la façon suivante.

L’implication s′ � x ⇒ f (s′) = 0 s’écrit f (z1, . . . , zq−1, x) = 0 pour tous z1, . . . , zq−1. Comme f (z1, . . . , zq−1, x) = 0 est un 
polynôme en z1, . . . , zq−1 dont les coefficients dépendent de x et de f , cela équivaut à un nombre fini d’équations

E f (x) = 0 ⇔ D f (s) = 0

si x proportionnel à

x(s) =
∑

1≤k≤q

zk(∂k
i f )(z)

avec s = Vect(z1, . . . , zq) ∈ f −1(0).
Précisément, ϕ−1([x]) ⊂ f −1(0) revient à pouvoir écrire

g(ξ1, . . . , ξp+1) =
∑

1≤k≤p+1

uk < ξk, x >

pour certaines fonctions uk = uk(ξ1, . . . , ξp+1) de (ξ1, . . . , ξp+1). Donc, si s ∈ ϕ−1([x]), alors < ξk, x >= 0 et on a (∂ i
k g)(ξ) =

xiuk puis (∂ i
k∂

i
k g)(ξ) = 2xi∂

i
kuk et (∂ i

k∂
i′
k g)(ξ) = xi′∂ i

kuk + xi∂
i′
k uk . On doit donc avoir

(∂ i
k∂

i
k g)(ξ)(∂ i′

k g)(ξ)2 + (∂ i′
k ∂ i′

k g)(ξ)(∂ i
k g)(ξ)2 = 2xi x

2
i′ u

2
k∂ i

kuk + 2xi′ x
2
i u2

k∂ i′
k uk = 2(∂ i

k∂
i′
k g)(ξ)(∂ i

k g)(ξ)(∂ i′
k g)(ξ)

qui sont les relations différentielles d’ordre 2 de l’énoncé. �
Pour conclure que [ f ] ∈ C p(X) si M j(log ‖ f ‖)|A1 = d( f ) pour tout j, on utilise que

R j(log | f |)|τ−1 A1
= 0 ⇔

∑
l,m

B j,l,m( f )|τ−1 A1

∂ l+mδ

∂tl∂tm ◦ ( f |τ−1 A1
) = 0

implique une décomposition

∑
l+m<M j

C j,l,m( f ) f l f
m =

∑
l+m=M j

f l f
m

Q j,l,m

dans τ−1 A1 avec les C j,l,m( f ) dépendant des B j,l,m( f ). Avec maintenant

G =
∑

l+m<M j

C j,l,m( f ) f l f
m

et en prenant f (z) comme coordonnée, on a donc déjà les relations

0 = G = . . . = ∂ l+mG

∂ f l∂ f
m = . . .

où l + m < M j , dans τ−1 A1 ∩ f −1(0). Les Q j,l,m s’obtiennent en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à G . 
Mais l’ensemble de toutes les relations qu’on peut obtenir en un point s ∈ f −1(0) donne l’implication s′ � x(s) ⇒ f (s′) = 0, 
ce qui permet de conclure que [ f ] ∈ C p(X).
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3. Continuité globale de la période pour une classe de cohomologie de Hodge

Puisque les coefficients de l’opérateur différentiel P j sont divisibles par ψ j , on peut écrire

P j = ψ jM j

avec M j un opérateur différentiel linéaire à coefficients C∞ , et on pose

h j(s) = lim
m

(
ψ j(s)−1P j(Um)(s) − deg T

) =
∫

X\(X∩P (s))

T ∧ (
M j(γs|X ) − ω

p
|X

)
.

Alors {T } est algébrique si et seulement si h j(s) = 0 pour tout s et tout j. Comme h j(s) = 0 pour s générique, cela revient 
par densité à h j continue. L’objectif de cette partie est de redémontrer de façon directe que si {T } est de Hodge, alors h j
est continue, sans utiliser la caractérisation de C p(X) de la partie 2.

On montre dans [10] que

h j(s) =
∫

X

T ∧ � j,s

avec � j,s un (p, p)-courant ddc-fermé dans X à support dans X ∩ P (s). On définit les sous-ensembles algébriques

Al = {s ∈GN−p−1,N ,dim (X ∩ P (s)) ≥ dX − p − 1 + l},
en particulier A0 = GN−p−1,N . Les Al forment une stratification de GN−p−1,N et h j est continue sur A0 � A1, A1 � A2, . . .. 
Pour s ∈ A0 � A1 donc pour s générique, h j(s) = 0.

On écrit

� j,s = � j,s + ∂u j,s + ∂v j,s

avec � j,s une (p, p)-forme harmonique dans X et

h j(s) =
∫

X

T ∧ � j,s

apparaît comme une période de T .
On note q0 = dX − p et on suppose d’abord que

{T } = chq0(E)

avec E un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de X et avec ch le caractère de Chern, dont la composante de bidegré 
(q0, q0) est notée chq0 .

On munit E d’une métrique hermitienne C∞ , dont on note

�E ∈ C∞
1,1(X, End E)

la (1, 1)-forme de courbure. Alors chq0 (�E ) est de bidegré (q0, q0) et donc T − chq0(�E ), qui est d-exact, est ddc-exact 
dans X . Comme � j,s est ddc-fermé dans X , on a∫

X

T ∧ � j,s =
∫

X

chq0(�E) ∧ � j,s.

Soit Y une variété projective complexe lisse de même dimension que X et π : X → Y une application méromorphe 
vérifiant : il existe A ⊂ X un sous-ensemble analytique propre et B ⊂ Y un sous-ensemble analytique propre, tels que 
π : X \ A → Y \ B est un biholomorphisme. Alors

h j(s) =
∫

Y

π∗chq0(�E) ∧ π∗� j,s =
∫

Y

chq0(�F ) ∧ π∗� j,s

avec F = π∗E . En éliminant les singularités de π, on voit que F est un faisceau cohérent sur Y . On a

F|Y \B = (π|X\A)∗(E |X\A)

qui est un fibré vectoriel holomorphe, défini seulement au-dessus de Y \ B . Ici, le produit de courants chq0(�F ) ∧ π∗� j,s se 
définit dans Y , en appliquant le théorème de division d’une distribution par une fonction analytique réelle.
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Pour s fixé vérifiant X 
⊂ P (s), on peut choisir π telle que

π∗� j,s = lim
s′→s

π∗� j,s′

en se restreignant à s′ /∈ A1 dans cette limite. Conclusion : pour E holomorphe, on sait a priori que h j(s) est continue par 
rapport à s vérifiant X 
⊂ P (s). De la même façon, on a le résultat suivant.

Théorème B. Si {T } = chq0(E) avec E un fibré C-vectoriel analytique réel au-dessus de X, alors la période h j(s) est continue dans 
{s ∈ G(q, V ), X 
⊂ P (s)}.

Démonstration. E possède une connexion D avec chq0(�E,D) de bidegré (q0, q0). Le raisonnement précédent fait pour E
holomorphe s’applique encore et donne que h j(s) est encore continue dans {s ∈ G(q, V ), X 
⊂ P (s)}. �

D’après [5] et [7], l’hypothèse du Théorème précédent n’est pas restrictive. On redémontre ainsi de façon géométrique la 
conjecture faite dans [10], sans utiliser la régularisation Um de (1.3) qui est construite à partir d’un noyau-distribution sur 
Div(GN−p−1,N ) ×GN−p−1,N .

Corollaire. Si {T } est rationnelle, alors la période h j(s) est continue dans {s ∈ G(q, V ), X 
⊂ P (s)} et donc {T } contient un cycle 
algébrique de X.
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