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ABSTRACT

Using a combinatorial approach, we introduce the 2-successive associated Stirling numbers,
we give the recurrence relation, the generating function, prove their unimodality and
introduce their link with the Fibonacci-Stirling numbers. We conclude by establishing the
unimodality of sequences lying over diagonal rays of second kind’s Stirling triangle.
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Abridged English version

The 2-successive associated Stirling numbers, denoted {Z}[Z], count the number of partitions of the set {1,2,...,n} into
k non-empty parts, so that each part contains at least two consecutive numbers. Moreover, the last element n must either
form a part with its predecessor or belong to another part satisfying the previous property.
. . . 2 _n 2 2
They satisfy the following recurrence relation: {Z}m = k{”kl}[ Ty {Zj}[ ! 1> 2k, where {8}[ 1, {nfl}m =0 and
M =0 @m=1).

The ordinary generating function of the 2-successive associated Stirling numbers is given, for k > 1, by Ak(x) :=
ny (2] x2k :
Ysalp) X' = o=z —kg With Agx) =1.
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We establish that the sequence ({Z}m)l is strictly log-concave, thus unimodal with at most two consecutive modes,
K

which corresponds, for a fixed n, to a sequence lying over the diagonal rays of a second kind’s Stirling triangle.
We define the sequence of Fibonacci-Stirling numbers (¢n),,, n > 2k, by @ni1:=) {”;k}, where ¢o =1, 1 =0.

The Fibonacci-Stirling numbers are linked to the 2-successive associated Stirling numbers as well: g1 =) {Z}[z]. The
sequence (¢p) is called the sequence of the 2-successive associated Bell numbers.

1. Introduction

Les nombres de Stirling de seconde espéce, notés {Z} comptent le nombre de partitions de I'’ensemble {1,2,...,n} en k
sous-ensembles non vides. Ils sont définis, pour 1 <k <n, par la relation de récurrence suivante :

)

Les nombres de Stirling associés de seconde espéce [11], notés par Sy (n, k), comptent le nombre de partitions de I'en-
semble {1,2,...,n} en k sous-ensembles de taille > 2. IIs vérifient la récurrence suivante :

Son,k)y=kS,(n—1,k)+ (n—1)S,(n—2,k—1), pour 1 <k <|n/2].

Une suite (an);_, est dite unimodale si : a; <a; <.-- <ax > a1 > --- > an, et est dite log-concave si, pour
k=2,...,n—1,0n a: a,% > ayy10r—1. Elle est strictement log-concave si I'inégalité est stricte. La log-concavité implique
I'unimodalité [13].

Théoréme 1.1 (Inégalité de Newton [10]). Si le polynéme a1x + azx? + - - - + a,x" n'admet que des racines réelles (négatives), alors :

k n—k+1
2
a; > ag_10g41 ——————, pour k=2,...,n—1.
ke =Sk T T

L'inégalité de Newton implique la log-concavité stricte, voir Hammersley [8] et Erdds [7].

Le premier résultat, sur I'unimodalité dans le triangle de Pascal autre que la suite des coefficients binomiaux, est dii a
Tanny et Zuker [12]. Ces derniers ont prouvé I'unimodalité de la suite ("Ek), k=0,1,.... Des travaux sur l'unimodalité des
suites associées aux diagonales principales du triangle de Pascal ont été réalisés, voir [2] et [4]. Plus généralement, Belbachir

n—ak
i ﬁk))k sont log-concave

et Szalay [3] ont établi que les suites parcourants toutes les transversales du triangle de Pascal ((
et donc unimodales. La question d’identification des modes reste ouverte dans sa généralité.

Par analogie avec ces travaux, nous nous proposons d’établir I'unimodalité des suites parcourant les transversales prin-
cipales du triangle de Stirling de seconde espéce. Harper [9] démontre que ), {Z}x" posséde seulement des racines réelles
négatives, il en déduit I'unimodalité. Canfield [6] établit autrement I'unimodalité de la suite ({}}),.

Dans la Section 2, nous introduisons les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2 avec quelques propriétés
combinatoires, dont la fonction génératrice. En s’inspirant de la preuve de Bona [5], on prouve, dans la troisiéme section,
la log-concavité des nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2 et donc I'unimodalité. Nous montrons par la suite
dans la Section 4, le lien entre les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2 et les nombres de Stirling de seconde
espéce. Ce lien va nous permettre de conclure quant a I'unimodalité des transversales principales du triangle de Stirling de
seconde espéce. Nous terminons notre travail en introduisant les nombres de Fibonacci-Stirling.

2. Relation de récurrence, fonction génératrice et forme explicite
On commence par introduire les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2.

Définition 2.1. Les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2, notés par {Z}m, comptent le nombre de partitions

de I'ensemble {1,2,...,n} en k parts non vides, tel que chaque part contient au moins deux éléments consécutifs et que
I'élément n satisfait 'une des conditions suivantes : soit il forme avec son prédécesseur une part en soi, soit il appartient a
une part qui vérifie déja la propriété précédente.

Exemple 1. Pour n =5, {g}[2J compte le nombre de partitions de {1,2,...,5} en deux parts contenant au moins
deux éléments consécutifs et tel que, une des conditions soit satisfaite; en effet, on a les partitions suivantes :
{1,2,3H4,5}; {1,2}{3,4,5}; {1,2,5}{3,4}. La partition {2,3}{1,4,5} ne peut étre considérée, car le cinquiéme élément
n'est pas dans une part qui contient au préalable deux éléments consécutifs.

La relation de récurrence suivante est satisfaite.
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Théoréme 2.2. Pour n > 2k, on a

1) n-2)? 0
k= k[ Tlk=1] -

N 2
ou {3} =1, (" }¥ =0 {5} =0 (n = 1.
Preuve. Il suffit de raisonner sur la part qui contient I'élément n. O

La fonction génératrice ordinaire des nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2 est donnée par :

Théoréme 2.3. Pour tout k > 1,

n [2] x2k
Ar(X) = X' = , 2
(0= {k} A-x01-2x)--(1—kx) 2)
n>2k
avec: Ap(x) = 1.
Preuve. De la relation de récurrence (1), on a, pour tout k=1,2, ..., Ax(x) = kxAx(x) + x%Ax_1(x), donc : Ax(x) = x*(1 —

kx)~1Ar_1 (x), ainsi,
A)=x*A— k=D 1X%1 = k=% x*Q=—x"TAx). DO
Il n'est pas difficile de déduire la forme explicite suivante :

Corollaire 2.4. Les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2, {Z}[Z], k=0,1,..., [n/2] sont donnés par la forme explicite
suivante.

n [2] T T iy
o = Z 11272 K, (3)

r1+ry+-+rg=n—2k
3. Unimodalité des nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2

Dans cette section, nous nous inspirons de la preuve de Bona [5] pour prouver que le polyndme qui génére les nombres
de Stirling associés avec succession d’ordre 2 vérifie le théoréeme de Newton. Par conséquent, la suite générée par ces
nombres, est log-concave et donc unimodale.

Théoréme 3.1. Soit P,,(x) = Z?:O {'}}[Z]XJ, alors les racines de Py, (x) sont réelles, distinctes, et négatives pour toutn=1,2, .. ..
De plus, les racines de P (x) et de P,_1(x) s'interlacent de la maniére suivante :

e si Pp(x) et Py_1(x) sont tous les deux de méme degré d et tels que leurs racines sont0 =xg > x1 > -+ > X4_1 et0=yg > y1 >
-+ > Y41, respectivement, alors0 > X1 > y1 > X2 > Y2 > -+ >X4_1 > Yd_1;

o si Py(x) est de degré d + 1 et si P,_1(x) est de degré d et si leurs racines sont : 0 =xg > X1 > --->xget0=yg> y1 > --- >
Yd_1, respectivement, alors 0 > X1 > y1 > X2 > Y2 > -+ > X4_1 > Yd_1 > X4.

Expression de P, (x) pourn <6:
Po(x) =1, P1(x) =0, P2(x) =x, P3(x) =x, Pa(x) =x+x%, P5(x) =x +3x%, Pg(x) =x + 7x* + x.

Preuve. La relation (1) donne

Pn(x) =x[Pj_1(x) + Pha(®)]. (4)

Prouvons notre théoréme par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour les premiéres valeurs de n.

Supposons que le résultat soit vrai jusqu'a 'ordre n — 1 et montrons qu'il reste vrai a I'ordre n.

En premier lieu, considérons le cas oli P,(x) et P,_1(x) ont le méme degré d, ce qui veut dire que n est impair. Soit
0=yo>y1>---> Yyq_1 les racines de Pp_1(X).
Etape 1 : Soient 0 et y; les deux plus grandes racines de P,_1(x). Par le théoréme de Rolle, il existe c € ]y1, 0[ tel que
P;q (c) =0. Vu que les coefficients de P,_1(x) sont positifs, alors P,_1(x) est décroissante sur ]yp,c[ et croissante sur
]c, O[, ce qui implique que Pp_1(x) <O, pour tout x € [y, O[.
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Etape 2 : Posons maintenant x = y1 dans (4).

- On sait par hypothése de récurrence que les racines de P,_(x) sont 0 =zg9 > z1--- > z4_, et s'interlacent avec celles
de Py—_1(x) comme suit : 0> y1>2z1>y2>22+>2Z4_2 > Yd_1-
D’aprés I'étape 1, on a P,_»(x) < 0, pour tout x € [z1,0[, et particuliérement pour x = yq, ce qui implique que
Ppn_2(y1) <0.

- On sait que Pp_1(x) admet d racines réelles négatives, donc P;_,(x) doit avoir d — 1 racines.
De plus, par le théoréme de Rolle, il existe une racine de P;_,(x) entre deux racines consécutives de P,_1(x), donc il
existe une racine de P;_;(x) dans ]y1, [, et le signe de P, _,(y1) est différent de celui de P;_,(0); donc P;_,(0) >0,
alors P;_,(y1) <O.

Pour x = y{, on a montré que y1 [P;%](yn + Pn_z(y1)] est positif, car c’'est le produit de deux nombres négatifs et par
conséquent Pp(y1) > 0.
Or, Py(x) <0 dans l'intervalle ]yq, O[, car P;Q—1(X) > 0 dans l'intervalle ]yq,0[ d’aprés I'étape 1, et Pp_2(x) < 0 dans I'in-
tervalle ]y1,0[, car elle est négative dans ]z, 0[ par hypothése de récurrence, alors P,(x) a une racine dans l'intervalle
1y1, 0L

Prouvons maintenant que P,(x) admet une racine dans chaque intervalle ]y;;1, y;[. Pour montrer cela, il suffit de prouver
que Pn(yi) et Pp(yit1) > 0 ont des signes différents.

- Il est clair a travers le théoréme de Rolle que P, _,(yi;1) et P;_,(y;) ont des signes différents.

- Pp_2(yit+1) et Pp_2(y;) ont des signes différents, par hypothése de récurrence.

- D'aprés le théoréme de Rolle, P , change de signe i fois dans l'intervalle ]y;, O[, et par I'hypothése de récurrence
Py_> change son signe i — 1 fois; or, il existe un petit voisinage de 0 ol P, _,(x) > 0 et P;_»(x) < 0; par conséquent,
P;Fl(y,-) et P,_»(y;) sont de méme signe.

D’aprés (4), Pn(y;i) et Pp(yi+1) ont des signes différents, ce qui implique que Pj(x) posséde une racine dans chaque inter-
valle 1yit1, yil.

Py (x) a un nombre impair de racines dans chaque intervalle ]y;;+1, y¥;[, car cette grandeur change de signe dans chaque
borne de cet intervalle. On sait que le nombre de racines de P,(x) dépasse au plus par une racine celui de P,_1(x); par
conséquent, P,(x) a exactement une racine dans chaque intervalle ]y;;1, yi[, ce qui compléte la preuve de ce cas.

Considérons maintenant le cas ol P,(x) est de degré d +1 et que P,_1(x) est de degré d, ce qui veut dire que n est pair.

La preuve est la méme que celle du premier cas. De plus, on sait que la derniére racine de P,(x) doit étre négative. Elle
ne peut étre dans aucun intervalle ]y;11, ¥i[, ce qui implique qu’elle appartient a l'intervalle ] — oo, y4_1[, ce qui termine la
preuve. 0O

Théoreme 3.2. La suite <{’,:}[2]>k est strictement log-concave, donc unimodale avec au plus deux modes consécutifs.

Preuve. Par le Théoréme 1.1 et le Théoreme 3.1. O

4. Lecture dans le triangle de Stirling de seconde espéce et nombres de Fibonacci-Stirling

Cette section donne le lien entre les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre 2 et les nombres de Stirling de
seconde espéce. Nous introduisons aussi les nombres de Fibonacci-Stirling.

Théoréme 4.1. Pourn > 2k, ona:
[2]
n n—k
= . 5
W=t ®)

Le théoréme suivant est un anologue du théoréme de Tanny et Zuker. A notre connaissance, c’est le premier exemple qui
établit la log-concavité dans un triangle arithmétique autre que le triangle de Pascal.

Théoréme 4.2. La suite <{";k})’ est strictement log-concave, donc unimodale.
K

Il est bien établi que les nombres de Fibonacci s’éxpriment comme somme des éléments parcourant la diagonale princi-
pale du triangle de Pascal, voir par exemple [1]; ceci nous suggére d’'introduire les nombres de Fibonacci-Stirling.

Définition 4.3. On définit la suite de Fibonacci-Stirling (¢n),, pour tout n > 2k, par ¢o =1, ¢1 =0, et
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Pnt1 1= Z {n ; k]-

k

771

(6)

Remarque 1. La relation entre les nombres de Fibonacci-Stirling et les nombres de Stirling associés avec succession d’ordre

2 est représentée par la relation suivante :

N
Pn+1 :Z {k} .
k

La suite (¢,) est appelée suite de Bell associée avec succession d’ordre 2.
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