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INFO ARTICLE RESUME

Historique de l'article : Nous considérons le modéle linéaire généralisé fonctionnel dont la fonction réponse est
Regu le 16 juillet 2013 un opérateur linéaire dépendant d'une variable explicative X appartenant i un espace
Accepté aprés révision le 27 avril 2014 fonctionnel. 1l a été étudié, entre autres, par Cardot et Sarda [4]. Nous considérons dans
Disponible sur Internet le 19 juin 2014 ce papier le modéle linéaire généralisé fonctionnel avec dérivée, noté par la suite MLGFD,
Présenté par le Comité de rédaction dont la fonction de réponse est définie comme un opérateur linéaire dépendant de X et de

sa dérivée. Nous proposons des estimateurs pour les paramétres fonctionnels de ce modéle
et fournissons des vitesses de convergence.
© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We consider the functional generalized linear model whose response function is a linear
operator depending on an explanatory variable X belonging to a functional space. It has
been studied, among others, by Cardot and Sarda [4]. In this paper, we consider the
functional generalized linear model with derivative component, denoted MLGFD in the
following, whose response function depends on a linear operator of X and on its derivative.
We propose estimators for the unknown functional parameters and provide convergence
rates.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans de nombreux domaines, on dispose d’observations correspondant a des données fonctionnelles. La littérature sta-
tistique propose différents modéles linéaires ou non linéaires pour analyser ce type de données. Nous renvoyons le lecteur
aux livres de Ramsay et Silverman [14], Bosq [3] ou Ferraty et Romain [8] pour un panorama assez complet de modéles
pour données fonctionnelles. Dans ce travail, nous considérons une extension du modéle linéaire généralisé pour données
fonctionnelles (MLGF) étudié entre autres par [4,6,9,11,15]. Dans ces travaux, le lecteur trouvera des exemples intéressants
d’application du modéle MLGF, notamment des applications de la régression logistique pour données fonctionnelles.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires ot X ¢ R et Y € S est un sous-ensemble quelconque de R. Le modéle
linéaire généralisé (MLG) est défini par I'intermédiaire de la loi conditionnelle £(Y|x) de Y, sachant que X = x. On suppose
que L£(Y|x) appartient a la famille exponentielle (Stone [16]) de la forme :
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exp{by(n)y +ba(n) }v(dy) (1)

ol v est une mesure non nulle définie sur R et n :=n(x; 6) est une fonction linéaire en x dépendant d’'un ou plusieurs
parametres inconnus 6. by et by sont deux fois continiiment dérivables et b3 (1) = —b/,(1)/b} (1) est contintiment dérivable.
De plus, b et b} sont strictement positives sur R. On montre alors que la moyenne conditionnelle 1+ = E(Y|X = x) est égale
a bs(n) et donc que n = b;] (). La fonction b;] s'appelle fonction de lien.

Dans la suite, nous supposerons aussi :

H1: bi(n)y+bi(n) <0 VneR, VyeS (2)

Les familles de distribution normale, binomiale, poissonnienne et gamma appartiennent a cette famille, appelée la famille
des modeles linéaires généralisés.

Le MLGF est défini pour un couple de variables aléatoires (X,Y) quand X € L2 :=%[0,1], Y € S. La loi conditionnelle
L(Y|x) appartient a la famille exponentielle définie ci-dessus, avec n(x; o) = (¢, X) 2. & € L? est le paramétre inconnu du
modeéle.

Nous proposons d’étudier une extension du modéle précédent, que nous appelons MLGFD (modéle linéaire généralisé
fonctionnel avec dérivée), en définissant :

n&x: B,y) = (B, x)j2 + (DB, Dx);2 + (v, Dx) 2. (3)

x appartient a I'espace de Sobolev W := W21 (voir Adams et Fournier [1]), D est I'opérateur dérivée défini sur W et g,y
sont des paramétres du modéle, définis respectivement dans les espaces de fonctions W et L2.

L'importance qu’il y a a utiliser la dérivée premiére ou seconde pour augmenter la capacité explicative d'un modéle
de régression pour données fonctionnelles a été soulignée par plusieurs auteurs. Nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage de
Ramsay et Silverman [14, §1.7] ou aux articles de Marx et Eilers [11] et De Belie et al. [5] pour des études qui concernent
différents domaines d’application. Marion et Pumo [10] ou Mas et Pumo [12,13] ont introduit et étudié des modéles de
prédiction ou de régression linéaire faisant intervenir I'opérateur de dérivation.

Aprés avoir introduit les conditions d’identifiabilité du MLGFD, nous proposons des estimateurs pour les paramétres
inconnus B, y du modéle et précisons leurs vitesses de convergence.

2. Définition et unicité du MLGFD

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires, X € W, Y € S. Rappelons que W := W21([0, 1]) est I'espace de Sobolev
défini par W = {X € L2 : DX € L2}. Soit D* I'adjoint de I'opérateur dérivée D. W est un espace de Hilbert de norme induite
par le produit scalaire Yu,v e W, (u, v)w = (u, v);2 + (Du, Dv) 2.

La loi conditionnelle du MLGFD appartient a la famille exponentielle (1) définie ci-dessus, ou n est définie par I'équa-
tion (3), qui s’écrit aussi :

nx; B,y)= (B, X)w + (v, Dx);2. (4)

Les conditions nécessaires garantissant I'identifiabilité des paramétres de ce modéle sont :

H2: | X|lw <oo p.s.
H3: KerI'x ={0}

ol I'x(-)=E(X,-)w X) est I'opérateur de covariance de X, et

Ha: (B.y)¢N

oit N est le sous espace de W x L? défini par N = {(8,y) e W x L>: B+ D*y =0}.

Cardot et Sarda [4] proposent les conditions H2 et H3 dans I'’étude du MLGF. Ces deux conditions sont aussi nécessaires
pour définir la régression linéaire fonctionnelle. La condition H4 a été introduite par Mas et Pumo [13] pour montrer
I'identifiabilité des parameétres de la RLFD (régression linéaire fonctionnelle avec dérivée) Y = (B8, x)w + (¥, Dx);2 +e.

Proposition 2.1. Le couple (B, y) est identifiable dans le modéle MLGFD ot 1 est définie par I’équation (4) si les conditions H2 a H4
sont vérifiées.

Remarque 1. Ceci découle de la bijectivité de b3 et du résultat analogue pour la RLFD (voir Mas et Pumo [13]).
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3. Estimation des parameétres et convergence

L’estimation des paramétres d’'un MLGF pour données fonctionnelles a été étudie par plusieurs auteurs - voir par exemple
[4,6,7,9,11] ou [15]. Le principe d’estimation est basé sur la maximisation de la vraisemblance d’'un échantillon. Notre ap-
proche est similaire a celle de Stone [16] pour un modeéle additif généralisé ou de Cardot et Sarda [4] pour un modéle
linéaire généralisé qui consiste a décomposer les observations de la variable explicative dans une base de fonctions splines
(de Boor [2]).

Par analogie avec les travaux de Stone [16] ou de Cardot et Sarda [4], nous supposons que les parametres 3,y satisfont
les conditions :

|BPHD(ty) — P+ ()] < Caltr — 1",

H5: 3p'eN, (3>0, etre]0,1] , ,
[y ®(t1) =y P (t2)| < C3lt1 — 2]

Cette condition est analogue a celle utilisée classiquement dans les espaces des fonctions splines. Soit p=p’ +r et q le
plus petit entier positif ¢ > p. On note S I'espace des fonctions splines s définies sur [0, 1] de degré g et k — 1 nceuds
intérieurs équidistants. Cet espace est de dimension k + q et ces fonctions satisfont deux conditions :

- s est un polynéme de degré q dans chaque intervalle [(i — 1)/k,i/k], i=1,---,k;
- s est ¢ — 1 continument dérivable dans [0, 1].

Soit {(Xj, Y;); 1 <i <n} un échantillon de taille n du MLGFD. La log-vraisemblance A(n(x; f, g)) calculée en un point (f, g),
feW, gel? sécrit :

An(f. @)=Y [b1(n(Xi: £, 8)Yi +b2(n(Xis £, )]

i=1,n

ol n(Xj; f, g) est définie par I'équation (4).
Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont, s'ils existent, les fonctions By 4 € Sq41,k» Vk,q € Sqk Maximisant
An(f, g). On démontre alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Sous les conditions HI1-H5 pour le MLGFD, il existe un couple unique (ﬁkyq, Vik,q) = arg MaXfes, ;g€Sq An(f, 2).
De plus,

A _ k
E(n(X; Prg: Vrg) — n(X: B, )/))2 =0(k?")+0 (E)

Avec k =n'/@P+D) on obtient E(n(X; Pr.q. Pr.q) — 1(X; B, ¥))? = 0 (k=2P/2pPHD),

Remarque 2. La vitesse de convergence obtenue pour le modéle MLGFD est équivalente a celle obtenue par Cardot et
Sarda [4] pour le modéle MLGF. Une discussion sur la vitesse optimale de convergence est proposée dans I'article de ces deux
auteurs. Soulignons enfin que Stone [16] a obtenu une méme vitesse de convergence pour les modéles additifs généralisés.

Remarque 3. La premiére condition de I'hypothése H5 impose la propriété holderienne pour la dérivée d’ordre p’+1 pour S.
Elle est plus forte que celle de Cardot et Sarda, qui exige cette méme condition pour la dérivée d’ordre p’ du paramétre «.
Ceci s’explique par le fait que E[n(X; Bn,q, Png) — N(X; B, 1)1? dépend aussi de la dérivée de 8 qui satisfait la condition de
Holder d’ordre p’.
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