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Nous présentons un résultat de convergence de (ρ
γ
n ) vers ργ dans le cas des équations de

Navier–Stokes compressibles isentropiques (Lions, 1996 [6]) dans un domaine variable en
temps. Le point essentiel est de montrer la convergence p.p. de la densité. En suivant la
démonstration de P.L. Lions, nous montrons que r = ρ logρ −ρ logρ (resp. r = ρ − (ρθ )1/θ )
est nul. Dans le cas du problème à frontière variable, la principale difficulté provient de la
condition aux limites non homogène sur u · n.

© 2012 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

a b s t r a c t

We present the convergence of (ρ
γ
n ) to ργ in compressible isentropic Navier–Stokes

equations (Lions, 1996 [6]) in a domain which changes with time. The essential point is to
show the convergence a.e. of the density. Following the proof of P.L. Lions, we prove that
r = ρ logρ−ρ logρ (resp. r = ρ−(ρθ )1/θ ) is equal to zero. In the case of a moving bondary
problem, the main difficulty comes from the non homogeneous boundary condition on u ·n.

© 2012 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

1. Introduction

On s’intéresse à l’écoulement d’un fluide compressible qui occupe un domaine variable dans un espace de dimension N
(N = 2 ou N = 3) entre les instants t = 0 et t = T . On note Ωt le domaine occupé par le fluide à l’instant t , γt sa frontière,
Q = ⋃

t∈[0;T ]({t} × Ωt) et Σ = ⋃
t∈[0;T ]({t} × γt) (voir Fig. 1).

On suppose le déplacement de la frontière connu tel que Q est un ouvert de R
N+1 de classe C0,1, et à chaque instant t ,

Ωt est un ouvert de R
N de classe C1,1 [4]. Ainsi, pour presque tout t � 0 et x ∈ γt , on peut définir N le vecteur normal à Σ

en (t, x) et n le vecteur normal à γt en x.
Ce type de problème a été récemment étudié par E. Feireisl et al. dans [2] et [3], en considérant un domaine cylindrique

D ⊃ Q . Dans l’objectif de pouvoir étendre plus tard notre résultat à une frontière inconnue, nous avons choisi une approche
permettant la résolution uniquement dans Q .

Notre objectif est de montrer la convergence du terme de pression dans les équations de Navier–Stokes compressibles
isentropiques en adaptant la démonstration de [6].
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Fig. 1. Évolution du domaine.

Théorème 1.1. Soit Q un ouvert tel que décrit ci-dessus. Soit u ∈ (L2(0, T ; H1(Ωt)))
N ∩ (L∞(0, T ; L2(Ωt)))

N tel que (1, u) · N = 0.
Soit r ∈ L2(0, T ; L2(RN )) ∩ C0([0, T ]; L2

W (RN )) vérifiant :

∂r

∂t
+ div ru � 0 dans D′(Q )

Alors r = 0 p.p. sur Q .

Remarque 1. Quand la frontière est fixe, le théorème 1.1 permet de généraliser le résultat obtenu par P.L. Lions [6] (avec
u = 0 au bord) au cas où u · n = 0 au bord.

2. Preuve formelle (ou dans le cas où ∂r
∂t + div ru ∈ L1( Q t))

Dans ce cas, on peut appliquer la formule de Green dans L1
div [1]. Soit t > 0. On note Q t = ⋃

0�τ�t({τ } × Ωτ ), Σt =⋃
0�τ�t({τ } × γτ ) et θ = (1, u) ∈R

N+1. On a alors : Div(τ ,x) rθ
def= ∂r

∂τ + div ru [7].

Donc, si Div(τ ,x) rθ ∈ L1(Q t), on a :

∫
Q t

Div(τ ,x) rθ =
∫

Σt∪Ω0∪Ωt

rθ · N =
∫
Ω0

rθ ·

⎛
⎜⎜⎜⎝

−1
0
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ +

∫
Ωt

rθ ·

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
0
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ +

∫
Σt

rθ · N =
∫
Ωt

r � 0

Or r � 0 p.p. sur Q , donc nécessairement r = 0 p.p. sur Ωt , pour tout t > 0. Quand les conditions sur r et u ne permettent
pas d’obtenir Div(τ ,x) rθ ∈ L1(Q t). Il est donc nécessaire d’utiliser d’autres arguments, présentés ci-après.

3. Preuve du théorème

Pour montrer que r = 0 p.p. sur Ωt , nous adaptons la démonstration [6]. Nous avons besoin des propriétés de la fonction
distance d’un point du domaine à la frontière, en particulier ∇d · s = 0 sur Σ (où s représente un vecteur tangent à la
surface Σ ).

Si ϕ ∈ C0([0, t]; L2
W (Ωτ )) ∩ L2(0, t; H1

0(Ωτ )), on peut appliquer la formule de Green à :

∫
Q t

Div(τ ,x)(rθ)ϕ
def=

∫
Q t

∂r

∂τ
ϕ +

∫
Q t

div(ru)ϕ

Soit ξ : R → R ∈ C∞(R), telle que ξ|]−∞; 1
2 ] = 0 et ξ|[1;∞[ = 1. On note d la fonction distance à la frontière à τ fixé :

d(τ , x) = dist(x, γτ ). On pose pour ε > 0, ϕε = ξ( d
ε ).

Alors ϕε ∈ C0([0, t]; H1
0(Ωτ )) ⊂ C0([0, t]; L2

W (Ωτ )) ∩ L2(0, t; H1
0(Ωτ )).

∫
Div(τ ,x)(rθ)ϕε =

∫
rθ · Nϕε −

∫
rθ · ∇(τ ,x)ϕε =

∫
r(t)ξ

(
d

ε

)
−

∫
r
θ · ∇(τ ,x)d

ε
ξ ′

(
d

ε

)

Q t Σt∪Ω0∪Ωt Q t Ωt Q t
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∣∣∣∣
∫
Q t

r
θ · ∇(τ ,x)d

ε
ξ ′

(
d

ε

)∣∣∣∣ �
∫
Q t

|r| |θ · ∇(τ ,x)d|
ε

∣∣∣∣ξ ′
(

d

ε

)∣∣∣∣

�
t∫

0

∫
d�ε

|r| |θ · ∇(τ ,x)d|
ε

∣∣∣∣ξ ′
(

d

ε

)∣∣∣∣

�
t∫

0

∫
Ωτ

|r| |θ · ∇(τ ,x)d|
d

∣∣∣∣ξ ′
(

d

ε

)∣∣∣∣1d�ε

Puisque Q ∈ C0,1(0, t;C1,1(Ωτ )), on a (τ , x) �→ d(τ , x) ∈ C0,1(0, t;C1,1(Ωτ )) ⊂ H1(Q t) et ∇(τ ,x)d ∈ (L2(0, t;C0,1(Ωτ )))N+1.
De plus θ ∈ (L2(0, t; H1(Ωτ )))N+1, d’où θ · ∇(τ ,x)d ∈ L1(0, t; H1(Ωτ )). Montrons qu’en fait, θ · ∇(τ ,x)d ∈ L1(0, t; H1

0(Ωτ )).
Pour presque tout 0 � τ � t et x ∈ γτ , Σ est localement C1, donc d aussi [5]. On peut alors définir sa dérivée suivant

n’importe quelle direction tangentielle s : ∇(τ ,x)d · s. Comme d = 0 sur Σ , p.p. (τ , x) ∈ Σt , ∇(τ ,x)d · s = 0, d’où p.p. 0 � τ � t ,
∇(τ ,x)d · s = 0 dans H1/2(γτ ). Puisque par hypothèse p.p. 0 � τ � t , θ · N = 0 dans H1/2(γτ ), on obtient p.p. 0 � τ � t ,

θ · ∇(τ ,x)d = 0 dans H1/2(γτ ), (i.e.) θ · ∇(τ ,x)d ∈ L1(0, t; H1
0(Ωτ )). On en déduit,

θ ·∇(τ ,x)d
d ∈ L1(0, t; L2(Ωτ )).

L’utilisation de ce résultat et le fait que r ∈ L∞(0, t; L2(Ωτ )) nous permettent d’écrire :

∣∣∣∣
∫
Q t

r
θ · ∇(τ ,x)d

ε
ξ ′

(
d

ε

)∣∣∣∣ �
t∫

0

∫
Ωτ

|r| |θ · ∇(τ ,x)d|
d

∣∣∣∣ξ ′
(

d

ε

)∣∣∣∣1d�ε

�
∥∥ξ ′∥∥∞

t∫
0

∫
Ωτ

|r| |θ · ∇(τ ,x)d|
d

1d�ε

�
∥∥ξ ′∥∥∞

t∫
0

‖r‖L2(Ωτ )

∥∥∥∥θ · ∇(τ ,x)d

d

∥∥∥∥
L2(Ωτ )

�
∥∥ξ ′∥∥∞‖r‖L∞(0,t;L2(Ωτ ))

∥∥∥∥θ · ∇(τ ,x)d

d

∥∥∥∥
L1(0,t;L2(Ωτ ))

Donc, par convergence dominée :

lim
ε→0

t∫
0

∫
Ωτ

|r| |θ · ∇d|
d

1d�ε = 0 et lim
ε→0

∫
Q t

r
θ · ∇d

ε
ξ ′

(
d

ε

)
= 0

De plus, limε→0
∫
Ωt

r(t)ξ( d
ε ) = ∫

Ωt
r(t). D’où le résultat.

4. Application

On note u la vitesse du fluide considéré et ρ sa masse volumique. Elles vérifient :

∂ρu

∂t
+ div(ρu ⊗ u) − μ�u + a∇ργ = ρ f ,

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 dans Q (1)

avec la condition θ · N = 0 sur Σ (non perte de fluide [7]).
On suppose que u ∈ (L2(0, T ; H1(Ωt)))

N ∩ (L∞(0, T ; L2(Ωt)))
N . On suppose également ρ � 0, ρ ∈ L∞(0, T ; Lγ (Ωt)) ∩

C0([0, T ]; L p(Ωt)) pour tout 1 � p < γ , alors ρ logρ ∈ L2(0, T ; L2(Ωt)) ∩ C0([0, T ]; L2
W (RN )).

Corollaire 4.1. Si (ρn, un) est une suite de solutions approchées du système (1), alors (ρ
γ
n ) converge faiblement vers ργ dans L1(Q ).

La preuve suit la démonstration de [6, pp. 21–29]. Selon le cas, on pose r = ρ logρ−ρ logρ ou r = ρ −(ρθ )1/θ (ρ logρ et
ρθ étant les limites faibles respectives de (ρn logρn) et (ρθ

n ) dans L1(Q )). r vérifiant ainsi les hypothèses du théorème 1.1,
nous établissons la convergence faible de (ρn logρn) vers ρ logρ et celle de ρθ

n vers ρθ . Le reste de la preuve est inchangé :
grâce à un argument de convexité et à la convergence faible de (ρn) vers ρ dans L1(Q ), on en déduit que (ρn) converge p.p.
vers ρ . La suite (ρn) étant bornée dans Lγ (Q ), on obtient que ρn converge vers ρ dans Lγ −ε , et donc que (ρ

γ
n ) converge

vers ργ dans L1(Q ).
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