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Présenté par Michel Duflo

En 1999, Kostant introduit un opérateur de Dirac cubique Dg/h associé à tout triplet
(g,h, B), où g est une algèbre de Lie complexe munie de la forme bilinéaire symétrique
adg-invariante non dégénérée B , et h est une sous-algèbre de Lie de g sur laquelle
B est non dégénérée. Kostant montre alors que le carré de Dg/h vérifie une formule
qui généralise la formule de Parthasarathy (1972). Nous donnons ici une nouvelle
démonstration de cette formule. Tout d’abord, au moyen d’une induction par étage, nous
montrons qu’il suffit d’établir la formule dans le cas particulier où h = 0. Il apparaît alors
que, dans ce cas, l’annulation du terme d’ordre 1 dans la formule de Kostant pour D2

g/h
est

une conséquence de propriétés classiques en cohomologie des algèbres de Lie, tandis que
le fait que le carré du terme cubique soit scalaire résulte de telles considérations, ainsi que
de l’identité de Jacobi.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

In 1999, Kostant introduces a Dirac operator Dg/h associated to any triple (g,h, B), where
g is a complex Lie algebra provided with an ad g-invariant nondegenerate symmetric
bilinear form B , and h is a Lie subalgebra of g such that the bilinear form B is
nondegenerate on h. Kostant then shows that the square of this operator satisfies a formula
that generalizes the so-called Parthasarathy formula (1972). We give here a new proof
of this formula. First we use an induction by stage argument to reduce the proof of the
formula to the particular case where h = 0. In this case we show that the vanishing of
the first order term in the Kostant formula for D2

g/h
is a consequence of classic properties

related to Lie algebra cohomology, and the fact that the square of the cubic term is a scalar
follows from such considerations, together with the Jacobi identity.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Commençons par définir l’opérateur de Dirac cubique. Soit (g,h, B) un triplet où g est une algèbre de Lie complexe,
h une sous-algèbre de Lie de g, et B est une forme bilineaire symétrique sur g invariante par l’action adjointe, i.e.

B
([x, y], z

) + B
(

y, [x, z]) = 0 (∀x, y, z ∈ g). (1)
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Nous supposons en outre que B est non dégénérée, ainsi que sa restriction à h. La restriction de B à l’orthogonal h⊥ de h

pour B , est alors non dégénérée, et on obtient la décomposition ad l-invariante g = h ⊕ h⊥. Ainsi l’algèbre h est représentée
dans h⊥ par restriction de l’action adjointe, induisant un homomorphisme

ν :h → so
(
h⊥)

.

Comme la forme bilinéaire B est non dégénérée sur h⊥ , nous pouvons également définir l’algèbre de Clifford C(h⊥). Plus
précisément, l’algèbre de Clifford est le quotient de l’algèbre tensorielle T (h⊥) par l’idéal engendré par les élements de la
forme

xy + yx − 2B(x, y), où x, y ∈ h⊥. (2)

Nous identifierons l’espace vectoriel sous-jacent à l’algèbre de Clifford C(h⊥) à celui de l’algèbre extérieur ∧h⊥ au moyen de
l’isomorphisme de Chevalley. Pour tout u, v ∈ ∧h⊥ , nous distinguerons alors le produit de Clifford uv et le produit extérieur
u ∧ v . Le produit extérieur par u sera noté e(u). La forme B s’étend à ∧h⊥ en une forme non dégénérée et fournit ainsi un
isomorphisme de l’algèbre extérieure avec son dual : ∧h⊥ = (∧h⊥)∗ . La transposée ι(x) de e(x) pour x ∈ h⊥ , peut alors être
vue comme endomorphisme de ∧h⊥ , et l’on a alors, pour w ∈ ∧h⊥ et x ∈ h⊥ ,

xw = (
e(x) + ι(x)

)
w.

Les relations de Clifford (2) s’étendent également de la façon suivante :

xw − (−1)k wx = 2ι(x)w, où x ∈ h⊥ et w ∈ ∧kh⊥. (3)

En outre, à travers ces isomorphismes, la restriction de la 3-forme fondamentale de g à h⊥ , i.e.

v :∧3h⊥ → C, B(v, x ∧ y ∧ z) = −1

2
B
(
x, [y, z]),

définit un élément vg/h ∈ C(h⊥). Soit maintenant (Xi) une base orthonormée de h⊥ , et U (g) l’algèbre de Lie enveloppante
de g.

Définition 1. L’opérateur de Dirac cubique est l’élément Dg/h ∈ U (g) ⊗ C(h⊥) défini par

Dg/h =
∑

i

Xi ⊗ Xi + 1 ⊗ vg/h.

Le qualificatif cubique exprime le fait que vg/h est de degré 3.
Il existe un unique homomorphisme d’algèbre �h défini par

�h : U (h) → U (g) ⊗ C
(
h⊥)

, �h(y) = y ⊗ 1 + 1 ⊗ ν(y) (y ∈ h).

La Z-graduation sur l’algèbre tensorielle induit une Z2-graduation sur l’algèbre de Clifford. En effet, l’automorphisme κ de
h⊥ défini par κ(x) = −x vérifie κ2 = 1, et se prolonge donc d’après (2) en un automorphisme de C(h⊥) encore noté κ . La
Z2-graduation est alors donnée par la décomposition de C(h⊥) en sous-espaces propres. En notant

_⊗ le produit tensoriel
gradué, nous avons un isomorphisme d’algèbres graduées

C(g) = C
(
h⊥) _⊗ C(h).

En considérant la graduation triviale sur U (g), on obtient une Z2-graduation sur le produit tensoriel U (g) ⊗ C(h⊥).

Lemme 2. L’opérateur de Dirac cubique est alors h�-invariant, i.e.

Dg/h ∈ (
U (g) ⊗ C

(
h⊥))h�

,

commute, au sens gradué, avec l’image h� = �h(h).

Soit (Y j) une base orthonormée de h, Ωh = ∑
j Y 2

j ∈ U (h) l’opérateur de Casimir pour h, et Ωg = ∑
i X2

i + ∑
j Y 2

j ∈ U (g)

l’opérateur de Casimir pour g.

Théorème 3. (Voir [5].) Le carré de vg/h dans l’algèbre de Clifford est un scalaire cg/h . De plus,

D2
g/h = Ωg ⊗ 1 − �h(Ωh) + cg/h.

Le premier argument de la démonstration que nous donnons ici, de type induction par étage, apparaît dans [4,3]. On
pourra également consulter [6]. Notons Dr l’opérateur de Dirac Kostant associé à un triplet de la forme (r,0, B).
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Lemme 4. (Voir [3, Theorem 9.4.1].)

(i) On a la décomposition suivante :

Dg = Dg/h

_⊗1 + �h

_⊗1(Dh).

(ii) Les composantes Dg/h

_⊗1 et �h

_⊗1(Dh) anticommutent.

Ce lemme résulte essentiellement du lemme 2 et de la définition du produit tensoriel gradué.
La conséquence de ce lemme dont nous avons besoin est la suivante :

D2
g/h

_⊗1 = D2
g − �h

_⊗1
(

D2
h

)
.

Ainsi, le théorème 3 résulte du même théorème pour les algèbres de Lie quadratiques, i.e. les triplets du type (r,0, B). En
outre, on a également

cg/h = cg − ch.

Il reste maintenant à montrer le théorème dans le cas où h = 0 (et donc h⊥ = g).
La même technique d’induction par étage est utilisé par A. Alekseev et E. Meinrenken pour montrer la formule de

Kostant [2, Proposition 6.4]. La formule pour les algèbres de Lie quadratiques (théorème 5) apparaît également dans [2,
Proposition 5.4], mais leur démonstration, sensiblement différente de celle présentée ici, est faite dans le contexte des
algèbres de Weil. Nous remercions le rapporteur d’avoir porté à notre connaissance l’article de A. Alekseev et E. Meinren-
ken [2], ainsi que les points communs avec cette note.

Théorème 5. Soit (g, B) une algèbre de Lie quadratique. Le carré dans l’algèbre de Clifford C(g) de la 3-forme fondamentale est un
scalaire cg et

D2
g = Ωg + cg.

Démonstration. Posons v = vg pour simplifier les notations et calculons D2
g . Pour ceci, introduisons la transposée du cor-

chet de Lie δ :g → ∧2g. Nous avons

δ(x) =
∑
i< j

B
(
x, [Xi, X j]

)
Xi ∧ X j (x ∈ g).

Par la suite, ∧2g est identifié à un sous-espace de C(g) comme précédement, de sorte que δ(X) ∈ C(g). Introduisons égale-
ment la dérivation dv de l’algèbre graduée C(g) donnée par

dv(a) = va − κ(a)v
(
a ∈ C(g)

)
.

Remarquons que dv est bien une dérivation car

dv(ab) = vab − κ(ab)v = vab − κ(a)κ(b)v = (
va − κ(a)v

)
b + κ(a)

(
vb − κ(b)v

) = (dva)b + κ(a)dvb.

Il vient,

D2
g =

(∑
i

Xi ⊗ Xi

)(∑
j

X j ⊗ X j

)
+

∑
k

Xk ⊗ dv(Xk) + v2

=
(∑

X2
i

)
⊗ 1 +

∑
i< j

[Xi, X j] ⊗ Xi X j +
∑

k

Xk ⊗ dv(Xk) + v2.

Or,

∑
i< j

[Xi, X j] ⊗ Xi X j =
∑

k

Xk ⊗
(∑

i< j

B
(

Xk, [Xi, X j]
)

Xi X j

)
=

∑
Xk ⊗ δ(Xk).

Ainsi,

D2
g = Ωg ⊗ 1 + v2 +

∑
Xk ⊗ (δ + dv)(Xk).
k
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Il suffit donc de montrer que δ + dv = 0 et que v2 est scalaire. La relation δ + dv = 0 peut être vérifiée en quelques lignes
en écrivant dv explicitement dans une base orthonormée [1, Lemma 3.3]. Nous préfèrons la démonstration suivante, qui
explique davantage pourquoi une telle relation est vraie.

Pour cela commençons par étendre δ en une dérivation de l’algèbre ∧g. Pour X ∈ g, notons X∗ = B(X, ·) la forme
linéaire associée. On peut alors écrire δ(X∗)(Y , Z) = X∗([Y , Z ]). Soit Ck(g,C) l’espace des applications k-linéaires sur g, non
nécessairement alternées. Alors δ n’est autre que la restriction de la différentielle

d : Ck(g,C) → Ck+1(g,C)

donnée par

dw(x0, . . . , xk) =
∑
s<t

(−1)s w
(
x0, . . . , x̂s, . . . , [xs, xt], . . . , xk

)
.

Le lien fondamental entre v , δ et B est alors donné par la relation dB = 2v . En effet, comme la forme bilinéaire B est
adg-invariante,

dB(x, y, z) = B
([x, y], z

) + B
(

y, [x, z]) − B
(
x, [y, z]) = −B

(
x, [y, z]) = 2v(x, y, z).

Pour X ∈ g, notons θX l’action de X sur Ck(g,C),

θX w(x1, . . . , xk) =
∑

s

w
(
x1, . . . , [X, xs], . . . , xk

)
.

Remarquons que l’invariance de B , équation (1), s’écrit alors θX B = 0. Rappelons encore que ιX est défini sur C•(g,C) par
ιX w(·) = w(X, ·).

On a également la formule de Cartan

ιX d + dιX = θX .

Ainsi, pour X ∈ g, utilisant l’équation (3),

dv(X) = 2ιX v = ιX dB = −dιX B + θX B = −dX∗ = −δ(X).

Nous avons donc obtenu la relation recherchée δ + dv = 0.
Venons-en maintenant à l’examen de v2. L’opérateur d laisse stable l’espace des formes alternées ∧g∗ , algèbre sur lequel

il définit une dérivation – pour la graduation définie par la parité du degré. Nous venons donc de montrer que d et dv

étaient des dérivations, qui à une consante près, coïncidaient en degré 1. Il en est donc de même sur toute l’algèbre ∧g. Le
fait que d2 = 0 est une conséquence immédiate de l’identité de Jacobi. En effet, en degré 1,

d2 w(x, y, z) = dw
([x, y], z

) + dw
(

y, [x, z]) − dw
(
x, [y, z]) = w

([[x, y], z
] + [

y, [x, z]] − [
x, [y, z]]) = 0.

Autrement dit, toujours en degré 1, d2 = (δ ⊗ 1) ◦ Alt ◦ δ = 0, car le coproduit δ vérifie l’identité de Jacobi duale. Nous en
déduisons que d2

v = 0. Par ailleurs, comme l’automorphisme κ vérifie κ(v) = −v et κ2(a) = a,

d2
va = v

(
va − κ(a)v

) − κ
(

va − κ(a)v
)

v = v2a − av2.

Par conséquent, v2 est dans le centre de l’algèbre de Clifford. En dimension paire, le centre est réduit au scalaire, et donc v2

est scalaire. Dans le cas de la dimension impaire, le centre est engendré par les scalaires et les éléments de degré maximal,
qui sont donc de degré impair. Or, comme v est de degré 3, son carré v2 ne peut contenir que des termes de degré pair.
Donc v2 est scalaire dans ce cas également. �
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