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a b s t r a c t

In this Note we study the global autosimilarity property of Lévy processes on Lie groups.
© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Processus de Lévy dans les groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie de dimension finie d, connexe et soit g son algèbre de Lie de base (V 1, . . . , Vd). Soit
(Z 1

t , . . . , Zd
t )t�0 un processus de Lévy de dimension d dans R

d Q -stable, où Q est une matrice diagonale dont les coe-

ficients diagonaux (αi)1�i�d sont tous supérieurs à 1/2. Le processus Z g
t = ∑d

i=1 Z i
t V i est le processus de Lévy à gauche

canonique Q -stable dans g par rapport à la base (V 1, . . . , Vd). Pour x dans G, on considère l’EDS suivante :

dXt =
d∑

i=1

V i(Xt) � dZ i
t , X0 = x.

Plus précisément le processus (Xt)t�0, solution de cette équation, est un processus à valeurs dans G adapté à Ft =
σ(Zs; s � t) et vérifie,

f (Xt) = f (x) +
d∑

i=1

t∫
0

V i f (Xs)dZ i
s + 1

2

∑
i, j

ai j

t∫
0

V i V j f (Xs)ds

+
∑

0�s�t

(
f
(
ϕXs−1 (�Zs)

) − f (Xs−1) −
d∑

i=1

V i f (Xs−1)�Zsi

)
,

pour tout f ∈ C∞(G), où aijt est la covariance de la partie continue du processus (Z g
t )t�0, �Zs = Zs − Zs−1 . ϕx(z) =

exp{∑d
i=1 zi V i}(x), avec, si Y est un champ de vecteur complet dans G, exp tY (x) est la solution de l’EDO dϕt/dt = Y (ϕt)
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satisfaisant ϕ0 = x. Le processus (Xt)t�0 est appelé processus de Lévy-gauche Q -stable dans G par rapport à la base
(V 1, . . . , Vd). Pour plus de détails, nous renvoyons à [5], p. 598. Pour k � 1,

– On note �k[0, t] = {(t1, . . . , tk) ∈ [0, t]k, t1 < · · · < tk} ;
– Si I = {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . ,d}k} est un mot de longueur k,∫

�k[0,t]
�dZ I =

∫
0<t1<···<tk�t

�dZ i1
t1

· · · � dZ ik
tk

;

– On note C le groupe des permutations ;
– Si I = (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . ,d}k est un mot, on note par V I le commutateur de Lie définie par,

V I = [
V i1 ,

[
V i2 , . . . , [V ik−1 , V ik ] . . .

]]
de l’ensemble des indices {1, . . . ,k} et si σ ∈ C, on note pour un mot I = (i1, . . . , ik), σ I le mot (iσ(1), . . . , iσ(k)) ;

– Si σ ∈ Ck , on note e(σ ) le cardinal de l’ensemble, { j ∈ {1, . . . ,k − 1}, σ ( j) > σ( j + 1)} ;

– Enfin, si I = (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . ,d}k est un mot, ΛI (Z)t = ∑
σ∈Ck

(−1)e(σ )

k2Ck−1
e(σ )

∫
�k[0,t] �dZσ−1.I .

Proposition 1.1. (Voir [5], p. 601.) Si G est un groupe nilpotent, alors :

Xt = exp

( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
, t � 0.

Remarque 1.1. Comme le groupe G est nilpotent, la somme
∑+∞

k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I est finie.

2. Processus de Lévy globalement auto-similaires sur les groupes de Lie

Dans cette partie on va étudier la propriété d’auto-similarité globale de (Xt)t�0 dans G (voir Théorème 2.2 pour la
définition).

Lemme 2.1. (Voir [6].) Si Ψ : G → G est un automorphisme de groupe de Lie tel que les valeurs propres de dΨ1G
(la différentielle de

Ψ en 1G) sont toutes de modules > 1, alors, G est un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe.

Théorème 2.2. Il existe une famille d’automorphisme de groupe de Lie �t : G → G, t > 0, tel que,

1) L’application t → �t est continue et limt→0 �t = 1G ;
2) Pour t1, t2 � 0, �t1t2 = �t1�t2 ;
3) (Xct)t�0 =loi (�c Xt)t�0 ;

si et seulement si le groupe G est isomorphe à (Rd,+).

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomophisme Ψ : R
d → G. Il est évident de voir que l’application �r = Ψ (r Q )

vérifie les propriétés 1, 2, 3 du théorème. Réciproquement, montrons d’abord que l’existence de la famille (�t)t�0 implique
que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. Soit δc = d�c(1G) la différentielle de �c en 1G . �c est
un automorphisme d’algèbre de Lie g → g. L’application f : t → δet est une application de R dans l’espace des applications
lineaires de g dans g qui est continue. On a de plus la propriété f (t + s) = f (t) f (s). Donc il existe une application lineaire
Φ : g → g telle que δc = exp(Φ ln c), c > 0. Si λ ∈ Sp(Φ) est une valeur propre de Φ , alors RΦ > 0 car limc→0 �c = 1G . Du
Lemme 2.1, on déduit que G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.

Et de la Proposition 1.1 on déduit

Xt = exp

( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
, t � 0.

De l’égalité (Xt)t�0 =loi (�c X t
c
)t�0 on déduit

(
exp

( +∞∑ ∑
ΛI (Z)t V I

))
=loi

(
exp

( +∞∑ ∑
ΛI (Z) t

c
(δc V )I

))
.

k=1 I=(i1,...,ik) t�0 k=1 I=(i1,...,ik) t�0
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Puisque le groupe G est nilpotent et simplement connexe, l’application exponentielle est une bijection, donc( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
t�0

=loi

( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z) t
c
(δc V )I

)
t�0

.

L’auto-similarité du processus de Lévy implique,( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z) t
c
(δc V )I

)
t�0

=loi

( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)tc−Q δc V I

)
t�0

,

donc ( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
t�0

=loi

( +∞∑
k=1

c−kQ
∑

I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
t�0

.

Puisque c−Q δc = c−Q exp(Φ ln c) doit être bornée lorsque c → ∞, toutes les valeurs propres de Φ doivent être inférieure à
inf1�i�d αi .

Enfin, lorsque c → 0 cela implique

∀k � 2,
∑

I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I = 0.

D’après le Théorème du support pour les processus de Lévy (voir par exemple [7]) cela implique, V I = 0 pour tout k � 2.
Donc, G est commutatif. �
Remarque 2.1. Un résultat similaire est prouvé dans le cas d’un mouvement Brownien fractionnaire dans [2].

Si on enlève l’hypothèse que les V i forment une base de g (on suppose seulement qu’ils sont linéarement indépendants),
alors, il existe une classe plus générale de groupes sur lesquels il existe des processus de Lévy globalement auto-similaires :
Les groupes de Carnot.

Définition 2.1. Un groupe de Carnot est un groupe de Lie simplement connexe, dont l’algèbre de Lie s’écrit sous la forme,

V1 ⊕ · · · ⊕ VN ,

avec [Vi, V j] = Vi+ j, et Vs = 0, pour s > N .

Théorème 2.3. Soit G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g. Soit, V 1, . . . , Vl ∈ g linéarement indépendants. Soit (Xt)t�0 la solution
de l’équation

dXt =
l∑

i=1

V i(Xt) � dZ i
t, X0 = 1G.

On suppose qu’il existe une famille d’automorphismes de groupe de Lie �t : G → G, t > 0, tel que,

1) L’application t → �t est continue et limt→0 �t = 1G ;
2) Pour t1, t2 � 0, �t1t2 = �t1�t2 ;
3) (Xct)t�0 =loi (�c Xt)t�0 .

Alors le sous groupe de Lie H engendré par eV 1 , . . . , eVl est un groupe de Carnot.

Démonstration. La démonstration est très proche de celle du Théorème 2.2. Du Lemme 2.1. on déduit que H est un groupe
nilpotent simplement connexe, et que,

∀c > 0,

( +∞∑
k=1

∑
I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
t�0

=loi

( +∞∑
k=1

c−kQ
∑

I=(i1,...,ik)

ΛI (Z)t V I

)
t�0

.

Pour k � 1, on note par Vk l’espace vectoriel linéaire engendré par la famille :{
V I , |I| = k

}
.
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En faisant tendre c → +∞ et c → 0 on déduit que c−kQ δc est bornée dans Vk . Et, puisque,

c−kQ δc = exp
(
(Φ − kQ Id) ln c

)
,

on déduit alors que

h =
+∞⊕
k=1

Vk

où h est l’algèbre de Lie de H. Donc, H est un groupe de Carnot. �
Un résultat similaire est prouvé d’une autre manière dans [1]. Pour des exemples de processus de Lévy globalement

autosimilaires sur les groupes de Carnot, nous renvoyons à [4]. Pour une étude approfondie des semi-groupes stables sur les
groupes de Carnot nous renvoyons à [3].
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