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1. Processus de Lévy dans les groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie de dimension finie d, connexe et soit g son algébre de Lie de base (V1q,...,Vy). Soit
(Z1,...,Zf)t>0 un processus de Lévy de dimension d dans RY Q-stable, ol Q est une matrice diagonale dont les coe-

ficients diagonaux (ai)1gigd sont tous supérieurs a 1/2. Le processus 78 = Zle ng,‘ est le processus de Lévy a gauche
canonique Q -stable dans g par rapport a la base (V1, ..., Vg). Pour x dans G, on considére I'EDS suivante :
d
dXe =) Vi(Xp) odz{, Xo=x.
i=1
Plus précisément le processus (X;)r>o, solution de cette équation, est un processus a valeurs dans G adapté a §; =
0 (Zs;s <t) et vérifie,

d t t
|
Fo0=F00+ Y [Virodzi+ 3 Yy [vivioods
L]

i=17p o

d
+ ) | flox i (AZ9) = F(Xg) = Y Vif (Xe-)AZg ),
0<s<t i=1
pour tout f € C*°(G), ol ajjt est la covariance de la partie continue du processus (Ztg)t>o, ANZs =275 — Zs1. px(2) =
eXp{Z?=l z;Vi}(x), avec, si Y est un champ de vecteur complet dans G, exptY (x) est la solution de I'EDO deg;/dt = Y (¢r)
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satisfaisant ¢g = x. Le processus (X¢);>o est appelé processus de Lévy-gauche Q-stable dans G par rapport a la base
(V1, ..., Vg). Pour plus de détails, nous renvoyons a [5], p. 598. Pour k > 1,

On note AK[0, t] = {(t1,...,t) € [0, t1¥, t1 < -+ < ti};

- SiI={(i1,...,ip) €{1,...,d}*} est un mot de longueur k,
I i ik
/ odZ' = / odZ,l - o dZ;
A"[O,t] O<ty<---<tp <t

On note ¢ le groupe des permutations;
Si I=(i1,...,i) €{1,...,d}* est un mot, on note par V; le commutateur de Lie définie par,

VI = [Vha [Vi27 B [Vl'k,la Vlk] . ]]

de I'ensemble des indices {1,...,k} et si 0 € €, on note pour un mot I = (i1, ..., i), ol le mot (ix(1),...,lz@);
- Si 0 € €, on note e(o) le cardinal de I'ensemble, {j € {1,...,k—1},0(j) >0 (j+1)};
()@ odzo I,

Enfin, si I = (i1, ..., i) € {1,...,d}¥ est un mot, A;(Z); = deq aoT fAk[O’t]
e(o)

Proposition 1.1. (Voir [5], p. 601.) Si G est un groupe nilpotent, alors :

+00
xt=exp<2 > A,(znv,), t>0.

k=1 I=(i1,....ix)
Remarque 1.1. Comme le groupe G est nilpotent, la somme Z,::f ZI:<i1,..<,ik) A1(Z):V; est finie.

2. Processus de Lévy globalement auto-similaires sur les groupes de Lie

Dans cette partie on va étudier la propriété d’auto-similarité globale de (X;);»o dans G (voir Théoréme 2.2 pour la
définition).

Lemme 2.1. (Voir [6].) Si ¥ : G — G est un automorphisme de groupe de Lie tel que les valeurs propres de d¥, (la différentielle de
W en 1) sont toutes de modules > 1, alors, G est un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe.

Théoréme 2.2. [l existe une famille d’automorphisme de groupe de Lie A : G — G, t > 0, tel que,

1) L'application t — A; est continue et lim;_.g A = 1¢ ;
2) Pourtq,t; >0, Aﬁtz = Afl Atz )
3) Xedez0 ="' (AcXD)r>0;

si et seulement si le groupe G est isomorphe a (RY, +).

Démonstration. Supposons qu'il existe un isomophisme ¥ :R? — G. Il est évident de voir que I'application A, = ¥ Q)
vérifie les propriétés 1, 2, 3 du théoréme. Réciproquement, montrons d’abord que I'existence de la famille (A;);>o implique
que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. Soit §. = dA.(1¢) la différentielle de A, en 1g. A est
un automorphisme d’algébre de Lie g — g. L'application f:t — S, est une application de R dans I'espace des applications
lineaires de g dans g qui est continue. On a de plus la propriété f(t +s) = f(t) f(s). Donc il existe une application lineaire
@ :g— g telle que §; =exp(®@Inc), c > 0. Si A € Sp(P) est une valeur propre de @, alors R® > 0 car lim_ o A; = 1g. Du
Lemme 2.1, on déduit que G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.
Et de la Proposition 1.1 on déduit

+00
xt=exp<2 > A:(znv,), t>0.

k=1 I=(i1,....ix)

De I'égalité (Xr)r>0 ="" (AcXt)e>0 on déduit

+00 too
(exp(Z > A:(znv,)) =" (exp(Z > AI(Z);@cvn)) :
i) t>0 t>0

k=1 [:(i] ..... i k=1 l:(i1 ..... ik)
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Puisque le groupe G est nilpotent et simplement connexe, I'application exponentielle est une bijection, donc

+00 T
(Z > AI(Z)tV1> =’°i(Z > A1(2>5(8CV)1> :
i) t>0 t>0

k=1I=(,..., k=1I=(,..., ix)

L’auto-similarité du processus de Lévy implique,

+00 oo
(Z > AI(Z)g(acvn> =’°"<Z > AI(Z)thacw) :
i) t>0 t>0

k=1 I=(iy,..., k=1 I1=(iy,...,ix)

donc

+00 T
(Z > Az(znv,) =’°i(Zc—"Q > A,(Z)tv1>
t>0 k=1

k=1I=(,..., ix) I1=(iy,..., ix) t>0

Puisque ¢~ 958, = c~ < exp(® Inc) doit étre bornée lorsque ¢ — oo, toutes les valeurs propres de @ doivent étre inférieure a
infigicq @i
Enfin, lorsque ¢ — 0 cela implique

vk > 2, > AZyVvi=o.

D’aprés le Théoréme du support pour les processus de Lévy (voir par exemple [7]) cela implique, V; =0 pour tout k > 2.
Donc, G est commutatif. O

Remarque 2.1. Un résultat similaire est prouvé dans le cas d’'un mouvement Brownien fractionnaire dans [2].

Si on enléve I'hypothése que les V; forment une base de g (on suppose seulement qu'ils sont linéarement indépendants),
alors, il existe une classe plus générale de groupes sur lesquels il existe des processus de Lévy globalement auto-similaires :
Les groupes de Carnot.

Définition 2.1. Un groupe de Carnot est un groupe de Lie simplement connexe, dont I'algébre de Lie sécrit sous la forme,

Vi@ @ Vn,
avec [V;, Vjl =Viyj, et Vs =0, pour s > N.
Théoréme 2.3. Soit G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Soit, V1, ..., V| € g linéarement indépendants. Soit (X;)¢>o la solution
de I'équation
l .
dXe =Y Vi(Xp) o dzj, Xo=1lc.
i=1
On suppose qu'il existe une famille d’automorphismes de groupe de Lie A : G — G, t > 0, tel que,
1) L'application t — A; est continue et lim;—.o A; = 1¢ ;
2) Pourty, tz 20, Ay, = Ay Ay
3) Ket)r=0 ="' (AcXo)ezo0-

Alors le sous groupe de Lie H engendré par eV1, ..., eV est un groupe de Carnot.

Démonstration. La démonstration est trés proche de celle du Théoréme 2.2. Du Lemme 2.1. on déduit que H est un groupe
nilpotent simplement connexe, et que,

+00 oo
ve >0, (Z Z A,(Z)N,) =’°i<Zc_kQ Z AI(Z)tV,>
>0 k=1

k=1 I=(iq,..., i) I1=(iy,..., ix) t>0

Pour k > 1, on note par Vj I'espace vectoriel linéaire engendré par la famille :

{Vi. 1 =k}.
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En faisant tendre ¢ — +oo et ¢ — 0 on déduit que c~¥2§, est bornée dans V. Et, puisque,

c %8, = exp((® —kQId)Inc),

on déduit alors que
+00
h= @ Vi
k=1
ot h est l'algebre de Lie de H. Donc, H est un groupe de Carnot. 0O

Un résultat similaire est prouvé d’'une autre maniére dans [1]. Pour des exemples de processus de Lévy globalement
autosimilaires sur les groupes de Carnot, nous renvoyons a [4]. Pour une étude approfondie des semi-groupes stables sur les
groupes de Carnot nous renvoyons a [3].
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