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ponctuelle et uniforme, et nous donnons également les vitesses de convergence corres-
Présenté par Paul Deheuvels pondantes. De plus, comme application, nous utilisons les résultats obtenus pour donner
quelques propriétés asymptotiques de I'estimateur local linéaire du mode conditionnel.
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ABSTRACT

In this Note, we introduce the local linear estimation of the conditional density of a scalar
response variable given a random variable taking values in a semi-metric space. Under
some general conditions, we establish the pointwise and uniform almost complete conver-
gences with rates of this estimator. Moreover, as an application, we use the obtained results
to derive some asymptotic properties for the local linear estimator of the conditional mode.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous nous intéressons a I'estimation par polynémes locaux de la densité conditionnelle quand la va-
riable explicative est fonctionnelle. Il est bien connu, en dimension finie, que cette estimation admet plusieurs avantages que
la méthode a noyau de Nadaraya-Watson ne présente pas (cf. [2] et [6] pour une comparaison entre les deux méthodes).
Notons que, lorsque les données appartiennent a un espace de dimension infinie, ces questions deviennent particuliérement
intéressantes. D’abord pour le probléme fondamental qu'elles formulent, et ensuite pour I'efficacité de la méthode d’estima-
tion sur le plan pratique. De plus, la méthode a noyau de Nadaraya-Watson peut étre considérée comme un cas particulier
de la méthode étudiée dans cette note.

Hormis le fait qu'il existe plusieurs outils de prévision en statistique non-paramétrique, dont la médiane conditionnelle
ou les quantiles conditionnels, il est bien connu que le mode conditionnel en est un, et dont I'estimation non-paramétrique
dépend de celle de la densité conditionnelle. Dans la statistique non-paramétrique pour données fonctionnelles, [7] et [8]
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peuvent étre considérés comme les premiers travaux sur ce sujet. Dans [7], on a établi la convergence presque-compléte de
I'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson de la densité et de la fonction de répartition conditionnelles quand les covariables
sont fonctionnelles indépendantes. Par ailleurs, le cas de données fonctionnelles fortement mélangeantes a été étudié dans
[7] et [8]. D'autre part, la convergence LP de I'estimateur a noyau du mode conditionnel a été étudiée dans [3], alors que
des résultats asymptotiques des estimateurs a noyau du quantile et du mode conditionnels ont été étudiés dans [5]. Pour
d’autres références bibliographiques concernant des sujets proches de celui-ci, nous référons a [10] et aux références qui s’y
trouvent.

2. Modéle

Soit (X1, Y1),...,(Xn, Yn) un échantillon aléatoire du couple (X, Y) qui est a valeurs dans F x R, ot F est un espace
semi-métrique muni de la semi-métrique d.

Nous supposons qu’il existe une densité conditionnelle de Y sachant X, qui est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R, et qui admet une densité bornée notée f*. Le lissage polynomial est basé sur I'hypothése que le
parametre fonctionnel est assez régulier pour qu'il soit localement approché par un polynéme. En statistique fonctionnelle,
il y a plusieurs moyens permettant d’adapter I'estimation par polynémes locaux (cf. [1] et [4]).

Dans cette note, nous sommes intéressés par I'estimation non-paramétrique locale de f*, pour x € F. Pour ceci, nous
supposons que f* est différentiable au voisinage de y (cf. [9]). Nous adaptons donc la modélisation fonctionnelle rapide
locale qui a été utilisée pour I'estimation de I'opérateur de régression dans [1] (cf. aussi [4] pour les degrés supérieurs), ou
I'estimateur est défini par f"(y) =a, obtenu par la minimisation de I'expression suivante :

n

min > " (hg H(hy' (v — Y0) —a —bB(Xi, 0)°K (R '8(x, X))
(a,b)eR2 i

ou K et H sont des noyaux, hx = hg n (resp. hy =hpy ) est une suite de nombres réels positifs et B(.,.) est une fonction
réelle connue, définie sur F2 et telle que, V& € F, B(£, &) = 0. De plus, 8(.,.) est une fonction réelle définie sur 72, telle
que d(.,.) =18(.,.)|. Clairement, par des calculs simples, on obtient explicitement la définition suivante de f* :

Y Wi oH MR (y — )
hi 323 o Wi ()

ot Wij(x) = B(Xi, ©)(B(Xi, ) — B(Xj, 0)K (hic'8(x, Xi)K (hc'8(x, X)), avec la convention 0/0 = 0.

o=

3. Principaux résultats
3.1. Convergence ponctuelle presque-compléte

Dans ce qui suit, nous fixons x dans F, et nous désignons par Ny un voisinage de x, Sg un sous-ensemble compact de R,
et par ¢x(r1,r2) =Pz <8(X, %) <rp).

Notons que notre modéle non-paramétrique sera plus général, dans le sens oli nous n'aurons besoin que des hypothéses
suivantes :

(H1) Pour tout r > 0, ¢x(r) := ¢x(—1,1) > 0.
(H2) La densité conditionnelle f* est telle que : 3by > 0, by > 0, V(y1, y2) € S]lzQ et V(x1,x2) € Ny x Ny

| F (1) — F2(y2)] < Ce(d” (%1, %2) + [y1 — ¥2I”2), ot Cx > 0 (dépend de x).
(H3) La fonction f(.,.) est telle que :

vx' e F, Cd(x,X) < |B(x,x)| < Cad(x,X), ot Cy>0, C2>0.

(H4) K est une fonction positive, différentiable et de support [—1, 1].
(H5) H est une fonction positive, bornée, Lipschitzienne, et telle que :

/|t|b2H(t)dt<oo et /Hz(t)dt<oo.

(H6) La largeur de fenétre hy satisfait :

1
1 d
IngeN, Vi , —— hi,hx)— (22K (z))dz > C3 > 0
ng € n>no ¢x(hK)/1¢X(Z K K)dZ(Z (2))dz>C3 >
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hy / ﬁ(u,x)dP(u):o( / 52(u,x)dp(u)>

et

B(x,hk) B(x,hk)
ol B(x,r)={x' € F/d(x',x) <r} désigne une boule fermée de centre x et de rayon r, et dP(x) est la fonction cumula-
tive.
(H7) La largeur de fenétre hy satisfait : lim,_, .o n” hy = co pour tout y > 0 et limp_, nhqu‘;% =0.

Remarquons que les conditions (H1), (H3) et (H6) sont les mémes que celles utilisées dans [1]. L’hypothése (H2) est une
condition de régularité qui caractérise 'espace fonctionnel de notre modéle et elle sert pour évaluer le terme du biais dans
les résultats asymptotiques de cette note. Les hypothéses (H5) et (H7) sont des conditions techniques et sont similaires a
celles considérées dans [8].

Le théoréme suivant donne la convergence presque-compléte (p.co.) de )A”‘.

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H1)-(H7), nous avons :

R Inn
X _ex -0 hb1 hb2 _’_O(\/:)’ .CO.
yseusi\f W) — f*\W|=0o(hg +hy) nhy¢x(hk) Peo

Sketch de la démonstration du Théoréme 3.1. Pour tout y € Sg, on a la décomposition suivante :
Po) = o = {(Fx») —E[FAW]) = (FO) B[ROV IS+ = ) P/l =l + 2+ 13

olt fX(y) = Y Wiy H(hy' (v — Y0)/(n(n — DRRE[W12(X)]) et f§ =Y Wii(x)/(n(n — DE[W12(0)). Le résultat s'ob-
tient en démontrant la convergence des termes Iq, I et I3 et en contrdlant le terme f,’; O

3.2. Convergence uniforme presque-compléte

Dans ce paragraphe, nous établissons la convergence uniforme presque-compléte de f* sur un sous-ensemble S de F

tel que : S C U;le B(Xy, 1), ol x, € F et rp (resp. dy) est une suite de nombres réels positifs. Il est important de noter
que, dans le cadre multivarié, la consistance uniforme est une extension standard de la convergence ponctuelle, cependant,
dans notre cadre fonctionnel, nous aurons besoin (en plus de (H1)-(H7)) de quelques outils et hypothéses topologiques
supplémentaires :

(U1) 1I existe une fonction différentiable ¢ (.) de dérivée premiére ¢’'(.), telle que :

VxeSr, 0<Co(h)<¢x(h)<C'¢(h)<oo et Img>0, Vn<mn ¢ <C.
(U2) La densité conditionnelle f* est telle que : V(y1,y¥2) € Sk X Sgr, V(X1,X2) €S X SFx :

1) = f2(2)| < C(d (x1,%2) + [y1 — y2I™?).
(U3) La fonction B(.,.) vérifie I'hypothése (H3) et la condition de Lipschitz suivante :

V(x1,%2) € SF x Sr, |B(x1.X) — B(x2,¥)| < C'd(x1, x2).
(U4) Le noyau K vérifie I'nypothése (H4) et la condition de Lipschitz suivante :

[Kx) — K(y)| < C|lxl = 1yl].

(U5) Pour tout y € (0, 1), limy— 400V hy = 00, et pour r, = O(Inn/n), la suite d, vérifie :

(Inn)? n]7V¢(h1() ad Gy+1)/2.41-B
m<lndn<T et Zn d, ¥ <oo, pourtoutp > 1.

n=1

Notons que les conditions (U1) et (U2) sont, respectivement, les versions uniformes de (H1) et (H2). De plus, les conditions
(U1) et (U5) sont reliées a la structure topologique de la variable fonctionnelle. C'est pourquoi, comme dans le cas ponctuel,
le choix de la topologie, qui est contr6lée ici par la fonction §(.,.), joue un role crucial. Donc, un bon choix de cette fonction
améliore la vitesse de convergence de I'estimateur. Plus précisément, un bon choix de la semi-métrique est celui qui accroit
la concentration de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle X tout en minimisant dp. Il faut noter que les deux
hypothéses (U1) et (U2) sont satisfaites par plusieurs processus a temps continu (cf. par exemple [9] pour des processus
connus).
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Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (U1)-(U5) et (H5)-(H6), nous avons :

Ind,

sup supufx(y)_fx(y)‘:o(h?(l)—i-o(hl;{z)—i-O( m) p.co.

xeSr yeSr
4. Application : estimation du mode conditionnel

Notons par 6(x) = argsupy.s, f*(y) le mode conditionnel de Y sachant X. Soit S un sous-ensemble «compact» de F.
Afin de prouver la consistance forte de cet estimateur, nous aurons besoin des hypothéses suivantes :

(U6) Vep >0, In > 0, Vr: S — Sg, nous avons (cf. [11]) :

sup [0(x) —r(0)| >€0 = sup [f*(r®) — fX(O®)|=n.
xeSr XeSr

De plus, on suppose qu'il existe un entier j > 1 tel que Vx € Sz, la densité f* est de classe C/ sur I'intérieur topologique
de Sg relativement a y, et que :

W) OOw)=0, sit<l<j
u7 . .
et f*U)(.) est uniformément continue sur Sg, telle que : | f*V(9(x))| > C >0

ot f*() désigne la dérivée d’ordre j de la densité conditionnelle f*.
Nous estimons le mode conditionnel 6(x) par la variable aléatoire 6’(\x) qui est telle que :
6(x) =arg sup f*(y).

YESR

Comme conséquence du Théoréme 3.2, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, et si la densité conditionnelle f* satisfait les hypothéses (H9) et (H10), alors
nous obtenons :

— i Ind
s 49x—9x1=0hb1+0hb2+0< 7'1) .CO.
xel;l;| ® =00 (1) + 0 (A7) n!=Y ¢ (hg) P
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